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Rezumatul tezei de abilitare

Aceasta teza de abilitare reprezinta o selectie a rezultatelor activitatii stiintifice
dupa 2004, cand autorul a obtinut titlul de doctor inginer. Rezumatul rezultatelor este
prezentat in urmatoarele capitole.

Capitolul 1. Metoda generala de reducere a torsiunii generale a structurilor
civile multietajate cu conlucrare spatiala prin intermediul planseelor.

Contributiile principale in acest capitol sunt:

1.Dezvoltarea unui metode generale de reducere a torsiunii generale in cazul
structurilor multietajate bazate pe un model matematic care isi propune sa reduca
excentricitatea dintre centrul de masa si centrul de rigiditate de la nivelul planseelor,
precum si dirijarea axelor principale de inertie ale planseelor, dupa directii adecvate,
astfel incat mecanismul plastic asociat sau mecanismul plastic favorabil, sa genereze un
numar semnificativ de articulatii plastice.

2.Metoda dezvoltata in lucrare are un grad mare de generalitate, putandu-se
aplica: structurilor pe cadre, structurilor cu pereti structurali, structurilor duale si
structurilor cu tuburi sau cu tub central flexibil. De asemenea in procesul de eliminare a
torsiuni generale se iau in consideratie sistemele structurale care asigura circulatia pe
elevatia structurii (scari caje de lift etc.)

3.Pentru aplicarea si utilizarea metodei de eliminare a torsiunii generale a
structurilor multietajate, in acest capitol este prezentat algoritmul de calcul pentru
modelul matematic propus, care este transpus ntr-un program in cod Matlab ce poate fi
utilizat pentru orice sistem structural utilizat la structurile multietajate din inginerie civila.
In vederea explicarii modului de aplicare practica a rezultatelor obtinute in acest capitol,
sunt prezentate studii de caz pentru toate sistemele structurale intalnite la structurile
multietajate din inginerie civila.

Capitolul 2. Studiul algoritmilor numerici si algoritmilor probabilistici tip
Monte Carlo pentru determinarea ariei, momentelor statice, centrului de masa si
tensorului de inertie pentru suprafete plane complexe.

Contributiile principale in acest capitol sunt:

1.Dezvoltarea unei metode numerice generale de determinarea a caracteristicilor

geometrice, masice si inertiale pentru suprafete cu configuratie complexa.



2.Echivalarea momentelor de inertie ale unei suprafete plane cu configuratie
complexa cu momentele de inertie ale unui dreptunghi care are axele principale de inertie
orientate dupa directiile principale ale suprafetei plane cu configuratie complexa.

3.Dezvoltarea unui algoritm de calcul al tensorului de inertie pentru suprafete cu
configuratie complexa si implementarea acestui algoritm in cod Matlab. Validarea
algoritmului de calcul in cazul suprafetelor simple prin solutii analitice.

4.Dezvoltarea unui algoritm de calcul pentru tensorul de inertie al suprafetelor
plane cu configuratie complexa cu metoda probabilistica Monte Carlo.

5.Metodele dezvoltate in acest capitol, permit echivalarea rigiditatii elementelor
verticale de rezistenta ale structurilor multietajate (stalpi pereti structurali si tuburi) cu
elemente dreptunghiulare. Aceasta echivalare se utilizeaza la modelul matematic
prezentat in capitolul 1, care reduce torsiunea generala a structurilor multietajate din
domeniul ingineriei civile.

Capitolul 3. Studiul algoritmilor numerici si algoritmilor probabilistici tip
Monte Carlo pentru determinarea volumului, masei, momentelor statice, centrului
de masa si tensorului de inertie al maselor pentru corpuri cu configuratie
complexa.

Contributiile principale in acest capitol sunt:

1.Dezvoltarea unei metode numerice generale de determinarea a caracteristicilor
geometrice, masice si inertiale pentru corpurile tridimensionale cu configuratie complexa.

2.Crearea unui algoritm de calcul pentru corpurile tridimensionale cu configuratie
complexa, pentru calculul tensorului de inertie si implementarea acestui algoritm in cod
Matlab. Validarea algoritmului de calcul numeric in cazul corpurilor tridimensionale
simple prin solutii analitice.

3.Dezvoltarea unui algoritm pentru calculul tensorului de inertie al corpurilor
tridimensionale cu configuratie complexa, cu metoda probabilisticd Monte Carlo.

4.Metodele dezvoltate Tn acest capitol permit determinarea caracteristicilor
inertiale ale sistemelor structurale tip plansee si scari, care se utilizeaza la modelul
matematic prezentat in capitolul 1, pentru reducerea torsiuni generale a structurilor
multietajate din domeniul ingineriei civile.

Capitolul 4. Cresterea fortei critice de pierdere a stabilitatii in cazul barelor
drepte cu sectiune variabila in trepte.

Contributiile principale in acest capitol sunt:



1.Realizarea modelelor analitice pentru barele drepte cu sectiune constanta si
variabila n trepte pentru determinarea fortei critice de pierdere a stabilitatii pentru diferite
conditii cinematice la capete, care acopera toate posibilitatile importante intalnite in
domeniul ingineriei civile.

2.A fost studiata si evidentiata cresterea fortei critice de pierdere a stabilitatii in
cazul barei cu sectiune variabila in trepte in raport cu bara de sectiune constanta, pentru
urmatoarele tipuri de conditii cinematice aplicate la capetele barei: articulat-rezemat
(modele C1-C2), liber-incastrata (modele C3-C4), incastrata glisant-incastrata
(modele C5-C6) si dublu incastrata (modele C7-C8).

3.Pentru a determina forta critica de pierdere a stabilitatii in cazul barei la care
sectiunea transversala in lungul unei bare variaza in trepte sau la limitd continuu, a fost
realizat un algoritm de calcul care a fost transpus intr-un program de calcul in cod Matlab.
Programul Matlab de calcul numeric a fost validat pe baza solutiilor analitice obtinute in
cazul modelelor teoretice, pentru bare comprimate cu sectiune constanta si variabila.

4. Rezultatele obtinute se pot aplica cu succes in cazul structurilor tensegrity,
deoarece prin cresterea fortei critice de pierdere a stabilitatii din barele comprimate se
poate creste rigiditatea geometrica a acestor structuri, prin marirea gradului de
pretensionare a cablurilor structurilor tip tensegrity.

Capitolul 5. Realizari stiintifice, didactice si profesionale. Plan de evolutie si
dezvoltare a carierei.

In cast capitol sunt prezentate urmatoarele aspecte:

1.Realizérile didactice si stiintifice ale autorului tezei de abilitare, precum si impactul
si vizibilitatea activitatii stiintifice. Au fost evidentiate publicatiile indexate Web of Science
si BDI, citarile, bursele obtinute, prelegerile la universitati din afara tari si proiectele de
cercetare realizate in calitate de director de proiect.

2. Planul de evolutie si dezvoltare a carierei universitare in care se face o proiectie
in viitor si se fixeaza principalele obiective stiintifice si didactice ale autorului tezei de

abilitare.

Conf. dr.ing, Marius Florin BOTIS Brasov, 31.01.2023



Abstract

This habilitation thesis represents a selection of the results of scientific activity
after 2004, when the author obtained the title of Doctor of Engineering. The summary of
the results is presented in the following chapters.

Chapter 1. General method of reducing the general torsion of multi-story
civil structures with spatial cooperation by slabs.

The main contributions in this chapter are:

1.The development of a general method for reducing the general torsion in the
case of multi-story structures based on a mathematical model that aims to reduce the
eccentricity between the center of mass and the center of rigidity at the level of the floors,
as well as directing the main axes of inertia of the floors, following appropriate directions,
so that the associated plastic mechanism or the favorable plastic mechanism generates
a significant number of plastic joints.

2.The method developed in the work has a high degree of generality, being able
to be applied to structures on frames, structures with structural walls, dual structures and
structures with tubes or with a flexible central tube. Also, in the process of reducing
general torsion, the structural systems that ensure circulation on the elevation of the
structure (stairs, elevator box, etc.) are taken into account.

3.In order to generalize the application and use of the method of reducing the
general torsion of multi-story structures, this chapter presents the calculation algorithm
for the proposed mathematical model, which is transposed into a program in Matlab code
that can be used for any structural system used to multi-story structures. In order to
explain the practical application of the results obtained in this chapter, case studies are
presented for all the structural systems encountered in multi-story structures.

Chapter 2. Study of numerical algorithms and probabilistic Monte Carlo
algorithms for determining area, static moments, center of mass and inertia tensor
for complex planar surfaces.

The main contributions in this chapter are:

1.Development of a general numerical method for determining mass and inertial
geometric characteristics for surfaces with complex configuration.

2.Equivalence of moments of inertia for a flat surface with a complex configuration

to the moments of inertia of a rectangle.



3.Development of an algorithm for calculating the inertia tensor for surfaces with
complex configuration and implementing this algorithm in Matlab code. Validation of the
calculation algorithm in the case of simple surfaces through analytical solutions.

4.Development of a calculation algorithm for the inertia tensor of planar surfaces
with complex configuration with the probabilistic Monte Carlo method.

5.The methods developed in this chapter allow equating the stiffness of vertical
elements of multi-story structures (columns, structural walls and tubes) with rectangular
elements. This equivalence is used in the mathematical model presented in chapter 1,
which reduces the general torsion of multi-story structures in the field of civil engineering.

Chapter 3. Study of numerical algorithms and probabilistic Monte Carlo
algorithms for determining volume, mass, static moments, center of mass and
mass inertia tensor for bodies with complex configuration.

The main contributions in this chapter are:

1.Development of a general numerical method for determining mass and inertial
geometric characteristics for three-dimensional bodies with complex configuration.

2.Creation an algorithm for three-dimensional bodies with complex configuration,
for the calculation of the inertia tensor and the implementation of this algorithm in Matlab
code. Validation of the calculation algorithm in the case of simple three-dimensional
bodies.

3.Development of an algorithm for calculating the inertia tensor of three-
dimensional bodies with complex configuration with the probabilistic Monte Carlo
method.

4. The methods developed in this chapter allow determining the inertial
characteristics for slabs and stairs that are used in the mathematical model presented in
chapter 1, to reduce the general torsion of multi-story structures in the field of civil
engineering.

Chapter 4. Increasing the critical loss of stability force in the case of straight
bars with variable step section.

The main contributions in this chapter are:

1.Realization of analytical models for bars with constant and variable section in
steps to determine the critical force of loss of stability for straight bars with different
kinematic conditions at the ends, covering all the important possibilities encountered in

practice.



2.The increase of the critical force of loss of stability in the case of the bar with
variable section in steps compared to the bar of constant section was studied and
highlighted for the following types of kinematic conditions applied to the ends of the bar:
hinged-support (models C1-C2), free-embedded (models C3-C4), sliding-
embedding-embedded (models C5-C6) and embedded-embedded (models C7-C8).

3.In order to determine the critical force of loss of stability in the case of the bar
where the cross-section along a bar varies, an algorithm was made which was
transposed into a calculation program in Matlab code. The Matlab numerical calculation
program was validated based on the analytical solutions obtained in the case of
theoretical models for compressed bars with constant and variable section.

4.The obtained results can be successfully applied in the case of tensegrity
structures, because by increasing the critical force of loss of stability in compressed bars,
the geometric rigidity of these structures can be increased, by increasing the degree of
prestressing of the cables of tensegrity structures.

Chapter 5. Scientific, didactic and professional achievements. Evolution and
career development plan.

The following aspects are presented in this chapter:

1. The didactic and scientific achievements of the author of the habilitation thesis,
as well as the impact and visibility of the scientific activity. Web of Science and BDI
indexed publications, citations, grants obtained, lectures at universities abroad and
research projects carried out as project director were highlighted.

2. The evolution and development plan of the university career in which a
projection is made into the future and the main scientific and didactic objectives of the
author of the habilitation thesis are set.

Assoc.Prof.dr.eng. Marius Florin BOTIS Brasov, 31.01.2023



1.Metoda generala de reducere a torsiunii generale a structurilor
multietajate cu conlucrare spatiala prin intermediul planseelor

1.1.Introducere

In cazul structurilor multietajate cu simetrie geometrica inertiala si elastica, deplasarile
de translatie si cele de rotatie la nivelul fiecarui etaj sunt decuplate, iar fortele taietoare
de nivel se pot determina cu usurintd pentru douad axe ortogonale care sunt si axe de
simetrie. Daca structurile multietajate nu au simetrie geometrica inertiala si de rigiditate
apare o interactiune intre cele 3 deplasari (2 translatii si o rotatie) ale planseelor ceea ce
impune o analiza dinamica care sa tind seama de conlucrarea dintre elementele verticale
(stalpi, pereti structurali, scari, nuclee) si elementele orizontale (plansee sau diafragme
orizontale). Pentru actiunea seismica fortele de inertie care se dezvolta in plansee
genereaza o deplasare relativa intre doua plansee consecutive care este o miscare plan
paralela. Miscarea este alcatuita din doua deplasari: o translatie si o deplasarea de
rotatie n jurul unei axe perpendiculare pe planseu. Pentru o structura cu n nivele, rezulta
ca pentru a determina miscarea de ansamblu sunt necesari 3n parametrii independenti,
deci structura are 3n grade de libertate dinamica (fig.1.1). Centrul de rigiditate, CR, al
unui planseu de la nivelul k se defineste ca fiind punctul in care daca se aplica forta de
inertie de nivel F;;, se obtine numai o translatie a nivelului respectiv, in directia fortei Fjj.
Daca forta inertie de nivel Fj;, este aplicata in alt punct decat in CR atunci deplasarea
nivelului k va avea doua miscari: translatie in directia fortei Fj; si o rotatie in jurul CR.
Daca structura este sub actiunea unui seism, atunci planseele unde sunt concentrate
masele inertiale ale structurii, se incarca cu forte de inertie. Centrul de masa C.M. al
planseului respectiv este punctul in care actioneaza rezultanta fortelor de inertie. Daca
structura prezintd disimetrii geometrice inertiale si de rigiditate [1] atunci intre C.R. si
C.M. exista o distanta. Daca se reduc fortele de inertie din C.M. in C.R. pe langa forta
de inertie de nivel apare si un moment de torsiune care este proportional cu distanta
dintre C.R. si C.M. [2].

&7 V.

Fig.1.1. Centrele de masa C.M. si centrele de rigiditate C.R. la structurile multietajate.

Momentele de torsiune care se dezvoltd la nivelul fiecarui planseu, conduc la
urmatoarele dezavantaje:

-cresc deplasarile de nivel datorita miscarii de roto-translatie, care are drept
consecinta cresterea degradarilor pentru elementele de nivel (pereti de inchidere, pereti
despartitori);
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-daca rigiditatea la torsiune este mai mica decat rigiditatea de incovoiere pentru
elementelor verticale de nivel ale structurii, atunci modul 1 de vibratie este de torsiune
iar capacitate structurii de disipare a energiei seismice (mecanismul plastic asociat sau
mecanismul plastic favorabil) scade semnificativ in eficacitate [1];

-cedarea elementelor de constructii la solicitarea de torsiune este o cedare fara
avertizare, de aceea solicitarea de torsiune trebuie evitata.

Eliminarea sau reducerea disimetriilor geometrice intre nivelele unei structuri se
poate realiza prin amplasarea corecta a elementelor verticale de rezistenta (stalpi, pereti
structurali, scari, nuclee), pe nivelul respectiv.

Chiar si in cazul existentei simetriei geometrice elastice si inertiale apar momente de
torsiune accidentale [1] datorita:

-neomogenitati materialelor din care este realizata structura;
-variabilitati incarcarilor;
-imperfectiunilor de executie si montaj;

-nu este asigurat sincronismul bazei (deplasarile la interfata teren-fundatii nu sunt
in faza).

Pentru o structura multietajata supusa la actiunea seismica, la nivelul fiecarui planseu
actioneaza in C.M, rezultanta fortelor de inertie din planseu, iar structura raspunde in
C.R unde se reduc fortele elastice generate de elementele verticale de rezistenta [3].
Linia C.R. Tn general este o curba in spatiu, daca elementele verticale au caracteristici
elastice identice pe elevatie, atunci aceasta este o linie dreapta. Pentru a evita torsiunea
structurilor multietajate si a forma un mecanism plastic favorabil este necesar ca linia
C.R. sa fie cat mai apropiata de linia C.M..

Determinarea momentelor de torsiune de la fiecare nivel, presupune determinarea
C.R., arigiditatii de incovoiere si de torsiune de la nivelul respectiv pentru elementele de
rezistenta verticale dintre doud nivele succesive.

Principalele ipoteze de calcul adoptate pentru determinarea C.R. si a rigiditatilor de
nivel sunt:

-Planseele sunt infinit rigide Tn plan orizontal, deoarece rigiditatea planseului in plan
orizontal este mult mai mare decéat rigiditatea de nivel a elementelor verticale (stalpi,
pereti structurali, scari, nuclee din beton) [4]. Rezultda ca planseele sunt diafragme
orizontale prin intermediul carora se realizeaza conlucrarea spatiala intre planseu si
elementele verticale de rezistenta.

-Se cunosc rigiditatile relative de nivel ale elementelor verticale dintre doua plansee
succesive. In aceasta lucrare elementele verticale sunt echivalate cu dreptunghiuri cu
laturile paralele cu directiile principale ale elementului vertical de rezistenta.

-Masa modala echivalenta corespunzatoare modului de vibratie 1 este mai mare de
85% din masa totala a structurii civile [1].

-Perioada proprie fundamentala a structurii multietajate T<1,5 s. Modurile superioare
de vibratie nu afecteaza raspunsul dinamic global al structurii [1].
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-Terenul de fundare este ferm, astfel ca interactiunea sol-structura nu este luata in
calcul.

-Se considera ca deplasarile de la nivelul bazei structurii multietajate sunt acelasi, deci
exista o miscare sincrona a bazei la aparitia unei acceleratii de amplasament imprimate
bazei.

-Distributia fortelor seismice de nivel se considera cea rezultata din analiza modala cu
spectre de raspuns sau metoda fortelor static echivalente (simplificate) de nivel [1].

Principalele cazuri in care apare torsiunea de ansamblu a unei structuri sunt [5], [3]:

1.Structurile multietajate neregulate in plan cu plansee cu forme geometrice
complexe. In acest caz disimetriile elastice apar datorita formei complexe a planseelor
si a modului de dispunere a elementelor verticale de rezistentd intre doua plansee
succesive.

2. Structurile multietajate cu scari si/sau tuburi care asigura legatura si circulatia intre
etajele structurii civile. In acest caz disimetriile elastice apar datorita pozitionari scarilor
sau a elementelor de tip tub (nucleu).

3. Structurile multietajate cu tuburi (nuclee) care preiau in proportie semnificativa forta
taietoare de baza. In acest caz disimetriile elastice apar datorita rigiditati la torsiune
inferioare rigiditatilor la incovoiere pe cele doua directii principale, ale elementelor
verticale dintre douéa plansee consecutive.

Pentru a minimiza efectul torsiuni de ansamblu a unei structuri multietajate [5], [6],
[7], in cazurile 1 si 2 se minimizeaza distanta dintre C.R. si C.M., prin rotirea si/sau
modificarea dimensiunilor sectiunilor transversale ale elementelor verticale de rezistenta,
pana cand se anuleaza distanta dintre C.R. si C.M. Se pot modifica sectiunile
transversale ale elementelor verticale de rezistenta din interiorul suprafetei delimitate de
planseul de la nivelul respectiv sau elementele verticale perimetrale de la nivelul
respectiv. Prin rotirea elementelor verticale se pot dirija si directiile principale de inertie
dupa care planseul are deplasari maxime si minime astfel incat mecanismului de
plastificare al suprastructuri sa fie unul favorabil, adica sa permita aparitia unui numar
maxim de articulatii plastice.

In cazul la 3-lea prezentat mai sus, pentru a reduce efectul torsiunii de ansamblu a
unei structuri multietajate, se va mari rigiditatea de torsiune a ansamblului elementelor
de rezistenta verticale [6], astfel incat sa fie superioara rigiditatii de incovoiere maxime a
ansamblului elementelor de rezistenta verticale. Pentru a determina céat de sensibila este
o structura multietajata cu tuburi la torsiune, se va defini sensibilitatea la torsiune, care
rezulta prin analiza modala a unui sistem cu 3 grad de libertate dinamice. Modelul
dinamic echivalent are rigiditate la incovoiere pe doua directii principale si rigiditate la
torsiune. Rigiditatile la incovoiere si torsiune se determina ca rigiditati echivalente ale
elementelor verticale de rezistenta dintre doua nivele. Din punct de vedere inertial
sistemul dinamic are masa planseului superior antrenata pe cele doua directii principale
de incovoiere si momentul de inertie masic al planseului superior care caracterizeaza
inertia de rotatie a planseului superior. Din analiza modala, care este o problema de
vectori si valorii proprii, rezulta caracteristicile dinamice (pulsatii, frecvente si perioade)
ale celor 3 moduri proprii de vibratie si deformatele modale stationare asociate celor 3
moduri proprii de vibratie. Modul fundamental este modul in care perioada de vibratie
este cea mai mare. Pe baza analizei modale a sistemului cu 3 grade de libertate se
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determina daca primul mod de vibratie este de torsiune sau de incovoiere. Daca primul
mod de vibratie este de torsiune, atunci structura este sensibila la torsiune. Pentru a
elimina torsiunea ca prim mod de vibratie se mareste rigiditatea la torsiune a ansamblului
de elemente verticale de rezistenta, pana cand primul mod de vibratie devine de
incovoiere. Astfel structura nu mai este sensibila la torsiune.

1.2.Prezentarea metodei de calcul si a algoritmului numeric

Principalele etape de calcul pentru reducerea torsiunii de ansamblu pentru
structurile civile cu plangee neregulate in plan si scari sunt [3]:

1.Calculul rigiditatilor relative oblice de nivel ale elementelor verticale in raport cu
directiile principale de inertie ale sectiunilor transversale, pentru elementele verticale de
rezistenta k=1...n dintre doua plansee.

Fig.1.2. Descompunerea deplasarilor u si v pe Fig.1.3 Rigiditatile oblice si centrifugala

directiile 1k-1k si 2k-2k pentru elementul k. pentru elementul k.

Aplicand deplasari unitare pe directiile x si y (fig.1.2) pentru elementul k la nivelul
planseului superior, se obtin rigiditatile relative oblice in raport cu axele x y si rigiditatea
oblica centrifugala (fig.1.3) sub forma:

u=1- F;, = Ryyucos ay =; Fo,, = Ry usin ay;
Rk = Fix cos ay + Fy sinay, = Ry cos? ay, + Ry, sin? ay ;
Ryyk = Fi sinay — Fyi cos ay = (Ryx — Ryy) cos ay sin ay;
v=1- F, = Ryusinay =; F5, = Ry ucos ay;
Ryx = Fyy sinay + Fyy, cos ay = Ry, sin® ay + Ry, cos? ay; (1.1)
Ryxi = Fii cos ay — Fpp sinay = (Ryx — Ryi) cos ay sin ay;
Rk = Ry cos? ay + Ry sin? ay,;

Ry = Ryy sin® ay + Ry cos? ay;
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Ryyk = Ryxk = (Rix — Rax) cos a.

Rigiditatile ansamblului elementelor verticale dintre doua nivele succesive se obtin
prin insumarea rigiditatilor relative oblice Ry, R, si a rigiditatilor centrifugale R,,, ale
tuturor elementelor verticale de rezistenta k = 1...n, deoarece toate rigiditatile sunt
raportate la acelasi sistem de referinta global Oxy atasat planseului.

n
R, = Z(le cos? ay, + Ry sin® ay);
k=1
C 1.2
R, = Z(le sin? ay, + Ry cos? ay); (1.2)

&
1l
=

n
Ryy = Ryy = Z[(le — R,y cos ay sin ay] .
k=1

2.Stabilirea centrului de masa C.M. la nivelului fiecarui planseu al structurii
multietajate.

Pentru determinarea centrului de maséa se discretizeaza planseul (fig.1.4) in m

elemente finite triunghiulare (i=1...m).

Yem

Fig.1.4.Discretizarea planseului in elemente finite triunghiulare pentru calculul centrului de
masa al planseului.

Coordonatele centrului de masa ale suprafetei planseului se determina cu relatiile:

-1

oS ) (G E)

= = = (1.3)
_ Xai+XpgitXpi Yai+Yeit Ypi
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unde,
1 Xai Yai 1
A = S|¥Bi Vsi 1]- este aria elementului finit triunghiular generic i.
Xpi Ypi 1

3.Stabilirea centrului de rigiditate C.R. al ansamblului elementelor verticale de
rezistenta la nivelului fiecarui planseu.

O

Fig.1.5.Stabilirea centrului de rigiditate si a directiilor axelor principale pentru elementele

verticale de rezistenta dintre doua nivele succesive ale structurii multietajate.

Daca ansamblului elementelor verticale dintre doua nivele ale unei structurii i se aplica
o deplasare unitara pe directia x si y a sistemului de referinta global xOy, in elementele
verticale sunt generate forte elastice corespunzatoare rigiditatilor oblice R,y R, (k =
1..n) si centrifugale R, (k =1..n) (fig.1.5). Pentru fiecare deplasare aplicata la
nivelul respectiv sunt generate sisteme de forte coplanare. Prin reducerea celor doua
sisteme de forte coplanare, generate de miscarea relativa intre cele doua plansee la
torsorul minim, se obtin doua axe centrale. La intersectia axelor centrale se afla centrul
de rigiditate, care se obtine prin rezolvarea sistemului format din ecuatiile celor doua axe
centrale:

Ryyx — Ryy + My, = 0;
{&J—Rwy+MW=O. (1.4)

Coordonatele centrului de rigiditate rezultate in urma rezolvari sistemului de ecuatii
(1.4) sunt:

X = MOxny - MOny Yer = MOny - MOnyy .
R~ R.R,—RZ, '“*T T R.R,—R% (1.5)
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n n
M,, = z Ryk Yis Moy = Z Ryk Xi-
k=1 k=1

Centrul de rigiditate este o caracteristica elastica a ansamblului elementelor verticale
de rezistenta de pe nivelul respectiv. Orice forta exterioara care trece prin C.R. va genera
doar o miscare de translatie.

4.Determinarea directiilor axelor principale 1-1 si 2-2 al ansamblului elementelor
verticale de rezistenta de pe un nivel.

Axele principale de rigiditate la nivelul unui planseu sunt axele in raport cu care
rigiditatile ansamblului elementelor verticale de rezistenta de la nivelul respectiv au valori
extreme (minime sau maxime). Originea sistemului axelor principale de rigiditate se
considera in C.R. Daca o forta actioneaza in C.R. dupa directiile principale, atunci
deplasarile relative a doua nivele succesive pe directiile principale au valori extreme.

Axa principala in raport cu care rigiditatea este maxima este considerata axa 1-1, iar
axa in raport cu care rigiditatea este minima este axa 2-2.

Din conditia ca axa 1-1 sa fie axa principala de rigiditate rezulta:

n
OR d
— = 0;— Z(Ruc cos? B + Ry sin® By) | = 0;
0Bk 0Bk =]

(1.6)

n

n
2 Z(—le cos By sin By, + Ry, sin By, cos By) = Z [(Ryx — Ryx) cos By sin By ] = 0.
k=1

k=1

Din figura 1.5. rezultd ca By + 6 = a;, = Br = a, — 6. Deoarece unghiurile a; sunt
cunoscute, se poate determina unghiul 6 care reprezinta directia principala 1-1. Dupa
inlocuirea lui By Tn relatia (1.6) se obtine:

Z[(Ru( — Ryi) cos Py sin fi ] = Z[(Rm — Ryi) cos(ay — 0) sin(ay — 6)] = 0;

k=1 k=1

D [(Rui = Ry sin 2 (a — )] = 0;
k=1 1.7)

N =

N =

n
Z [(Rix — Ryp)(sin 2a,cos26 — cos 2a;sin26)] = 0.
k=1

Directia principala 6 se determina prin rezolvarea ecuatiei trigonometrice (1.7).

-1

n n
tg26 = (Z (Rix — Ryy) sin2 ak> (Z (Ryx — Ryy) cos 2 ak> ;
k=1 k=1
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-1

n n
1 km
0= Earctg (z (Ryx — Ryy) sin 2 ak> (Z (Rix — Ryy) cos 2 ak) + >

k=1 k=1

Directiile principale corespunzatoare axelor 1-1 si 2-2 sunt:

-1

n n
1
6=6,= Earctg (z (Rix — Ryp) sin 2 ak> ( (Rix — Ryy) cos 2 ak> ;
k= (1.9)

k=1 =1

-1

n n
1 T
6, = Earctg <z (Rix — Ry) sin 2 ak> (Z (Rix — Ryy) cos 2 ak> + >
k=1 k=1

5.Rigiditatile principale ale ansamblului elementelor verticale dupa directiile principale
1-1 si 2-2 conform relatiilor (1.2) devin:

n n

R, = Z(Rm cos? By + Ry sin® Bi) ; Ry = Z(Rm sin® By + Ryy cos? i) ; (1.10)
k=1 k=1

R12:0.

unde B, = a;, — 6, se determina dupa calcularea lui 6.

6.Determinarea momentului de inertie polar al ansamblului elementelor verticale de
rezistenta de pe nivelul respectiv.

Rigiditatea la torsiune sau momentul de inertie polar al rigiditatilor de translatie ale
elementelor verticale de rezistenta in raport cu C.R., conform figurii 1.5., se determina
cu relatia:

n
Ry = Z(led%k + Ry d3) . (1.11)
k=1

unde, dyj Si d,, sunt distantele de la C.R. la axele principale de inertie 1k-1k si 2k-2k
ale elementului vertical de rezistenta k.

Pentru a evita torsiunea de ansamblu a unei structurii civile se anuleaza distanta dintre
C.R. si C.M. la nivelul fiecarui planseu. Toate elementele de verticale de rezistenta se
echivaleaza ca sectiune transversala cu un dreptunghi cu axele dupa directiile principale
de inertie. Echivalarea unei sectiuni transversale de forma oarecare cu un dreptunghi cu
inaltimea h,, si latimea b, este prezentata in capitolul 2 al acestei lucrari. Se calculeaza
momentele de inertie ale dreptunghiurilor in raport cu axele principale de inertie si se
determina coordonatele C.R. cu relatiile (1.5) si C.M. cu relatiile (1.3) pentru ansamblul
elementelor verticale de pe nivelul respectiv. Conditia ca distanta dintre C.R. si C.M. sa
fie zero se exprima matematic cu relatia:
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{XCR —Xem = 0;
Ycr — Yem = 0. (1.12)

Coordonatele centrului de masa (x.u, ycu) Sunt fixe, iar coordonatele centrului de
rigiditate (xcgr,ycr) depind de rigiditatile dreptunghiurilor. Rigiditatile unui dreptunghi
generic k se determina cu relatiile:

bie(hy)*
12 '

i (by)?
RZk = IZk = T;k = 1 e L (1.13)

Ryp = Iy =

Modificand latimea by, , inéltimea h;, si orientarea «;, a dreptunghiurilor relatia (1.12)

poate fi indeplinitd deoarece pozitia lui C.R. se modifica. Modificarea acestor parametrii

poate fi realizata pentru toate elementele verticale de rezistenta sau numai pentru o parte
din ele.

Deoarece pe directiile principale de rigiditate de la nivelul planseului, deplasarile
relative au valori extreme (maxime si minime), se pot dirija aceste directii astfel incat
deplasarile planseului sa genereze un mecanism plastic asociat optim [1]. Pentru a dirija
directiile principale de rigiditate se modifica orientarea a; a elementelor dreptunghiulare
k =1 ..n. Conform relatiei (1.9) directia axei principale de rigiditate este:

-1

n n
1
0 = Earctg <Z (Rix — Ryy) sin2 ak> (z (Rix — Ry) cos 2 ak) ;
k=1

k=1 (1.14)

n n
1 A
0 = —arcth;A = Z(le —Ryp)sin2a, ;B = Z(le — Ry) cos 2 ay.

2

Daca sistemul global de coordonate atasat planseului este dupa directiile care ne
asigura mecanismul plastic favorabil, atunci din conditia ca 6 = 0 rezulta:

1 A
0 = EarCtgg =0(ay, ay, a3 ... Ay, ... ay) =0 > A =0; (1.15)

n
A= Z(le — RZk) Sinzak = 0.
k=1

Directia principala de rigiditate 6 se determina ca fiind minimul unei functii
0(ay, @y as ...ay, ...a,) avand n variabile, care sunt orientarile ai, k=1..n ale
dreptunghiurilor echivalente [5]. Pentru a minimiza functia 6 (a4, a5, a3 ... ay, ... @,) se pot
varia orientarile tuturor dreptunghiurilor de pe nivelul respectiv sau numai o parte din ele.

Principalele etape de calcul pentru reducerea torsiunii de ansamblu pentru
structurile multietajate care au rigiditatea de torsiune dintre doua nivele, inferioara
rigiditatii de incovoiere pentru ansamblul elementele verticale de rezistenta dintre
cele doua nivele.
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Deoarece rigiditatea relativa de nivel latorsiune R, se masoara in [Nm] iar rigiditatea
relativa de nivel laterala de incovoiere R,,,;, = min(R,, R,) se masoara in [Nm~1], pentru
a compara efectele celor doua rigiditati asupra structurii, se utilizeaza perioada proprie
de vibratie a unui sistem cu 1GLD (grad de libertate dinamica) .

R
: \A/ ’ \
Y \ \ \ \
Fig.1.6.Model dinamic 1GLD la torsiune Fig.1.7. Model dinamic 1GLD la Tncovoiere
intre doua nivele succesive ale structurii. intre doua nivele succesive ale structurii.

Pulsatia si perioada sistemului dinamic 1GLD la oscilatii laterale (fig.1.7) este:

Rui 2m m .
Wer = :rllm $Ter = o Ty =21 ; Rmin = min(Ry, Ry). (1.16)

tr min

Pulsatia sistemului dinamic 1GLD la oscilatii de torsiune (fig.1.6) este:

/ i o= Troe =2 kmd? ) o
Wrot = s 1ot = t = 2T ;] = kmd-=. 117
ro kmd? TO ro R¢> ( )

Sensibilitatea la torsiune [5] se poate masura cu parametrul ST in raport cu care
structurile pot fi clasificate astfel:
-Structuri sensibile la torsiune:

ST = rot kmd? 1 Rinin
Ttr R¢ 27I (1.18)

-Structuri nesensibile la torsiune:

ST — rot kmd? 1 Ry
=T, R, 21 (1.19)
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Un exemplul numeric de structura care nu este sensibila la torsiune [5] este prezentata
(fig.1.12.b ). Daca mai intai se considera structura doar cu tubul central (tub flexibil) fara
cele 4 diafragme verticale perimetrale, parametrul ST este:

1
Trot _ [k Rmin _ T2 1590°° 8 o), (1.20)
Ter R, 215,5 ’ ’ '

1
Rpin = 4 Ry = 215,5;] = kmd?* = km(a® + b*);k = 12’

d? = (a? + b?) = 2(27,7)% = 1534,58.

Prin aplicarea celor 4 diafragme verticale perimetrale, rigiditatea de torsiune
ansamblului de nivel creste iar parametrul de sensibilitate ST devine:

1
Tror _ kd?R i _ ﬁ1534'58 -10,2 07 <1 (L.21)
Ty Ry 2617,4 ’ ’ '

Rpmin = 10,2; Ry = 2617,4;

1
J = kmd? = km(a® + b?);k = 7 d? = 1534,58.

unde,

a si b sunt dimensiunile laturilor planseului.

Din analiza exemplului prezentat se poate observa ca in cazul structurilor sensibile la
torsiune prin marirea rigiditatii de torsiune a ansamblului elementelor de pe nivel
structura numai este sensibila la torsiune. Pentru determinarea momentelor de inertie
masice J, pentru plansee cu configuratie complexa, in capitolul 3 al acestei lucrari este
prezentat un algoritm numeric de calcul.

Algoritmul numeric pentru realizarea unui program in cod Matlab pentru
determinarea centrului de rigiditate si directiilor principale de rigiditate la nivelul
unui plangeu.

Pentru desenarea elementelor verticale tip dreptunghi de la nivelul planseului este
necesar sa fie cunoscute relatiile dintre coordonatele varfurilor a doi vectori, rotiti unul in
raport cu celalalt avand originea comuna.

Se considera un vector ¥V care prin rotire in jurul punctului O cu unghiul a se
transforma in vectorul V. (fig.1.8.a).

- -
Coordonatele varfului vectorului V si coordonatele varfului vectorului V. in sistemului
de referinta Oxy sunt:

x=pcosfB;y=psinf; (1.22)
X, =pcos(f +a);y. =psin(f + a).

11/157



Teza de abilitare

YA y‘

M. (1Y)

=
X

0
% M(x.y)
o4V
ﬁ P X X
o) il o) -

Fig.1.8.a Rotirea unui vector din plan in jurul Fig.1.8.b. Rotirea figurilor geometrice plane
origini cu unghiul a. n jurul centrului de masa.

Exprimarea sub forma matriceala a relatiei dintre V. si V (fig1.8.a) este :

- - - - -

Ve=x0+ )V =x0 +Yj;
X, =pcos(f+a)=pcosfcosa—psinfsina=xcosa—ysina;

yr=psin(f+a)=psinfcosa+psinacosf =ycosa+xsina; (2.23)
Xy —si X
{ } _ [cos a sin a] {y};{Vr} = [RJ{V};

Vr sina cosa

unde,
-[R,] este matricea de rotatie cu unghiul «a.

Daca se considera ca la nivelul planseului existd m elemente verticale de tip
dreptunghi, atunci relatile de transformare intre coordonatele varfurilor fiecarui
dreptunghi initial si coordonatele varfurilor dreptunghiului rotit (fig.1.8.b) sunt:

Vei = Vor + Vis Veri = Vor + Vi
{Vie} =R {V;};i=1..n;k =1...m; (1.24)

Verid = Vord + [R Vi1 i = 1.k =1...m.

unde,
-m numarul de figuri geometrice;
-n numarul de varfuri ale figuri geometrice;
Relatia (1.24) sub forma matriceala se scrie:
(1.25)

(Lo} = (Lo [cos e —Sma) 0y k=1,
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1.3.Studii de caz

Pentru a evidentia rezultatele care se obtin cu metoda de reducere a torsiunii generale
pentru structurile multietajate prezentata mai sus, in continuare sunt prezentate cateva
studii de caz.

1.Structuri cu plansee neregulate geometric in plan la care se modifica
dimensiunile si orientarea elementelor verticale de rezistenta interioare [5].

in fig.1.10.a., fig.1.10.b., fig.1.10.c. si fig.1.10.d. sunt prezentate structuri cu
neregularitate geometrica in plan [8], la care prin modificarea unor elemente verticale de
rezistentd ca dimensiuni si orientare se anuleaza distantele dintre C.R. si C.M. pe x si y.

Tn cazul structurii S1 din figura 1.10.a. prin modificarea orientarii celor doua diafragme
interioare se obtine eliminarea momentului de torsiune. Se poate observa ca sistemul
axelor de rigiditate principale este rotit in raport cu sistemul de referinta global al
planseului. Pentru a orienta sistemul axelor de rigiditate principale dupa axele sistemului
de referinta global la structura S10 din figura 1.10.b., se modifica atat orientarea celor
doua diafragme interioare céat si elementele de rezistenta verticale perimetrale. La
structurile S2 si S3 prezentate in figurile 1.10.c. si 1.10.d. prin modificarea orientarii a trei
diafragme verticale interioare se obtine eliminarea torsiuni generale si orientarea axelor
principale de rigiditate ale planseului dupa directiile sistemului de referinta global. La
structurile civile diafragmele interioare la care a fost modificata orientarea, pot fi
elementele de sprijin pentru scari sau elemente de rezistenta pentru lift. Deci aceste
elemente verticale de rezistenta pot asigura circulatia intre nivelele structurii. Pentru
structurile S1, S10, S2 si S3 in continuare sunt prezentate fisierele script Matlab [9] cu
datele de intrare pentru cele 4-configuratii geometrice de planseu, cu elementele
verticale de rezistenta aferente.

Structura S1 cu neregularitate geometrica Structura S10 cu neregularitate
n plan fara torsiune geometrica in plan fara torsiune si directii
principale dirijate dupa directiile sistemului
de referinta global.
clear; clear;
clf;clc; clf;clc;
%Definirea elementelor verticale dintre doua %Definirea elementelor verticale dintre doua nivele
nivele structura civila structura civila
% b h alfa ccgx ccgy % b h alfa ccgx ccgy
elem_vert=[0.8 0.8 O 04 04 elem_vert=[25 1 0 04 04
08 08 O 04 6.45 25 1 0 04 6.45
08 08 O 04 125 25 1 0 04 125
08 08 O 04 1855 27 1 0 0.4 1855
08 08 O 04 24.60 2 0.8 pi/2.3 0.4 24.60
08 08 0 6.45 04 08 08 0 6.45 04
08 08 0 6.45 6.45 08 08 0 6.45 6.45
08 08 0 6.45 125 08 08 0 6.45 125
0.45 2.75pi/5.61 6.45 1855 1 3 pi/4  6.45 1855
08 08 O 6.45 24.60 0.8 2.15 pi/l2.2 6.45 24.60
08 08 O 1250 04 08 08 O 12.50 04
08 08 O 12.50 6.45 08 08 O 12.50 6.45
08 08 O 12.50 12.5 25 08 O 12.50 12.5
08 08 O 12.50 18.55 08 08 O 12.50 18.55
08 08 O 12.50 24.60 25 0.8 -pi/10 12.50 24.60
08 08 O 18.55 04 08 08 O 18.55 0.4
0.3 1.7 -pi/2.11 1855 6.45 09 3 -pi/6  18.55 6.45
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08 08 O 18.55 12.5
1.8 0.8 pil4 2460 0.4
1.8 0.8 pil4 2460 6.45
1.8 0.8 pil4 24.60 12.5];
% Definirea suprafetei planseului de sus
% nod c¢x cy
coordonate=[1 O 0
2 0 25
3 129 25
4 129 129
5 25 129
6 25 0
1 0 0J;

Structura S3 cu neregularitate geometrica
in plan fara torsiune

0.8 08 O 18.55 125
0.8 08 O 2460 04
08 08 O 24.60 6.45
08 08 O 24.60 12.5];

% Definirea suprafetei planseului de sus

% nod c¢x cy

coordonate=[1 O 0
2 0 25
3 129 25
4 129 12.9
5 25 12.9
6 25 0
1 0 0l;

Structura S2 cu neregularitate geometrica
in plan fara torsiune

clear;

clf;clc;

%Definirea elementelor verticale dintre doua

nivele structura civila

% b h alfa ccgx ccgy

elem_vert=[0.8 1.2 0 04 04
0.8 0.8 0 0.4 6.45
0.8 0.8 0 0.4 1250
0.8 0.8 0 0.4 18.55
0.8 0.8 0 0.4 24.60
0.8 0.8 0 0.4 30.65
08 1.2 0 6.45 04
3 0.8 -pi/10 6.45 6.45
0.8 0.8 0 6.45 12.50
0.8 0.8 0 6.45 18.55
2 0.8 pi/6 6.45 24.60
0.8 0.8 0 6.45 30.65
0.8 13 0 1250 04
1 0.8 0 1250 6.45
0.8 0.8 0 12.50 12.50
0.8 0.8 0 12.50 18.55
0.8 0.8 0 12,50 24.60
0.8 0.8 0 12,50 30.65
0.8 0.8 0 1855 1855
0.8 0.8 0 1855 24.60
0.8 0.8 0 1855 30.65
0.8 0.8 0 2460 1250
0.8 0.8 0 24.60 1855
25 0.8 pi/9 24.60 24.60
0.8 0.8 0 24.60 30.65
155 0.8 0 30.65 12.50
1.5 0.8 0 30.65 18.55
15 038 0 30.65 24.60
155 0.8 0 30.65 30.65];

% Definirea suprafetei planseului de sus

% nod c¢x cy

coordonate=[1 O O
2 0 31.05
3 31.05 31.05
4 31.05 12.10
5 24.40 12.10
6 24.40 18.15

clear;

clf;clc;

%Definirea elementelor verticale dintre doua nivele
structura civila

% b h alfa ccgx ccgy
elem_vert=[0.8 0.8 0 0.4 1250
0.8 0.8 0 0.4 18.55
0.8 0.8 0 0.4 24.60
0.8 0.8 0 6.45 12.55
1.8 0.8 pi/l5 6.45 1855
08 0.8 0 6.45 24.60
1.65 0.8 0 1250 0.4
08 0.8 0 12.50 6.45
08 0.8 0 12.50 12.50
08 0.8 0 12.50 18.55
0.8 0.8 0 12.50 24.60
08 1.4 0 19.35 0.4
075 2.1 pi/3 19.35 6.45
0.8 0.8 0 19.35 12.50
0.8 0.8 0 19.35 18.55
0.8 0.8 0 19.35 24.60
08 0.8 0 26.20 0.4
11 0.8 0 26.20 6.45
0.8 0.8 0 26.20 12.50
1.8 0.8 pi/4 26.20 18.55
0.8 0.8 0 26.20 24.60
0.8 0.8 0 32.25 12.50
0.8 0.8 0 32.25 18.55
0.8 0.8 0 32.25 24.60];
% Definirea suprafetei planseului de sus
% nod cx cy
coordonate=[1 0 12.10
2 0 25
3 3265 25
4 32.65 12.10
5 26.60 12.10
6 2660 O
7 1210 O
8 12.10 12.10
1 0 12.10j;
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7 12,90 18.15
8 1290 O
1 0 O]

Rezultatele obtinute in urma rularii programelor in cod Matlab [9] pentru structurile S1,

S10, S2 si S3 sunt prezentate in figurile:1.10.a,1.10.b,1.10.c si 1.10.d.

Reprezentare elemente verticale si suprafata planseu-numarul elementelor verticale este 21

Reprezentare verticale si sup ul el lor verticale este 21
251
B & A i =g
20 20
at & ] = ga e
151 15
= ;ﬁ/— = 2 3! i | e
10 w0k
P ezt et fir o l P et ot gt
N gat ] e 5 0 = - = —
. 5
0 5 10 15 20 25 L L
0 5 10 15 20 25
Fig.1.10.a. Structura S1.
%gk I verticale si sup | ul el lor verticale este 21 Reprezentare elemente verticale si suprafata planseu-numarul elementelor verticale este 21
Jxil L34 25 B
25 M. w d Ea
20l 20 -
1
15F
15
Er ;iﬁ. ﬁ £ & ’ B3 & | el
d w0l
100
2 &z en gt
B C o : : o+ P ‘
| - & o o | of b = g2 =
b 7
s
5 I I I I I I | )
-5 0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25
Fig.1.10.b. Structura S10.
Repggzﬁentare verticale si supi pl ul verticale este 29 prez: verticale si supi p ul verticale este 29
ol Br o o 2 w5 e ol P o o o ot
25
20 -
15
10F
5|
ol
s . . . . . . . . 5 .
5 0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 2 30

Fig.1.10.c. Structura S2.
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verticale si pl ul verticale este 24 verticale si pl ul verticale este 24
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e 8w SRR B T e CR
15 15 k-&
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Fig.1.10.d. Structura S3.

2.Structuri cu plansee neregulate geometric in plan la care se modifica
dimensiunile si orientarea elementelor verticale de rezistenta perimetrale.
Structuri cu elemente de rezistenta verticale dispuse antisimetric [6] [5] [7].

in fig.1.11.a,, fig.1.11.b., fig.1.11.c., fig.1.11.d. si fig.1.11.e. sunt prezentate structuri
cu neregularitate geometrica in plan [8], la care prin modificarea unor elemente verticale
de rezistenta perimetrale, ca dimensiuni si orientare se anuleaza distantele dintre C.R.
si C.M., in directiile x si y, iar axele principale de rigiditate devin paralele cu axele
sistemului de referinta global atasat planseului. In figura 1.11.f. elementul de rezistenta
vertical de tip scara din coltul dreapta sus, este echivalat cu un dreptunghi, iar torsiunea
este preluata prin modificarea dimensiunilor elementelor de rezistenta din coltul stanga
jos. In cazul unei conforméri corecte, in faza de proiectare, elementele de rezistentd
verticale trebuie dispuse antisimetric, fapt reliefat in figura 1.11.g. si figura 1.11.h..

Pentru structurile S4, S5, S6, S7, S8, S9, S10.a si S10.b Tn continuare sunt prezentate
fisierele script Matlab [9] cu datele de intrare pentru cele opt (8) configuratii geometrice
de planseu cu elementele verticale de rezistenta aferente.

Structura S4 cu neregularitate geometrica in Structura S5 cu neregularitate
plan fara torsiune geometrica in plan fara torsiune

clear;clf;clc; clear;clf;clc;

%Definirea elementelor verticale dintre doua nivele %Definirea elementelor verticale dintre doua

structura civila nivele structura civila

% b h alfa ccgx ccgy % b h alfa ccgx  cegy

elem_vert=[1.5 0.8 -pi/l3.7 04 04 elem_vert=[0.8 1.2 pi/5.5 04 04
0.8 0.8 0 04 6.45 2 0.8 0 0.4 6.45
21 09 O 04 125 0.8 0.8 0 0.4 12.50
2 095 O 0.4 18.55 0.8 0.8 0 0.4 18.55
2 0.8 pi/3.46 0.4 24.60 1.8 0.8 0 0.4 24.60
0.8 09 O 6.45 04 1.4 0.8 pi/5.9 0.4 30.65
0.8 08 0 6.45 6.45 0.85 15 0 6.45 0.4
0.8 08 0 6.45 125 0.8 0.8 0 6.45 6.45
0.8 08 0 6.45 18.55 0.8 0.8 0 6.45 12.50
0.8 08 0 6.45 24.60 0.8 0.8 0 6.45 18.55
0.8 08 0 1250 0.4 0.8 0.8 0 6.45 24.60
0.8 08 O 1250 6.45 0.8 0.8 0 6.45 30.65
1.7 0.8 -pi/8 1250 125 0.8 1.3 -pi/5.05 12.50 0.4
0.8 08 O 1250 18.55 0.8 0.8 0 1250 6.45
15 0.8 -pi/l0 12.50 24.60 1.1 0.8 0 12.50 12.50
08 12 O 1855 0.4 2 0.8 pi/7 1250 18.55
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08 08 O 18.55 6.45 0.8 0.8 0 12.50 24.60
08 08 O 1855 125 0.8 0.8 0 12.50 30.65
15 0.8 pi/4 2460 04 095 095 O 18.55 18.55
08 08 O 24.60 6.45 0.8 0.8 0 18.55 24.60
15 0.8 -pil4 2460 12.5]; 0.8 0.8 0 18.55 30.65
% Definirea suprafetei planseului de sus 1.5 0.8 -pi9 24.60 12.50
% nod cx cy 24 0.8 -pi/9.00 24.60 18.55
coordonate=[1 O 0 08 0.8 0 24.60 24.60
2 0 25 0.8 0.8 0 24.60 30.65
3 129 25 2 0.8 pi/6 30.65 12.50
4 129 129 0.8 0.8 0 30.65 18.55
5 25 129 0.8 0.8 0 30.65 24.60
6 25 O 1.8 0.8 -pi/7 30.65 30.65];
1 0 0]; % Definirea suprafetei planseului de sus
% nod c¢x cy
coordonate=[1 0 O
2 0 31.05
3 31.05 31.05
4 31.05 12.10
5 24.40 12.10
6 24.40 18.15
7 12,90 18.15
8 1290 O
1 0 0]

Structura S6 cu neregularitate geometrica n
plan fara torsiune

Structura S7cu neregularitate
geometrica in plan fara torsiune

clear;clf;clc;
%Definirea elementelor verticale dintre doua nivele
structura civila

% b h alfa ccgx  ccgy
elem_vert=[ 1.8 0.8 -pi/4.80 0.4 12.50
0.8 0.8 0 0.4 18.55
1 0.8 pil/5 0.4 24.60
0.8 0.8 0 6.45 12.55
0.8 0.8 0 6.45 18.55
0.8 0.8 0 6.45 24.60

12 08 -pil3 1250 04
195 0.8 0 1250 6.45
1 0.8 -pi/4.15 12.50 12.50

08 0.8 0 12.50 18.55
08 0.8 0 12.50 24.60
09 105 O 19.35 04

08 0.8 0 19.35 6.45
08 0.8 0 19.35 12.50
08 0.8 0 19.35 18.55
08 0.8 0 19.35 24.60
15 0.8 pil6.24 26.20 0.4
08 0.8 0 26.20 6.45

1.5 0.8 pi/6.99 26.20 12.50

08 0.8 0 26.20 18.55

08 0.8 0 26.20 24.60

1.5 0.8 pi/3.50 32.25 12.50

08 0.8 0 32.25 18.55

1.2 0.8 -pi/5.00 32.25 24.60];
% Definirea suprafetei planseului de sus

% nod c¢x cy
coordonate=[1 O 12.10
2 0 25

clear;clf;clc;

%Definirea elementelor verticale dintre doua
nivele structura civila

% b
elem_vert=[ 0.8
2
0.8
0.8
1.8
1.4
0.85
0.8
0.8
0.8
0.8
0.8
0.8
0.8
1.1
2
0.8
0.8
0.95
0.8
0.8
15
2.4
0.8
0.8
2
0.8
0.8

h
1.2
0.8
0.8
0.8
0.8
0.8
15
0.8
0.8
0.8
0.8
0.8
1.3
0.8
0.8
0.8
0.8
0.8
0.95
0.8
0.8
0.8
0.8
0.8
0.8
0.8
0.8
0.8

alfa ccgx ccgy
pi/5.5 0.4 0.4
0 0.4 6.45
0 0.4 12.50
0 0.4 18.55
0 0.4 24.60
pi/5.9 0.4 30.65
0 6.45 0.4
0 6.45 6.45
0 6.45 12.50
0 6.45 18.55
0 6.45 24.60
0 6.45 30.65
-pi/5.0512.50 0.4
0 1250 6.45
0 1250 12.50
pi/7 12.50 18.55
0 1250 24.60
0 12,50 30.65
0 1855 18.55
0 1855 24.60
0 1855 30.65
-pi/9 24.60 12.50
-pi/9 24.60 18.55
0 24.60 24.60
0 24.60 30.65
pi/6  30.65 12.50
0 30.65 18.55
0 30.65 24.60
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3 3265 25
4 3265 12.10
26.60 12.10
26.60 0
1210 0O
12.10 12.10
0 12.10];

= 00 ~NO O

1.8 0.8 -pi/7 30.65 30.65];

% Definirea suprafetei planseului de sus
% nod c¢x cy
coordonate=[1 O 0

0 31.05

31.05 31.05

31.05 12.10

24,40 12.10

24.40 18.15

12.90 18.15

1290 O

0 0]

RPO~NOOTRWN

Structura S8 cu neregularitate geometrica n
plan fara torsiune

Structura S9 cu neregularitate
geometrica in plan fara torsiune

clear;clf;clc;
%Definirea elementelor verticale dintre doua nivele
structura civila

clear;clf;clc;
%Definirea elementelor verticale dintre doua
nivele structura civila

% b h alfa ccgx ccgy % b h alfa ccgx ccgy
elem_vert=[ 1.8 0.8 -pi/5.481 0.4 0.4 elem_vert=[1.8 075 O 0 0
1.8 0.8 pi/2.52940.4 6.45 1.8 075 O 0 4.50
08 08 O 6.45 0.4 0.75 075 O 0 9.50
08 08 O 6.45 6.45 0.75 075 O 0 1450
0.8 0.8 pi/6.775 6.45 9.6278 0.75 075 O 0 19
08 08 O 12.50 0.4 0.75 166 0 3.50 0
08 08 O 12.50 6.45 0.75 075 0 3.50 4.50
0.8 0.8 pi6.77512.50 12.6528 0.75 075 0 350 9.50
08 08 O 18.55 0.4 0.75 0.75 0 3.50 14.50
08 08 O 18.55 6.45 0.75 075 0 3.50 19
08 08 O 18.55 12.50 0.75 166 0 8.0 0
0.8 0.8 pi6.775 1855 15.67 0.75 075 0 8.50 4.50
08 08 O 24.60 0.4 0.75 075 0 8.50 9.50
08 08 O 24.60 6.45 0.75 0.75 0 8.50 14.50
08 08 O 2460 12.50 0.75 075 0 8.0 19
08 08 O 24.60 18.55 0.75 0.75 0 13.50 0
08 08 O 30.65 0.4 0.75 0.75 0 1350 4.50
08 08 O 30.65 6.45 0.75 0.75 0 13.50 9.50
08 08 O 30.65 12.50 0.75 0.75 0 13.50 14.50
1.8 0.8 -pi/2.290 30.65 18.55 0.75 0.75 0 13.50 19
1.8 0.8 pi/2.529 36.70 0.4 075 075 0 17 0
1.787 0.8 0 36.70 6.45 0.75 0.75 o 17 4.50
0.8 1 -pi/3.7440 36.3743 12.42]; 075 075 0 17 9.50
% Definirea suprafetei planseului de sus 075 075 0 17 1450
% nod c¢x cy 075 0.75 0 17 19
coordonate=[1 O 0 1.834 1.702 0 15.25 16.75];
2 0 6.85 % Definirea suprafetei planseului de sus
3 242 18.95 % nod c¢x cy
4 31.05 18.95 coordonate=[1 O 0
5 37.10 11.60 2 0 19
6 3710 O 3 17 19
1 0 R 4 17 0
1 0 0];

Structura S10.a cu regularitate geometrica
n plan cu elemente verticale dispuse
antisimetric fara torsiune

Structura S10.b cu regularitate
geometrica n plan cu elemente verticale
dispuse antisimetric fara torsiune

clear;clf;clc;
%Definirea elementelor verticale dintre doua nivele
structura civila

clear;clf;clc;
%Definirea elementelor verticale dintre doua
nivele structura civila
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% b h alfa  ccgx ccgy % b h alffa  ccgx ccgy
elem_vert=[ 0.2 3 pi/l2 0.1 15 elem_vert=[0.4 1 pi/2 0.2 05
0.2 3 2*pi 8.5 0.1 04 1 0 05 3.8
0.2 3 3*pi2 9.9 8.5 04 1 pi/2 58 35
02 3 pi 15 9.9]; 04 1 0 55 0.2
% Definirea suprafetei planseului de sus 02 1 pi/4 1 1
% nod cx cy 02 1 -pi/4 5 3
coordonate=[1 0 O 0.3 0.6 pi/4 1 3
2 0 10 0.3 0.6 -pii4 5 1
3 10 10 I;
4 10 O % Definirea suprafetei planseului de sus
1 0 0[; % nod cx cy
coordonate=[1 0 O
2 0 4
3 6 4
4 6 O
1 0 0

Rezultatele obtinute in urma rularii programelor in cod Matlab [9] pentru structurile S4,
S5, S6, S7, S8, S9, S10.a si S10.b sunt prezentate in fig.1.11.a, fig.1.11.b, fig.1.11.c,

fig.1.11.d, fig.1.11.e, fig.1.11.f., fig.1.11.9. si fig.1.11.h.

Ratsprezentare elemente verticale si suprafata planseu-numarul elementelor verticale este 21

Reprezentare elemente verticale si suprafata planseu-numarul elementelor verticale este 21

30+
=l = e 3 251 o
20 20t
o g3 ep 2 gof G
15 15
El ;ﬁ_ . - o] i e | 5
10 10F ™.
| B & @& & g T
0 = = = T
0 o Srt 2 ) ’
s
%5 0 5 10 15 z‘u 25 30 0 10 15 2‘0 25 30
Fig.1.11.a. Structura S4.
P?g e: verticale si sup p ul lor verticale este 29 p verticale si sup pl ul verticale este 29
30 (21 Ead
25 3‘ &
20 -
pat &b
15
< got
10
5F ! &t
of e om
5 L 5
5 0 5 10 15 20 25 30 35

Fig.1.11.b. Structura S5.
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Repggzentare elemente verticale si suprafata planseu-numarul elementelor verticale este 24 Reprezentare elemente verticale si suprafata planseu-numarul elementelor verticale este 24
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Bos @ & & o o & o o
15 /3 15+ k_p.
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10
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ot
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35Reprezentare elemente verticale si

Fig.1.11.c. Structura S6.

verticale este 29

v b h Reprezentare el verticale si sup pl ul el lor verticale este 29
30 N> s e 35+
30
25
3 & o
25
20
2 I
20
15
i g9t & 15
101
10 F
3 i o
5|
5t
ok o aal)
ok
5 L L L L L L L )
5 0 5 10 15 20 25 30 35 5L L L L L L L L

20Reprezentare elemente verticale si suprafata planseu-numarul elementelor verticale este 23

0 5 10 15 20 25 30

Fig.1.11.d. Structura S7.

Reprezentare elemente verticale si suprafata pl ul el telor verticale este 23

201

30 35 40 5 0 5 10 15 20 25 30 35 40

Fig.1.11.e. Structura S8.
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Reprezentare elemente verticale si suprafata planseu-numarul elementelor verticale este 26 Reprezentare el verticale si sup pl ul el telor verticale este 26
20F 20+
s = —p R = —
=]
L ; )
N ) 2 orogm e ] | i -
10 L
o %— I - 5, o o
5
o @?‘ @ (I 2 o
L A ey pro—" )
of [—e== == e of g ot = i
.
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Fig.1.11.f. Structura S9.
Reﬂgrezentare elemente verticale si suprafata planseu-numarul elementelor verticale este 4 Repfjlentare elemente verticale si suprafata planseu-numarul elementelor verticale este 8
f—————%
| ¢ |
or 35 1 3

~ o
-
< w
X
™

CM.
CM.

g
o

0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —— m—r— 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6
Fig.1.11.g. Structura S10.a. Fig.1.11.h. Structura S10.b.

3.Structuri cu sensibilitate la torsiune. Structuri nalte cu tuburi care preiau
torsiunea [6].

La structurile inalte torsiunea accidentala este inevitabila si trebuie preluata. O solutie
este folosirea tuburilor care preiau in conditii foarte bune de solicitare momentul de
torsiune aferent planseului respectiv. In figura 1.12.a. si figura 1.12.b. este modelata o
structura cu tub flexibil care este dispus in centrul planseului. Aceste structuri sunt
sensibile la torsiune deoarece tubul materializeaza o axa de rotatie in mijlocul planseului.
Pentru preluarea momentului de torsiune de la nivelul planseului se dispun 4-patru
diafragme perimetrale. Pentru a evidentia efectul peretilor tubului asupra rigiditatii de
torsiune R4 de nivel, tubul este odata modelat cu un dreptunghi echivalent, structura
Sll.a (fig.1.12.a.), iar dupa aceea tubul este modelat cu pereti care conlucreaza intre ei
ca in structura S11.b (fig.1.12.b.). Evident rigiditatea la torsiune Ry de nivel a structurii

S11.b este mai mare decat rigiditatea la torsiune Ry, de nivel a structurii $11.a. Rezulta
ca rigiditatea R, pentru structura S11.b modeleaza mai fidel realitatea si a fost folosita
in exemplul numeric in relatiile (1.20) si (1.21). Un exemplu asemanator este prezentat
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in figura 1.12.c si figura 1.12.d, dar in acest caz tubul este asezat excentric stanga fata

de C.M. al planseului.

In continuare, pentru structurile S11.a, S11.b, S12.a si S12.b sunt prezentate fisierele
script Matlab [9] cu datele de intrare pentru cele 8-opt configuratii geometrice de planseu

cu elementele verticale de rezistenta aferente.

Structura S11.a cu regularitate geometrica Structura S11.b a cu regularitate
n plan cu elemente verticale de tip tub geometrica in plan cu elemente verticale
echivalate cu un dreptunghi fara torsiune | de tip tub modelate cu pereti fara torsiune
clear; clear;
clf; clf;
%Definirea elementelor verticale dintre doua nivele | %Definirea elementelor verticale dintre doua
structura civila nivele structura civila
% b h alfa  ccgx ccgy % b h alfa  ccgx ccgy
elem_vert=[ %Stapli
08 0.8 0 0O O elem_vert=[ %Stapli
0.8 0.8 0 0 6.05 0.8 0.8 0 0O O
0.8 0.8 0 0 12.10 0.8 0.8 0 0 6.05
0.8 0.8 0 0 156 08 0.8 0 0 12.10
0.8 0.8 0 0 21.65 08 0.8 0 0 156
0.8 0.8 0 0 277 08 0.8 0 0 21.65
0.8 0.8 0 6.05 O 08 0.8 0 0 277
0.8 0.8 0 6.05 6.05 08 0.8 0 6.05 O
0.8 0.8 0 6.05 12.10 0.8 0.8 0 6.05 6.05
0.8 0.8 0 6.05 15.6 0.8 0.8 0 6.05 12.10
0.8 0.8 0 6.05 21.65 0.8 0.8 0 6.05 15.6
0.8 0.8 0 6.05 27.7 0.8 0.8 0 6.05 21.65
0.8 0.8 0 1210 O 0.8 0.8 0 6.05 27.7
0.8 0.8 0 12.10 6.05 0.8 0.8 0 1210 O
08 0.8 0 12.10 12.10 0.8 0.8 0 12.10 6.05
08 0.8 0 12.10 15.6 0.8 0.8 0 12.10 12.10
08 0.8 0 12.10 21.65 0.8 0.8 0 12.10 15.6
08 0.8 0 12.10 27.7 0.8 0.8 0 12.10 21.65
08 0.8 0 156 O 0.8 0.8 0 12.10 27.7
0.8 0.8 0 156 6.05 08 0.8 0 156 O
0.8 0.8 0 15.6 12.10 0.8 0.8 0 156 6.05
0.8 0.8 0 15.6 15.6 0.8 0.8 0 15.6 12.10
0.8 0.8 0 15.6 21.65 0.8 0.8 0 15.6 15.6
0.8 0.8 0 15.6 27.7 0.8 0.8 0 156 21.65
0.8 0.8 0 2165 O 0.8 0.8 0 15.6 27.7
0.8 0.8 0 21.65 6.05 0.8 0.8 0 2165 O
0.8 0.8 0 2165 12.10 08 0.8 0 21.65 6.05
08 0.8 0 21.65 15.6 0.8 0.8 0 21.65 12.10
0.8 0.8 0 2165 21.65 08 0.8 0 2165 156
08 0.8 0 21.65 27.7 0.8 0.8 0 21.65 21.65
08 0.8 0 277 0 0.8 0.8 0 21.65 27.7
0.8 0.8 0 27.7 6.05 0.8 0.8 0 277 0
0.8 0.8 0 27.7 12.10 0.8 0.8 0 27.7 6.05
0.8 0.8 0 27.7 15.6 0.8 0.8 0 27.7 12.10
0.8 0.8 0 27.7 21.65 0.8 0.8 0 27.7 15.6
0.8 0.8 0 27.7 27.7 0.8 0.8 0 27.7  21.65
%Nucleu central echivalat 0.8 0.8 0 2717 277
2.4 24 0 13.85 13.85 %Nucleu central real
%Contravantuiri exterioare 0.3 27 pi 13.85 15.6618
0.25 5.31 pi2 0 3.025 0.3 27 pi 13.85 12.1618
025 531 O 3.025 27.7 0.3 2.7 pil2 12.1 13.9118
0.25 531 -pil2 27.7 24.675 0.3 2.7 pil2 15.6 13.9118
0.25 531 O 24.675 -0.0618 J; %Contravantuiri exterioare
% Definirea suprafetei planseului de sus 0.25 5.31 pil2 0 3.025
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% nod cx cy 025 531 O 3.025 27.7
coordonate=[1 0 O 0.25 531 -pil2 27.7 24.675
2 0 277 025 531 O 24.675 -0.06187;
3 277 277 % Definirea suprafetei planseului de sus
4 277 O % nod cx cy
1 0 0 coordonate=s[1 0 O
2 0 277
3 277 277
4 277 O
1 0 0

Structura S12.a cu regularitate geometrica
in plan cu elemente verticale de tip tub
echivalate cu un dreptunghi fara torsiune

Structura S12.b cu regularitate
geometrica in plan cu elemente verticale
de tip tub modelate cu pereti fara torsiune

clear;

clf;

%Definirea elementelor verticale dintre doua nivele
structura civila

clear;

clf;

%Definirea elementelor verticale dintre doua
nivele structura civila

% b h alfa  ccgx ccgy % b h alfa  ccgx ccgy
elem_vert=[ %tub elem_vert=[ %tub
5.36766960 9.77147261 O 16.0125 12 0.25 8.2 pil2 8 12
%Stalpi 0.3 82 pi2 24 12.05
0.8 0.8 0 0 24 0.2 16.28 pi 16 16
0.8 0.8 0 8 24 0.2 16.28 pi 16 8
0.8 0.8 0 16 24 %Stalpi
0.8 0.8 0 24 24 0.8 0.8 0 0 24
0.8 0.8 0 32 24 0.8 0.8 0 8 24
0.8 0.8 0 40 24 0.8 0.8 0 16 24
0.8 0.8 0 0 16 0.8 0.8 0 24 24
0.8 0.8 0 32 16 0.8 0.8 0 32 24
0.8 0.8 0 40 16 08 0.8 0 40 24
0.8 0.8 0 0 8 0.8 0.8 0 0 16
0.8 0.8 0 32 8 08 0.8 0 32 16
0.8 0.8 0 40 8 0.8 0.8 0 40 16
0.8 0.8 0 0 0 0.8 0.8 0 0 8
0.8 0.8 0 8 0 08 0.8 0 32 8
0.8 0.8 0 16 0 0.8 0.8 0 40 8
0.8 0.8 0 24 0 0.8 0.8 0 0 0
0.8 0.8 0 32 0 0.8 0.8 0 8 0
0.8 0.8 0 40 0 0.8 0.8 0 16 0
%Perete echilibrare 08 0.8 0 24 0
041 7.2 pi/2 40 20 0.8 0.8 0 32 0
041 7.2 pi/2 40 4]; 0.8 0.8 0 40 0
% Definirea suprafetei planseului de sus %Perete echilibrare
% nod cx cy 0.07 7.2 pi/2 40 20
coordonate=[1 O O 007 7.2 pi/2 40 4];
2 0 24 % Definirea suprafetei planseului de sus
3 40 24 % nod cx cy
4 40 O coordonate=s[1 0 O
1 0 0] 2 0 24
3 40 24
4 40 O
1 0 0];

Rezultatele obtinute in urma rularii programelor in cod Matlab [9] pentru structurile
Sll.a, S11.b, S12.a si S12.b sunt prezentate in fig.1.12.a, fig.1.12.b, fig.1.12.c si
fig.1.12.d.
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Fig.1.12.a Structura S11.a. Fig.1.12.b Structura S11.b.
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Fig.1.12.c Structura S12.a. Fig.1.12.d Structura S12.b.

Programul Matlab principal [9] pentru calculul centrului de masa C.M. si centrului de
rigiditate C.R. este prezentat mai jos.

% Determinarea numarului de elemente verticale si noduri
nelem=length(elem_vert(:,1)); nnd=length(coordonate(:,1));
%Coordonate noduri planseu
cx=coordonate(:,2);cy=coordonate(:,3);
%Ciclu pe elementele structurii pentru calcul momentelor de inertie
%Initializare IX 1Y IXY
IX=0;1Y=0;1XY=0;Mox=0;Moy=0;
for i=1:nelem
b=elem_vert(i,1);h=elem_vert(i,2);alfa=elem_vert(i,3);cgex=elem_vert(i,4);cgey=elem_vert(i,5);
11=b*h"3/12;12=h*b"3/12 ;Ix=11*(cos(alfa))*2+12*(sin(alfa))"2;ly=I11*(sin(alfa))*2+12*(cos(alfa))"2;
Ixy=(11-12)*(sin(alfa)*cos(alfa));IX=1X+Ix;[Y=1Y+ly;IXY =IXY+Ixy;Mox=Mox+Ix*cgey;Moy=Moy+ly*cgex;
end
A=0;B=0;
for i=1:nelem
b=elem_vert(i,1);h=elem_vert(i,2);alfa=elem_vert(i,3);11(i)=b*h"3/12;12(i)=h*b"3/12 ;
A=A+(11()-12(i))*(sin(2*alfa));B=B+(11(i)-12(i))*(cos(2*alfa));
end
%Coordonatele centrului de rigiditate
xer=(IXY*Mox-IX*Moy)/(IXY"2-1Y*1X); ycr=-(IY*Mox-IXY*Moy)/(IXY*2-1Y*IX);
%Directii principale
tetal=1/2*atan(A/B)*180/pi;teta2=tetal+90;
%Pentru a evita erorile
if (abs(B)<107(-16));tetal=0;teta2=90;end
%Calculul momentelor de inertie principale
IPP1=0;IPP2=0; IPP12=0;J=0;vx=zeros(nelem,1);vy=zeros(nelem,1);beta=zeros(1,nelem);
di=zeros(1,nelem);ux1=zeros(1,nelem);ux2=zeros(1,nelem);uyl=zeros(1,nelem);uy2=zeros(1,nelem);
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dl=zeros(1,nelem);d2=zeros(1,nelem);

for i=1:nelem
b=elem_vert(i,1);h=elem_vert(i,2);alfa(i)=elem_vert(i,3);beta(i)=alfa(i)-(tetal)*pi/180;
11(i)=b*h"3/12;12(i)=h*b"3/12 ;
IPP1= IPP1+(11(i)*(cos(beta(i)))"2+I2(i)*(sin(beta(i)))"2);
IPP2= IPP2+(11(i)*(sin(beta(i)))*2+I2(i)*(cos(beta(i)))"2);
IPP12=IPP12+((I1(i)-12(i))*(sin(beta(i))*cos(beta(i))));
%Calculul rigiditatii la torsiune
alfa=elem_vert(i,3);cgex=elem_vert(i,4);cgey=elem_vert(i,5);
%Distanta intre CR si CG
di(i)=sqrt((xcr-cgex)"2+(ycr-cgey)*2);
%Cosinusi directori directia (CG-CR)
vX(i)=(xcr-cgex)/sqrt(((xcr-cgex)"2+(ycr-cgey)"2));vy(i)=(ycr-cgey)/sqrt(((xcr-cgex)2+(ycr-cgey)*2));
%Cosinusi directori directia element verical
ux1(i)=cos(alfa);uyl(i)=sin(alfa);ux2(i)=cos(pi/2-alfa);uy2(i)=sin(pi/2-alfa);
%Distantele pe x siy intre CR si CG
d1(i)=(vx(@i)*ux2(i)+vy(i)*uyd(i))*di(i);d2(i)=(vx(i)*ux2(i)+vy(i)*uy2(i))*di(i);dist=[d1' d2'];
J=J+(11(3i)*d2(i)2+12(i)*d1(i)"2);

end

figure(1);clf;hold on;

%Reprezentarea grafica suprafata planseu si elemente verticale

title([Reprezentare elemente verticale,'-numarul elementelor verticale este ‘,num2str((nelem))])

for j=1.nnd
plot(cx,cy,'r-", 'linewidth’,2.5);

end;hold on;

%Reprezentarea grafica elemente verticale

for j=1:nelem
ccgx=elem_vert(j,4);ccgy=elem_vert(j,5);alfa(j)=elem_vert(j,3)-pi/2;
h(j)=elem_vert(j,2);b(j)=elem_vert(j,1);
%Coordonatele nodale ale elementului vertical rotit
xfl=ccgx+cos(alfa(j))*b(j)/2-sin(alfa(j))*h(j)/2;yfl=ccgy+sin(alfa(j))*b(j)/2+cos(alfa(j))*h(j)/2;
xf2=ccgx+cos(alfa(j))*b(j)/2-sin(alfa(j))*(-h(j)/2);yf2=ccgy+sin(alfa(j))*b(j)/2+cos(alfa(j))*(-h(j)/2);
xf3=ccgx+cos(alfa(j))*(-b(j)/2)-sin(alfa(j))*(-h(j)/2);yf3=ccgy+sin(alfa(j))*(-b(j)/2)+cos(alfa(j)) *(-h(j)/2);
xfd=ccgx+cos(alfa(j))*(-b(j)/2)-sin(alfa(j))*(h(j)/2);yf4=ccgy+sin(alfa(j))*(-b(j)/2)+cos(alfa(j))*(h(j)/2);
%Reprezentare noduri element vertical

text(xfl,yf1,numz2str(1),'Color','r');text(xf2,yf2,num2str(2),'Color','r";

text(xf3,yf3,num2str(3),'Color','r');text(xf4,yf4,num2str(4),'Color','r);
%Reprezentare centru de greutate sectiune verticala
text(ccgx,ccgy,num2str(j));xf=[xfl xf2 xf3 xf4 xf1 |;yf=[yfl yf2 yf3 yf4 yfl];
hold on;plot(xf,yf,'b’, linewidth’,1);

end

plot(xcr,ycr,'--ro','linewidth’,3) ;hold on;text(xcr,ycr+0.3,'C.R. ");hold on; %Reprezentare CR

xcm=coordonate(3,2)/2;ycm=coordonate(2,3)/2; %Reprezentare CM

plot(xcm,ycm,'--bo’,'linewidth’,3) ;hold on;text(xcm,ycm-0.3,'"C.M. ");hold on;

s=1.5; %Factor de scalare

%Desenare sistem de referinta global cu originea C.R.

XN=[xcr xcr+1*s xcr xcr  ];hold on;YN=[ycr vycr ycr ycr+1*s ];hold on;
XR=[xcr xcr+cos(tetal*pi/180)*s Xcr xcr-sin(tetal*pi/180)*s ];hold on;
YR=[ycr ycr+sin(tetal*pi/180)*s ycr ycr+cos(tetal*pi/180)*s ];hold on;

plot(XN,YN,'r",'linewidth’,2.5);plot(XR,YR,'b",'linewidth',2.5);

%%Desenare sistem de referinta principal cu originea C.R.

%Prezentare rezultate calcul C.M. C.R. si directii principale si momente de inertie principale'
rezultatel=[xcr ycr J;rezultate2=[xcm ycm J;

rezultate3=[tetal teta?2 IPP1 IPP2 IPP12 J;

disp('Coordonate centru rigiditate-xcr[m] ycr[m]");disp(rezultatel);

disp('Coordonate centru de masa-xcm[m] ycm[m]);disp(rezultate?);

disp(' alfal alfa2 1 12 112 J');disp(rezultate3);
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1.4.Rezultatele si concluzii:

* Din studiile de caz prezentate in cazul structurilor multietajate neregulate in plan cu
plansee cu forme geometrice complexe, rezultd ca prin modificarea dimensiunilor si
orientarii elementelor verticale echivalate cu dreptunghiuri, se poate elimina distanta
dintre C.R. si C.M.. Astfel, deplasarile de nivel nu vor fi amplificate de miscarea de
rototranslatie a planseelor, tinand sub control deplasarile de nivel si implicit degradarile
de nivel. De asemenea, prin orientarea adecvata a axelor principale de rigiditate a
planseelor se obtin mecanisme plastice favorabile care presupun generarea unui numar
maxim de articulatii plastice in care sa fie disipata energia seismica. In analizele realizate
au fost modificate dimensiunile si orientarea dreptunghiurilor din interiorul suprafetei
planseului sau a dreptunghiurilor dispuse perimetral. Rezultatele obtinute cu programul
Matlab [9] pot fi verificate prin analiza modala cu programul Etabs [10].

* Daca din faza de conformare laterala si gravitationala a unei structuri multietajate se
impune eliminarea distantei dintre C.R. si C.M., atunci elementele verticale de rezistenta
trebuie dispuse antisimetric n raport cu C.M. al structurii (fig.1.11.h. si fig.1.11.g.).

« Tn cazul structurilor multietajate cu scari si/sau tuburi care asigura legatura si
circulatia intre etajele structurii civile, se poate echivala scara sau tubul cu un dreptunghi
si se elimina distanta dintre C.R. si C.M.. Exista cazuri cand rigiditatea la torsiune a
tuburilor sau scarilor este semnificativa si trebuie modelata rigiditatea lor la torsiune,
pentru a fi luata in calcul la rigiditatea de torsiune a ansamblului elementelor de la nivelul
respectiv.

* La structurile Tnalte la care torsiunea este preluata prin intermediul tuburilor centrale
(structuri de tip tub flexibil) se poate reduce de asemenea distanta dintre C.R. si C.M.,
folosind diafragme verticale perimetrale.

» Daca structura prezintd retrageri pe elevatie [5], cele prezentate mai sus pot fi
aplicate pe fiecare nivel in parte, asigurandu-se continuitatea elementelor verticale pe
elevatia structurii.

Principalele contributii ale autorului in cadrul acestui capitol sunt:

* Au fost realizate programe de calcul cu grad mare de generalitate care permit
determinarea centrului de rigiditate C.R. ale elementelor verticale de rezistenta de la
nivelul unei structuri multietajate folosind metode specifice mecanicii solidului rigid
(reducerea sistemelor de forte coplanare la un torsor), precum si programe de calcul
pentru determinarea centrului de masa C.M. pentru suprafete cu configuratie complexa.

* Pentru ca structurile analizate sa inmagazineze preponderent energie de deformatie
de incovoiere si a impune miscarea lor pe anumite directii au fost realizati algoritmi pentru
a dirija axelor principale de inertie ale planseelor, dupa directii adecvate.

» Metoda prezentata in acest capitol este 0 metoda noua [5], care permite reducerea
distantei dintre C.M. si C.R. la orice sistem structural tip structura multietajata. Pentru a
putea fi aplicata in practica, autorul a realizat si prezentat programe de calcul in Matlab
care acopera toate cazurile intalnite Tn practica. In acest sens sunt prezentate studii de
caz pentru structuri cu plansee neregulate in plan si structuri cu scari si tuburi.
Programele prezentate au fost testate prin simulare numerica si validate cu exemple de
structuri analizate cu programul ETABS [5],[10].
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2.Studiul algoritmilor numerici si algoritmilor probabilistici tip
Monte Carlo pentru determinarea ariei, momentelor statice, centrului
de masa si tensorului de inertie pentru suprafete plane complexe.

2.1.Introducere

Determinarea axelor principale si centrale de inertie ale suprafetelor plane este
importanta, deoarece dupa directia acestor axe, cele sase eforturi sectionale din
sectiunea transversala se decupleaza, astfel ca ele nu se mai influenteaza reciproc.
Momentele de inertie ale suprafetelor plane, intervin de asemenea in cazul optimizarii
formei si dimensiunilor sectiunilor transversale parametrizate ale barelor supuse la
incovoiere si torsiune. Cunoasterea caracteristicilor geometrice statice si inertiale ale
suprafetelor plane, permite determinarea celor 6-sase module de rigiditate sectionala
pentru o bara spatiala EA,GA,,GA,, GI, EL, si El, [1].

Modelarea sectiunilor complexe se poate face utilizand algoritmi numerici care permit
determinarea caracteristicilor geometrice statice si inertiale indiferent de forma sectiunii
transversale [2]. Calculul caracteristicilor statice si inertiale permite determinarea
modulelor de rezistenta atat in domeniul elastic cat si in domeniul plastic.

2.2.Determinarea caracteristicilor geometrice si statice ale unui triunghi prin
transformarea afina de coordonate pentru un triunghi scalen

Pentru a determina aria, coordonatele centrului de masd momentele statice si
momentele de inertie pentru un triunghi (fig.2.1), se face transformarea de coordonate
din sistemul de coordonate xOy in sistemul de coordonate x,,0y,[3].

{x =x1 + (2 — x1)xp + (X3 — X)) Vs

y=y1+ 2= y)xn + 3 = Y1)V (2.1)

— -1 il
j 4 As(X3.Y3)  x f b ¥ X
L - i—»_, N

8 gl A0,0) T~
| n

Fig.2.1 Transformarea de coordonate.

Determinarea numerica a ariei suprafetei triunghiulare in functie de coordonatele
varfurilor se realizeaza cu relatia:

X1 Y1 1
X, Yy 1.
X3 y3 1

A= [ dA=det()) [, f, " duydy, A=1 (2.2)
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unde,
dx Ox
_ _ _ _ _ 0xp Oyn|_ [¥2— X1 X3—X
dA = dxdy = det())dxady, = det()Ay; det(]) = det| g | = [yz o yl]'
0x, Jdy,

Determinarea numerica a momentelor statice ale suprafetei triunghiulare in functie de
coordonatele varfurilor se efectueaza cu relatiile urmatoare:

-momentul static ale suprafetei A in raport cu o dreapta A, (fig.2.2):

-momentele statice ale suprafetei in raport cu axele Ox si respectiv Oy (fig.2.2):

1 ,1-xp
Sy = fydA;Sx =det(J) - j- f Yn(xn'xn)dxn dyn;
A 0 0

L 1oy (2.4)
Sy = fdi;Sy = det(]) j f Xn (X, Xp)dxy, dyy,.
A 0 Y0
Dupa efectuarea calculelor rezulta:
A (xq + x5 + x3) A-(y1+y,+y3)
Sy = 3 $Sx = 3 : (2.5)

Determinarea numerica a centrul de masa al suprafetei triunghiulare in functie de
coordonatele varfurilor se face cu relatiile:

Xem = Sy = IAXdA'YCM = Sx = fAydA-
fAdA fAdA fAdA fAdA
1 1-xp
o - fo fo Xn (X, X )2y dy (2.6)
Xcy = det 1 1-x, )
det(J) - fo fo dxp dyn
1 (1-xp
Dy Jy " yn G x0) ot dy
Yem = :

det(]) - fol fol_x" dx, dyy,.

Dupa efectuarea calculelor rezulta:

2.7
X+ X+ X3 it y2tys 2.7)

xCM:T;yCM_ 3
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in raport cu o dreapta care trece prin centrul de mas& C.M. (fig.2.2), S, = 0, iar n
raport cu doua axe paralele cu axele x si y care trec prin C.M., S, = §,, = 0.

2.3.Variatia momentelor de inertie in raport cu translatia sistemului de
referinta

Se cunosc momentele de inertie ale suprafetei A in raport cu sistemul de referinta Oxy
si se calculeaza momentele de inertie fatd de un sistem de referinta Ox,y, (fig.2.2). Axele
sistemului de referinta x, 0y, sunt paralele cu axele sistemului de referinta x0Oy.

4,
vh oyl v L LB,

o /

Fig.2.2.Variatia momentelor de inertie cu translatia axelor.

Conform definitiei momentele de inertie in raport cu axele sistemului de referintd xOy
sunt:

I, = fyZdA;Iy = fxsz;Ixy = fxydA. (2.8)
A A A '
Momentele de inertie Tn raport cu sistemul de referinta Ox,y; rezulta:
Iy = f yidA = f(y—yo)dA;
A A
Iy = j y2dA — zj yoydA + JygdA = I, — 2Y0Sx + Y¢4;
A A A
L, = f xidA = f(x — xo)dA;
A A

(2.9)

L, = j x*dA — ZJ xoxdA + ngdA = I, — 2x0Sy + x§4;
A A A

Leiyr = fxOyOdA = f(x —x0)(y — ¥0)dA;
A A

Iy1y1 = f xydA — fxyOdA —f yx,dA + fxOyOdA;
A A A A

30/157



Teza de abilitare

leyl = Ixy - yOSy — XoSx + XoYoA.

unde s-a notat, x; = x — X0, y1 = Y — Yo-

Daca centrul O coincide cu centrul de masa (C.M.) al suprafetei, rezulta:

Sx =Sy =0xcm =Yem = 0;
(2.10)
le = Ix + yOZA; Iyl = Iy + ng; leyl = Ixy + xoyoA.

Pentru o dreapta 4 care nu trece prin C.M. al suprafetei si pentru o serie de drepte
4,,4,,45 paralele cu 4 (fig.2.2.) rezulta:

, ) ; (2.11)
IAI = IA + dlA, IAZ = IA + dzA, IA3 = IA + d3A

Cel mai mic moment de inertie pentru o serie de drepte paralele, este fata de dreapta
care trece prin centrul de masa al sectiunii. Momentul de inertie axial este minim fata de
0 axa care trece prin C.M..

2.4 Variatia momentelor de inertie cu rotatia sistemului de referinta.
Momentele de inertie principale si directiile principale asociate

Momentul de inertie ale suprafetei avand aria A (fig.2.3), in raport cu o dreapta 4, prin
definitie este:

I, = jnsz;n = ycosa — xsina; I, = f(cosa — xsina)?dA4;
A A

(2.12)
I, = coszaj

y2dA — ZCosaSinajxydA + sinzafxsz;
A A A

— 2 in2 P
Iy = Iycos®a + I, sin“a — 21, cosasina.
Orientarea axei A este datd de cosinusurile directoare [ = cosa Si m = sina care
respecta egalitatea:
(2.13)

I? + m? = cos?a + sin*a=1

Se numesc axe principale de inertie relative la un punct, axele concurente in punctul
dat fatad de care valorile momentelor de inertie devin extreme. Momentele de inertie in
raport cu aceste axe se numesc momente de inertie principale. Determinarea
momentelor de inertie conduce la determinarea extremelor unei functii cu constrangeri.

Pentru a determina valorile extreme ale lui I, se utilizeaza metoda multiplicatorilor lui
Lagrange, care conduce la determinarea extremelor functiei I,(sina,cosa) cu
constrangeri de tip egalitate.

Iy(sina, cosa) = L,cos®a + I, sin*a — 21y, cosasina;
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1 — cos?a + sin*a = 0. (2.14)

dA=dxd :
Y Tlcosa,sina)

(4)

Fig.2.3.Variatia momentelor de inertie cu rotatia axelor.

Functia Lagrange L(sina, cosa) pentru care trebuie determinate extremele este:

L(sina, cosa) = I,cos®a + I, sin*a — 2, cosasina +

(2.15)
+A(1 — cos?a + sin®a).
Din conditia de extrem a functiei Lagrange L(sina, cosa) rezulta:
dL(sina, cosa) Y . ” “o
3(cosa) = 21, cosa xySina cosa = 0;
dL(sina, cosa) o1 si o1 2 asing = 0 (2.16)
a(sina) = ysma xyCOSOf sina = U;

L= —ly {cosa} _ {0}
Iy L, — 2] tsina) — o)
Sistemul de ecuatii (2.16) obtinut este linear si omogen si nu admite solutii banale

deoarece cos?a + sin*a = 1. Conditia ca sistemul de ecuatii sa nu aiba solutii banale,
este ca determinantul coeficientilor necunoscutelor sa fie nul.

L= —lL

R

=0; (I, — (I, — 1) — 1%, =0;

=ML+ L)+ LI, =15, =052 2L + 1, =0;1; = Ly + 1; I, = L1, — IZ;

L+ LU+ L) =4, - 1E)

— (2.17)
1,2 5

L+ 1, £ I2 + 12 + 211, + 41%, — 411,
12 = ;
' 2
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L. +1 1
Mp=1l,= x2 yii\/(lx—ly)2+41§y.

Vectorii proprii corespunzatori valorilor proprii A, , se gasesc pe directiile principale,
care se determina revenind la sistemul de ecuatii (2.16), dupa cum urmeaza:

e (T O - )

Ix - 11 Ixy

t = = ;

IO = " L -1

~ t I — 1 ~ t Ixy . (2.18)
a; = arctg Ixy = arctg Iy—11 ;
L Iy I, 07\ (cosa, 0
o=t~ (o - le Ll i) = (6

Ix - 12 Ixy

t = = ;

S T = A

I, —1 I
a, = arctg < x] 2> = arctg (1 iy] )
xy y 2

Momentele de inertie I, I, I, sunt intotdeauna pozitive iar momentul de inertie
centrifugal I,,, poate fi pozitiv negativ sau zero.

2.5.Momentele de inertie geometrice centrifugale extreme

Fata de un sistem de referinta x; 0y, rotit cu unghiul « fata de sistemul de referinta
x0y momentele de inertie axiale I,,1,; si cel centrifugal I,;,, sunt (fig.2.4.):

Ly = jylsz = J(ycosa — xsina)?dA;
A A

Ly = Iycos?a + I, sina — 21, cosasina;

L.+1, L —1I

cos2a — IxysinZa;

I, = ZdA;=‘f na + 2dA;
1 fol A(ysma xcosa) (2.19)

I, = Lsin®a + Iycos*a + 2y, cosasina;

Le+1, I,—I,
="

cos2a + Iysin2a;
Lyiy1 = fxlyldA = f(ysina + xcosa)(y; = ycosa — xsina)dA ;
A A
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Le1y1 = > (Ix - Iy)sinZa + Iy cos2a.

in care au fost utilizate relatiile urmatoare:
Y1 = ycosa — xsina; x; = ysina + xcosa;

1+ cos2a 1-— cosZa_

2 2, —
a = > )

cos QZT; sin

sin2a = 2cosasina.

Fig.2.4.Momente de inertie centrifugale extreme. Elipsa de inertie.

Daca se considera axele Ox si Oy ca fiind directiile principale, atunci I, = 0 sistemul

de referintd x,0y, este rotit cu unghiul « = ¢ fatd de sistemul de referintd principal,
atunci momentele de inertie in raport cu sistemul de referinta x, 0y, (fig.2.4.) sunt:

L +1 L —1
Ly ==+ 2>
L+, -1

lez 2 + 2
_Ix+1y I —1,
hh==—7""
11+12 11_12
bh=—7""

cos2a — Iysin2a;

cos2¢;

cos2a + IxysinZa;
(2.20)

cos2¢;

X . 1 2
Lyiyr = Tysm2a + Ly c0S2a; L1971 =

sin2¢.

Momentul de inertie centrifugal I,,,, are valoarea maxima pentru sin2¢ = 1, adica
¢ = mn/4 cand:

L—-1

Loy = ——sin2e; (2.21)
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T 11_12
b= Z;leyl =

Momentul de inertie centrifugal este maxim pentru un sistem de referinta ortogonal de
axe rotit cu ¢ = /4, fata de sistemul de referinta care reprezinta directiile principale de
inertie. Valoarea maxima a momentului de inertie centrifugal este:

11 - 12 1
Lty = — = E\/(Ix —L,)% + 41%,. (2.22)

Pentru ¢ = 3w /4 momentul de inertie centrifugal are aceeasi valoare in modul dar isi
schimba semnul. In raport cu axele Ox,y, rotite cu ¢ = n/4 fatad de sistemul de referinta
principal momentele de inertie au valorile:

L+, LL-—1, L+

L, = > + > cos2¢p; P = == (2.23)
L+, I—1I T L+1

ly; = > T3 COSZQ.’);Q.’):Z; ="

2.6.Razele de inertie sau giratie. Elipsa de inertie.

Prin definitie razele de inertie sau giratie au expresiile:

P P
iy = Z";iy= Zy;lx=ix2A;I = i, %A;
(2.24)
. /11 . /12 . .
i1 = Z;lz = Z;Il = 112A; I, = 122A.

Momentul de inertie axial in raport cu axa Ox; (fig.2.4) este:

5 - ) (2.25)
Iy; = Iycos“a + I,sin“a — 21y, cosasina.

Daca sistemul de referinta xOy este un sistem de referinta principal rezulta:
(2.26)
L =1; 1, = I Iy, = 0.
Pentru o directie A care face unghiul ¢ cu axa Ox, momentul de inertie I,; devine:
2.27
¢ = a; 1y = I,cos%¢p + I,cos? . (2.27)

Coordonatele unui punct de pe dreapta A la distanta r fata de C.M. sunt (fig.2.4):
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X Y
2.4 ceinl A —
cos“¢p = 7 sin ¢ = P (2.28)
Dacé se noteaza I, = k?/r?rezulta:
k2 2 yZ x2 yZ
Iy = == Iicos*¢ + Lycos*¢p = I, — + Izr_z;—(k2> + —<k2> =1;
L I (2.29)
LI, x? 2
k2 =212, + 21
R @
A A
Ecuatia elipsei de inertie fatd de C.M. este :
x2 y2
ZtZ=1 (2.30)
l 4

2.7.Tensorul de inertie al unui triunghi in raport cu sistemul de referinta xOy

Tensorul de inertie mecanic al unei suprafete plane prin definitie este:

T ]xy]: fv y?pdV xypdj l f “dA f Y dA_ (2.31)

vx Jyy —jyxpdV x2pdV ydi x%dA
v V

Ul =

unde, p = ct. este densitatea materialului din care este realizat corpul omogen, iar t
este grosimea constanta a suprafetei plane.

Tensorul de inertie geometric ale unei suprafete plane este:

y2dA —fxydA
U]:[Ixx Ly] _ fV . _1 0l (2.32)
by 1 —fydi fodA pt
v v

yx
Momentele de inertie principale sunt valorile proprii ale matricei [I] iar directiile
principale sunt vectorii proprii ai matricei [I]. Se poate observa ca tensorul este simetric
si atunci trebuie calculati numai termenii :

Ly = fysz;
14
(2.33)
L, = fxsz;
14
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Ly = —fydi.
14

Pentru calculul termenilor din matricea [I] se evalueaza integralele:

1 ,p1-xpn
Lix = f y?dA = det(])'f f Y (o, Yn) 2 doty dyn;
14 0 YO0

B — 1 l=xn 5 (2.34)
Iy, = | x*dA = det(]) - X(%p, V)2 dx, dyy;
14 0 Y0

1 ,p1-xpn
Ixy = Iyx = _J.xydA =det(J) - f f x(xn' yn) ' y(xn: yn)dxndyn-
14 0 Y0

Pentru a calcula tensorul de inertie geometric se prezintd mai jos un program scris in
cod Matlab [4].

% Geometric static and inertial triangle characteristics according to the coordinates of the vertices
clear
syms xnyn x1 x2 x3yly2y3z1z2z3xyAIxlylyx
%Transforming real coordinates(x,y)into normalized coordinates (xn,yn)
X=X1+(X2-x1)*xn+(x3-x1)*yn;
y=yl+(y2-y1)*xn+(y3-y1)*yn;
%The Jacobian matrix (J) for coordinate transformation and the determinant of J
J = jacobian([x; y], [xn, yn]);
detJ=det(J);
%The area of a triangle as a function of vertex coordinates detJ = 2 * Area
Ai=[x1yl1

x2y21

x3y31];
Area=1/2*det(Ai);
A_int=simplify(det(J)*simplify(int((int(1,yn,0,1-xn)),xn,0,1)),'Step',10);
disp('Area by integration =');
pretty(A_int)
%Static moments according to the coordinates of the vertices
gy=x;
gx=y;
Sx=simplify(A*2*simplify(int((int(gx,yn,0,1-xn)),xn,0,1)),'Step’,10);
Sy=simplify(A*2*simplify(int((int(gy,yn,0,1-xn)),xn,0,1)),'Step',10);
disp('Static moment Sx by integration =');
pretty(Sx)
disp('Static moment Sy by integration =');
pretty(Sy)
%The coordinates of the center of mass triangle according to the coordinates of the vertices
XCM=Sy/A,;
ycm=Sx/A;
disp('Coordinate xcm of the center of mass by integration =');
pretty(xcm);
disp('Coordinate ycm of the center of mass by integration =');
pretty(ycm);
%Moments of inertia based on the coordinate triangle vertices
fxx=simplify(y*2);fyy=simplify (x*2);fxy=simplify(x*y);
Ixx=simplify(A*2*simplify(int((int(fxx,yn,0,1-xn)),xn,0,1)),'Step’,10);
lyy=simplify(A*2*simplify(int((int(fyy,yn,0,1-xn)),xn,0,1)),'Step’,10);
Ixy=simplify(A*2*simplify(int((int(fxy,yn,0,1-xn)),xn,0,1)),'Step’,10);
disp('Moment of inertia Ixx by integration =");
pretty(Ixx);
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disp('Moment of inertia lyy by integration =");
pretty(lyy);
disp('Moment of inertia Ixy by integration =');
pretty(Ixy);
%Determination of eigenvectors and eigenvalues for tensor |
I=[Ix lyx
lyx ly];
[Dp.Ip]=eig(l);
%Main moments of inertia
vp=diag(Ip);
disp('11 =)
pretty(vp(2))
disp('12 =)
pretty(vp(1))
%Main directions
Dp=simplify((Dp), Step',10);
disp('dl ="
pretty(Dp(:,2))
disp('d2 ="
pretty(Dp(:,1))

2.8.Determinarea numerica a caracteristicilor inertiale ale suprafetelor plane
complexe

Coordonatele centrului de masa pentru o suprafata complexa (fig.2.5.) discretizata in
n triunghiuri se calculeaza cu relatiile:

(S5

i=

-1

12)’6 = <Zn: A; yCi) (Zn: Ai) : (2.39)

i=

Pentru un triunghi generic din discretizare (fig.2.5.), caracteristicile geometrice se
determina n functie de coordonatele varfurilor sale cu relatiile:

-aria triunghiului:

1 [*1i Y 1
A; o X2t Yai 1f;i=1...n (2.36)
X3i Yai 1

-coordonatele centrului de masa:

_ X1t X+ X3

Xci = 3 ' (2.37)
Vit Va2t Vs
Yci = 3 :

-momentele statice in raport cu axele Ox si Oy :

A
Sxi = Ay = 3 V1i + Y2i + ¥3i); (2.38)
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A
Syi = Axg = 3 (x1i + X2 + x3)-
-momentele de inertie axiale:
A
Iy = G (Vi + ¥20 + Y2i Wi + ¥30) + y3i(ai + y10)); (2.39)
A
ly; = g(xu(xu + x50) + x93 (g 4 x35) + Y3 (3 + x15)).

-momentul de inertie centrifugal:

A
Lyiyi = E(()’u + Y20 O + Xx20) + (V21 + ¥30) Oz + x34) (2.40)
+ (V31 + y1) (3 + x1))-

y
A 0 3i(X3i,Y3i)

T

Fig.2.5.Discretizarea suprafetei complexe in elemente tip triunghi.

5 2i(X21,Y2i) X
i O‘ o

O.

In cazul suprafetelor complexe (fig.2.5.) pentru determinarea caracteristicilor
geometrice statice si inertiale, se discretizeaza suprafata in triunghiuri si se determina
caracteristicile, cu relatiile [2] :

I, = Z Lyi; Iy = Z Iyi; Ixy = Z Ixiyi;

n n n
i=1 i=1 i=1
— 2 .
Ix - IxCM + AyCMl

Liem = I — Ay(,z“M; (2.41)

L, = Lyey + AxGy;

— 2,
IyCM — Iy - AXCM,
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Ixy = IxyCM + Angng;

_ 2 .2,
Leyem = Iy — AXCmYims

unde,
-1y, I, I, sunt momentele de inertie in raport cu sistemul de referinta Oxy;

~Leems Lyems Ixycn SUNt momentele de inertie in raport cu axele paralele cu cele ale
sistemului de referintd Oxy care trece prin centrul de masa CM al suprafetei.

2.9.Echivalarea momentelor de inertie ale unei suprafete plane complexe cu
momentele de inertie ale unui dreptunghl cu acelasi axe principale ca si suprafata
complexa

Pentru modelarea rigiditatii laterale a unei structuri civile si pentru a determina
orientarea elementelor de rezistenta verticale (stalpi, pereti structurali, tuburi) astfel incat
fenomenul de torsiune sa fie evitat, se poate utiliza echivalarea sectiunilor transversale
complexe cu un dreptunghi echivalent. Acest tip de echivalare a fost utilizata in capitolul
1 al acestei lucrari.

A yend \J\\,\y%‘ Yenp

: / =G

b " ) <
’ K

=Y

N\

Fig.2.6. Echivalarea momentelor de inertie ale suprafete cu momentele de inertie ale

unui dreptunghi cu axele principale dupa directiile principale ale suprafetei.

Daca momentele de inertie principale ale unei suprafete complexe sunt I, I,, atunci
dimensiunile dreptunghiului echivalent (fig.2.6.) sunt:

beh?

7 h oo teh o2

hebg_l’ ¢ 122]3 307 L, (2.42)
— 12 1

12 (%)

Pentru determinarea dimensiunilor si a orientarilor dreptunghiului echivalent, pentru o

suprafata complexa, in continuare este prezentat un program in cod Matlab [4].
%Determining the dimensions of the equivalent rectangle for a complex surface
syms be he I1 12
f=I11-be*he”3/12;
g=I2-he*be”3/12;s = solve(f,q);
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disp('The dimensions of the equivalent rectangle he be =');

S =[s.he, s.be]

%Check results

v1=simplify((((144*1173)/12)"(1/8))"3*(12*((144*1173)/12)7(5/8))/(12*11"2)/12);

v2=simplify(((12*((144*1173)/12)\(5/8))/(12*112))"3*(((144*1173)/12)"(1/8))/12);

Ca exemple, sunt prezentate programele de calcul in Matlab [4] pentru determinarea
momentelor de inertie pentru 6-sase suprafete cu configuratie complexa.

Fisierele script cu datele de intrare pentru suprafetele nucleu central, grinda, stélp
central, stalp marginal, stalp de colt si tablier sunt prezentate in tabelele 2.1, 2.2, 2.3,
2.4,255si2.6.

Tabel 2.1 Fisier script cu datele intrare pentru Tabel 2,2 | Fisier script cu datele intrare pentru
nucleu central grinda

model = createpde;%Core analysis model = createpde;%Beam analysis

S1=[2;12;0;6;6;5.7;5.7,2.1;2.1;1.8;1.8;0.3;... T =1[2;12;0.85;0.85;1.1;1.1;0;0;2.5;2.5;1.4....

0.3;0;0;0;3;3;0.3;0.3;1.8;1.8;0.3;0.3;1.8;1.8]; 1.4;1.65;1.65;0;0.55;0.8;2.4;2.4;2.8;2.8;2.4...

S2=[2;12;0.3;0.3;3.9;3.9;4.2;4.2;5.7;5.7;6;6;0... 2.4;0.8;0.55;0];

0;3;5.7,5.7;4.2,4.2,5.7,5.7;4.2;4.2,6,6,3]; geom = T;ns = (char('T")";sf ='T";

geom = [S1,S2]; gd = decsg(geom,sf,ns);

ns = (char('S1','S2"))";sf = 'S1+S2"; geometryFromEdges(model,gd);

gd = pdegplot(model,'EdgelLabels’,'on’)

decsg(geom,sf,ns);geometryFromEdges(model,gd); | generateMesh(model,'GeometricOrder’,'linear’,'H
generateMesh(model,'GeometricOrder','linear’,'Hma | max’,.25);

X',.3); pdemesh(model);figure;

pdemesh(model);grid off; pdemesh(model,'NodeLabels','on’)

hold on hold on;figure;

%EXxtraction of discretization data pdemesh(model,'ElementLabels’,'on");hold on;
[p.e,t] = meshToPet(model.Mesh); figure;

%Determination of nodal coordinates pdemesh(model);hold on;

coordonate=p'; %Extraction of discretization data
%Determination of triangle elements [p,e,t] = meshToPet(model.Mesh);
elem=t(1:3,:)" %Determination of nodal coordinates

coordonate=p';
%Determination of triangle elements

elem=t(1:3,:)’;

Tabel 2.3 Fisier script cu datele intrare pentru Tabel 2.4 | Fisier script cu datele intrare pentru

stalp central stalp marginal
model = createpde;%Central column analysis model = createpde; %Marginal column analysis
R1 =13,4,-0.75,0.75,0.75,-0.75,-0.75,... %Corner pillar analysis
-0.75,0.75,0.75]; %Create model
Ci=01 T=[2
0.1 6
0.1 0
0.3]; 2.4251
% Pad C1 with zeros to enable concatenation with 2.4251
R1 0.3501
C1 = [C1;zeros(length(R1)-length(C1),1)]; -0.5306
geom = [R1,C1]; -1.0004
ns = (char('R1','C1")"; 0
sf ='R1-C1}; 0
gd = decsg(geom,sf,ns); 0.5
geometryFromEdges(model,gd); 0.5
pdegplot(model,'EdgelLabels’,'on") 2.9197
generateMesh(model,'GeometricOrder','linear','Hma 2.7486];
x',.3); geom = T;ns = (char('T")";sf = 'T";
pdemesh(model); gd = decsg(geom,sf,ns);
figure geometryFromEdges(model,gd);
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pdemesh(model,'NodeLabels','on")
hold on;

figure
pdemesh(model,'ElementLabels’,'on’)
hold on;

figure;

pdemesh(model);

hold on

%EXxtraction of discretization data
[p.e,tf] = meshToPet(model.Mesh);
%Determination of nodal coordinates
coordonate=p';

%Determination of triangle elements

pdegplot(model,'EdgeLabels’,'on’)
generateMesh(model,'GeometricOrder','linear','H
max',.3);

grid off;pdemesh(model);figure;
pdemesh(model,'NodeLabels','on’)
hold on;figure;
pdemesh(model,'ElementLabels’,'on")
hold on;figure

pdemesh(model);hold on
%EXxtraction of discretization data
[p,e,t] = meshToPet(model.Mesh);
%Determination of nodal coordinates
coordonate=p’;

elem=t(1:3,:)" %Determination of triangle elements
elem=t(1:3,:)";
Tabel 2.5 Fisier script cu datele intrare pentru | Tabel 2.6 Fisier script cu datele intrare pentru

stalp de colt

tablier

model = createpde;%Corner column analysis
%Create model
T=[2

8

0

3.2251

3.2251

1.7893

2.7410

2.2083

1.2487

0

0

0

0.5

0.5

2.7557

2.9501

0.5

0.5];
geom=T;
ns = (char('T"))’;
sf = 'T";gd = decsg(geom,sf,ns);
geometryFromEdges(model,gd);
pdegplot(model,'EdgeLabels','on")
generateMesh(model,'GeometricOrder','linear','H
max',.3);
grid off;
pdemesh(model);figure
pdemesh(model,'NodeLabels','on")
hold on
figure
pdemesh(model,'ElementLabels’,'on")
hold on;figure;
pdemesh(model);hold on
%EXxtraction of discretization data
[p,e,tf] = meshToPet(model.Mesh);
%Determination of nodal coordinates
coordonate=p';
%Determination of triangle elements
elem=t(1:3,:)}

model = createpde;% bridge beam analysis
%Create model
S1=12;8;0;9;9;8;7.13;1.86;1;0;2.4;2.4;2;2;0...
0;2;2];
S2=[2;4;1.43;4.3;4.3;2.13;2;2;0.4;0.4];
S3=[2

4

4.7

7.56

6.86

4.7

2

2

0.4

0.4];
S2 = [S2;zeros(length(S1)-length(S2),1)];
S3 = [S3;zeros(length(S1)-length(S3),1)];
geom = [S1,S2,S3];
ns = (char('S1','S2','S3"))";sf = 'S1-S2-S3';
gd = decsg(geom,sf,ns);
geometryFromEdges(model,gd);
pdegplot(model,'EdgelLabels’,'on")
generateMesh(model,'GeometricOrder','linear','H
max',.3);
grid off
pdemesh(model)
figure
pdemesh(model,'NodeLabels','on")
hold on
figure
pdemesh(model,'ElementLabels’,'on’)
hold on
figure
pdemesh(model)
hold on
%EXxtraction of discretization data
[p,e,t] = meshToPet(model.Mesh);
%Determination of nodal coordinates
coordonate=p’;
%Determination of triangle elements
elem=t(1:3,:)’;
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Programul principal in cod Matlab [4] pentru calculul tensorului de inertie la suprafete
complexe este:

clear;clf;clc;
%Determination of the center of mass
nnd=length(coordonate(:,1));
x=coordonate(1:nnd,1) ;y=coordonate(1:nnd,2);nod=[x y];
%Determining the number of elements and nodes
nelem=length(elem(:,1)); nnod=length(nod(:,1));
%Surface area initialization,coordinate center of mass
As=0;sumacgx=0;sumacgy=0;sumaix=0;sumaiy=0;sumaixy=0;
%Calculation of area and center of mass
for i=1 :nelem
nodl=elem(i,1);nod2=elem(i,2);nod3=elem(i,3);
A=abs(det([1 x(nod1) y(nod1)

1 x(nod2) y(nod2)

1 x(nod3) y(nod3)]))/2;
As=As+A;
% Calculation of the local coordinates of the center of mass for each surface element
xx=nod(:;,1);yy=nod(:,2);
xgl=(xx(elem(i,1))+xx(elem(i,2))+xx(elem(i,3)))/3;ygl=(yy(elem(i,1))+yy(elem(i,2))+yy(elem(i,3)))/3;
IXx=A/6*(yy(elem(i,1))*(yy(elem(i,1))+yy(elem(i,2)))+yy(elem(i,2))*(yy(elem(i,2)) +yy(elem(i,3)))+yy(elem(i,3
))*(yy(elem(i,3))+yy(elem(i,1))));
ly=A/6*(xx(elem(i,1))*(xx(elem(i,1))+xx(elem(i,2)))+xx(elem(i,2))*(xx(elem(i,2))+xx(elem(i,3)))+xx(elem(i,3
N*(xx(elem(i,3))+xx(elem(i,1))));
Ixy=A/12*((xx(elem(i,1))+xx(elem(i,2)))*(yy(elem(i,1))+yy(elem(i,2)))+(xx(elem(i,2))+xx(elem(i,3)))*(yy(ele
m(i,2))+yy(elem(i,3)))+(xx(elem(i,3))+xx(elem(i,1)))*(yy(elem(i,3)) +yy(elem(i,1))));
sumacgx=sumacgx+A*xgl;
sumacgy=sumacgy+A*ygl;sumaix=sumaix+Ix;sumaiy=sumaiy+ly;sumaixy=sumaixy+Ixy;
end
% Center of mass coordinates
xg=sumacgx/As;yg=sumacgy/As;
% Axial moments of inertia in relation to the central reference system
Ixg=sumaix-As*yg”2;lyg=sumaiy-As*xg"2;
% Centrifugal moment of inertia in relation to the central reference system
Ixyg=sumaixy-As*yg*xg;
% The main moments of inertia
11=(Ixg+lyg)/2+sqrt(((Ixg-lyg)/2)"2+Ixyg"2);12=(Ixg+lyg)/2-sqrt(((Ixg-lyg)/2)"2+Ixyg"2);
% Main directions
if (abs(Ixyg)<107(-10))
alfal=0;alfa2=90;
else
alfal=0.5*atan((-2*Ixyg)/(Ixg-lyg))*180/pi;alfa2=alfal+90;
% Values directly in degrees
alfall=0.5*atand((-2*IxyQg)/(Ixg-lyg));alfa22=alfal+90;
end
%Main radii of inertia
i1=sqrt(11/As);i2=sqrt(12/As);
%Determining the number of elements and the number of nodes
nel=length(elem(:,1));nnd=length(nod(:,1));
%Transfer node coordinates to xn and yn vectors
xn=nod(:,1);yn=nod(:,2);
%Attaching nodes nod1 nod2 and nod3 from the element matrix
for i=1:nel
nodl=elem(i,1);nod2=elem(i,2);nod3=elem(i,3);
end
hold on;
%Representation of discretized structure geometry
for j=1:nel
%Drawing the discretized structure
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xnl2=[xn(elem(j,1)) xn(elem(},2))];yn12=[yn(elem(j,1)) yn(elem(j,2)) I;
xn23=[xn(elem(j,2)) xn(elem(j,3))];yn23=[yn(elem(j,2)) yn(elem(j,3)) I;
xn31=[xn(elem(j,3)) xn(elem(j,1))];yn31=[yn(elem(j,3)) yn(elem(j,1)) I;
plot(xn12,yn12,'k");plot(xn23,yn23,'k");plot(xn31,yn31,'k");hold on;
%Representation of the node number and the element
xde=[xn(elem(j,1)) xn(elem(j,2)) xn(elem(j,3))];yde=[yn(elem(j,1)) yn(elem(j,2)) yn(elem(j,3))];
%Calculation of the center of mass of the triangle
xe=(xde(1)+xde(2)+xde(3))/3;
ye=(yde(1)+yde(2)+yde(3))/3;
end
%Representation of the center of mass
plot(xg,yg,'--mo’) ;hold on
%Scalar factor reference system
s=1.5;
%Drawing the central reference system in C.M.
XGN=[xg xg+s*1 xg xg J];hold on;YGN=[yg vyg yg yg+s*1 ];hold on;
%Drawing the main central reference system in C.M.
XGR=[xg xg+cos(alfal*pi/180)*s xg xg-sin(alfal*pi/180)*s ];hold on;
YGR=[yg yg+sin(alfal*pi/180)*s yg yg+cos(alfal*pi/180)*s ];hold on;
plot(XGN,YGN,'r','linewidth’,2);plot(XGR,YGR,'b', linewidth’,2);hold on;
%Draw the ellipse of inertia
%Ellipse rotation angle
alfa=alfal*pi/180;
t = (1/100:1/500:1)"*2.1*pi;
%The parametric equation of the ellipse
X=i2*cos(t);y=i1*sin(t);
%Rotated ellipse
xr=xg+(x*cos(alfa)-y*sin(alfa));yr=yg+(x*sin(alfa)+y*cos(alfa));
plot(xr,yr,'r','LineWidth',2);hold on;plot(xg,yg,'ko','LineWidth',2);hold on;
title('The surface for which the geometric characteristics are calculated )
fprintf('Coordinates of the center of mass x y(m)\n"); fprintf ('%4.8f %4.8f\n’,xg,yQ);
fprintf( Area(m”2)\n"); fprintf ('%4.8f\n’,As);
fprintf('Axial moments of inertia Ixg lyg (m”~4)\n"); fprintf ('%4.8f %4.8f\n %4.8f\n',Ixg,lyQ);
fprintf('Centrifugal moment of inertia Ixy(m”~4)\n"); fprintf ('%4.8f\n",I1xyq);
fprintf('The main moments of inertia 11 12 (m”*4)\n"); fprintf (%4.8f %4.8f\n %4.8f\n',11,12);
fprintf('Main directions 1 and 2(degree)\n"); fprintf (%4.8f %4.8f\n %4.8f\n',alfal,alfa2);
fprintf(‘'The main radii of inertia 1 and 2(m)\n"); fprintf ('%4.8f %4.8f\n %4.8f\n',i1,i2);
if tan(alfal*pi/180)/Ixyg<0&&(abs(Ixyg)>10"(-10))
fprintf(‘'The direction in which the moment of inertia is maximum (degree)\n"); fprintf ('%4.8f\n',alfal);
fprintf‘(Maximum and minimum moments of inertia Imax Imin (M*4)\n'); fprintf ('%4.8f  %4.8f\n
%4.8f\n',;max(11,12),min(11,12));
elseif tan(alfa2*pi/180)/Ixyg<0&&(abs(Ixyg)>107(-10))
fprintf('The direction in which the moment of inertia is maximum (degree)\n"); fprintf ('%4.8f\n',alfa2);
fprintf(Maximum and minimum moments of inertia Imax Imin (m”*4)\n"); fprintf ('%4.8f  %4.8f\n
%4.8f\n',;max(11,12),min(11,12));
end
he=(12"2*max(11,12)"3/min(11,12))(1/8);be=12*max(11,12)/(12"2*max(11,12)"3/min(11,12))(3/8);
fprintf('Equivalent rectangle height and width h,b(m)\n); fprintf ('%4.8f %4.8f\n %4.8f\n',he,be);
%PIlot echivalent rectangle
Dreptunghi_e=[-be/2,be/2,be/2,-bel2,-bel2;-he/2,-he/2,hel2,he/2,-he/2; 1111 1],
% Define Translation Matrix
trans = @(x,y,z) repmat([x; y; z],[1 5]);
% Define Rotation Matrix
rot_plan = @(x, y, theta) [
cosd(theta), -sind(theta), x;
sind(theta), cosd(theta), y;
0, 0, 1];
%Rotate and translate rectangle
B =rot_plan(0,0,alfal) * ((Dreptunghi_e))+trans(xg,yg,0);
% Plot rotate and translate rectangle
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plot(B(1,:),B(2,),'b','LineWidth',4);hold on;

Rezultatele obtinute in urma rularii programelor in cod Matlab sunt prezentate in
figurile 2.7-2.12.
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Validarea programului de calcul a caracteristicilor geometrice statice si inertiale a fost
realizata prin compararea solutiilor numerice cu solutiile analitice in cazul unei suprafete
de tip dreptunghiulare si a unei suprafete de tip triunghiulare. Solutiile analitice in cazul
celor doua suprafete vor fi prezentate in continuare.

Momentele de inertie geometrice pentru o placd omogena avand forma
dreptunghiulara, fata de sistemul de referinta xOy au expresiile (fig.2.13.):

b h
_ 294 — 2 _bh3.
Ly=|ydA=| dx| y“dy= ;
A 0 0 3

b h b3h
L, = j x2dA = f xzdxf dy = =3 (2.43)
A 0 0

b h b2h2
Iy, = j xydA = j xdxj ydy = :
A 0 0 4

X - X e
A B A -
/. dA=dxdy r\ dA " . -
h \o/ - b oM hlL \ 3K o2k il X
/ CAN ¥ \.’C = - A A
e
o b - b -

Fig.2.13. Dreptunghi. Fig.2.14. Triunghi.

Momentele de inertie mecanice pentru o placa omogena de forma dreptunghiulara,
fata de sistemul de referintd xOy au expresiile:

_f 2 _f thA_Mf 2dA_Mbh3_Mh2_
2.44
_j 2 _f 5 tdA—MJ 2dA_Mhb3_Mb2_ (2.44)
Jyy = | xrdm = | XptdA = | XdA =g p =g
_f p _f tdA—Mf dA_MbZhZ_Mbh
Jry = Axy m= Axyp = Ax}’ “bh 4 4

46/157



Teza de abilitare

unde t este grosimea constanta a placii si M/A = pt.

Momentele de inertie geometrice pentru o placd omogena de forma dreptunghiulara,
fata de sistemul de referinta x.,,0y.y se determina prin utilizarea relatiilor Huygens-

Steiner si au expresiile:

hy?2 bh3  /h\? bh3
“ta ) =5 (3) =T

Lxem 3 2 12"’
2.45
b\2 hb3  /b\? hb3 (2.45)
byen = by = (3) bh="3-=(3) bh =5

h\ /b b%h? h\ /b
hyen = by = () (3) ph =~ (3) (3) oh = 0

Momentele de inertie mecanice pentru o placa omogena de forma dreptunghiulara,
fata de sistemul de referinta x.,, 0y au expresiile:

M M hb® MAh?
Jxxem = lexcm = EH = 7;
M M hb3  Mb? (2.46)

Jyyem = 7 lyyem = 1025 = 57

]xycm = 0.

Momentele de inertie geometrice pentru o placa omogena avand forma triunghiulara
(fig.2.14.), fata de sistemul de referinta xOy au expresiile:

Xy

Z+Z =1
b+h ’
_b b .
X = hy,

h
y=h-— 5X~ ecuatia dreptei AB in triunghiului OAB (fig. 2.14):

by
h b_T h b bh3 247
Ixx:fysz:fyzdyf dx:fyz(b—ﬁy)dy 17 (2.47)
A 0 0 0

b h—th b h hb3
Iyyzfxszzf xzdxf dyzf xz(h—gx)dx:E;
A 0 0 0

b h= g NP p2p2
Ixy=ijydA=foxdxfo ydy=§J0x<h—Ex) dx = T

Momentele de inertie mecanice pentru o placa omogena, triunghiulara, fata de
sistemul de referinta xOy au expresiile:
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f 2d f tdA = f 2dA = 2Mbh” _ MA”
Jax = A)’ m = [ y’ptdA = W12 - 6’
22 5 2M hb®  Mb?
Jyy = fA dm = fx ptdA = —f dA = h 3 e (2.48)

J‘ 4 f LA = f dA_ZMh2b2 Mbh
Jxy xydm = | xyp = xy bh 24 12

unde t este grosimea placii si M/A = pt.

Momentele de inertie geometrice pentru o placd omogena, triunghiulara,fatéd de
sistemul de referinta x. 0y Se determina prin utilizarea relatiilor Huygens-Steiner si
au expresiile:

o (h)21bh_bh3 (h)21bh_bh3_
wem o3/ 277 12 \3/ 277 36

2.49
L (b)21bh_hb3 (b)21bh_hb3_ (2.49)
em = yo\3) 277 12 \3/ 277 36

p _, (h)(b)lbh_hzbz (h)(b)lbh_—hzbz
xyem = xy - \3)\3/2° 24 3/\3/27" " 72 °

Momentele de inertie mecanice pentru o placa omogena, triunghiulara, fata de
sistemul de referinta x¢, Oycy au expresiile:

M 2M bh®  Mh?
Jxxem = lexcm = bh 36 18 )
M 2M hb* _ Mb? (2.50)

Jyyem = 7 lyyem = 00 = 87
—2M h?b> —Mbh

Jxyem = == = 3

In continuare sunt prezentate programele de calcul simbolic in Matlab pentru
determinarea analitica a momentelor de inertie geometrice si mecanice pentru un
dreptunghi si un triunghi faté de sistemul de referinta x0y.

clear

syms xy b h Ar At M Ix ly lyx

% Analytical determination of geometric and mass moments of inertia for a rectangle
Ar=b*h;

fxxr=simplify(y"2);

fyyr=simplify(x*2);

fxyr=simplify(x*y);
Ixxr=simplify(simplify(int((int(fxxr,y,0,h)),x,0,b)),'Step',10);
lyyr=simplify(simplify(int((int(fyyr,y,0,h)),x,0,b)), Step’,10);
Ixyr=simplify(simplify(int((int(fxyr,y,0,h)),x,0,b)),'Step',10);
JIxxr=simplify(M/Ar*Ixxr);
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Jyyr=simplify(M/Ar*lyyr);

JIxyr=simplify(M/Ar*Ixyr);

disp(‘Geometric and mass moment for a rectangle’);
disp(‘Geometric moment of inertia Ixxr by integration =');
pretty(Ixxr);

disp(‘Geometric moment of inertia lyyr by integration =');
pretty(lyyr);

disp('Geometric moment of inertia Ixy by integration =');
pretty(Ixyr);

disp('The moment of mass inertia Jxxr =);

pretty(JIxxr);

disp('The moment of mass inertia Jyyr =");

pretty(Jyyr);

disp('The moment of mass inertia Ixyr =');

pretty(JIxyr);

% Analytical determination of geometric and mass moments of inertia for a triangle
At=1/2*b*h;

fxxt=simplify(y"2);

fyyt=simplify(x"2);

fxyt=simplify(x*y);
Ixxt=simplify(int(int(fxxr,x,0,b-b*y/h),y,0,h),'Step*,10);
lyyt=simplify(int(int(fyyr,x,0,b-b*y/h),y,0,h),'Step*,10);
Ixyt=simplify(int(int(fxyr,x,0,b-b*y/h),y,0,h),'Step*,10);
JIxxt=simplify(M/At*Ixxt);

Jyyt=simplify(M/At*lyyt);

JIxyt=simplify(M/At*Ixyt);

disp(‘Geometric and mass moment for a triangle’);
disp('Geometric moment of inertia Ixxt by integration =');
pretty(Ixxt);

2.10.Calculul momentelor de inertie ale suprafetelor plane complexe cu
metoda probabilistica Monte Carlo

In cazul unui sistem de n mase concentrate situate in acelasi plan tensorul
momentelor de inertie mecanice se determina plecand de la relatiile de definitie ale
momentelor de inertie mecanice.

-momentele de inertie mecanice axiale in raport cu axele x si y:

n n
Jee= [ y2am = mytityy = [ xdm =y ma. (251)
4 i=1 4 i=1

-momentul de inertie mecanic centrifugal:

n
Jxy = f xydm = Z m;x; yi- (2.52)
A

i=1

-momentul de inertie mecanic polar:
n n
]p =]xx +]yy = J. ysz+J.x2dm=Zmlylz +Zm1xlz (253)
A A i=1 i=1
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Tensorul de inertie sub forma matriceala devine:

— n n -
2
Zmiyi _zmixi Yi
n n "
_ 2
z mix;yi Z m;Xx;
L =1 i=1

in mod asemanator se determina tensorul momentelor de inertie geometrice care sub
forma matriceala este:

U] = Uxx ]xy] _

yx  Jyy (2.54)

_ n n _
ZAiJ’iZ _zAixi Vi
i=1 i=1
n n .

_ZAixi Vi EAixiz

i=1 |

L =1

L. I
ne [I“ Ixy] _
yx yy

(2.55)

Relatia matriceala dintre momentele de inertie mecanice si momentele de inertie
geometrice In cazul sistemului format din n mase concentrate este:

- n n - - n n -
2. 2.
Emi%" _zmixi Vi ZAL%' _zAixi Vi
i=1 i=1 i=1 i=1

= % . = pt| ] = = pt[l]; (2.56)
—Z mix; y; Zmixiz _ZAixi Vi ZAixiz
T i=1 L = i=1 1

U1 = ptli].

unde, 4; = m;(pt)~1, pt = ct.

Mai jos este prezentat un program de calcul pentru determinarea tensorului de inertie
mecanic pentru un sistem de 7-sapte mase concentrate. Evident, programul poate fi
extins pentru calculul unui sistem cu un numar n finit de mase concentrate situate n
acelasi plan.

clc;clear ;
n=6;%number of masses
m_p = [300,60,80,200,450,633,443];
xc=[1 237 -2-38]; yc=[051-24 -9 -23];
grid on;hold on;
%Representation of point masses
scatter(xc,yc,m_p,'MarkerEdgeColor',[0 0 0],'MarkerFaceColor',[1 0 0],'LineWidth',2);hold on;
m_total = sum(m_p); % The total mass of this system
% Two components of the position vector of the center of mass are
xcm =(1/m_total)*sum(m_p.*xc); ycm =(1/m_total)*sum(m_p.*yc);
%Mass center representation
scatter(xcm,ycm,m_total,'MarkerEdgeColor',[0 0 0],'MarkerFaceColor',[0 0 1],'LineWidth',2)
hold on;
| =[0.0,0.0;
0.0,0.0;];
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% The total moment of inertia is the sum of moments of inertia for all
% point masses in the system
fori=1:n

X = (xc(i) - xcm);

y = (yc(i) - yem);m = m_p(i);

I =1+ m*(y"2 + x"2), -M*x*y;

-M*y*x, m*(x"2 + y*2)];% [kg*m”"2]

end

Rezultatul obtinut Tn urma rularii programului Matlab este prezentat in figura 2.15.

Pornind de la calculul momentelor de inertie mecanice si geometrice pentru un sistem
de n mase concentrate se poate explica calculul tensorului de inertie geometric si
mecanic cu metoda Monte Carlo [5].

Pentru calculul momentelor de inertie pentru suprafete plane cu metoda Monte Carlo
se genereaza aleatoriu in domeniul delimitat de suprafata plana, mase care se determina
astfel:

dm =

Z| X

; (2.57)

unde, N este numarul de mase generat aleatoriu in domeniul de definitie al suprafetei
pentru care se determina tensorul de inertie, iar M este masa totala a suprafetei.

Fig.2.15.Momentele de inertie in cazul maselor concentrate distribuite in plan.

Cu cat numarul N de mase generat este mai mare, rezultatul tinde catre valoarea
exacta. Relatiile de calcul ale tensorului de inertie geometric si mecanic devin:

- N N -
Z dmy?; - Z dmx; y;
Jux ] = = M
n-fr - G s
— Z dmx; y; Z dmx?;
L= = : (2.58)
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N N -
Z dAy?;, - Z dAy;
Lyx Ixy] - = A
Il = =| =t (=1 ;dA = —; (x;y;)€A.
[] Iyx Iyy N N N ( lyl)
— Z dAx; y; Z dAx?;
i=1 i=1 -

unde (x;y;)eA , A fiind domeniul delimitat de suprafata pentru care se determina
termenii tensorului de inertie.

Pentru determinarea momentelor de inertie cu metoda Monte Carlo pentru un
dreptunghi a fost utilizat programul Matlab [5] [4] de mai jos:

clear;mass_of square=1;length_side=3;number_of mass=700;%number of infinitesimal masses
dm=mass_of square/number_of mass;
Axial_inertia_xx=0;Axial_inertia_yy=0;Centrifugal_inertia_xy=0;count=0;

while n<number_of _mass

X_pos=length_side*rand;y_pos=length_side*rand;

scatter(x_pos,y_pos,20,'MarkerEdgeColor',[0 0 0],'MarkerFaceColor',[1 0 0], LineWidth',2);

hold on;rtemp=[x_pos y_pos];
Axial_inertia_xx=Axial_inertia_xx+dm*(y_pos”2);Axial_inertia_yy=Axial_inertia_yy+dm*(x_pos”"2);
Centrifugal_inertia_xy=Centrifugal_inertia_xy-dm*(x_pos*y_pos);

count=count+1;end

%Theoretical values of moment of inertia
Ixxt=1/3*mass_of_square*length_side”2;lyyt=1/3*mass_of square*length_side”2;
Ixyt=-mass_of square*length_side”2/4;
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In figura 2.16, figura 2.17, figura 2.18 si figura 2.19 sunt prezentate rezultatele obtinute
prin generarea de 300, 600, 3000 si 10000 de mase in domeniul de definitie al suprafetei
patratului.

Momente de inertie axiale Ixx, lyy Momente de inertie centrifugale Ixy
® Metoda Monte Carlo Metoda analitica B Metoda Monte Carlo B Metoda analitica
3,200 2,450
0 ko)
T 3,100 £ 2,400
£ i
© 3,000 o 2,350
3 2,900 5 2300
£ £ 2,250
o 2,800 9]
g £ 2,200
] ]
g 2,700 € 2,150
8 2,600 $ 2,100
® (1]
€ 2,500 2 2,050
> 3000 10000 > 3000 10000
Numarul de mase genrate in interiorul patratului Numarul de mase genrate in interiorul patratului
Fig.3.20.a.Momente inertie axiale. Fig.3.20.b.Momente de inertie centrifugale.

2.11.Rezultate si concluzii

« Algoritmul numeric pentru calculul caracteristicilor geometrice masice si inertiale ale
suprafetelor complexe are un grad mare de generalitate, aplicandu-se pentru orice tip de
suprafata. In cazul in care suprafata este delimitata de frontiere tip linii drepte, atunci
rezultatele sunt exacte. In cazul suprafetelor complexe cu frontierele de tip linii curbe,
rezultatele depind de numarul elementelor finite triunghiulare, in care este discretizata
structura. Algoritmul este validat prin rezultatele teoretice obtinute in cazul suprafetelor
avand forma dreptunghiulara si triunghiulara.

 Echivalarea momentelor de inertie ale unei suprafete complexe cu momentele de
inertie ale unui dreptunghi axele principale de inertie orientate dupa directiile principale
de inertie a suprafetei complexe, se poate utiliza pentru echivalarea rigiditatii laterale a
elementelor verticale de rezistenta a unei structuri civile. Acest rezultat a fost utilizat in
capitolul 1 al acestei lucrari, care trateaza eliminarea torsiunii generale structurilor civile;

* Deoarece metoda Monte Carlo este o metoda probabilistica rezulta ca valorile
rezultate in urma calcularii componentelor tensorului de inertie au un caracter
probabilistic;

+ Variatia probabilisticd a componentelor tensorului de inertie pentru o suprafata avand
forma patratica este prezentata in fig.3.20.a,si 3.20.b., pentru diferite valori ale maselor
generate in interiorul suprafetei patratice. Din analiza graficelor rezulta ca prin generarea
unui numar mare de mase distributia lor se uniformizeaza iar valorile probabilistice se
aproprie de valorile analitice.

* Metoda Monte Carlo se poate utiliza pentru calculul tensorului de inertie in cazul
suprafetelor complexe, sau pentru validarea calculului numeric al tensorului de inertie al
suprafetei respective.

Principalele contributii ale autorului in cadrul acestui capitol sunt:
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» Dezvoltarea unei metode numerice generale de determinarea a caracteristicilor
geometrice, masice si inertiale pentru suprafete cu configuratie complexa. Pentru
aceasta metoda a fost realizat un algoritm de calcul care a fost implementat in programul
Matlab.

* Programele de calcul a caracteristicilor geometrice masice si inertiale ale
suprafetelor plane complexe, au fost validate analitic si au fost testate in cazul unor
suprafete cu geometrie complexa.

* Realizarea unui algoritm de calcul pentru echivalarea momentelor de inertie ale unei
suprafete plane cu configuratie complexa, cu momentele de inertie ale unui dreptunghi
care are axele principale de inertie orientate dupa directiile principale ale suprafetei plane
cu configuratie complexa. Aceastd echivalare se utilizeaza la modelul matematic
prezentat in capitolul 1.

* Implementarea in programul Matlab a unui algoritm pentru calcul pentru tensorul
momentelor de inertie pentru un sistem de n mase concentrate situate in acelasi plan.

» Dezvoltarea unui algoritm de calcul pentru tensorul de inertie al suprafetelor plane
cu configuratie complexa cu metoda probabilistica Monte Carlo. Acest algoritm a fost
implementat in programul Matlab si validat in cazul suprafetelor simple care au solutii
analitice.
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3. Studiul algoritmilor numerici si algoritmilor probabilistici tip
Monte Carlo pentru determinarea volumului, masei, momentelor
statice, centrului de masa si tensorului de inertie al maselor pentru
corpuri cu configuratie complexa

3.1.Introducere

Masa unui corp este acea proprietate a corpului de a se opune acceleratiei pe care
rezultanta sistemului de forte exterioare care actioneaza asupra lui, o imprima corpului.
Similar, momentul de inertie este cel care se opune acceleratiei unghiulare imprimate
corpului de rezultanta momentului exterior care actioneaza asupra lui. Pentru a studia
miscarea generald a unui corp solid rigid sub actiunea fortelor exterioare se folosesc
legile de conservare a miscarii materiei care vor fi prezentate in continuare pentru a
explica necesitatea calculului volumului, masei, momentelor statice, centrului de masa
si tensorului de inertie in cazul corpurilor tridimensionale cu configuratie complexa.
Masa, centrul de masa si momentele statice intervin la calculul impulsului unui sistem de
puncte materiale sau a solidului rigid. De asemenea aceste caracteristici intervin la
aplicarea teoremei de variatie a impulsului sau de conservare a impulsului cand se
determina torsorul fortelor care actioneaza asupra corpului daca se cunoaste legea de
miscare a corpului sau invers [1].

Impulsul unui sistem de n puncte materiale (S.P.M.) fata de un reper inertial
fix Ox;y;z; (S.R.l.- sistem de referinta inertial)

Impulsul unui sistem de mase cu masele mi i=1...n (fig.3.1.), este egal cu suma
impulsurilor punctelor materiale care alcatuiesc sistemul.

v~<

(3.1)

- n n
S - - -
=158 =Zmi?l;M =Zmi;5 — M7 = Mxgi + My.] + Mzck;

T'_C) = xci)'l‘ ij + Zcz.
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Teza de abilitare

Impulsul sistemului de puncte este impulsul unui punct in care se concentreaza toata
masa sistemului si este plasat in C.M. al sistemului de puncte materiale.

Sub forma algebrica ecuatia vectoriala (3.1) se poate scrie:

3.2
(Ho} = M1{wc); 52
unde,
1 0 0
{H,}" = {H H,H,}; {(ve}" = {vexveyve ) Ml =M [0 1 0]
0 0 1

Teorema de variatie a impulsului unui sistem de puncte materiale pe baza
legii 2 a lui Newton in raport cu un sistem de referinta inertial fix Ox;y;z; (S.R.l.)

Ecuatia de echilibru dinamic instantaneu pentru punctul i de masa mi (fig.3.1.)
conform legii 2 a lui Newton este:

mia=F’+ZE; (3.3)

j=1
i

~

i

unde,
F, este rezultanta fortelor exterioare care actioneaza asupra punctului i cu masa mi;
E,j=1..n,i # j sunt fortele interioare pereche care actioneaza intre mi si mj.

Pentru sistemul de puncte materiale ecuatia de echilibru dinamic instantaneu se
obtine Tn urma aplicarii principiului suprapunerii de efecte.

i=1 i=1 i=1j=1 i=1 i=1j=1 (3 4)
i#j '
o~ dv, d _ dH, dMBo)  db. .
Zmlal :Zmlﬁ_% V=g T g - Mg = Mac = Rex
j=1 =1 =1

Sub forma algebrica ecuatia vectoriala (3.4) se scrie:

| (3.5)
{H} = [M]{ac} = {Rext};

unde,

{Rext}T = {Rext,xRext,yRext,y}; {aC}T = {aCxaCyaCz}-

Variatia impulsului unui sistem de puncte materiale in raport cu timpul este egala cu
rezultanta fortelor exterioare care actioneaza in centrul de masa (C.M.). Centrul de masa
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se misca sub actiunea lui R, iar toatda masa sistemului de puncte materiale este
concentrata in (C.M.).

Impulsul unui corp solid rigid (S.R.) fata de un reper mobil Oxyz (S.R.N.-
sistem de referinta neinertial) in raport cu care solidul rigid are o migcare relativa

Pentru un solid rigid cu masa distribuita continuu (fig.3.2.) impulsul se determina ca
fiind suma impulsurilor infinitezimale dH ale maselor infinitezimale dm:

Fizfﬁdm=f(v_0’+a‘)’x?)dm=v_o’fdm+a_)’><f?dm=Mv_o’+5x§;
C C C C

7 — — —_— — Bard p=4 — — —> - (3'6)
H=Mv,+wXMr;=Mv,+wXS=M®w, +wX1;) = Mv;
— § =4 - =4 — a > - 7
e = ;S=jrdm;M=jdm;S=MrC;S=le+Sy]+Szk.
fc dm c c
Sub forma algebrica ecuatia vectoriala (3.6) devine:
(3.7)

{Ho} = [M{vo} + [w]{S} = [M]({vo} + [w]{rc}) = [MI{vc}.

1 o, o 100
unde, [w] = | , 1 —w|;[M]=M [0 1 O] {re}” = {rexreyres
—Wy Wy 1 0 0 1

Impulsul solidului rigid este egal cu impulsul unui punct situat in centrul de masa al
acestuia. Masa solidului rigid este concentrata in acest punct si participa la miscare
impreuna cu rigidului.

Teorema de variatie a impulsului unui corp solid rigid pe baza legii 2 a lui
Newton in raport cu un sistem de referinta mobil Oxyz (S.R.N.) fata de care solidul
rigid are o migcare relativa

Pornind de la ecuatia de echilibru dinamic instantaneu pentru un element infinitezimal
de masa dm (fig.3.2.) se obtine:

! (3.8)

. dH d(MvC) . o
fadm f—dm— fvdm— P —MaC:Rext;szCdm;

Sub forma algebrica teorema de variatie a impulsului unui solid rigid sub forma
vectoriala (3.8) se scrie:

: (3.9)
{H} = [Ml{ac} = {Rext}-
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Impulsului unui sistem de puncte materiale (S.P.M.) sau a unui solid rigid (S.R.) are
aceeasi forma in raport cu un sistem inertial fix Ox;y;z; (S.R.1.) céat si in raport cu un
sistem mobil Oxyz (S.R.N.) cu originea in centrul de masa a S.P.M sau S.R., fata de care
sistemul de puncte materiale (S.P.M.) sau solidul rigid (S.R.) are o miscare relativa
(fig.3.3.).

n n _ n
— - dr, d . dre R
HO=Zmivl=Zmi—t=— mr, = M — = Mv;

n n n n
I — — — —> —_— e — - (3-10)
Heyy= ) mvg, = ) mi(e+w X7)=vc ) mi+w X ) mirg, = Mvg;

i=1 i=1 i=1 i=1

n

i=1

in final, rezulta H, = H,,, sau sub form4 algebrica {H,} = {Hc»}.

S.P.M.(SR.)

Fig.3.3.Impulsul in raport cu C.M.

Conservarea impulsului unui sistem de puncte materiale S.P.M. si a solidului
rigid S.R.

in cazul sistemelor izolate unde rezultanta fortelor exterioare este zero, impulsul
sistemelor de puncte materiale sau a solidului rigid, se conserva pe toate cele trei
componente sau numai pe componentele pe care rezultanta fortelor exterioare se
anuleaza. Din conservarea impulsului rezulta ca pe componentele pe care impulsul se
conserva miscarea este rectilinie uniforma v = ct..

| &

=R,,=0-H=Mb, =ct.;M = ct.;
dt ext C (3.11)

Hy = Mv¢y = vey = ct; Hy = Mvgy, = vey = ct; Hy = Myg, = v, = ct.

Rext = 0;
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in cazul unui solid rigid (S.R.) sau sistem de punte materiale (S.P.M.) cu miscare de
translatie si rotatie in cazul general, pentru a determina torsorul fortelor care actioneaza
asupra corpului trebuie cunoscut si tensorul de inertie. Studiul miscarii in acest caz
implica cunoasterea momentului cinetic si aplicarea teoremei de variatie a momentului
cinetic sau conservarea momentului cinetic in cazul corpurilor izolate. Se poate
determina torsorul sistemului de forte care actioneaza asupra corpului cand se cunosc
parametrii cinematici ai miscarii sau se poate determina legea de miscare a corpului daca
se cunoaste torsorul fortelor care actioneaza asupra corpului.

Momentul cinetic al unui sistem de n puncte materiale (S.P.M.) fata de un
reper inertial fix Ox;y;z; (S.R.l.)

Momentul cinetic al unui sistem de puncte fata de punctul O (fig.3.4.) este egal cu
suma momentelor cinetice K;, a tuturor punctelor care compun sistemul de puncte
materiale.

n n
Ko=) Ko=) 7ixm,. (3.12)

Teorema de variatie a momentului cinetic al unui sistem de n puncte materiale
(S.P.M.) fata de un reper inertial fix Ox;y;z; (S.R.l.)

Aplicand legea a doua a dinamicii pentru punctele (fig.3.4.) i=1...n si principiul
suprapunerii de efecte pentru sistemul de puncte materiale se obtine:

3

n
m@ =F+ ) Einxm@ =% xE+7x ) Ey;

i#j i*j
n n — n —_—
o R 5 dv, d . _,.. dK,
ZTL xm;a, =Zrz XmiE=EZ(Tl X m;vy) =
i=1 =1 =1
— n n n n n (313)
dKO _ - o T = 1. > _ ppext. — 0.
T i nx ) B ) nXxXk=My; =0;
i=1 i=1 j=1 i=1 i=1 ]:
i#j i#
TXFy+T xE = (7 + A7) X, +5 x B, ==7 x (F, + ) = ;
ArUHF IIFJL,
A, =7 —T;

{Ko} = (ME*};

Variatia momentului cinetic K, al unui sistem de puncte materiale in raport cu timpul,
este egala cu momentul rezultant al fortelor exterioare care actioneaza asupra punctelor
materiale, reduse n raport cu punctul O.
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Momentul cinetic al unui sistem de n puncte materiale (S.P.M.) fata de un
reper cu originea in centrul de masa (Teorema lui Konig pentru momentul cinetic)

Variatia momentului cinetic al unui sistem de puncte materiale, la schimbarea polului
din punctul O in punctul C (fig.3.4.) este:

n n
Ko = z nXmy, = Z(Ta + rC) X m;v;;

i=1 i=1

K_O’z

NgE

~
1l
[y

m17+27ﬁxmvl,K0—erH0+KC—rC><MvC+KC,

i=1

&

I

S

X
M=

~
Il
=

~

n (3.14)

— — — — —
T, XMy, = z 7o, X Mi(ve + v¢y);
i=1

—

KC=

M-

1l
oy

l

n n n
g _ —_— —_— e —_—, = _ — _ .
K¢ = miTe, | XVc+ ) Top XmMve,;S¢ = m;re | = 0;
i=1 i=1 i=1

n n

n
Re= ) Toxmiig = ) T xmy(@ X 7o) = ) my(F X & X 75,)

i=1 i=1 i=1

unde, E’este momentul cinetic al sistemului Tn raport cu centrul maselor C.M. si se
poate dezvolta conform (3.15) prin utilizarea proprietatii @ x b xé=(dé)b— (a b )é.

n n
Ko=) m@ExBx7e) = ) (G ® - (Go)] =

n
5 5 - 3.15
my[ (xei? + yei? + zei2) (Wl + 0y ] + w, k) — (3.15)

i=1

—(xciwy + Yeiws + ch'a)y)(xc'if +yeil + zcik)];
Kc = i)(]xxwx +]xywy +JXZwZ) +j(]yxwx +]yywy +]yzwz) +
+k(]zxa)x + 2y wy +]Zza)z);

unde,

-

— - 7T — - - _’_
W = Wyl + wy] + wk; 7, = xcil + YeiJ + Zik;

n n n
= > MR+ 22Dl = ) i+ 2R S = ) e+ YR
i=1 i=1 i=1

n n n
Ty =Jyx = —Z MiXciVeislyz = Jzy = —z MiYciZeis Jzx = Jxz = —Zmixa'za'i
i=1 i=1 i=1
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Fig.3.4.Momentul cinetic sistem puncte. Fig.3.5.Momentul cinetic solid rigid.

Sub forma algebrica relatia vectoriala (3.14) pentru momentul cinetic si teorema lui
Kdnig este:

3.16
(Ko} = MI[relve} + (Ke) = MIfrel(ve} + Uelfw): (e} = Uelfw) (3.16)

Jox Jxy Jxz 0 -z y¢ Wy
unde, [Jcl = {lyx Jyy Jyz|;lrcl = | 2zc 0 —Xc] Hw} = {wy}.
]xz ]xy ]zz —Yc Xc 0 Wz

Teorema de variatie a momentului cinetic pentru un sistem de n puncte
materiale (S.P.M.) fata centrul de masa (C.M.) al sistemului de puncte materiale

Daca la scrierea ecuatiilor de miscare pentru un corp, momentul cinetic s-ar exprima
in raport cu un sistem de referinta fix (inertial) atunci componentele din tensorului de
inertie vor varia in raport cu sistemul fix. De aceea se prefera scrierea momentului cinetic
in raport cu un sistem de referintd mobil, legat de corp cu originea in C.M.. In acest caz
momentele de inertie vor avea tot timpul miscarii aceleasi valori. Variatia momentului
cinetic (fig.3.4.) in raport cu punctul O si C este:

dK, d ,_, — , =, — = = ext.=> _ 1
dt :E(rcvachKc):(YCXMVC+’”CXM”0+KC):M0 e =0

n

n
X MG + K, =T X MG+ K, = ) BxF = ) (G +7) < F;

=1 =1 (3.17)
n n n
e XMac + K¢ = ﬁXFH‘ZTaX 1:7le,
=1 i=1 =1

S

n
T X MG + K. =T X Rowa + ) T X Row = ) F = Mag; K = ME™.
i=1 i=1

Sub forma algebrica relatia vectoriala (3.17) pentru variatia momentul cinetic este:
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{Kc} _ Mgy, (3.18)

Momentul cinetic al unui solid rigid (S.R.) fata de un reper Oxyz legat de
solidul rigid care se misca cu solidul rigid

Momentul cinetic pentru un solid rigid (fig.3.5) prin definitie este:
K—(;=ffxﬁdm=ffx(vg+axf)dm=ffdmxv—o’+f(anxf)dm
C Cc Cc Cc

fg:s*xmf

(7))@ — (G@)F]dm = § x 77 + f ()@ — G@)F]dm;
C

C
j (F X & x F)dm = j ()& — (F@)F]dm —
C C

f (% + y% + 22) (Wil + 0] + wyk) — (xwy + yow, + 20, ) (xT + y] + zk)|dm (3.19)
c

= i)(]xxwx +]xywy +]xzwz) +f(]yxwx +]yywy +]yzwz) +
+k(]zxwx +]zywy +]zz(‘)z);
Ko =S X1, + T(]xxwx +]xywy +]xzwz) +]_)(]yxwx +]yywy +]yz(‘)z) +

k(s + Loy @y + J10,);
unde,
W= wyl + wy] + w,k; 7 = xT + y] + zk;
Jux = [(2% + y2)dm; ]y, = [ (2% + 22)dm; ], = [(x2 + y?)dm;
Jyz = Jay = — ]C Y2AM Jy = Jy = — jc XYAM; i = Jpx = — fc xzdm;

Sub forma algebrica relatia vectoriala (3.19) pentru momentul cinetic in raport cu
punctul O devine:

(K2} = [51(v0) + U o [ G x & x F)dm = (3.20)
c

Uol = f (] (tdm = — j (r][rldmiw}.

c

]xx ]xy ]xz 0 _Sz Sy 0 —Z y
unde, [Jol = |/yx Jyy Jyz|;[S1=| S: 0 =Slrl= [ z 0 —x]
]xz ]xy ]ZZ _Sy Sx 0 -y X 0
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Daca O=C.M. atunci momentele statice in raport cu centrul de masa al sistemului de
punte materiale sunt zero si se obtine:

3.21
[S] = [0]; {K¢} = [el{w}. (3.21)

Teorema de variatie a momentului cinetic al unui solid rigid fata de un reper
Oxyz legat de solidul rigid care se migca cu solidul rigid

Pentru un solid rigid teorema de variatie a momentului cinetic sub forma algebrica fata
de punctul O si C.M. are urmatoarea forma:

S Y _ oapext v ov _, _,_@ a{v}
o} = (M5} o @S O Vi =g el

d{K,} d : (3.22)
= 77 1o} + Uol{w}) = [SHvo} + [w][ST{vo} + Vo Ha} + [w]l/o He}

dt
{Ko} = [SHao} + [w][SHvo} + [ol{e} + [w]lol{w} = {ME"};
[S]1=1[0] - 0 =C; {Kc} = [cle} + [w]lcl{w} = {(ME™}.

Relatia (3.22) justifica de ce se alege sistemul de referinta fata de care se vor scrie
ecuatiile de miscare, in centrul de masa al S.P.M. sau S.R.

Teorema de variatie a momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale (S.P.M.)
sau a unui solid rigid (S.R.) are aceeasi forma in raport cu sistem inertial fix Ox;y;z; céat
si in raport cu un sistem mobil legat de corpul solidul rigid sau de sistemul de puncte
materiale cu originea in centrul de masa, fatéd de care S.P.M sau S.R. are o miscare
relativa (fig.3.3).

Ko =7¢ X MP¢ + K¢;

Ko = 78 X MUZ + 72 X MoZ + Ko = 72 X Mag + Kp = ME*%; 72 = 0;
n
Mext=2 o +70) X F;
L=

n n
ﬁxM%)+KC:M5xt:ﬂxz l+2r—cl’x1~;=ﬁxRext+ngt;

Sub forma algebrica relatiile vectoriale (3.23) pentru variatia momentul cinetic in raport
cu punctul O si cu punctul C sunt:

e ; 3.24
(Ko} = (M&} {Kc} = (Mg, (3.24)
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Conservarea momentului cinetic al unui sistem de puncte materiale (S.P.M.)
si a solidului rigid (S.R.)

In cazul sistemelor izolate pentru care momentul rezultant al fortelor exterioare este
zero, momentul cinetic al sistemelor de puncte materiale sau a solidului rigid se conserva
pe toate cele trei componente sau numai pe componentele pe care rezultanta
momentului fortelor exterioare se anuleaza.

— 2 dK—> — 7 — —_— N N i
Mgt = O‘d_to = M&* =0 K, = ct.;; Ko = Koxl + Koy J + Kozk; (3.25)

MOX =0 _>K0x = ct.; Moy =0- Koy = Ct';MOZ =0 _>KOZ = ct.
Torsorul cinetic si teorema de variatie a torsorului cinetic in cazul unui sistem
de puncte materiale (S.P.M.) sau a solidului rigid (S.R.)

Teorema de variatie a impulsului si teorema de variatie a momentului cinetic pot fi
grupate intr-o relatie numita teorema de variatie a torsorului cinetic.

Se exprima torsorul de reducere al fortelor exterioare si a impulsurilor fatd de punctul
O si fata de punctul C cu urmatoarele relatii:

o) = (1) = [Piee®) - (P = . @20

Teorema de variatie a torsorului cinetic in raport cu punctul O si C se exprima vectorial
sub forma:

. —>- —- . — —> (327)
to(H,) = t0(R); tc(H) = tc(F).
Derivata torsorului impulsurilor in raport cu timpul a unui sistem de puncte materiale

sau a unui solid rigid este egala cu torsorul fortelor exterioare aplicate S.P.M. sau S.R.

Sub forma algebrica teorema de variatie a torsorului cinetic este:
{H} = [M[{vc}i (Ko} = [M][rcl{ve} + Uclwl {Kc} = Uclw);
(Ko} = > Il (RY (K} = Z (R () = M1{ag) = Z{F} (3.28)

n
| Y| >
{{Ho}} _) = _{{Hc}} _] =
{Ko} - {Kc} -
> InleE [reil(F2)
i=1 i=1
Pentru studiul miscarii corpurilor tridimensionale sub actiunea unui sistem de forte fara

a mai determina torsorul fortelor de inertie se utilizeaza teorema de variatie a energiei
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cinetice in care intervin caracteristicile geometrice statice masice si inertiale ale
corpurilor. In continuare se determina energia cinetica in cazul unui sistem de puncte
materiale (S.P.M.) si a solidului rigid (S.R.), teorema de variatie a energiei cinetice si
conservarea energiei cinetice in cazul sistemelor izolate.

Energia cinetica a unui punct material si a unui sistem de n puncte (S.P.M.)
materiale fata de un reper fix (inertial) Ox;y;z;

Energia cinetica a unui punct material cu masa m si viteza v (fig.3.1.) este:

1 2
Ec = Emv . (3_29)

Energia cinetica a unui sistem de n puncte materiale (fig.3.1.) este:

n
1
E.= Ez mvii=1..n (3.30)

Teorema energiei cinetice a unui sistem de n puncte materiale (S.P.M.) fata
de un reper fix (S.R.N.)) Ox;y;z;

Pentru a determina teorema de variatie a energiei cinetice se utilizeaza legea a ll-a
a dinamicii scrisa pentru un punct material iar apoi se utilizeaza suprapunerea efectelor.

miE{=FL+ZE -dr; ;

=1
i#j
n (3.31)
m@dr, = Rd7, + ) F, dF;
j=1
i#j
dEci = mialdn = ml-Edrl = mivla = mivldvl = mividvi - mid (E vy ),‘
n n 1 n n n
dE. = Z dE; :Z (Emiviz);dLeXt = Zﬁd?{; dLint = ZZE) ar; ;
i=1 i=1 i=1 i=1j=1
i#]

dE, = dL = dL®*t + dL'™,

Variatia energiei cinetice dE, a unui sistem de n puncte materiale intr-un interval de
timp dt este egala cu lucrul mecanic elementar dL al fortelor interioare si exterioare care
actioneaza asupra fiecarui punct material.

Energia cinetica unui sistem de n puncte materiale (S.P.M.) in raport cu
centrul de masa (C.M.) al sistemului de puncte materiale (Teorema lui Kénig pentru
energia cinetica)
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Energia cinetica in raport cu C.M. a sistemului de puncte materiale se determina
plecand de la energia cineticd exprimata in raport cu sistemul de referinta Ox;y;z;
(fig.3.4.):

1 . —2 1 N — —nN2
E. zizmivl zzzmi(vc“l'va) )
i=1 i=1

n n n
_ 1—)2 — —_— 1 —2
E. = S Ve m; +ve ) mve, + 5/, Mive s
i=1 i=1 i=1 (3.32)
n n
— 1—’2 FY Py rot — l 2 Py P rot
E.==v. M+ v, mite, + E.°" = =v.“M + v, m;re, + EL°%;
2 d 2 dt ¢
i=1 i=1
n n n
E —lv 2M+E”’t-E”’t—l mve M=) m:S.= ) mio =0
c—zc c »tc —2 ivYcL » - i»9OC — i'Ct — Y-
i=1 i=1 i=1

Energia cinetica a unui sistem de puncte aflat in miscare in raport cu un sistem de
referintd inertial este egald cu energia cinetica de rotatie EZ°* a sistemului in miscare
relativa fata de sistemul de referinta cu originea in centrul de masa, la care se adauga
energia cinetica a unui punct avand masa egala cu masa sistemului de puncte si este
situat in centrul de masa al sistemului de puncte.

Energia cinetica de rotatie a unui sistem de n puncte materiale (S.P.M.) in
raport cu centrul de masa (C.M.) al sistemului de puncte materiale

Pentru a evidentia cum influenteaza distributia maselor energia cinetica totala a unui
sistem de puncte se determina energia cinetica a sistemului in miscare relativa fata de
sistemul de referinta cu originea in centrul de masa.

1% 1%
Erot =2 mal == ) my(@ x70)?
c - 2 iYci — 2 i C1
i=1 i=1

Emi[@)z(ﬁ)z — @7 = (3.33)

i=1

N =

Eg'ot —
n
1 2 2 2 2 2 2
=3 mi[(wx” + wy° + 0, *)(X¢i” + Yei + 2¢i”) — (WxXei + WyYei + W,2¢0)];

n
1
EEOt = Ezgxwxz +]y(‘)y2 -l']z(‘)z2 - 2]xy(‘)xwy - 2]xz(‘)xwz - 2]zywzwy);
i=1

unde,

W= Wyl + wyj+ w,k; o, = xcil + Vei] + Zcik;
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5 S 2 N -2 S5 2 . . .
(@xb) = (a)?(b) — (db) identitatea lui Lagrange;

n n n
Jee = ) i+ 28 iy = ) mixl 225 = ) e+ ¥2);
i=1 i=1 i=1

n n n
]xy :]yx = _ZmixiCYiC;]yz zjzy = _zmiyiczic;]zx =Jxz = _ZmixiCZiC-
i=1 i=1 i=1

Sub forma algebrica relatiile vectoriale (3.32) si (3.33) pentru energia cinetica a unui
sistem de puncte materiale in raport cu centrul de masa a sistemului de puncte devin:

1

E. =5 {vc} [M]{v }+1{w}TU o}, ECF = l{w}T[/ Kw}
¢ Tt c 2 c » B¢ 2 c . (3.34)

Teorema energiei cinetice a unui sistem de n puncte materiale (S.P.M.) in
raport cu centrul de masa (C.M.) al sistemului de puncte materiale

Prin derivarea expresiei energiei cinetice totale (3.33) a unui sistem de puncte
exprimate in raport cu C.M. se obtine:

1_o. rot = g rot dre rot
dE. =d S Ve M + E[°" ) = Mv.dv; + dE{ =Mﬁdvc+dEC ;

—

v -
dE, = Mdr_gd—tc + dET° = Magdrg + dEF° = R, drg + dEI°%;;

(O

n
dLest = N Fd(T +75) = <
i=1

= i=1

n
F )i ) a7 = R+

=1

n n n n n n n n
dLint =ZZ§ dﬁ=ZZ§d(ﬁ+r—cg) =ZZE{d7+ZZEd@ (3.35)

Macdrg + dEL°" = Magdrg + dLE + dLE,
t — t int
dEZY = dLE" + dLg".
Teorema variatiei energiei cinetice va pastra aceeasi forma in miscarea relativa a unui
sistem de puncte n raport cu centrului sdu de masa, ca si in miscarea fata de un sistem

de referinta fix.

Energia cinetica a unui solid rigid (S.R.) fata de un reper mobil fix Oxyz legat
de solidul rigid in raport cu care solidul rigid are o miscare relativa
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La fel ca si in cazul sistemelor de puncte materiale in cazul solidului rigid energia
cinetica este egala cu suma energiilor cinetice a elementelor infinitezimale de masa dm
care compun corpul.

1 - 1 — — -
EC=deC=—fv2dm=—f(vo+a)xr)2dm=
c 2Jc¢ 2Jc¢

1
=—(vgfdm+2v_o’5xf?dm+f(5><?)2dm);M=fdm;
2 c c c c

1 1 —_— - 1 — - g -
E.==viM+ =2v,(w ><S)+§f(a)><r)2dm;5= frdm;
c c

2 2
1 1,4 a1, L
e = 3v8M x5 (G5 ) + 7@ x )] + 5 | @ x Pedm; (3.36)

Uo(@ % S) = &(S xv5);
f(a « 7)2dm = f [(@)2(F)? — (@ 7)?]dm =
C c
= j [(wx* 4+ wy? + 0,2 (2% + y% + 2%) — (wex + wyY + w,2)?*]dm;
C
[ @ P2am = fr? 4y 4 02 = 2]y 0,0, = 2t = 2

unde, au fost folosite relatiile:
@ =yl + o, + w7 =xi+y]+zk; d(bx &) = b(Ex d) =&(@xb);

Jre = [ 04 223dmiyy = [ 2+ 2dmig, = [ @2+ y)dm;
(o (o c

]xy :]yx = _fxydm;]yz :]zy = _fzydm;]zx =Jxz = _fodm-
Cc Cc Cc

Exprimarea sub forma algebrica a relatiei vectoriale (3.36) pentru calculul energiei
cinetice totale a unui solid rigid este:

Ee = 5 (00} M0} + 5 (@} IS1(00) + 5 () TIST7 (@) + 5 () Dolw)
(o) TwlS) = ~ )7 [S)w) = [0, T[S (w}; (S = IS 337)
_1 e ar [IM][ST7] ({vo}
E= st @l ph]{ea)

Daca 0 = C.M., rezulta ca [S] = [0]iar expresia algebrica pentru energia cinetica
totala (3.37) devine:

68/157



dr. ing. Marius Florin Botis

Eo = 5 (vc) Mo} + 5 () el w):

E.= %[{vc}T{w}T] [[[l\(;[]] [[(])5] {{{125}}}

Teorema energiei cinetice a unui solid rigid (S.R.) fata de un reper mobil Oxyz
legat de solidul rigid in raport cu care solidul rigid are o migcare relativa

(3.38)

Pentru a determina legatura intre parametri cinematici (deplasari viteze si acceleratii)
si cauzele miscarii (forte si cupluri) se determina teorema de variatie a energiei cinetice
in cazul unui solid rigid (fig.3.3).

dE, = diewt + apint, S _ 4Ee
¢ odt dt

n n
dLeFt = 2 Fd7 = z Emdt:
i=1 1

i=

; dL™ = 0 — conditia de solid rigid ;

(3.39)

n n n
dLext = Zﬁ(v—(;+a’xﬁ)dt - ZEvjdHZE’(a’xﬁ)dt
i=1 i=1 i=1

l=
n n
dLext — (2 E) Todt + @ (Z 7 X E) dt = (Rv; + Mw)dt;
i=1 i=1

P =Rv,+Mw.

Dupa inlocuirea in relatia (3.39) a expresiei (3.37) a energiei cinetice pentru un solid
rigid, teorema energiei cinetice devine:

B = Sl SRl

S] Uolll{w)
d
dEf = %@{%}T[M]{ao} + 2{w) o }{e} + 2{w}" [S){ao} + 2{v,)[S]" {e]);
dLet R}, (3:49)
ar ~ [l el {{Mo}}’
dEC B dLext .
dt  dt ’
dEc_ T T [M] [S]T {ao}.
= g st
T
o[ il = oo g}
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pentru [S] = [0], rezulta, O = C. M. si se obtine expresia teoremei energiei cinetice
unui solid rigid raportata la centrul de masa:

ware [l B () = waren{ i) 3.41)

Conservarea energiei cinetice al unui sistem de puncte materiale (S.P.M.) si
a solidului rigid (S.R.)

—

Daca se considera ca sistemul de forte interioare este conservativ ( F,-camp de forte

conservative- campul fortelor elastice), adica fortele interioare deriva dintr-o functie de
forte U = U(x;,y;,2;) , In acest caz:

dLiTLt = dU,

. (3.42)

dE, = dL¥" + dL™;

dE, = dL*" + dU;
d(E, —U) = dL*,
Introducand notiunea de energia potentiala V, rezulta:
V=-U;

(3.43)

d(E, +V) = dLe*t,
In cazul sistemelor izolate dL¢*t = 0 , iar energia totald a sistemului se conserva:

d(E, + V) = dL**; 340
3.44
d(E, +V) = 0;

E.+V =ct.

Daca lucrul mecanic al fortelor exterioare care actioneaza asupra unui sistem
conservativ este egal cu zero pe un interval finit de timp, rezultad ca energia mecanica a
sistemului nu se modifica pe acel interval de timp. Pentru sistemele mecanice izolate
energia mecanica se conserva.

Atat in cazul vibratiilor corpurilor cand se determina modurile de vibratie si valorile
proprii cat si in analiza dinamica cand se determina legile de miscare in deplasare, viteza
si acceleratie cand se cunoaste sistemul de forte care actioneaza asupra corpului sau
se cunoaste sistemul de forte si se determina legile de miscare in deplasare, viteza si
acceleratie, este necesara determinarea matricei de inertie mecanica a corpurilor.
Datorita proceselor de optimizare corpurile solid rigide céat si corpurile solid deformabile
tridimensionale au configurati geometrice complexe. De aceea in continuare sunt
prezentati algoritmi numerici si probabilistici care determina matricea de inertie mecanica
in cazul corpurilor tridimensionale cu configuratie complexa.
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3.2.Determinarea caracteristicilor geometrice si statice ale unui tetraedru prin
transformarea afina de coordonate pentru un tetraedru oarecare

Pentru a determina volumul, coordonatele centrului de masa si momentele de inertie
pentru un tetraedru se face transformarea de coordonate (fig.3.6.) din sistemul de
coordonate Oxyz in sistemul de coordonate Ox,,y,z,.

z)

dV=dxdydz q X, ty+z~1

As(%,Y5.23) /\
Y AAW@)V

M y f

/< / X A% Y22)
b ¢
X A1(X1,}/1,Z1)
Xn

Fig.3.6.Transformare de coordonate.

dV'=dx,dy,dz,

Relatiile de transformare a coordonatelor din sistemul de referintd Oxyz n sistemul de
referintd Ox,y,z, [2] sunt:

x =x1;+ (X3 — x1)xy + (X3 — %)y + (X4 — x1) 2,
Y=y1+ Q=YX+ 3 = y)Vn+ Vs —y1)2n
z2=21+ (2, —2)xp + (23 — 21)Yn + (24 — 21) 2,

(3.45)

unde,
dV = dxdydz = det(])dx,dy,dz, = det(J)V,;
rdx Ox  0x]
dx, 0 0z
6; a);jl 0; Xp — X, X3— X, X4—X;

det(]) = det =|Y2—=Y1 ¥Y3—Y1 Ya—V1|.
0xn  Oyn 0% Z =21 Z3TZ1 Zyp—Z
dz 0z 0z

0x,, 0y, 0z,]

Determinarea volumului unui tetraedru

Determinarea volumului tetraedrului in functie de coordonatele (x,, y,, z,), se obtine
prin integrare numerica cu relatia:

1 ,1-%pn 1—Xpn—Vn
V= de = det()) f f f dx,dy,dz, ; (3.46)
A 0o Jo 0
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Volumului tetraedrului in functie de coordonatele (x;,y;,z;),i =1...4 ale varfurilor
tetraedrului real este:

X1 y1 z; 1

_ 1 X Yo Zp 1
V= 6lxs vz oz 1| (3.47)

Xy Yo Zg 1

Determinarea momentelor statice ale unui tetraedru
Momentul static ale tetraedrului in raport cu o dreapta 4 este:
Sa = f ndv =mngV (3.48)
|4

Momentele statice ale tetraedrului in raport cu planele xOy x0z si yOz prin definitie
sunt:

Sxoy = jde; Sxoz = jde; Syoz = fde_ (3.49)
v v v

Momentele statice in raport cu planele xOy x0z si yOz se determina prin integrare
numerica cu relatiile:

1 ,rl1-xn rl-—Xpn—Yn
Sxoy = det(J) J j j Z(Xp, V) Zn) A X dy,dzy, ;
0 YO0 0
1 ,pl1-xn rl—-Xxn—Yn
Sxoz = det(J) - f f f Y (Xn, Yno Zn) dXn AYndzy; (3.50)
0 Y0 0
1 pl1-xyp pl—Xpn—Yn
SyOz = det(]) ' J j J X(Xn, ynrzn)dxndyndzn-
0 YO0 0

Centrul de masa al tetraedrului este prin definitie:

o Syoz _ fodV.
T fdv - [dv’

dv
e = S0z _JyydV. (351)
Tav- v

Sxoy fV zdV
ZC = = .
[av- [av

Coordonatele centrului de masa se obtin prin integrare numerica cu relatiile:
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1 p1-Xy pl=—Xpn—Yn
Cdet(D) - fy Jy T Gt Yo 20) X dyndzn
= T T-%p (1-%n—n '
det(J) - [, J, 8 Jy I dx, dy,dz,

Xc

1 (1-%p (1=Xn—Yn 3.52
det() - [ LT T y Gt Y 20) dndynd g, (3:52)

det(J) - fol fol_xn fol_xn_y” dx,dy,dz, ,

1 =Xy (1=Xp—Yn

B det(]) - fO fO x fO Y Z(Xn) Yo Zn) A Xy dyndzy,

- 1 rl=-xpn l-Xpn—Yn )
det(J) - [, J, 8 Jy I dx, dy,dz,

Yc

Zc
Coordonatele centrului de masa al tetraedrului in functie de coordonatele varfurilor
dupa integrarea numerica rezulta:

x1+X2+X3+X4
Xcm = 4 ’

(3.53)
Vit yatyst Y,
Yem = 4 )

Z1+Z2 +Z3+Z4
Zcm = 4

in raport cu o dreapté care trece prin centrul de masa C.M., S, = 0, iar in raport cu trei
axe paralele cu x y si z care trec prin CM, S, =S, = 5, = 0.

3.3.Variatia momentelor de inertie mecanice in raport cu translatia sistemului
de referinta

Se considera cunoscute momentele de inertie ale unui solid-rigid fatd de un sistem
de referintd Oxyz si se determind momentele de inertie ale corpului in raport cu sistemul
de referinta Cx,y,z; (fig.3.7.a).

Az |z

Z, z,
dm dn
i =
r> 4 k7 » I -RT
g _— C .y7 gl Oy Y1
Ic _’; 71> k H T -
174 T4 v B SV m
J X, I J ){1 y
X X
Fig.3.7.a. Momente de inertie in raport cu Fig.3.7.b. Tensor de inertie in raport cu
Cx1y124. punctul 0, .
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Sistemul de referinta Cx,y,z, are originea situata in centrul de masa al corpului iar
axele sale sunt paralele cu axele sistemului de referinta Oxyz. Relatiile vectoriale intre
vectori de pozitie ai masei dm in cele doua sisteme de referinta sunt:

e+ =1 =77
T = x84 yi] + 21k Te = XoL + ye] + zck; 7 = xT+ ] + zk; (3.54)

7= (x—x)T+ (v — yo)j + (2 — z0)k;

Momentele de inertie axiale ale corpului in raport cu sistemul de referinta Ox,y,z;
sunt:

e = | O+ 2dm = [ [0 = 70 + (2 = 20 lam

c c
= f[y2 —2yye +yci + 22 — 2zzc + zc2)dm =
c
= f(yz + z2)dm + (yC2+zC2)fdm — 2y fydm — 2z fzdm =
c c c c
= J,O* +2z%)dm + W +2cHM = 2y 2 M = 226 M = [ — (v 2B M,

Jogn = [ G+ 2 = [ 6= x0)* + G = 7)) Ndm

c c

= ][xz — 2xx¢ + xc2 + 2% — 2zz¢ + zc%]dm = (3.55)
c

= f(xz + z2)dm + (XC2+ZC2)fdm — 2x¢ fxdm — 2z fzdm =
c c c c
= [(x* + z*)dm + (2 +2cP)M = 2x2M — 2202M = [ — (X422 M;
o = | 0+ 3)dm = [ [0~ 7o) + Gx = x)))dm
c c
= j[y2 = 2yVe + yc? + x% — 2xx¢ + xc%]dm =
c

= f(yz + x%)dm + (y62+xcz)fdm — 2y fydm — 2xc fxdm =
c c c c

= [+ x2)dm + (v +x DM = 29c*M — 2xc2M = o — (v 32 M;

Jdsz.
c

Momentele de inertie centrifugale ale corpului in raport cu sistemul de referinta

0x1y12, Sunt:
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Jxy1 = fx13’1dm = f(y —yc)(X—xc)dm =
c c

= fyxdm— fyxcdm— fxycdm+ fxcycdm =
c c c c
= Jxy = %c [ ydm — yc [ xdm + xcyc [ dm = [ = xcycM;

Jaz1 = fcxlzldm = fc(x —xc)(z—z;)dm = (3.56)

= szdm — fxzcdm — fzxcdm + jxczcdm =
c c c c

= Jxz = 2c [ xdm — x¢ [ zdm + xcz¢ [ dm = [, — xcZc M,

Jyz1 = jZ1J’1dm = j(z —2z¢)(y — yc)dmdm
c c
= fyzdm — fyzcdm — fzycdm + fzcycdm =
c c c c

=Jyz —Zc]ydm—J’chdm‘FZcJ’cfdm = Jyz — ZcycM.
c c

c

Sub forma matriceald tensorul de inertie in raport cu punctul 0, (fig.3.7.b), este:

Uoil = r'Tdm = | ([r] = [roD7([r] = [roDdm =
’ j j ! : (3.57)

- f 171 = [ro]"[r] = (17 o] + [ro] " [ro]ydm =
= Uo] = [rol" [S0] + [So]"[ro] + [ral[M1[ro]"; [r] = ['] + [ro]: [ = [r] = [ro).

unde,

(1T = =010 150) = [ [rldms 150]" = [ (r7dm.
C

c

Pentru cazul in care O = C tensorul de inertie in raport cu centrul de masa al

corpului devine:
Uoal = Ucl + [rol[M][ro]"; [Scl = [0]; (3.58)

unde au fost utilizate relatiile,

Zg + Yg —XoYo —XoZc
el = f (T I Ddm; [l MI]™ = M| —xoy0 22 +x3  —yozo |
—XpZg —YoZo Y(Z) + X(Z)
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3.4.Variatia momentelor de inertie mecanice in raport cu axe concurente

Se cunosc momentele de inertie ale unui corp in raport cu un sistem de referinta Oxyz
si se determina variatia momentul de inertie al corpului in raport cu o axa A care are

orientarea data de versorul @ = [T + mJ + nk.

Fig.3.8. Variatia momentelor de inertie in raport cu axa A.

Intre cosinusurile directoare exista relatia:

3.59
12+ m?+n?=1, (3.59)

Momentul de inertie al corpului, in raport cu axa A care trece prin originea sistemului
de referinta, variaza in functie de orientarea versorului u si are expresia:

Ja= LSde- (3.60)

Conform figurii 3.8. distanta de la elementul de masa infinitezimal dm la dreapta A,
se determina astfel:
P=84+4T7 =0+ U6 =7— (F)U;
82 =172 - (Fu)?2 =2 +y?+z)(2+m? +n?) — (xl + ym + zn)? =
=x2(12+m?+n?) +y2(12 + m? + n®) + z2(1> + m? + n?) —
—(xl+ym+ zn)(xl + ym + zn) = (3.61)
= x21%2 + y212 + 2212 + x*m? + y?m? + z°m? + x?*n? + y?n? + z%n? —
—x%1%2 — xylm — xzln — y*m? — yxlm — yzmn — z?n? — zxIn — zynm =

= (y? + z3) % + (x* + z%)m?* + (x* + y*)n? — 2xylm — 2xzln — 2zynm.

76/157



dr. ing. Marius Florin Botis

Momentul de inertie /4 dupa inlocuiri devine:

Ja = J.(Szdm =f(y2 +z3)%dm +f(x2 +22)m2dm+f(x2 + y?)n?dm —
c c c c
(3.62)
— f 2xylmdm — f 2xzlndm — J 2zynmdm;
c c c

Ja = ]xxl2 +]yym2 _i']zzn2 - ijylm — 2Jxzln — ijynm;
Ja =} Ul{u}
Deoarece tensorul de inertie [J] intervine in calculul momentului cinetic si a energiei
cinetice a unui corp solid rigid, iar cele doua marimi depind de sistemul de referinta fata

de care se calculeaza, in continuare se determina cum variaza tensorul de inertie si
momentul static al solidului rigid cu rotatia sistemului de referinta [1] .

Fig.3.9. Reprezentarea sistemelor de referinta Oe,e,e; Si Oejeje; .
intre versorii sistemului de referintd Oe,e,e;si versorii sistemului de referintd

Oejeze; (fig.3.9.), se scrie relatia matriceala:

q) [@e) @ @D|(4) rn o L(4 ) a3
-_—> — — —

ex( = [(ezer) (ezey) (ezez)|yer(=|M M2 Ms(qe, ¢ =[T1qey ¢

> — — — — n n n — —_—

) l(eze)) (eze;) (ezes)l\eg S e;

unde,

11, my, ny sunt cosinusii lui e; in raport cu Oxyz , e; = (eje;)e; + (eze;)e; + (ezeq)es;
l,,m,, n, sunt cosinusii lui e; In raport cu Oxyz , e; = (ejey)e; + (eze;)e; + (ezey)es;

l3,m3,n3 sunt cosinusii lui e; Tn raport cu Oxyz, e; = (ejes)e; + (ese3)e; + (eze;3)es;
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[T] este matricea de rotatie.

Un vector {v} in sistemul referinta Oe, e,e; devine vectorul {v'}in sistemul de referinta

r 1 r.

Oeje,es:

eq €
v} =vee; + Vye_z) +v,e; = {UnyUZ} e (= {vxvyvz}[T] e, (= v'}=
€3 g;

—

(3.64)
= vye; + vye; + vzes;

Uy Uy lLi my ng)(vx
vy o= [T]T{Uy} = [lz m nz] {Uy}; [T17[T] = UL [T]" = [T]~.
UZ’ Uy l3 ms; ng Uy

Daca se cunoaste momentul cinetic al unui solid rigid dat de relatia (3.20) fata de
sistemul de referinta Oe,e,e; , atunci momentul cinetic fatd de sistemul de referinta

r_r I

Oejeye; are forma:

{Ko} = [TI"{K,} = [T]" ([S{wo} + Uol{w} =

(3.65)
= [T]"[S][TI{wo} + [T Uol[THw'}; {vo} = [T1{ve}; {w} = [THw'};
{Ko} = [S"Hwo} + Uol{w'}.
Prin identificarea termenilor din relatia (3.65) rezulta:
(5] = [TIIS)TL 6] = [T Uo7 (569

3.5.Momentele de inertie mecanice principale si directiile principale asociate

Din relatia (3.66) rezulta ca tensorul de inertie mecanic [J,] are valori diferite fata de
sistemele de referintd cu aceeasi origine dar cu orientari diferite. Existd un sistem de
referinta fata de care valorile momentelor de inertie au valori extreme. Axele acestui
sistem se numesc axe principale de inertie relative la un punct, acele axe concurente in
punctul respectiv fata de care momentele de inertie au valori extreme [1]. Momentele de
inertie in raport cu aceste axe sunt momente principale de inertie.

Pentru a determina momentele de inertie trebuie determinate extremele unei functii
supusa la constrangeri de tip egalitate.

Se utilizeaza metoda multiplicatorilor lui Lagrange si se determina extremul functiei:
3.67
L(l,mn) =]y, — A(12 + m? + n? — 1), (3.67)
unde,

Ja = ]xxl2 +]yym2 -l']zzn2 - 2]xylm = 2Jyzln — 2]zynm;
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[? + m? + n? = 1 este legatura de tip egalitate.

Pentru a determina extremele functiei L(l, m,n) se aplica conditiile de extrem:

dL(l,m,n) B dJa

o e M=
= 2fxl — 2]xym — 2Jxzn — 2155
OL(l,m,n) 3], (3.68)
—_—=——-2Am =
om om

= 2Jyym — 2yl — 2],yn — 2Am;

OL(l,m,n) 0],
“—oan  on M7

= 2Jan = 2y, l = 2] ,ym — 2An.

Sub forma matriceala relatia (3.68) devine:

Jxx — A ]xy Jxz l 0
ey By=4 {m} = {0}: (U1 = AUD{v} = {0};

Jxz ]zy Jzz —A]\n 0 (3.69)

l Jxex ]xy Jxz
{U} = {m], []] = ]xy ]yy ]zy .
n Jxz ]zy Jzz

Sistemul de ecuatii (3.69) este un sistem de ecuatii liniar siomogen care admite solutii

nenule {v} # {0}, daca determinantul coeficientilor este nul, conditie care se exprima sub
forma:

3.70
det(U] = AlD = 0,4y = 13545 = Ip; A3 = 5. ( )

Ecuatia caracteristica (3.70) este un polinom de gradul 3 care are trei solutii care
reprezinta valorile momentelor de inertie principale. Pentru a determina directiile
principale asociate momentelor de inertie principale se rezolva sistemele de ecuatii:

]xx Al ]xy ]xz ll 0
]xy ]yy - /11' ]zy {ml} = {0},1 =12,3- (ll m; ni) i=1,23. (371)
Jxz ]Zy Iz — Ai | \ T 0

Tensorul de inertie principal este:

. 0 0
Uorl = [O J2 0]- (3.72)
0 0 J;
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3.6.Razele de inertie sau giratie. Elipsoidul de inertie.

Elipsoidul de inertie reprezinta o imagine a modului in care este distribuita din punct
de vedere inertial masa intr-un corp [1].

Fig.3.10. Elipsoidul de inertie.

Vectorul de pozitie al punctului P situat pe dreapta A cu orientarea data de versorul
i = [T+ mJ + nk ,conform fig.3.10 se poate scrie:

x l
OP = |0P|i = L {r}= i{u}; {y} = L{m} (3.73)

Vo I G VIl

Daca dreapta A este variabila ca directie, atunci locul geometric al punctului P este un
elipsoid cu ecuatia:

X X
Ja =} ol{u} = i—AZ{X Y 23] {3’}: x ¥ 2z}l {3’} = k. (3.74)
VA Z

in raport cu sistemul de axe principal 0x,Yp2y,, daca (x,, ¥, z,) Sunt coordonatele in
acest sistem de referinta, ecuatia elipsoidului conform (3.66) si (3.72) devine:

Xp 1 0 0 Xp
o W Zp}[/op]{yz?}=k2:{xp Yp Zp}lo I2 0]{3’1)}=k2;
Zp 0 0 J3l\%
p x (3.75)
Uopl = [TITUIITL X Y» Zp}={x ¥ Z}[T];{Ip =[T]T{Y};
Zp VA

X
x ¥ Z}[T][T]TUO][T][T]T{Y}=k2.

¥4
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Din relatia (3.75), rezulta ca ecuatia elipsoidului fata de sistemul de referinta
principal este:

2 2 2
p Yo , %p
PERE TR
1 1 1 (3.76)

a

=—:b=—;c=—.
Vi R Wk
unde k, este o constanta arbitrara ale carei dimensiuni se aleg astfel incat sa

rezulte o lungime.

3.7.Tensorul de inertie al unui tetraedru in raport cu sistemul de referinta
Oxyz

Tensorul de inertie mecanic al unui tetraedru (fig.3.6.) in raport axele sistemului de
referintd Oxyz prin definitie este:

_ f *+2z%)pdV - f xypdV — f xzpdV
v v v
U= - f yxpdv j (x?+2z)pdV - f xzpdv |, (3.77)
v v v
—fzxpdV —fzypdV f(x2 + y2)pdV
14 1% 1% i

unde p = ct. este densitatea materialului din care este confectionat tetraedrul.

Momentele de inertie principale sunt valorile proprii ale matricei [J] iar directiile

principale sunt vectori proprii ai matricei [J]. Se poate observa ca tensorul este simetric
si atunci trebuie determinati numai termenii:

Jex =pJ(y2+Zz)dV}
14

Jyy = pf(x2 + z2)dV ;
v

2z = 2 +y2)dV;

J pfv(x y) (3.78)

]xyzjyxz_pIYXdV;
4

Jixz =Jox = _pfodV;

14

]yz =]zy = _pfyZdV-
|4
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Pentru a determina termenii din matricea tensorului mecanic de inertie [I] se foloseste
relatia (3.45) pentru transformarea de coordonate Dupa integrarea numerica termenii
tensorului de inertie mecanica pentru tetraedru sunt:

1 ,pl-xn rl-Xxn—Yn
Je=pdee(D) [ [ [ 0Oz + 2t 32z
0 J0 0
1 p1-%Xn ,rl—-Xpn—Yn
]yy =p det(]) J. .f f (x(xn’ Yno Zn)z + Z(xn' Yno Zn)z)dxndyndzn ;
0o Y0 0
1 ,1-%p 1—Xp—Vn
Jzz = Pdet(])f f f () Y Zn)? + Y (s Y 20)?) Ay Ay dzy; (3.79)
0 Y0 0
1 ,pl-xn rl-Xxn—Yn
]xy =-p det(]) ’ f j- j- x(xn' yn'Zn) ’ y(xn' Yn, Zn)dxndyndzn;
0 Y0 0
1 ,pl1-xn rl—Xxpn—Yn
Jxz = —pdet(]) - j j j X(Xn, Yo Zn) * Z(Xn, Yy Zn) AXn A Yy dzy,;
0 Y0 0
1 p1-xpn pl—-Xp—Yn
]yz = —pdet()) - f f f Y (Xn, Vs Zn) + Z2(Xny Y» Zn) A Xy A Y dzy;
0 Y0 0

unde, au fost folosite relatiile;

dV = dxdydz = det(])dx,dy,dz,;

rdx  Ox  0x ]
663;1 (763;1 aaz; X2 =X1 X3— X1 Xp—X;
det(]) = det =|Y2—=YV1 ¥Y3—YV1 Ya— V1|
0xn  Oyn O7n L2721 23721 Z4— 24
0z 0z 0z
[0x, 0dy, 0z,]
De asemenea se poate defini tensorul de inertie geometric sub forma:
j (y* +z*)av —fxde —fxde
14 14 14
[I] = —fyde f(x2 + z2)dv —fxde =
14 14 14
—jzde —Jzde J(x2 + y2)av
14 4 4 : (3.80)
j (y? + z%)pdV —nypdV —szpdV
14 v v
1
== —fyxpdV f(x2 + z2)pdV —fxzpdV
P 14 14 v
—fzxpdV —fzypdV f(xz + y2)pdV
14 14 14 -
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Relatia care exista intre tensorul de inertie mecanic si geometric rezulta din relatia
(3.57). Tensorul de inertie mecanic se exprima in functie de tensorul de inertie geometric
sub forma:

1 (3.81)
] = p[]]-

Pentru a determina tensorul de inertie al unui tetraedru cu relatiile obtinute, se prezinta
mai jos un program scris in cod Matlab folosind calculul simbolic [3].

%Geometric static and inertial thetraedron characteristics
%according to the coordinates of the vertices
clf;
clear;
syms xnyn zn x1 x2 x3 x4 yl1y2y3y4z1z2z3z4xyzV
%Transforming real coordinates(x,y,z) into normalized coordinates (xn,yn,zn)
X=X1+(X2-x1)*xn+(x3-x1)*yn+(x4-x1)*zn;
y=yl+(y2-y1ly*xn+(y3-y1l)*yn+(y4-yl)*zn;
z=z1+(z2-z1)*xn+(z3-z1)*yn+(z4-z1)*zn;
%The Jacobian matrix (J) for coordinate transformation and the determinant of J
J = jacobian([x; y;z], [xn, yn,zn]);
detJ=det(J);
%The volume of a thetraedron as a function of vertex coordinates
%detJ = 6 *Volume
Vi=[xlylzl1

x2y2z21

x3y3 z31

x4 y4 z4 1];
Volume=1/6*det(Vi);
%Static moments according to the coordinates of the vertices
gxX=x;9y=y;9z=z;
Syoz=6 * V*simplify(int((int(((int(gx,zn,0,1-xn-yn))),yn,0,1-xn)),xn,0,1))
Sxo0z=6 * V*simplify(int((int(((int(gy,zn,0,1-xn-yn))),yn,0,1-xn)),xn,0,1))
Sxoy=6 * V*simplify(int((int(((int(gz,zn,0,1-xn-yn))),yn,0,1-xn)),xn,0,1))
%The coordinates of the center of mass triangle according
%to the coordinates of the vertices
xg=Syoz/V
yg=Sxoz/V
zg=Sxoy/V
%Moments of inertia based on the coordinate triangle vertices
fxx=simplify(z*2+y"2);fyy=simplify(x"2+2"2);fzz=simplify(x"2+y"2);
fxy=simplify(x*y);fxz=simplify(x*z);fyz=simplify(y*z);
%Axial moments of inertia
Ixx=6 * V*simplify(int((int(((int(fxx,zn,0,1-xn-yn))),yn,0,1-xn)),xn,0,1))
lyy=6 * V*simplify(int((int(((int(fyy,zn,0,1-xn-yn))),yn,0,1-xn)),xn,0,1))
1zz=6 * VV*simplify(int((int(((int(fzz,zn,0,1-xn-yn))),yn,0,1-xn)),xn,0,1))
%Centrifugal moments of inertia
Ixy=6 * V*simplify(int((int(((int(fxy,zn,0,1-xn-yn))),yn,0,1-xn)),xn,0,1))
Ixz=6 * V*simplify(int((int(((int(fxz,zn,0,1-xn-yn))),yn,0,1-xn)),xn,0,1))
lyz=6 * V*simplify(int((int(((int(fyz,zn,0,1-xn-yn))),yn,0,1-xn)),xn,0,1))

3.8.Determinarea numerica a caracteristicilor geometrice statice si inertiale
ale corpurilor cu configuratie complexa

Se considera corpul tridimensional cu configuratie complexa din fig3.11. pentru care
se vor determina numeric caracteristicile geometrice statice si inertiale. Corpul se
discretizeaza in n elemente finite de tip tetraedru [2]. Se determina caracteristicile pentru
fiecare tetraedru in functie de coordonatele varfurilor fata de un sistem de referinta global
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Ox4y4z, cu relatile (3.77)-(3.81). Varfurile tetraedrului sunt definite de punctele
Py (%10, Y10 Z10), Pai (X200 V2ir Z20), P3i (X340, Y300 230)$1 Pai (X4, Yair Zai)-
Pentru intregul corp caracteristicile se determina folosind relatiile lui Steiner (3.55)-

(3.56). Tensorul de inertie principal central si directiile principale asociate de obtin prin
rezolvarea problemei de vectori si valori proprii conform relatiei (3.69).

Fig.3.11.Discretizarea unui corp in n tetraedre.

Volumul si coordonatele centrului de masa pentru un tetraedru generic i se determina
cu relatiile:

X Yii Zn 1
1 Xiz Yiz Zp 1 Xq; + Xp; + X3; + Xy
Vi=~= S Xci = ;
6|xiz Yiz zZiz 1 4 (3.82)
Xe Yo Zy 1
Vit Yait Ysit Y o ZytZytZyitzy
Vei = 2 s Zci = Z ;i=1...n.

Momentele statice in raport cu planele xOy x0z si yOz ale tetraedrului generic i sunt:

6V; 6V:
Sxoy = 2—41(211' + Zyi + Z3i + Z4i); Sx0z = 2—41 (V1i + Y2i + Y30 + Yaid; (3.83)
6V, ,
SyOZ = ﬁ('xli + Xy + X3i + X4i); i=1..n

Volumul total, centrul de masa si momentele statice al corpului tridimensional
discretizat in n tetraedre este:

-1 -1
)

n n n n n
V= 2 Viixc = ZxCiVi ( Vi) ;Yo = ZyCiVi ( Vi)
i=1 i=1 i=1 i=1 (3.84)

=1
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1
Zec = ,l=1n

an($)

n
i=1 i=1

Momentele de inertie mecanice axiale pentru un tetraedru generic i extras din
discretizarea corpului in n tetraedre, sunt:
Lexi = 6Vip(V1i® + Y1iY2itY1iVai + Y1iVai + Y2i’ +Y2:iV3itY2iVai + V3i° +Y3iVai +
VYai® + 20 %+ 203201421231+ 213241 + ZpiP F 201235+ 203 Zai + 237+ 2324 + 24;°)/60;
Lyyi = 6Vip(x1;% + 13000, F%1;X3; 4 X145 + X5 220Xz X0 + X352 +X31%4; +
X% + 213 21205+ 201234 203247 + 233+ 20323+ 293 Zai + 237+ 2312405 + 24:°) /60;
Lz = 6Vip (x4 + X130 +%1iX31 + X13Xa; + Xoi® +X0i X3+ X0 Xay + X3i”+%X3:X4; +
4% + V1P FY1Y2i P V1Y3iHV1iYai + Voit HY2iYaitYaiVai + Vait HY3iVai + ¥ai®) /60,
Momentele de inertie mecanice centrifugale pentru un tetraedru generic i extras din
discretizarea corpului in n teraedre, sunt:
Lyiy; = 6Vip (X110 + X2iY2i + X3iYV3i + X4;Y4;)/60 +
+(X1iY2i + X2 Y10 + X1:Y3i + X3V10 + X1iVai + X2:1Y30 + X312 + Xa4iY1i +
+X2iYai + X4iV2i + X3iVai + X4:Y3:)/120) ;
Lyizi = 6Vip((X1i21; + X2iZ2; + X3iZ3; + X4:Z4;) /60 +
+(X1iZ; + X2121; + X1:23; + X332 + X0iZ4i F X212Z3; + X3iZ0; + X4i21; +
+X2iZai + XaiZ2; + X3iZa; + X4:23;)/120) ;
Lyiyi = 6Vip((z1Y1i + Z2iY2i + Z3iY3i + Z4iY4i) /60 +
+(V1iZai + V21210 + Y1iZ3i + Y3iZ1i F V1iZai + V2iZ3i T Y3iZ2i + YaiZu +
+Y2iZai + YaiZzi + V3iZai + V4iZ31)/120) .
Pentru corpul tridimensional din fig. 3.11. discretizat in tetraedre, componentele din

tensorul de inertie in raport cu centrul de masa conform relatiilor lui Steiner (3.55)-(3.56)
sunt:

n n n n
L., = Z Lexis Iyy = Z IyyiF I, = Z Iz Ixy = Z IXiyi;
i=1 i=1 i=1 i=1
n n L - (3.85)
L, = Z Lyizi; Iz = Z Lizi; m = 2 m; = 2 pVi; .
i=1 i=1 =1 =1

Lixc = Lix — m(yg + Zg); IyyC = Iyy - m(x(% + Zcz‘); Lz = 17 — m(zcz“ + yg);
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— 2.,2, — 2,2, — 2,2
IxyC - Ixy —mXcYc; Isz - Ixz —MXcZc, IyzC - Iyz —mYcZc-

unde,

Ly Iy, Ipz0 Ly Iy, I, momentele de inertie ale corpului in raport cu sistemul de
referinta global Ox;y,z,;

Iyxc Lyyer Izzeo Lxyer Izycr Ixzc, momentele de inertie ale corpului in raport cu sistemului
de referintd Oxcyc-z. cu originea Tn centrul de masa C al corpului si care are axele
paralele cu axele sistemului de referinta Ox,y,z,.

3.9.Parametri de pozitie unui solid rigid in migcare generala

Se considera un solid rigid in miscare generala. Miscarea solidului rigid este
cunoscuta la fiecare moment de timp daca se poate determina pozitia oricarui punct
arbitrar P al solidului rigid Tn raport cu un sistem de referinta global Ox,y,z, prin ecuatia
vectoriala de pozitie fig.3.12:

—

1o =T1,(t) = x, ()15 + y, (O] + 2, (O, (3.86)

Pentru studiul miscarii solidului rigid se ataseaza un sistem de referinta
Cx,y,z; invariabil legat de solid cu originea in centrul de masa C al solidului . Versorii

sistemului mobil Ox;y,z; notati cu 1;,J; Si ET@i schimba pozitia in timpul miscarii adica 1; =
L ()70 =71(t) ik, = ki (b).

Fig.3.12.Parametri de pozitie ai unui solid rigid.

Coordonatele punctului arbitrar P fata de sistemul de referinta 0x;y,z; sunt:

7 =70 = xOF + 0O + 2Ok (3.87)
Pozitia la un moment de timp t a sistemului de referinta Cx;y;z; in raport cu sistemul

de referinta Ox,y,z,, va fi data de urmatorii 6 parametrii geometrici care sunt functii de
timp:
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-pozitia origini C a sistemului mobil Cx;y,z; in raport cu sistemul fix (inertial) Ox,y,z,
descrisa de vectorul de pozitie,

7o = To(t) = %0 (O)1g + ¥o(t)]g + 20(Dky; (3.88)

-cele 9 cosinusuri directoare care determina directiile variabile ale versorilor 1;(t),;(t)
si k;(t) in raport cu sistemul de referinta fix (inertial) Ox,y,z,,

U = (utg)tg + (W)ig + (tikg kg = Litg +myjg + niky;

. N\ e\ TN — — — 3.89
h= (]llg)lg + (]l]g)]g + (]lkg)kg = lzlg +myjg + lekg; ( )

—

ko = (kitg)tg + (kifg)lg + (kikg)kg = Ly + majg + nsky.

Deoarece versorii aceluiasi sistem de referinta sunt perpendiculari intre ei, doi cate
doi, intre cei 9 cosinusi directori exista urmatoarele sase relatii:

— 2
lll_1)= 1, l1 +m12 +Tl12 = 1,

=517 +my? +n? =1 (3.90)
E;E= ;1% +my? +n32 =1;
un =L L4l + mm, + nyn, = 0;
7k = 1; Ll + myms 4+ nyng = 0;
Ukt = 1; 113 + myms + nynz = 0.
Rezulta, ca din noua cosinusuri directoare doar trei sunt independente. Cele trei

cosinusuri directoare pot fi Tnlocuite cu trei unghiuri cunoscute sub numele de unghiurile
lui Euler [4].

Fig.3.13.Unghiurile lui Euler.

Cu ajutorul unghiurilor lui Euler se pot exprima in mod unic cele 9 cosinusuri
directoare. Prin transformari succesive de rotatie se trece de la cele 9 cosinusuri
directoare la unghiurile lui Euler ¢ (precesia), 8 (nutatia) si ¢ (rotatia proprie) (fig.3.13):
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u L m n fé_{ fé_{ cosyp —siny 0 E) E)
Ny = [lz m, nzl Jg p3;3)g ¢ = [simp cosy 0] Pr=IR,WI| P
kl l3 m3 n3 k—g) \k—g) 0 0 1 kg kg
§ 1 0 0 E ﬁ cosp —sing 0](U
p = [O cosd® —sinf|=[Ry(0)]{3d ;3 =|sing cosp 0|3)¢;
kg 0 sinf cos6 | k) &, 0 0 1k, =
o
i 1) (W iy u e
ar= [R. ()13 71 ¢339 ¢ = [R:IRL(OI[R(9)1{ Jg ¢ = [Re]{ T {5

N =[RI{Jg ¢ ;[Re] = [R]7".

in fig.3.14 a-c sunt prezentate cele trei tipuri de transformari de rotatie ale versorilor
dintr-un sistem de referinta triortogonal drept neinertial (SRN) intr-un sistem de referinta
triortogonal drept inertial fix (SRI).

y
o

rotatie in sensul acelor ceasomnic rotatie in sens contrar acelor ceasornic

Fig.3.14.a.Rotatia Tn jurul axei Ox.

Matricele de rotatie in jurul axei x corespunzatoare sensului orar si anti orar de rotatie
(fig.3.14.a) sunt:

1 0 0
[Rx (lp)]orar = [

1 0 0
0 cosy —sinz,[)] ; [Rx (lp)]anti_orar = [O cosy Sinl/)] H
0 siny cosy 0 -—siny cosy

a) (5]
{azl = [Rx (lp)]orar {82};
as €s3

a) €]
{azl = [Rx (l/))] anti_orar {ez}-

as €;3

(3.92)
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rotatie in sensul acelor ceasornic rotatie in sens contrar acelor ceasornic

Xz

Fig.3.14.b. Rotatia in jurul axei Oy.
Matricele de rotatie in jurul axei y corespunzatoare sensului orar si anti orar de

rotatie (fig.3.14.b) sunt:
[ cos@ 0 sinf

[Ry(g)]orar - 0 1 0
|—sin@ 0 cos@

b, a by a4
{bz =[Ry(®)], . {QZ}:{bz} = [RyO)] i orar {az}-
a - a

3 3 3

0 1 0
sin@ 0 cosO

) [Ry(g)] =

anti_orar

[cos@ 0 —sin@]

(3.93)

232,

rotatie in sensul acelor ceasornic rotatie in sens contrar acelor ceasornic

Fig.3.14.c. Rotatia in jurul axei Oz.
Matricele de rotatie in jurul axei z corespunzatoare sensului orar si anti orar de

rotatie (fig.3.14.c) sunt:

cosp —singp O cosp sing 0
[RZ(QD)]orar =|sing cosQ 0 ;[Rz((p)]anti_orar = [—sing cosp O0};
0 0o 1 0 o 1l (39
(4] bl (8] bl
{CZ} = [RZ(QD)]orar {bZ};{Cz} = [Rz (go)]orar {bZ}-
C3 b3 C3 b3

89/157



Teza de abilitare

Relatia de legatura intre versorii in cele trei sisteme de referinta, se obtine din relatiile

(3.92), (3.93) si (3.94):
bs

C3

es

bl Q €l
{bz} = [Rz ((p)]omr {Cz} = [RZ ((p)]orar [Ry (0)]()””, [Rx (l/))]orar {62};

€ B bl
{ez} - ([Rz (@) ]lorar [Ry (9)] orar (R ()] Omr) {bz}.

€3
(3.95)

bs

in cazul unei rotatii generale [R] compusé din trei rotatii succesive relatia de calcul

devine:
[Rl = [R(@][Ry (O] [R. ()] =
cosOcosp  cospsinpsingd — cosypsing  cospcosypsind + sinpsing
[cos@sinfp cos@cosy + sinysinfsing —cospcosy + cospsinfsing | = (3.96)
—sinf cosOsiny cosOcosy
V1) Vv(@,2) V(,3)
=|V(21) V(Z2) V(23)]
V(3,1 V(@32) V(33)
Prin identificare se gasesc unghiurile de rotatie corespunzatoare rotatiei generalizate
[R].
V(3,1) = —sinf — 0 = arcsin (V(3,1));
V(3,2) cosBsiny _simp V(3,2)
= tgy — Y = atan ;
V(3,3) cosOcosy cosy V(3,3) (3.97)
V(2,1) cosBsing sing . . V(2,1)
= = = b = .
V(1,1) cosOcosp cose ge = ¢ = atan V(1,1)

Relatile (3.97) au fost utilizate

in  programul

de determinare numerica a

caracteristicilor geometrice statice si inertiale ale corpurilor cu configuratie complexa,
pentru a gasi directiile elipsei centrale de inertie.

In analiza dinamicé a corpurilor o rotatie generala se poate descompune in trei rotatii

succesive liniar independente. Pentru analiza dinamica sunt posibile 12 transformari de
rotatie si anume:

[Rx (][R, (O)][R,(0)]; [Ry (O)][Rx (0)][R, ()]; [R, (@)1 [R, (¥)][R, (6)];
[Rx (][R2(@)][Ry (O)]; [Ry (O)][R; ][R (0)]; [R- (0)][Ry, (6D ][R, (¥)];

(R (@)][Ry )] [Rx ()]; [Ry (][R (O)1[Ry, )]; [R(O)][R (@)1 [R,(6)];
[Rx (@1IR,(O)][R (@)1 [Ry W) ][R (@)1 [Ry () ]; [R(O)][Ry ()] [R,(6)].
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Pentru analiza dinamica a vehiculelor terestre, navale si aerospatiale unde rotatiile
sunt relativ mici se utilizeaza in mod uzual transformari de tip Tait-Brayn [R(¢, 6,¢)] =

= [R(O)][Ry (O ][R ()], (¢ — Toll, 8 — pitch, — roll).

Pentru generarea tuturor posibilitatilor de decompozitie a unei rotatii generale in trei
rotatii succesive, este prezentat mai jos un program in cod Matlab [3].

%All twelve posibilities of rotations
Clear
syms teta psi fi
%Clockwise rotation
Rx=[1 O 0
0 cos(fi) sin(fi)
0 -sin(fi) cos(fi)];
Ry=[cos(teta) O -sin(teta)
0 1 o0
sin(teta) O cos(teta)];
Rz=[cos(psi) sin(psi) O
-sin(psi) cos(psi) 0
0 O 1];
%Counter clockwise rotation
Rxx=[1 O 0
0 cos(fi) -sin(fi)
0 sin(fi) cos(fi)];
Ryy=[cos(teta) O sin(teta)
0O 1 o0
-sin(teta) O cos(teta)];
Rzz=[cos(psi) -sin(psi) O
sin(psi) cos(psi) 0
0 O 1];
%Clockwise rotation
Rxyzd=simplify(Rx*Ry*Rz); %Tait Brayn in vehicle dynamics and aeronautics
%yaw(z)-psi/pitch(y)-teta/roll(x)-fi
Ryxzd=simplify(Ry*Rx*Rz);
Rzxyd=simplify(Rz*Rx*Ry);
Rxzyd=simplify(Rx*Rz*Ry);
Ryzxd=simplify(Ry*Rz*Rx);
Rzyxd=simplify(Rz*Ry*Rx);
Rxyxd=simplify(Rx*Ry*RXx);
Ryxyd=simplify(Ry*Rx*Ry);
Rzxzd=simplify(Rz*Rx*Rz);
Rxzxd=simplify(Rx*Rz*Rx);
Ryzyd=simplify(Ry*Rz*Ry);
Rzyzd=simplify(Rz*Ry*Rz);%for dynamics of gyroscopes
%Counter clockwise rotation
Rxyz=simplify(Rxx*Ryy*Rzz); %Tait Brayn in vehicle dynamics and aeronautics
%yaw(z)-psi/pitch(y)-teta/roll(x)-fi
Ryxz=simplify(Ryy*Rxx*Rzz);
Rzxy=simplify(Rzz*Rxx*Ryy);
Rxzy=simplify(Rxx*Rzz*Ryy);
Ryzx=simplify(Ryy*Rzz*Rxx);
Rzyx=simplify(Rzz*Ryy*Rxx);
Rxyx=simplify(Rxx*Ryy*Rxx);
Ryxy=simplify(Ryy*Rxx*Ryy);
Rzxz=simplify(Rzz*Rxx*Rzz);
Rxzx=simplify(Rxx*Rzz*Rxx);
Ryzy=simplify(Ryy*Rzz*Ryy);
Rzyz=simplify(Rzz*Ryy*Rzz); %for dynamics of gyroscopes
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Pentru o rotatie generalizata a unui solid rigid existéd o axa instantanee fata de care
are loc rotatia. Deci, pentru a cunoaste orientarea unui solid rigid trebuie determinata
axa de rotatie si unghiul cu care rigidul se roteste in sens orar sau anti orar. De aceea
pentru orientarea sistemului de referinta atasat solidului in raport cu sistemul de referinta
inertial se poate folosi formula Euler-Rodriguez [5].

XWXV (1-cos?))

WXV (sin)

Virot

) \irot

Fig.3.15.Rotatia cu 6 a unui solid, in raport cu axa instantanee de rotatie definita de @ .

Se considera conform figurii 3.15, vectorul v'care se roteste in jurul axei @ cu unghiul
6. Vectorul v’ se descompune dupa directia lui @ si dupa o directie perpendiculara pe @
obtinandu-se relatiile:

N

= b — (3R)B = —@ x (@ x D); (3.98)

—

@ X (0XV)=(0V)d— (Bo)V = (V)6 —V >V — ()6 =—& X (@ X D).

Vectorul rotit v,,, se descompune de asemenea dupd o directie paraleld si una
perpendiculara pe directia lui @ , obtinandu-se relatia dintre vectorul v" si vectorul v,.,; :

—_—

— . byrad — . Pra— — Prad .
Vrot = vllrot + Virots Vll - vllrot' |UJ_rot| - |vJ_|’

Virot = Wiror " V)V, + (vj_rot (W X 17))(5 X V) = v, cosd + (& X V)sinb;

Vrot = Vjirot t Viret = FII) + U—J.)COSH + (a X 1_7>)Sl'n9 = (3.99)
=7+ (U —7v))cosO + (& X V)sind = vcosh + (1 — cosO) v, + (& X v)sinb =
= vcosO + (1 — cosO)v + (& X V)sinb;

Vot = Vc0sO + (1 — cosO)(Vw)w + (@ X V)sind.

Relatia vectoriala (3.99) se mai poate exprima si sub forma:
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—_—

Vyot = VC0sO + (w0 X V)sinh + (1 — cos®) (v —v)) =

= VcosO + (& X B)sind + (1 — cos) (¥ — (—@ X (& x D)) =

(3.100)
= 1(cos + 1 — cosB) + (& x B)sinf + (1 — cos0) (& x (& X V));
Vrot = ¥ + (& X B)sind + (& X (& x 9))(1 — cosh).
Sub forma matriceala relatia (3.100) devine:
{(Vror} = v} + [Q{v}sind + [Q][Q{v}(1 — cosb); (3.101)

{(Vror} = (v} + [Q{v}sind + [Q]*{v}(1 — cosh);

{Vroc} = W3([1] + [Qlsing + [Q]*(1 — cos)) = (V}[R(6, w)]

[Q] =| w, 0 —wy| este matricea antisimetrica care contine componenetele
—Wy Wy 0

versorului @ = w,I + w,j + w,j in jurul caruia are loc rotatia.

Matricea de rotatie [R (6, w)] se poate obtine prin dezvoltarea in serie Taylor [5] pentru
cu relatia:

efl0] [1]+9[ﬂ]+£[ﬂ] +63—T[Q] +Z—T[ﬂ]4+05—?[ﬂ] +6;—T[Q]6+
o7 68
+7[9] 5[9]8
62 63 0* 6° 6°
ee[m=[1]+ﬁ[ﬂ] T ]Z—g[ il 1? =l ]+a[ﬂ]2—
07 98 2 3 5
oy [ =5 [ QP = —[af [P = —[a]..;

o mtea et

_9 g3 6> 67 .
sinf = F_§+§_ﬁ+'--'

6% 0* 0° g8
COSHZE—I-FE—g e,

(3.102)
6 6> 65 ¢ 6> 6* 0° 6°
o[a] — I T - 2.
e —UL+QJ Tt )uu+< )mL

el = ([1] + [Q]sing + [Q)2(1 — cos8)) = [R(H, ®)];
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Daca se considera matricea de rotatie [R(¢, 8,1)] cu unghiurile lui Euler se poate
determina versorul « si unghiul de rotatie 8 pentru matricea [R(6, w)], cu relatiile:

1 Ti2 T3
[R] = [R(9,6,9)] = [R,(9)][Ry(O)][R ()] = [Tm T22 T3

31 T32 T33

= [R(6, w)];

Wy T35 — To3 0 —w, W,
{wy} = (2sinf)1 {7‘13 - 7‘31}; W, 0 —w,|=2sind) Y([R] - [R]T); (3.103)
Wy 21 — T2 —Wy Wy 0

Tiq1 + 71y +133—1 tr(R] — 1
¢9=cos‘1<11 222 23 );9=cos‘1<—[; )

Reprezentarea orientarii unui solid rigid prin utilizarea unghiurilor lui Euler sau folosind
relatia lui Euler-Rodriguez introduce singularitati (gimbal lock) in anumite cazuri la
rezolvarea ecuatiilor de miscare in cazul unui solid rigid. O abordare alternativa mai
eleganta care evita aparitia singularitatilor este metoda quaternionilor. Un quaternion
este caracterizat de patru parametri Si se poate scrie sub forma propusa de Hamilton,
astfel:

G = Bo+ il + B2J + B3 (3.104)

Daca se cunoaste axa de rotatie w si unghiul de rotatie 6 dintr-o transformare Euler-
Rodriguez atunci matricea de transformare in functie de cei patru parametrii ai
quaternionului este:

[R(ﬁofﬁpﬁz;ﬁﬁ] =

B+ B: —B5 =B 2(B1B2 — BoBs) 2(B1Bs + BoB2) (3.105)
=| 2BiB: +BoB3)  Bs—BL+B:—BF  2(BBs — PoB1)
2(B1Bs — BoB-) 2(B2Bs + BoB1)  BG — BT — BF + B3

Mai jos se prezintd un program Matlab care determind matricea de rotatie a unui
sistem de referintd in raport cu alt sistem de referintd cu unghiurile lui Euler, formula
Euler Rodriguez si apoi cu quaternioni sau parametri lui Euler [3].

clear
%Euler angles of rotation -three rotation by q1 g2 3
gl = input('Value angle gl-roll (x) (fi-rad)=");
g2 = input('Value angle g2-pitch(y)(teta-rad)=");
g3 = input('Value angle gq3-yaw (z) (psi-rad)="),
Rx=[1 O 0
0 cos(gl) sin(gl)
0 -sin(gql) cos(gl)];
Ry=[cos(g2) 0 -sin(g2)
0O 1 O
sin(g2) 0 cos(g2)];
Rz=[cos(g3) sin(q3) 0
-sin(g3) cos(g3) O
0O O 1];
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%Matrix of rotation by Euler angles
c=Rx*Ry*Rz;%counter clockwise rotation
%Rotation by angle teta and unit vecor omega
%Formula Euler-Rodrigues
teta=acos((c(1,1)+c(2,2)+c(3,3)-1)/2);%in rad
tetadegree=teta*180/pi;%in degree
int=[c(3,2)-c(2,3)
c(1,3)-c(3,1)
c(2,1)-c(1,2)];
omega=(1/(2*sin(teta)))* int;
gama=teta*omega,;
exp=[0 -gama(3) gama(2)
gama(3) 0 -gama(l)
-gama(2) gama(l) Of;
%Rodrigues matrix of rotation form 1-cc
cc=expm(exp);
I=[100
010
001];
omegar=[0 -omega(3) omega(2)
omega(3) 0 -omega(l)
-omega(2) omega(l) Oj;
%Rodrigues matrix of rotation form 2-ccc
cce=l+sin(teta)*omegar+(1-cos(teta))*omegar*omegar;
%Quaternion form for transformation c
bO=cos(teta/2);
bl=omega(l)*sin(teta/2);
b2=omega(2)*sin(teta/2);
b3=omega(3)*sin(teta/2);
ccce=[b0"2+b112-b2"2-b372 2*(b1*b2-b0*b3) 2*(b1*b3+b0*b2)
2*(b1*b2+b0*b3) b0"2-b172+b272-b372 2*(b2*b3-b0*b1)
2*(b1*b3-b0*b2) 2*(b2*b3+b0*bl) b0O"2-b172-b272+b3"2];
%Check the results for all transformations
restl=c-cc;rest2=c-ccc;rest3=c-cccc;

In continuare se prezintd programele de calcul in Matlab pentru determinarea
momentelor de inertie pentru patru corpuri cu configuratie complexa: paralelipiped, placa
simpla, placa complexa si scara. Modelele geometrice tridimensionale au fost importate
cu extensia .stl din programul Autocad.

Paralelipiped Placa simpla

clear; clf; clear;clf;

a=1;b=2;c=3; model = createpde;

%Creating a parallelepiped %Creating a discretized body model

nod=[0 0 O importGeometry(model,'Plate_s.stl")

al0o view(3);

generateMesh(model,'Hmax',6,'GeometricOrder'
,linear")

%Extraction of discretization data
[p,e,tf] = meshToPet(model.Mesh);
size(p);size(e);size(t);

oY Y OO0OYW
T OTCTOTTOOO
OO0O00O0

cl; %Determining the coordinates of tetrahedral
elemente=[1254 vertices
4825 nod=p";
3842 %Determination of tetrahedral elements
2567 elemente=t(1:4,:)";
258 7
2387
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Placa complexa

Scara

clear; clf;

model = createpde;

%Creating a discretized body model
importGeometry(model,'Plate_c.stl")
view(-42,24);
generateMesh(model,'Hmax',5,'GeometricOrder’,'|
inear")

%EXxtraction of discretization data

[p,e,tf] = meshToPet(model.Mesh);
size(p);size(e);size(t);

%Determining the coordinates of tetrahedral
vertices

nod=p';

%Determination of tetrahedral elements
elemente=t(1:4,:)";

clear; clf;

model = createpde;

%Creating a discretized body model
importGeometry(model,'Stair.stl")

view(60, 20);

%view(3);
generateMesh(model,'Hmax',0.5,'GeometricOrd
er''linear)

%EXxtraction of discretization data

[p,e.t] = meshToPet(model.Mesh);
size(p);size(e);size(t);

%Determining the coordinates of tetrahedral
vertices

nod=p’;

%Determination of tetrahedral elements
elemente=t(1:4,:)";

Programul principal in cod Matlab [3] pentru calculul tensorului de inertie la corpuri cu

configuratie complexa este:

%Determining the number of nodes and elements

nelem=length(elemente(:,1));nnod=length(nod(:,1));

%Node coordinates

xx=nod(:;,1);yy=nod(:,2);zz=nod(:,3);

for i=1:nelem
nodl=elemente(:,1);nod2=elemente(;,2);
nod3=elemente(:,3);nod4=elemente(;,4);

end

%Calculation of mass volume center of gravity and inertia tensor for the body

Vt=0; mt=0;sumalx=0;sumaly=0;sumalz=0;suma=0;

Ixxf=0;lyyf=0;1zzf=0;Ixyf=0;lyxf=0;Ixzf=0;1zxf=0;lyzf=0;1zyf=0;

%Concrete density
ro=2400;
for i=1:nelem
x1=xx(nod1(i));yl=yy(nod1(i));z1=zz(nod1(i));
x2=xx(nod2(i));y2=yy(nod2(i));z2=zz(nod2(i));
x3=xx(nod3(i));y3=yy(nod3(i));z3=zz(nod3(i));
x4=xx(nod4(i));y4=yy(nod4(i));z4=zz(nod4(i));
%Calculation of body volume and mass
V=(abs(det([1 x1 y1 z1
1x2y2 z2
1x3y3 z3
1 x4 y4 z4))))/6;
Vi=Vt+V;m=ro*V;mt=mt+m;

XgI=(X1+x2+x3+x4)/4;ygl=(y1+y2+y3+y4)/4;zgl=(z1+22+23+2z4)/4;
sumalx=sumalx+V*xgl;sumaly=sumaly+V*ygl;sumalz=sumalz+V*zgl;suma=suma+V;
% Inertia matrix with respect to the inertial reference system xyz
IXX=ro*6*V*(y1/2+y1*y2+y2/2+y1*y3+y2*y3+y3n2+y 1 *yA+y2*yA+y3*yA+yAn2+. .
21M2+21*72+22"2+71*723+22*723+23"2+721*74+22*74+23*74+24"2)/60;
lyy=ro*6*V*(X1"2+x1*x2+X2"2+X 1*X3+X2*X3+X3"N2+X L *X4+X2*X4+X3*X4+X4"2+...
z1"2+21*22+22"2+21*23+22*23+23"2+21*24+22*24+23*24+24"2)/60;
12Z=ro*6*V*(X1"2+X1*X2+X2"2+X 1*X3+X2*X3+X 32+ X L*X4+X2*X4+X3*X4+X 4" 2+. ..
y1M2+y1*y2+y2/2+y1*y3+y2*y3+y3/2+y1*y4+y2*y4+y 3*y4+y4°2)/60;
IXy=-ro*6*V*(2*x 1*y 1+x2*y1+x3*y 1 +x4*y 1+X1*y2+2*x2*y 2 +X3*y 2+x4*y2+X1*y3+x2*y3+...
2*x3*y3+x4*y3+X1*y4+x2*y4+x3*y4+2*x4*y4)[120;
IXZ=-ro*6*V*(2*x1*21+x2*21+x3*21+x4*21+X1*22+2*X2*22+X3*22+x4*22+X1*23+X2*23+...
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2*x3*23+x4*23+X1*24+x2*24+x3*24+2*x4*24)/120;
lyz=-ro*6*V*(2*y1*z1+y2*z1+y3*z1+yA*z1+y1*z2+2*y2*22+y3*22+y4*z2+y1*z3+y2*z3+...
2*y3*z3+y4*z3+y1*z4+y2*74+y3*z4+2*y4*24)[120;
lyx=Ixy;lzx=Ixz;lzy=lyz;
%Calculation of the final moments of inertia with respect to the inertial reference system xyz
Ixxf=Ixxf+Ixx; lyyf=lyyf+lyy;1zzf=Izzf+zz;
Ixyf=Ixyf+Ixy;lyxf=lyxf+lyx;Ixzf=Ixzf+Ixz;1zxf=lzxf+|zx;lyzf=lyzf+lyz;1zyf=Izyf+lzy;
end
%Determination of the center of mass
Xg=sumalx/suma;yg=sumaly/suma;zg=sumalz/suma;
%Moments of inertia in relation to the center of mass
Ixxc=Ixxf-mt*(zg"2+yg”2);lyyc=lyyf-mt*(zg"2+xg”"2);1zzc=lzzf-mt*(xg"2+yg"2);
Ixyc=-Ixyf-mt*(xg*yQq);Ixzc=-Ixzf-mt*(xg*zg);lyzc=-lyzf-mt*(yg*zg);lyxc=Ixyc;lzxc=Ixzc;lzyc=lyzc;
%Data display
fprintf('Body volume(m)\n"); fprintf ('%4.8f(m"3)\n',Vt);
fprintf('Body mass(m)\n'); fprintf ('%4.8f(Kg)\n',mt);
fprintf(‘Mass center coordinates xg,yg,zg(m)\n"); fprintf ('%4.8f\n',xg,yg,z9);
fprintf(‘'Moments of inertia relative to the inertial reference system xyz\n');
fprintf((Moments of axial inertia Ixxf,lyyf,1zzf(Kg*m”2)\n"); fprintf ('%4.8f\n",Ixxf,lyyf,1zzf);
fprintf(Moments of centrifugal inertia Ixyf,lyzf,Ixzf(Kg*m”2)\n"); fprintf (%4.8f\n',Ixyf,lyzf,Ixzf);
fprintf(Moments of inertia with respect to the central reference system with the axes parallel to the axes
of the inertial reference system\n’);
fprintf('Central axial moments of inertia Ixxc,lyyc,lzzc(Kg*rm”2)\n"); fprintf ('%4.8f\n',Ixxc,lyyc,lzzc);
fprintf(Moments of central centrifugal inertia Ixyc,lyzc,Ixzc(Kgrm”~2)\n'); fprintf ('%4.8f\n’,Ixyc,lyzc,Ixzc);
%Determination of eigenvectors and eigenvalues for tensor |
format long
A=[round(Ixxc,6) round(Ixyc,6) round(Ixzc,6)
round(lyxc,6) round(lyyc,6) round(lyzc,6)
round(lzxc,6) round(lzyc,6) round(lzzc,6)];
[V.D] = eig(A);
%Sort vectors and eigenvalues in ascending order
[d,ind] = sort(diag(D));
Ds = D(ind,ind);
Vs = (V(:,ind));
%Main moments of inertia
fprintf('Main moment of inertia max I1(Kg*m”2)\n");fprintf ('%4.8f\n',round( Ds(3,3),1));
fprintf(‘Main moment of inertia max-min 12(Kg*m”2)\n");fprintf ('%4.8f\n',round(Ds(2,2),1));
fprintf(‘Main moment of inertia min I3(Kg*m”2)\n");fprintf ('%4.8f\n",round(Ds(1,1),1));
%Main directions
fprintf("Main direction 1 max(grade)\n');fprintf ('%4.8f\n',acosd(Vs(:,3)));
fprintf(‘Main direction 2 max-min(grade)\n');fprintf ('%4.8f\n',acosd(Vs(:,2)));
fprintf('Main direction 3 min(grade)\n');fprintf ('%4.8f\n',acosd(Vs(:,1)));
%The main rays of inertia of the body
fprintf('Radius of inertia i1 (m)\n");fprintf ('%4.8f\n",sqrt((Ds(3,3))/mt));
fprintf('Radius of inertia i2 (m)\n');fprintf ('%4.8f\n',sqrt((Ds(2,2))/mt));
fprintf('Radius of inertia i3 (m)\n');fprintf ('%4.8f\n",sqrt((Ds(1,1))/mt));
%Checking the orthogonality of vectors associated with the main directions
vl=sum(V(;,1)"*V(;,2)");vls=sum(Vs(:,1)".*Vs(;,2)");
v2=sum(V(:,2)".*V(:,3)");v2s=sum(Vs(:,2)".*Vs(:,3)");
v3=sum(V(:,3)".*V(;,1)");v3s=sum(Vs(:,3)".*Vs(;,1)";
subplot(1,2,1);
view(3);hold on;
Im1=round((Ds(3,3)),2);Im2=round((Ds(2,2)),2);Im3=round((Ds(1,1)),2);
title(['Three-dimensional body discretization-
11/12/13(Kgm”2)=",num2str(Im1),"/',num2str(Im2),"/',num2str(Im3)])
plot3(xg,yg,zg,-0','Color','b','linewidth’,3,'MarkerSize',12)
text(xg-0.1*xg,yg-0.1*yg,zg-0.1*zg, sprintf('(%.0f,%.0f,%.0f)",[xg,yg,zg]));
xlabel('x-size in m');ylabel('y-size in m');zlabel('z-size in m’)
text(xg+0.1*xg,yg+0.1*yg,zg+0.1*zg,'CM','Color','blue’,'FontSize’,12)
for i=1:nelem
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facex1=[xx(nod1(i)) xx(nod2(i)) xx(nod3(i)) xx(nod1(i))];
faceyl=[yy(nod1(i) yy(nod2(i)) yy(nod3(i)) yy(nod1(i)];
facez1=[zz(nod1(i)) zz(nod2(i)) zz(nod3(i)) zz(nod1(i))];
facex2=[xx(nod2(i)) xx(nod3(i)) xx(nod4(i)) xx(nod2(i))];
facey2=[yy(nod2(i)) yy(nod3(i)) yy(nod4(i)) yy(nod2(i))];
facez2=[zz(nod2(i)) zz(nod3(i)) zz(nod4(i)) zz(nod2(i))];
facex3=[xx(nod3(i)) xx(nod4(i)) xx(nod1(i)) xx(nod3(i))];
facey3=[yy(nod3(i)) yy(nod4(i)) yy(nod1(i)) yy(nod3(i)];
facez3=[zz(nod3(i)) zz(nod4(i)) zz(nod1(i)) zz(nod3(i))];
facex4=[xx(nod1(i)) xx(nod2(i)) xx(nod4(i)) xx(nod1(i))];
facey4=[yy(nod1(i) yy(nod2(i)) yy(nod4(i)) yy(nod1(i)];
facez4=[zz(nod1(i)) zz(nod2(i)) zz(nod4(i)) zz(nod1(i))];
patch(facex1,faceyl,facezl,'r','FaceAlpha’,.01);hold on
patch(facex2,facey2,facez2,'r','FaceAlpha’,.01);hold on
patch(facex3,facey3,facez3,'r','FaceAlpha’,.01);hold on
patch(facex4,facey4,facez4,'r','FaceAlpha’,.01);hold on

end

%Drawing inertial -global reference system on discretized body
si=max(xx)*0.5;

%Drawing the inertial axis x

xel=[xg,yg, zg ];xe2=[xg+si*1,yg+si*0,zg+si*0];xef=xe2-xel,;
quiver3(xel(1),xel(2),xel(3),xef(1),xef(2),xef(3),'Color','r', linewidth’,3);
text(xe2(1),xe2(2),xe2(3), 'x)

%Draw the inertial axis y

yel=[xg,yq, zg ];ye2=[xg+si*0,yg+si*1,zg+si*0];yef=ye2-yel,;
quiver3(yel(l),yel(2),yel(3),yef(1),yef(2),yef(3), Color','r', linewidth’,3);
text(ye2(1),ye2(2),ye2(3),'y")

%Drawing the inertial axis z

zel=[xg,y0, zg ];ze2=[xg+si*0,yg+si*0,zg+si*0.5];zef=ze2-zel,;
quiver3(zel(l),zel(2),zel(3),zef(1),zef(2),zef(3),'Color','r','linewidth’,3);
text(ze2(1),ze2(2),ze2(3), 'z")

hold on;subplot(1,2,2);view(3)

title('Ellipsoid of inertia and radius of gyration for each main direction’);
lil=round(sqrt((Ds(3,3))/mt),2);li2=round(sqrt((Ds(2,2))/mt),2);li3=round(sqrt((Ds(1,1))/mt),2);
title(['Ellipsoid of inertia and main radius of gyration-
i1/i2/i3(m)=",num2str(li1),/',num2str(li2),"/',num2str(1i3)])

%Sphere generation with radius 1

[X, Yy, z] =sphere;

%Transform the sphere into an ellipsoid

x1 = x*(sgrt(Ds(3,3)/mt));y1 = y*(sqrt(Ds(2,2)/mt));z1 = z*(sqrt(Ds(1,1)/mt));hold on
%Ellipsoid center drawing
plot3(0,0,0,'-0','Color','k','linewidth’',3,'MarkerSize',10);hold on

%Drawing the rotated ellipsoid according to the main directions

hmesh = surf(x1,y1,z1, 'EdgeColor',[1,0,0]);
set(hmesh,'FaceColor',[1,0,0],'FaceAlpha’,0.02)
xlabel('x");ylabel('y");zlabel('z");

thetal = -asind(Vs(3,1)); %rotation around y-axis in degrees

psil = atan2d(Vs(3,2)/cos(thetal),Vs(3,3)/cos(thetal)); %rotation around x-axis in degrees
phil = atan2d(Vs(2,1)/cos(thetal),Vs(1,1)/cos(thetal)); %rotation around z-axis in degress
direction = [1 0 0]; %rotate the surface plot psil degrees around its x-axis
rotate(hmesh,direction,psil)

direction = [0 1 0]; %rotate the surface plot thetal degrees around its y-axis
rotate(hmesh,direction,thetal)

direction = [0 0 1]; %rotate the surface plot phil degrees around its z-axis
rotate(hmesh,direction,phil)

xlabel(* i1-size in m');ylabel(’ i2-size in m');zlabel(’ i3-size in m');hold on
%Drawing inertial -global reference system

s0=sqgrt((Ds(3,3))/mt)*0.3;

%Drawing the inertial axis x

v1xe=[0,0, 0 ];v2xe=[s0*1,s0*0,s0*0];dvxe=v2xe-v1xe;
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quiver3(vlxe(1),vixe(2),vlxe(3),dvxe(1),dvxe(2),dvxe(3),'Color', 'k, linewidth’,3);
text(vlixe(1),vixe(2),vixe(3), sprintf('(%.0f,%.0f,%.0f)',[0,0,0]))
text(v2xe(1),v2xe(2),v2xe(3), sprintf('(%.0f,%.0f,%.0f)',[1,0,0]))

%Draw the inertial axis y

v1lye=[0,0, 0 ];v2ye=[s0*0,s0*1,s0*0];dvye=v2ye-vlye;
quiver3(vlye(1),vlye(2),vlye(3),dvye(l),dvye(2),dvye(3), Color','k', linewidth',3);
text(vlye(1),vlye(2),vlye(3), sprintf('(%.0f,%.0f,%.0f)',[0,0,0]))
text(v2ye(1),v2ye(2),v2ye(3), sprintf('(%.0f,%.0f,%.0f)',[0,1,0]))

%Drawing the inertial axis z

v1ze=[0,0, 0 ];v2ze=[s0*0,s0*0,s0*1];dvze=v2ze-vl1ze;
quiver3(vlze(1),vlize(2),v1ze(3),dvze(1),dvze(2),dvze(3),'Color', 'k',linewidth’,3);
text(vlze(1),v1ze(2),v1ze(3), sprintf('(%.0f,%.0f,%.0f)',[0,0,0]))
text(v2ze(1),v2ze(2),v2ze(3), sprintf('(%.0f,%.0f,%.0f)',[0,0,1]));

%Drawing the main reference system

%Drawing the main axis 1

%O0wn unit vector axis 1

s1=sqrt((Ds(1,1))/mt);
Ix=sqgrt(Vs(1,3)"2+Vs(2,3)"2+Vs(3,3)"2);ux=Vs(1,3)/Ix;uy=Vs(2,3)/Ix;uz=Vs(3,3)/IX;
u=sqrt(ux"2+uy”2+uz”2);

v1x=[0,0, 0 ];v2x=[s1*ux,s1*uy,s1*uz];dvx=v2x-v1x;hold on
quiver3(v1x(1),v1x(2),v1x(3),dvx(1),dvx(2),dvx(3),'Color','r' linewidth’,3);
text(v2x(1),v2x(2),v2x(3), sprintf('(%.2f)',sqrt((Ds(3,3))/mt)));

%Drawing the main axis 2

%O0Own unit vector axis 2

s2=sqrt((Ds(2,2))/mt);
ly=sqrt(Vs(1,2)"2+Vs(2,2)"2+Vs(3,2)"2);vx=Vs(1,2)/ly;vy=Vs(2,2)/ly;vz=Vs(3,2)/ly;
v=sqrt(vx 2+vy"2+vz"2);

v1y=[0,0, 0 ];v2y=[s2*vX,s2*vy,s2*vz];dvy=v2y-v1y;
quiver3(v1ly(1),v1y(2),v1y(3),dvy(1),dvy(2),dvy(3),'Color','d', linewidth’,3);
text(v2y(1),v2y(2),v2y(3), sprintf('(%.2f)',sqrt((Ds(2,2))/mt)));

%Drawing the main axis 3

%O0Own unit vector axis 3

s3=sqgrt((Ds(3,3))/mt);
Iz=sgrt(Vs(1,1)"2+Vs(2,1)*2+Vs(3,1)"2);wx=Vs(1,1)/1z;wy=Vs(2,1)/Iz;wz=Vs(3,1)/1z;
w=sqrt(wx 2+wy2+wz"2);

v1z=[0,0, 0 ];v2z=[s3*wx,s3*Wy,s3*wWz];dvz=v2z-v1Z;
quiver3(v1z(1),v1z(2),v1z(3),dvz(1),dvz(2),dvz(3),'Color','b',linewidth’,3);
text(v2z(1),v2z(2),v2z(3), sprintf('(%.2f)',sqrt((Ds(1,1))/mt)));

Rezultatele obtinute in urma rularii programelor in cod Matlab [3] sunt prezentate in
fig.3.16.a-d.

z-sizeinm
i3-size in m

i2-sizeinm

y-size inm x-slze in m 4 0.5 il-sizeinm

Fig.3.16.a. Momentele de inertie la un paralelipiped.
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Momentele de inertie geometrice si mecanice pentru un paralelipiped

Se considera paralelipipedul din fig.3.17 care are masa m si laturile cu lungimile a, b
si C.

Momentele de inertie axiale ale paralelipipedului fata de sistemul de referintd Oxyz au
expresiile:

2 2 mf 2 2
= dm = — dxdydz =
fc(y+z)m The (y* + z*)dxdydz

2 _ 2 —
abc_f dxf dyfdz+ fdxf dyf dz =

3 C
+£abz—
abc 3 o

m y3

m(b? + c?)
abc ac 3 0

3 ’

= f(x2 +z%)dm = %j (x2 + z®)dxdydz =

= def dyf dz+—j dxj dyj z?dz =

3 (o]
+£abz—
abc 3

(3.106)

m(a? + c?)
3 )

0

= ]C(y2 + x%)dm = %L(yz + x2)dxdydz =

2 . 2 —
abcf dxf dyfdz+ f dxf dyfdz

_m(b? +a?)
3 )

unde, au fost utilizate relatiile:
dm —~m _m
P=av'P=Vv ™ abc’
mdV  mdxdydz

d = = ;
m abc abc
mdxdydz
dm = ————,
abc

Momentele de inertie centrifugale ale paralelipipedului fata de sistemul de referinta
Oxyz au expresiile:
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m
Jey = Jyx = fcyxdm = %Lyxdxdydz =

= The f xdxf ydyfdz—

2D

m  x2|%y mab
=—Cc69—| — =—:

abc 2 o 21, 4

(3.107)
Jxz = Jzx = f zxdm = — f zxdxdydz =

abcj xdxj dyj zdz =
_m x2|* 22 _mac

abc” 2| 2|, 4’

m
]yz _]Zy = fczydm = %fczydxdydz =

abcf dxf ydyfzdz—

y?

" abc 2

Z —
7] =

Fig.3.17.Determinarea analitica a momentelor de inertie la un paralelipiped.
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Momentele de inertie mecanice pentru paralelipipedul cu masa distribuita omogen
(fig.3.17) , fatéd de un sistem de referinta Ox:yycmzem CU Originea in centrul de masa al
paralelipipedului C.M., rezulta prin aplicarea relatiilor Huygens-Steiner si au expresiile:

(b? +c?) b\ 2 (b? +¢?)
‘m‘@:%‘m((z) +(§)>=%‘

]xx_CM = Jxx

2 2 2 2 2 2
o, o m@@+cd) (g c )_m(a +c?)
]yy_CM _]yy mdy B 3 (2) + (2) - 12 ’
, _m®* +a*) by? a 2\ m(b*+a?)
Jez.em = Jzz — md; = 3 — (E) + 2 = T : (3.108)
mab ab
]xy_CM =]yx_CM =]xy — MCxCy = T - mzz = 0;
mac ac
]xz_CM =]ZX_CM = ]xz — Mc,C, = T — mzz = 0;
mbc bc
]yz_CM = ]zy_CM =]yz —MCyCy = T — mzz = 0;

Rezulta ca tensorul de inertie mecanic pentru un paralelipiped in raport cu axele
sistemului de referinta Oxyz se determina cu relatiile:

m(b? + c?) mab mac
3 4 4
n=| - mab  m(a?+ c?) _mbc (3.109)
4 3 4 |
mac mbc m(b? + a?)
4 T4 3

in raport cu sistemul de referintd OxcyYcuzen Care trece prin centrul de masa C.M. al
paralelipipedului tensorul de inertie mecanic se determina cu relatiile:

K b2_|_ 2
—m( 12 ) 0 0
] = 0 m(a® + c?) 0 (3.110)
12
m(b? + a?)
0 0 — 1

Momentele de inertie geometrice se obtin din momentele de inertie mecanice prin

utilizarea relatiei (3.81).

in continuare este prezentat un program de calcul simbolic in Matlab [3] pentru
determinarea analitica a momentelor de inertie geometrice si mecanice pentru un

paralelipiped fata de sistemul de referinta Oxyz.
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symsxyzabc mro

% Analytical determination of geometric and mass moments of inertia for a
% parallelepiped

V=a*b*c;

fxx=simplify(z"2+y"2);

fyy=simplify(x"2+z"2);

fzz=simplify(x"2+y"2);

fxy=simplify(x*y);

fxz=simplify(x*z);

fyz=simplify(y*z);
Ixxp=m/(a*b*c)*simplify(int((int(((int(fxx,z,0,c))),y,0,b)),x,0,a),'Step',10);
lyyp=m/(a*b*c)*simplify(int((int(((int(fyy,z,0,c))),y,0,b)),x,0,a),'Step',10);
I1zzp=m/(a*b*c)*simplify(int((int(((int(fzz,z,0,c))),y,0,b)),x,0,a),'Step',10);
Ixyp=m/(a*b*c)*simplify(int((int(((int(fxy,z,0,c))),y,0,b)),x,0,a),'Step',10);
Ixzp=m/(a*b*c)*simplify(int((int(((int(fxz,z,0,c))),y,0,b)),x,0,a),'Step’,10);
lyzp=m/(a*b*c)*simplify(int((int(((int(fyz,z,0,c))),y,0,b)),x,0,a),'Step’,10);
Ixxpg=simplify(1/ro*Ixxp);lyypg=simplify(1/ro*lyyp);
I1zzpg=simplify(1/ro*1zzp);Ixypg=simplify(1/ro*Ixyp);
Ixzpg=simplify(1/ro*Ixzp);lyzpg=simplify(1/ro*lyzp);

disp(' Mechanical moment of inertia Ixxp by integration =");

pretty(Ixxp);
disp(' Mechanical moment of inertia lyyp by integration =');

pretty(lyyp);

disp(* Mechanical moment of inertia I1zzp by integration =");
pretty(Izzp);

disp(* Mechanical moment of inertia Ixyp by integration =");
pretty(Ixyp);

disp(' Mechanical moment of inertia lyzp by integration =");
pretty(lyzp);

disp(' Mechanical moment of inertia 1zxp by integration =');
pretty(Ixzp);

disp(' Geometric moment of inertia Ixxpg by integration =');
pretty(Ixxpg);

disp(* Geometric moment of inertia lyypg by integration =");
pretty(lyypg);

disp(* Geometric moment of inertia I1zzp by integration =");
pretty(lzzp);

disp(* Geometric moment of inertia Ixypg by integration =);
pretty(Ixypg);

disp(' Geometric moment of inertia lyzpg by integration =');
pretty(lyzpg);

disp(' Geometric moment of inertia 1zxpg by integration =');
pretty(Ixzpg);

3.10.Calculul momentelor de inertie ale corpurilor tridimensionale cu
configuratie complexa cu metoda probabilistica tip Monte Carlo

in cazul unui sistem de n mase concentrate din spatiul tridimensional tensorul
momentelor de inertie mecanice se determina pornind de la relatiile de definitie pentru
momentele de inertie mecanice.

Momentele de inertie mecanice axiale in raport cu axele x ,y si z sunt:

n n n
]xx :Zmi(yiz‘l‘ziz);]yy :Zmi(xl-2+zl-2);]zz :Zml(x12+y12) (3111)
=1 i=1 i=1
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Momentele de inertie mecanice centrifugale:

n

Jxy =Jyx = — Z mix; yi;
=1 (3.112)

n

Jxz = Jzx = _Zmixi Zy;
i=1

n

]yz zjzy = _zmiyi Zi;

i=1

Tensorul de inertie mecanic pentru un sistem de n mase distribuite in spatiu se poate
scrie sub forma matriceala:

]xx ]xy ]xz
Ul = ]yx ]yy ]yz =
]zx ]zy ]zz

- n n -
zmi(yiz +27) _zmixi Vi _Emixi Z; (3.113)
i=1 i=1 ;
n n
= _Zmixi Vi Zmi(xiz +27) _me Z;
i=1 i=1 i=1
n n n
_Zmixi Z _zmiyi A zmi(xiz +y7)
L =1 i=1 i=1 l

in mod asemanator se determina tensorul momentelor de inertie geometrice care sub
forma matriceala devine:

-

_n n n 7
ZVi(YiZ +z7) _ZVixi Vi _ZVixi Z;
i=1 i=1 i=1
n n n
U] = (lyx Lyy Iyz|= _Zvixi Vi Z Vi(x? +z7) —ZVi}’i zZi
I i=1 i=1 i=1
n n n
_ZVixl'Zl' _Zviyizi ZVl(xlz-l_ylz)
L =1 i=1 i=1 1

Relatia matriceala dintre momentele de inertie mecanice si momentele de inertie
geometrice in cazul sistemelor de mase concentrate distribuite in spatiul tridimensional
este:

(3.114)

-

(3.115)
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unde p = ct., adica cele n mase au masa distribuita uniform in volumul pe care il
ocupa.

Pentru calculul tensorului de inertie mecanic pentru un sistem de 12 mase concentrate
distribuite in spatiu este prezentat un program Matlab [3]. Programul poate fi generalizat
pentru calcul tensorului de inertie in cazul unui sistem cu un numar n finit de mase
concentrate.

% The moments of inertia about the center of mass of the system of
% ten point masses.
clc;
clear ;
n=10;%number of masses
m_p = [68,103,34,123,23,54,24,12,34,43];
xc=[0-164-25711-615];
yc=[14-795-6134-4-8];
zc=[1-64-23-107-5-1518];
%Representation of point masses
scatter3(xc,yc,zc,m_p,'MarkerEdgeColor',[0 0 0],...
‘MarkerFaceColor',[1 0 O]....
‘LineWidth',2);hold on;
m_total = sum(m_p);
%Position of the center of mass are
xcm =(1/m_total)*sum(m_p.*xc);
ycm =(1/m_total)*sum(m_p.*yc);
zcm =(1/m_total)*sum(m_p.*zc);
%Mass center representation
scatter3(xcm,ycm,zcm,m_total,'MarkerEdgeColor',[0 0 0]....
‘MarkerFaceColor',[0 0 1],...
‘LineWidth',2); hold on;
| =[0.0,0.0,0.0;
0.0,0.0,0.0;
0.0,0.0,0.0j;
% Moment of inertia for all point into the system
fori=1:n
xr = (xc(i) - xcm);
yr = (yc(i) - ycm);
zr = (zc(i) - zcm);

m =m_p(i);

[=1+[ m*(yr*2 + zr*2), -m*xr*yr, -M*Xr*zr;
-M*ryrexr, M*(Xr2 + zr"2), -m*yr*zr;
-M*Xr¥zr, -m*ryr¥zr, m*(yr"2 + xr"2)];

end

Rezultatele obtinute dupa rularea programului Matlab sunt prezentate in fig. 3.18.

Pornind de la calculul momentelor de inertie mecanice si geometrice pentru un sistem
de n mase concentrate se poate explica calculul tensorului de inertie geometric si
mecanic cu metoda Monte Carlo.

Pentru calculul momentelor de inertie pentru corpuri tridimensionale cu configuratie
complexa cu metoda Monte Carlo [6], se genereaza aleatoriu in domeniul delimitat de
volumul corpului mase care se determina astfel:

M
mi = (3.116)
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unde, N este numarul de mase generat aleatoriu in domeniul de definitie al corpului
pentru care se determina tensorul de inertie, iar M este masa totala a corpului
tridimensional.

20.

10. °
L]
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e ©
L ]
‘@ :
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0N o 15
S " 10
5 S % . 0
10 49

Fig.3.18.Sistem de 12 mase concentrate distribuite in spatiu.

Cu cat numarul N de mase generat este mai mare, precizia rezultatului mai buna.

Relatiile de calcul ale tensorului de inertie mecanic in metoda Monte Carlo sunt:

Jex ]xy Jxz
[]] = ]yx ]yy ]yz =

Jz2x ]zy Jzz
- n n n —
Zmi(yiz +2z{) _Zmixi Vi _Zmixi z;
i=1 i=1 i=1

n n (3.117)

= — ) mXx;y; Zmi(xiz +2z7) =) myz |;

D=1

r

~.
Il

[N

i=1 =1
n n
. 7 - AL 7 ( 2 4 y2
m;X; z; m;y; z; m;(Xx; Vi
i=1 i=1 -

M
m; =7 (x;yiz;)€V;

in mod aseméanétor tensorul de inertie geometric in metoda Monte Carlo este:
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n n n
Z Vibi+z8) - z Vixi yi - z Vix; z;
i=1 i=1 i=1
n n n
= —Z Vix; y; zVi(xi2+Zi2) —ZViJ’izi ;
i=1 i=1 i=1
n n n
—Z Vix; z; —zViJ’i Z ZVi(xiz +y7)
i=1 i=1 i=1 -

vV
Vi=v (xiyizi)€V;

(3.118)

unde (x;y;z;)eV, V fiind domeniul delimitat de volumul corpului tridimensional pentru
care se determina tensorului de inertie mecanic sau geometric.

Pentru determinarea momentelor de inertie cu metoda Monte Carlo pentru un cub s-
a realizat programul Matlab [3] de mai jos:

clear;clf;%Monte Carlo method for complex bodies
mass_hexadron=1;side=0.5;number_of mass=100;
dm_point=mass_hexadron/number_of mass;
Axial_mom_xx_mc=0;Centr_mom_xy_mc=0;count=0;
while count<number_of _mass
X_pos=side*rand;y_pos=side*rand;z_pos=side*rand,;
scatter3(x_pos,y_pos,z_pos,30,'MarkerEdgeColor',[0 0 0],...
'‘MarkerFaceColor',[1 0 0],...
‘LineWidth',2)
hold on;
Axial_mom_xx_mc=Axial_mom_xx_mc+dm_point*(x_pos"2+z_pos"2);
Centr_mom_xy_mc=Centr_mom_xy_mc-dm_point*(x_pos*y_pos);
count=count+1;
end
hold off;
%Theoretical values
Axial_mom_xx_theo=2/3*mass_hexadron*side”2;
Centr_mom_xy_theo=-1/4*mass_hexadron*side”2;
Axial_mom_xx_mc;Axial_mom_xx_theo;
Centr_mom_xy_mc;Centr_mom_xy_theo;

Dupa rularea programului Matlab cu generarea a 300, 600, 3000 si 10000 de mase
distribuite probabilistic Tn volumul delimitat de cub se obtin rezultatele din fig.3.19.a-d.

°
0.1 s ®e o8 ‘ o ° 0.1 -
0.08 : ° fao ."z.o: T® 0y o 0.08
° ® oo © °go
0.08 ® .. ° ?“ .?‘:."'.. e 0.06
000 ooy @ § E0 O 08 ]
0.04 @ o0 o %o 0.04
®L %, o8¢ ~.o"0. ¥ ]
002 @ ....'.}.:.'.:. ‘:':. o 0.02 4
° Q..'. LA %0 o e 0
0.1 \\\\ o o 9, .(-. .. . 0.1
T~ ° " 01
0.05 \“\\:\l!r{ - {-;-E;a “ 006 008
D“—RD 0.02
Fig.3.19.a Generarea a 300 de mase. Fig.3.19.b Generarea a 600 de mase.
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Fig.3.19.c.Generarea a 3000 de mase. Fig.3.19.d.Generarea a 10000 de mase.

in fig.3.20.a-b., se prezintd o analizd comparativd intre rezultatele obtinute prin
utilizarea metodei Monte Carlo si cele obtinute cu metoda analitica.

Momente de inertie axiale Momente de inertie centrifugale
IXx, lyy,lzz Ixy, lyz,Ixz

B Metoda Monte Carlo Metoda analitica m Metoda Monte Carlo Metoda analitica
1) L
© 0,00215 $ 0,0008200
© ‘o 0,0008000
< 0,0021 < 0,0007800
3 < 0,0007600
=] =} ’
£ 000205 £ 0,0007400
€ 0,002 £ 0,0007200
g . . . g 0,0007000
@ 0,00195 © 0,0006800
5 300 600 3000 10000 5 300 600 3000 10000
o o
§ Numarul de mase genrate in interiorul cubului § Numarul de mase genrate in interiorul cubului

Fig.3.20.a.Variatia momente inertie axiale. Fig.3.20.b. Variatia momente inertie
centrifugale.

3.11. Rezultate si concluzii

+ Algoritmul numeric pentru calcul volumului, momentelor statice, centrului de masa si
tensorului de inertie mecanic pentru corpuri tridimensionale cu configuratie geometrica
complexa, se poate aplica pentru orice corp tridimensional, solid rigid omogen. Algoritmul
genereaza solutii exacte In cazul in care frontierele corpului sunt suprafete plane. in
cazul in care frontierele corpului sunt suprafete curbe, precizia depinde numarul
elementelor finite de tip tetraedru in care este discretizat volumul delimitat de corp.

* Metoda numerica prezentata in acest capitol pentru determinarea tensorului de
inertie, se poate utiliza pentru determinarea caracteristicilor inertiale la placi, tuburi si
scari. Caracteristicile inertiale pentru aceste elemente geometrice, intervin in capitolul 1
unde a fost descrisa o metoda de reducere a torsiuni generale in cazul structurilor civile.

* Metoda Monte Carlo fiind o metoda probabilistica, rezultd ca valorile care se obtin
pentru componentele tensorului de inertie au valori probabilistice;

* Probabilitatea ca rezultatele obtinute sa tinda catre valori exacte creste daca creste
numarul maselor generate din volumul delimitat de corp fig.3.20. Astfel, generarea unui
numar de mase mai mare, conduce la o distributie mai omogena a maselor generate in
volumul delimitat de corp.
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Principalele contributii ale autorului n cadrul acestui capitol sunt:

» Dezvoltarea unei metode numerice generale de determinarea a caracteristicilor
geometrice, masice si inertiale pentru corpurile tridimensionale cu configuratie complexa.
Pentru aceastd metoda a fost realizat un algoritm de calcul care a fost implementat si
testat in programul Matlab.

* Programele de calcul a caracteristicilor geometrice masice si inertiale pentru
corpurile tridimensionale cu configuratie complexa, au fost validate in cazul corpurilor
tridimensionale simple prin solutii analitice.

* Implementarea in programul Matlab a unui algoritm pentru calcul pentru tensorul
momentelor de inertie pentru un sistem de n mase concentrate situate in spatiu.

» Dezvoltarea unui algoritm de calcul pentru tensorul de inertie pentru corpurile
tridimensionale cu configuratie complexa cu metoda probabilistica Monte Carlo. Acest
algoritm a fost implementat in programul Matlab si validat in cazul corpurilor simple care
au solutii analitice.

+ Algoritmul de calcul a tensorul de inertie pentru corpurile tridimensionale cu
configuratie complexa se poate utiliza la analiza dinamica a corpurilor solid rigide sau a
sistemelor de corpuri rigide pentru a determina torsorul fortelor de inertie.

» Metodele dezvoltate n acest capitol permit determinarea caracteristicilor inertiale ale
sistemelor structurale tip plansee si scari, care se utilizeaza la modelul matematic
prezentat in capitolul 1, pentru eliminarea torsiuni generale a structurilor multietajate.
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4.Cresterea fortei critice de pierdere a stabilitatii in cazul barelor
drepte cu sectiune variabila in trepte

4.1.0ptimizare formei barelor drepte articulat — rezemate solicitate la
compresiune in vederea cresterii fortei critice prin modificarea formei

Structurile trebuie sa indeplineasca conditia de rezistenta si stabilitate fiind in acelasi
timp solutii economice. Pentru a indeplini conditia de stabilitate este necesara utilizarea
calculului geometric neliniar care ia in calcul influenta modificarii geometriei structurii,
sub actiunea incarcarilor, asupra raspunsului structurii. Principalele tipuri de calcul
geometric neliniar utilizate in analiza structurilor civile sunt: calculul de ordinul II; calculul
de stabilitate; calculul structurilor cu deplasari mari.

Primul studiu asupra stabilitatii barelor drepte supuse la compresiune este realizat de
Euler in anul 1744 [1], care se bazeaza pe forma simplificatd a curburi in ecuatia fibrei
medii deformate. Prin rezolvarea ecuatiei fibrei medii deformate scrisd pe forma
deformatd a barei comprimate si aplicarea conditiilor la limita, Euler determina forta
criticd de pierdere a stabilitatii. in anul 1773, Lagrange [2] stabileste limitele relatiei lui
Euler, prin utilizarea expresiei exacte a curburii in relatia fibrei medii deformate.

In general stabilitatea unei bare comprimate depinde de: natura materialului,
dimensiunile sectiunii transversale, lungimea barei si tipul constrangerilor aplicate la
capetele barei. Relatia lui Euler nu ia in calcul imperfectiunile structurale si geometrice
ale barei comprimate si faptul ca forta de compresiune nu este aplicata perfect centric.
De aceea, in practica se folosesc coeficienti de siguranta la flambaj care iau in calcul
aceste imperfectiuni.

Deoarece cedarea unui element comprimat datorita fenomenului de flambaj este o
cedare fara avertizare, calculul de stabilitate al barelor comprimate este foarte important
in contextul cresterii rezistentei materialelor si zveltetii elementelor care se utilizeaza in
prezent in practica. Pentru mari forta critica e pierdere a stabilitatii pentru o bara dreapta
comprimata se poate optimiza forma barei in lungul barei astfel incéat forta critica sa
creasca.

Optimizarea barelor drepte solicitate la compresiune este un proces complex prin care
in urma modificari diferitilor parametri ai barei, se pot obtine solutii noi care sa utilizeze
mai rational materialul. Deoarece rezistentele materialelor au crescut in ultimii ani, in
practica apar tot mai des bare care au sectiuni transversale mici si lungimi mari, rezulta
ca optimizarea formei barelor pentru cresterea sarcinii de pierdere a stabilitatii devine
foarte importanta in cazul calculului structurilor. Pentru a mari sarcina critica de pierdere
a stabilitatii, se pot modifica sectiunile transversale a barei in lungul barei astfel incat
sarcina de pierdere a stabilitatii sa creasca, iar fenomenul de flambaj sa fie evitat.

in cele ce urmeaza, este descris un model de optimizare in cazul unei bare drepte
articulata la un capat si rezemata la celalalt capat, la care se urmareste cresterea sarcinii
de pierdere a stabilitatii prin modificarea sectiuni transversale a barei la mijloc cand
dimensiunile sectiunilor transversale la capetele barei raman constante sau aria sectiunii
transversale de la capete este fixata. Procesul de optimizare se opreste in momentul in
care cu forta critica de pierdere a stabilitati este egald cu forta capabila a barei.
Geometria barei este prezentata in figura 4.1-a,b, unde se poate observa ca sectiunea
transversala a barei variaza la mijloc iar sectiunile transversale de la capete sunt
constante. In procesul de optimizare se fixeaza aria sectiunii transversale de la capetele
barei si in functie aceasta se calculeaza diametrele exterior si interior la capete barei si
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mijlocul barei. Se modifica diametrul exterior de la mijlocul barei, pana cand tensiunea
din interiorul barei, devine egala cu tensiunea de proportionalitate a materialului din care
este confectionata bara. Procesul iterativ de modificare a diametrului exterior de la
mijlocul barei si evaluarea fortei critice de pierdere a stabilitatii se opreste in momentul
in care se atinge forta capabila a barei. In procesul de optimizare descris, se observa ca
forta critica depinde doar de diametrul exterior de la mijlocul barei care este in acest caz
variabila de proiectare.

Modelul de bara care poate fi considerat in procesul de optimizare poate fi unul
general, la care constrangerile aplicate la capetele barei pot fi aplicate cu arcuri elastice
[3], sau un model de bara la care constrangerile aplicare la capetele barei sunt ideale,
cazul cand rigiditatile arcurilor elastice sunt infinite. Modelul folosit in aceasta lucrare,
pentru optimizarea barelor comprimate, este modelul cu constrangeri ideale aplicate la
capetele barei.

v.lh

Fig.4.1. Modelul barei cu sectiune variabila la mijloc supusa la compresiune cu
constrangeri ideale.

Pentru a determina valoarea fortei critice de pierdere a stabilitatii pentru bara dreapta
din figura 4.1 fost realizat un program de calcul in mediul Matlab care sa determine
valoare fortei critice de pierdere a stabilitati P, cand diametrul de la mijlocul barei
variaza, pana cand forta critica devine egala cu forta capabila a barei.

Pentru a determina forta critica P, se creeaza un element finit [4], [5] pentru bara
dreapta pentru a rezolva problema de stabilitate. Elementul finit pentru calculul la
stabilitate a barei drepte, este descris in lucrarea [3] si modeleaza campul deplasarilor
transversale sub forma unui polinom algebric de forma:

v(x) = apx? + ayx* + agx® + agx® + a;0x° + a;,x12. (4.1)

Momentul de inertie al barei este variabil in lungul barei si se determina folosind functia
de interpolare:

[ l l [ 4.2
X+5 +4((]2_]1)_1_3) X+5 X+5 X+5 (4.2)

Ix)=L|1- > > ] ]
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unde,

-I; = I3 sunt momentele de inertie ale sectiunilor transversale de la capetele barei
drepte;

-I, este momentul de inertie al sectiuni transversale de la mijlocul barei care variaza
n procesul iterativ de optimizare a formei barei drepte.

Din relatia 4.2., rezulta ca functia de interpolare pentru momentele de inertie, este o
functie care are o variatie parabolica.

Problema de calcul la stabilitate conform lucrari [3], scrisa sub forma matriceala,
devine o problema de vectori si valori proprii care se exprima sub forma:

([K] + A[Ky]){v} = {0} (4.3)
unde,
[K] — este matricea de rigiditate a barei
[K,] — este matricea de rigiditate geometrica a barei.

Dupa rezolvare se obtine vectorul {A} care contine valorile proprii A; $i 0 matrice care
contine vectorii proprii {v;} corespunzatori. Valoarea minima A, reprezinta factorul critic
de pierdere a stabilitatii, iar {v,} corespunzator este forma de pierdere a stabilitatii

Pentru determinarea valori fortei critice de pierdere a stabilitatii cand diametrul de la
mijlocul barei variaza, mai jos este prezentat programul in cod Matlab care calculeaza
valoarea fortei critice de pierdere a stabilitatii pentru bara cu sectiune variabila.

fprintf('\nStabilitatea la compresiune a barelor dublu articulate\n\n')
clear

% grad polinom de interpolare deplasari transversale
gradp = 10;

% Lungimea barei (m)

L=8;

E =2.1e8; % kN/m2

% Aria impusa sectiunilor in lungul barei (m2)

A =0.0131947;

fy=355000; % kN/m2

% Diametrul impus la mijlocul deshiderii (m)
Dm=.334;

% Diametrul impus la capetele barei (m)
D0=.150;

% Forta capabila (kN)

Ncap=A*fy;

% Diametrul interior la mijloc bara
dm=sqrt(-4*A/pi+Dm"2);

% Moment de inertie al sectiunii la mijloc bara
Im=pi*(Dm"4-dm”"4)/64;

% Diametrul interior la capat bara
dO=sqrt(-4*A/pi+D0"2);

% Moment de inertie al sectiunii la capat bara
10=pi*(D0"4-d0"4)/64;

I =110 Im 10];

syms x real

XX=X+L/2; % origine la L/2

%Functia de interpolare a rigiditatii de incovoiere
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EI=E*(1(1)*(1-xx/L)+4*(1(2)-1(1)/2-1(3)/2)*xx/L*(L-xx/L)+1(3)*xx/L);
%Functiile de interpolare pentru campul deplasarilor transversale pe bara
Fi=[x"2 x4 x"6 x"8 x"10 x"12];

F=Fi(1:gradp/2);

N=subs(F,L/2)-F;

disp(‘functiile de iterpolare’);

disp(N")

S=diff(N);

% matricele de rigiditate

kg=int(S"*S,-L/2,L/2);

ks=int(N*N/El,-L/2,L/2);

%Trecerea din calculul simbolic in calculul numeric
kgn=double(subs(kg));

ksn=double(subs(ks));

% Vectorii si valorile proprii

[vp,Vp]=eig(kgn,ksn);

% Forma de pierdere a stabilitatii

fp=N*vp(:,1);

% Forta critica

QT0=Vp(1,1);

fprintf(\n DO dO0O Dm dm  Fcr Ncap\n’)
fprintf('%8.3f%8.3f%8.3f%8.3f%10.2%10.2f\n',[DO dO Dm dm QTO Ncap])
% Momente din Q=QTO0 excentrica

Mx=fp*QTO;

% Momente din incovoiere

Mi=-EI*diff(fp,2);

% Reprezentarea grafica

figure(1); clf; hold on;

fplot(El,[-L/2 L/2],'k");

plot([-L/2 L/2],[0 O]);grid

title("Variatia sectiunii (EI)");

xlabel('x"); ylabel('l")

figure(2); clf; hold on;

fplot(fp,[-L/2 L/2],'k");

plot([-L/2 L/2],[0 0]);grid

title('Forma de pierdere a stabilitatii);

xlabel('x"); ylabel('fp")

figure(3); clf; hold on;

fplot(Mx,[-L/2 L/2]);

fplot(Mi,[-L/2 L/2]); plot([-L/2 L/2],[0 0]);grid
titte('Momente');

xlabel('x");

ylabel('M")

legend('din excentricitate','din incovoiere','Location’,'NorthEastOutside")
figure(4); clf; hold on;

fplot((Mx-Mi)/subs(Mx,0),[-L/2 L/2]);

plot([-L/2 L/2],[0 O]);grid

title('Eroarea (Mx-Mi)/Mx(L/2)";

xlabel('x");

ylabel('M")

Pentru a exemplifica modul de aplicare a procesului de optimizare a formei barelor
drepte comprimate cu constrangeri dimensionale la capete, in continuare, se determina
forta critica de pierdere a stabilitatii pentru o bara cu sectiune constanta. Dupa care se
determina forta critica de pierdere a stabilitatii pentru o bara cu o forma optimizata la
care momentul de inertie de la mijloc creste. Exemple de bare la care se poate optimiza
forma sectiunii transversale pentru a creste sarcina de pierdere a stabilitatii sunt
prezentate in fig.4.2.
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Se considera o bara cu sectiune inelara constanta in lungul barei, figura 4.3.a, care
este executata din otel S355 conform cu SR EN 1993-1-1:2006 [7] care are urmatoarele
caracteristici mecanice si geometrice:

-tensiunea de proportionalitate 0,=355 MPa;

-rezistenta ultima fu=510 MPa;

-modulul de elasticitate longitudinal E=210000 MPa;

-modulul de elasticitate transversal G=81000 MPa;

-coeficientul de contractie transversala Poisson v=0.3;

-lungimea barei este [=8000mm,;

-diametrul exterior al barei este Do=230mm;

-diametrul interior al barei este do=190mm;

Fig.4.2. Solutii constructive pentru cresterea fortei critice de pierdere a stabilitatii la
barele de la grinzile cu zabrele utilizdnd bare cu sectiune variabila P, > P; .

Caracteristicile geometrice si inertiale ale sectiunii transversale sunt:
-Aria sectiunii transversale pentru bara dreapta este:

D¢ md3 (4.4)

A=—2—-—"=13194,68915mm?>.
2 2 3194,68915mm

-Momentul de inertie axial al sectiunii transversale pentru bara dreapta este:
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Dy mdg 4 (4.5)
= lnin = lo = —* = = = 73395458, 37mm"

Pentru a determina forta critica de pierdere a stabilitatii trebuie calculat coeficientul de
zveltete 4,, care delimiteaza zona de flambaj elastic de zona de flambaj plastic. Din
conditia ca tensiunea in sectiunea transversald sa fie egald cu tensiunea de
proportionalitate o,, rezulta:

Fy 7-’-'Z'E'Imin n?-E

PA I7-A Ao°

<n2 ) E>1/2 (4.6)

Op

10:

<3,142 - 210000
AO =

1/2
T > ~ 76(pentru otel S355).

Coeficientul de zveltete al barei cu caracteristicile definite in 4.4 si 4.5 este:

= 1L asgmms L = 1 = 8000mm: 4 = 2 = 2290 _ 10796
PE AT ooy = = ST A = = Ty sg T e (4.7)

Se poate observa ca 1 > A, rezulta ca bara se afla in domeniul elastic, deci se poate
aplica relatia lui Euler pentru calculul sarcinii critice de pierderea stabilitatii.

2 E - Iy 4.8
Fer set ot = l—z"”" = 2376,885456kN; (4.8)
f

Forta capabila a barei se determina din conditia ca tensiunea care se dezvolta in
interiorul barei sa fie tensiunea de proportionalitate o,,.

Foap = Ao, = 4684,115kN; (4.9)

Raportul dintre forta capabila a barei la compresiune si forta critica de pierdere a
stabilitatii barei drepte comprimate este:

Fap 4684115 Lo7. (4.10)
Fersctce 2376885 77

Pentru optimizarea formei barei prezentate in fig.4.3.b se parcurg urmatori pasi:

1. Se fixeaza aria sectiunilor transversale de la capete 4, arie care devine referinta si
va fi constanta pe durata procesului de optimizare, deci pe cale de consecinta si volumul
barei ramane constant de-a lungul procesului iterativ de optimizare V = Al.

2. Se calculeaza diametrele exterioare si interioare ale barei la capete si mijloc n
functie de aria de referinta A.

-aria de referinta
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Ares = A = 13194,68915mm?; (4.11)

- diametrul exterior si interior la capetele barei, momentul inertie I,:

4A
Dy = 150mm;d, = |D§ — :f = 75,5mm;
412
=28 T s gmm -
°T64 64 e
- diametrul exterior si interior la mijlocul barei, momentul inertie 1,,,(D,,):
D,, = variabil ;
valoari de start — D,, = 310mm;d,,, = |D2 — Tref = 307,4mm; (4.13)

D}  mdp,

1 1 = variabil.

Im(Dm) =

3. Prin cresterea diametrului exterior D,,, forta critica de pierdere a stabilitatii creste pe
masura ce momentul de inertie al sectiunii transversale de la mijlocul barei creste.

4. Procesul iterativ de modificare a lui D,,,, se opreste in momentul in care forta critica
de pierdere a stabilitatii este egala cu forta capabila a barei ., = F.4, = 0,4 .

5. In cazul de fatd au fost necesare 5 iteratii pentru a determina diametrul maxim
Dy, max al barei la mijloc, pentru care conditia de stop a procesului iterativ a fost
indeplinita.

In concluzie, daca diametrul la capetele barei este impus sau aria Ay , S€ poate
obtine F,,. = F.4,, prin adoptarea unei legi de variatie a sectiunii in lungul barei in asa fel
incat aria 4,.; a sectiunii transversale s& nu se modifice. In cazul de fatd se modifica
numai momentul de inertie I,,,.

n urma rul&rii programului de calcul Matlab pentru determinarea sarcinii critice, pentru
valori crescatoare ale diametrului de mijlocul barei D,,, se obtin datele rezultate in urma
procesului iterativ, care sunt prelucrate cu programul Matlab prezentat in continuare.

%Program pentru determinarea diametrului maxim la mijloc bara in procesul de optimizare
%pentru care Fcr=Fcap
Fcr=4684;
% Dm dm Fcr
vi =[0.310 0.282 4019.25

0.320 0.293 4294.68

0.325 0.298 4435.59

0.330 0.303 4578.63

0.335 0.309 4723.81];
fprintf(\n Dmax d Fcr\n’)
fprintf('%6.3f %6.3f %8.2f\n',vi")
figure(1);clf;hold on
title('Forta capabila a barei Fcap=4684kN")
plot(vi(:,1),vi(:,3),'r",'LineWidth',2)
xlabel('Dmax mijloc bara")
ylabel('Fcr')
grid
plot(vi(:,1),vi(:,3)*0+Fcr,'b','LineWidth’,2)
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Pentru a evidentia variatia diametrului de la mijlocul barei D,, precum si a fortei critice
pe parcursul procesului de optimizare a formei, ele sunt prezentate in tabelul 4.1 de mai
jos. Indeplinirea conditiei de stop a procesului iterativ si determinarea diametrului maxim
Dnax =333,6mm prin interpolare, este prezentata in graficul in fig.4.3.c.

Tabelul 4.1
Diametrul exterior Diametrul interior Forta critica (kN) Forta capabila(kN)
mijloc bara (mm) mijloc bara(mm)
310 282 4019.25 4684
320 293 4294.68 4684
325 298 4435.59 4684
330 303 4578.63 4684
335 309 4723.81 4684
Determinarea lui Dmax din conditia Fcr=Fcap
4800 -
4700, o o o /;
4600
g 4500
Q.
8 4400
LI_.
b
% 4300
4200
4100
4000 1 1 1 1 1
310 315 320 325 330 335

Dm mijloc bara(mm)

Fig.4.3.c Grafic pentru determinarea diametrului maxim de la mijlocul barei din
conditia F = Fqp.
Pentru a determina variatia diametrului exterior D(x) interior d(x) si grosimii peretelui
t(x) in lungul barei, cand se cunosc aria sectiunii transversale A care este aria de
referintad si variatia momentului de inertie I(x), se aplica relatiile de mai jos [8].

d(x) = kD (x);

D (x)* (4.14)

2
_ D& ey = (1 - k*;

4 64

D(x) = \/W;d(x) — 8[()6) _E ;t(x) _ D(X) - d(x).
fopt T A TT 2
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PCI'
3
Fy
A-A
da P
PV
(%) A A
b A 1
2%
/
! E ' 5 4
t ¥ JZ b
- Vl_ ¥
X 1
Fig.4.3.a Bara cu sectiune constanta. Fig.4.3.b Bara cu sectiune variabila.

Principalele concluzii care se desprind in urma procesului de optimizare sunt:

+ conform relatiei 4.10 rezultd ca forta criticd in cazul barei cu forma optimizata
Fer st opt = Feap €St€ de 1,97 ori mai mare decat forta critica a barei cu sectiune
constanta F,, . ., la acelasi volum de material utilizat.

* prin optimizarea formei barei cu sectiune constantd se obtine o distributie mai
eficienta si rationala a materialului prin marirea diametrului D,,, de la mijlocul barei.

Studiul optimizari cu modelul prezentat in 4.4 este dezvoltat pe larg in lucrarea [3] , Tn
care este prezentat detaliat modelul pentru optimizarea formei geometrice a barelor
comprimate si in cazul in care constrangerile la limitd aplicate barei sunt elastice. in
lucrarea [3] barele sunt considerate cu sectiunea transversala inelara si cu grosimea de
perete variabila.

In lucrare [9], este studiatd cresterea fortei critice de pierdere a stabilitatii pentru o
bara la care momentul de inertie variaza in lungul barei: triunghiular-fig.4.4.a,sinusoidal-
fig.4.4.b, parabolic-fig.4.4.c si sinusoidal -fig.4.4.c. Momentele de inertie in lungul barei
se considera pentru toate aceste variatii, /, la capete si 41, la mijloc. Dupa determinarea
sarcinilor critice de pierdere a stabilitatii in toate aceste cazuri, se constata ca forma
optima de bara pentru care cresterea fortei critice este cea mai mare, in raport cu forta
critica a barei cu moment de inertie contat [, este forma parabolica.

Fig.4.4.a. Bara la care momentul de inertie variaza triunghiular in lungul barei.
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avd

Fig.4.4.b. Bara la care momentul de inertie variaza sinusoidal in lungul barei.

/ /

Fig.4.4.c. Bara la care momentul de inertie variaza parabolic in lungul barei.

/ 7

Fig.4.4.d. Bara la care momentul de inertie variaza trapezoidal in lungul barei.

In capitolul care urmeaza, este prezentat un studiu parametric al barei comprimate, la
care prin modificarea momentele de inertie ale barei pe anumite regiuni ale barei se
obtine o crestere a sarcinii critice de pierdere a stabilitatii. Studiul este realizat pentru
diferite conditii cinematice aplicate la capetele barei comprimate, pentru care rezulta
forme optime ale bare in lungul ei pentru preluarea unor forte critice mai mari, n raport
cu cazul barelor cu sectiune constantd. Rezultatele devin importante in cazul barelor
care trebuie consolidate pentru a prelua forte de compresiune mari, iar structura nu poate
fi demontata pentru a fi inlocuitd bara la care forta de compresiune a crescut datorita
modificari incarcarilor pe structura. In aceste cazuri se determina pozitia pe bara, unde
pot fi montate mansoanele de consolidare precum si dimensiunile acestora. in cazul
utilizarii mansoanelor pentru marirea fortei critice, trebuie mai intai verificate capetele
barei, daca au arii suficiente pentru a prelua noua forta critica, care este transmisa prin
bara, astfel incat g, sa nu fie depasit.
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4.2.Modelul teoretic de pierdere a stabilitatii barei drepte comprimate cu
sectiune constanta si variabila in trepte cu diferite conditii la limita

in cazul lucrérilor de reabilitare si consolidare a structurilor, este necesar sa fie
modificata sectiunea elementelor, astfel incat structura, sa poata prelua si transmite la
teren noile incarcari. in cazul elementele zvelte solicitate la compresiune, pentru a mari
incarcarea critica, se pot realiza mansoane cu forma complexa de o anumita lungime,
care sa fie sudate pe bara in anumite regiuni ale barei [9], [10], [11]. Pentru a determina
cu cat creste forta axiala care se transmite printr-o bara comprimata, datorita variatiei
sectiunii transversale, se realizeaza un studiu teoretic si numeric pentru 4-patru tipuri de
modele de bara.

in continuare se prezintd 4-patru tipuri de modele teoretice de calcul la stabilitate
pentru cazurile cele mai importante intalnite in practica. La fiecare tip de model, in primul
caz este prezentat modelul pentru bara cu sectiune constanta, dupa care este prezentat
modelul parametric pentru bara cu sectiune variabila in trepte. Pentru o analizd
comparativa a rezultatelor obtinute pentru cele 4-patru tipuri de modele, se face o
comparatie a fortelor critice, in cazul barei cu sectiune constanta si in cazul cand bara
prezinta o variatie in trepte a sectiunii transversale.

Ipotezele simplificatoare care sunt utilizate la realizarea celor 4-patru tipuri de modele
teoretice sunt:

» materialul din care este confectionata bara este continu omogen si izotrop;
» materialul are comportare liniar-elastica;
+ deformatiile barei sunt mici, deci se poate utiliza expresia aproximativa a curburii;

« este valabila ipoteza lui Bernoulli — sectiunile plane ale barei, care sunt normale pe
axa barei inainte de aplicarea incarcarii pe bara, raman plane si normale pe axa si dupa

ce bara a fost incarcata;

-fortele sunt aplicate static.

4.2.1.Cazul barei articulat-rezemata cu sectiune constanta-(cazul C1)

Pentru bara din figura 4.5. articulat-rezemata se determina forta critica P, la care
bara paraseste pozitia de echilibru rectilinie si trece intr-o alta configuratie de echilibru.
Sectiunea transversala a barei este constanta in lungul barei.

Pentru o sectiune curentd a barei, expresia de variatie a efortului sectional de
incovoiere pe forma deformata este:

(4.15)
M(x) = P-v(x);

Din ecuatia diferentiala a fibrei medii deformate aproximativa rezulta:
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dv _ M(x) P-v_d2v+P-v_O_d2v+k2 —O'kZ—P
dxz  El  El 'dxz ' EI U dxZ == (4.16)

Solutia ecuatiei diferentiale de ordinul Il omogena si cu coeficienti constanti (4.16)
este:

) (4.17)
v(x) = C; sin(kx) + C, cos(kx).

Ay
| B

vy

; Primele 3 deformate modale si valorile proprii

-Pcr2=4*pP*EIL?
-Per3=9*pfElL?

| | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fig.4.5 Deformatele modale corespunzatoare modurilor 1,2 si 3 caz C1.

Constantele de integrare se determina din conditiile de existenta a formei deformate
ca forma de echilibru:

x=0-v(0)=0-v(0)=C, > C, =0;
(4.18)
x=1-v{l)=0-v(l) =C;sin(kl) - C; # 0 —» sin(kl) = 0;

nm
kl=nm;n = 1,2,...;k=T.

Deoarece constanta C; ramane nedeterminata, rezultd ca forma deformata a barei
prin incovoiere este o sinusoida care pentru n = 1,2,3 si (; = 1 are urmatoarele expresii:

Py m2El o mx
n=1kl=mn-k? =%—>Per1 =l—2;v1(x) =sm(T),
. Pera Am2E] - 2mx (4.19)
n=2;kyl =2m > k3 =E—>Pcr1 =l—2;v2(x) = sm(T),

P 9m2El 3mx
n=3;k;l =31 > k3 = ];_7_> P = 7 v3(x) = sin(T).

Din relatiile (4.19) si figura 4.5 se poate observa ca P, creste, prin aplicarea unor
constrangeri transversale barei, pentru modurile superioare de pierdere a stabilitatii.
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4.2.2.Cazul barei articulat-rezemata cu sectiune variabila in trepte-(cazul C2)

Pentru bara articulatéd-rezemata din fig.4.6. cu variatie de sectiune in trepte, se
determina valoarea fortei critice P.,.. Datorita simetriei analiza a fost realizata pe jumatate
din bara, aplicand conditiile la limita corespunzatoare in axa de simetrie.

v
Fig.4.6 Bara articulat-rezemata cu variatie in trepte a sectiunii transversale.

Pe primul tronson cu modulul de rigiditate ET intr-o sectiune curenta expresia de
variatie a efortului sectional de incovoiere este:

My (x) = P - vy (x). (4.20)

Pe al doilea tronson cu modulul de rigiditate k,.EI intr-o sectiune curenta expresia
efortului sectional de incovoiere este:
(4.21)
M (x) = P - v, ().

Ecuatiile diferentiale ale fibrei medii deformate aproximative pe cele doua intervale
sunt:

d?v, My (x) d?vy, P-v, P 2

dx> =~ Bl a2 TE _O'E_(k‘/k_r) ’
dsz _ Mtz(.x) ] dzvz n P- %) —0 P _ kz (422)
dx?2  k,.El 'dx?  k.El k.El

Solutiile ecuatiilor diferentiale de ordinul Il omogene si cu coeficienti constanti pe cele
doua tronsoane sunt:

(4.23)
vi(x) =C sin(k\/k_rx) + C, cos(k\/k_rx) ; V5 (x) = Cs sin(kx) + C4 cos(kx).
Derivatele acestor functii se determina cu relatiile:
vi(x) =C; k\/k—rcos(k\/k—rx) - Czk\/k_r sin(k\/k—rx); (4.24)
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vy(x) = C3k cos(kx) — C4 ksin(kx).

Constantele de integrare se determina din conditiile de existenta a formei deformate
ca forma de echilibru:

x=0-v,(00=0-C, =0;
x =1+ kL, + kD = fngx
fnax = Cssin(k(L+ kD)) + C4 cos(k(l + k;1));
x =Lv (D) =v(D);
C; sin(k\/k—rl) = C5 sin(kl) + C, cos(kl); (4.25)
x = Lvi() =vy);
Cy kyJkrcos(k\[k,l) = C3k cos(kl) — C, ksin(kl) ;
x =1+ kLvi(l+ k) = 0;
Csk cos(k(l + k;1)) — Cy ksin(k(l + ;1)) = 0.

Necunoscutele sistemului de ecuatii (4.25) sunt Cy, C,, C3, Cy Si frnax . Sistemul de
ecuatii omogen (4.25) are solutii nebanale, daca determinantul coeficientilor este zero.

0 sink(L+kl) cosk(l+kl) -1
oin (i) ikl —eoskl 00y (4.26)
JVkrecos (k/k.D) —coskl sinkl ol
0 cosk(l+ Kkyl) —sink(l+Kkl) O

Solutiile ecuatiei transcendentale obtinute prin dezvoltarea determinantului, pentru
k, = 4 sik; = 1, se determina in Matlab [12] folosind limbajul simbolic:

clear

%Bara articulata rezemata analizata prin simetrie

syms X

%kl=x

kr=4:kl=1;

A=[ 0 sin(x*(1+kl)) cos(x*(1+kl)) -1
sin(x*sqrt(kr)) -sin(x) -cos(x) O
sgrt(kr)*cos(x*sqrt(kr)) -cos(x) sin(x) O
0 cos(x*(1+kl))  -sin(x*(1+kl)) O];

d=det(A);

solve(d)

Solutiile ecuatiei transcendentale sunt:
pil2=1.57

acos(6”(1/2)/3)= 0.6155
-acos(67(1/2)/3)= -0.6155

Pentru a determina forta critica in continuare se considera solutia cu valoarea minima
kl = 0.6155.

Forta critica de pierdere a stabilitatii pentru k, = 4 si k; = 1 este:
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P 2
T (k)" = 4k% k, = 4; kl = 0,6155; (kl)? = 0,37884025;
rz P = 0,37884025 P  0,37884025
"~ 4EI'T 12 "4E] 12 ’ (4.27)
0,37884025 - 4EI  1,515361-EI  0,15369 - 2 - EI
or = 12 = 12 = 12 ,
2 - El w2 - El

P, = = .
" 6,5064 12 (2,5507 - 1)2
Forta critica de pierdere a stabilitatii pentru bara cu sectiune in trepte devine:

b
2(1+k) 4’ (4.28)

w? - El
Pcr_bara_sect_var_trepte = (0,6376 - lb)z'

lb = 2l(1 + kl);l =

Forta critica de pierdere a stabilitatii bara cu sectiune constanta este:

n? - El
Per_sect_constanta = W (4.29)

Raportul dintre forta critica la bara cu sectiunea in trepte si forta critica la bara cu
sectiunea constanta este:

Pcr_bara_sect_var_trepte _ 7T2 " El . (lb)z
Pcr_sect_constanta (0;6376 ’ lb)z 2 - El

= 2,4592. (4.30)

Pentru diferite valori ale raportului dintre lungimea zonei cu moment de inertie 41 si
lungimea zonei cu moment de inertie |, in fig.4.7. este prezentata variatia raportului dintre
forta criticd pentru bara cu sectiune variabild in trepte si bara cu sectiune contanta .

Raportul dintre forta critica bara cu sectiune
variabila in trepte si bara cu sectiune constanta

pt

e /Pcr_sect_constanta

4,000
3,333 3,694

4,000 2,459
1,767
=88
75 1

0,000

0,33 0,5 0,66 0,

Raportul dintre lungimea din bara cu moment de
inertie 41 si lungimea din bara cu moment de inertie |

Fig.4.7.

Pcr bara sect var tre
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4.2.3.Cazul barei libera-incastrata cu sectiune constatata-(cazul C3)

Pentru bara din fig.4.8. incastrata la un capat si libera la celalalt capat, se determina

sarcina critica de pierdere a stabilitatii P, considerand sectiunea transversala a barei
constanta in lungul bare.

Pentru o sectiune curenta expresia de variatie a momentului de incovoiere este:

4.31
M(x) =P -v(x); ( )
Din ecuatia diferentiala a fibrei medii deformate aproximativa rezulta:
dv _ M(x) P-v_dzv_l_P-v_O_
dx> El ~  El 'dx*  EI "
v , P (4.32)
ﬁ +kcv=0;k° = E

vi

A

Primele 3 deformate modale si valorile proprii

0.5

fp1(x)=sin((pi*x)/(2*L))-Pcr1 =pi2*EI/(4*L2)

p2(x)=sin((3*pi*x)/(2*L))-Pcr2=9*pP*El/(4*L2)
= fp3(x)=sin((5"pi*x)/(2*L))-Pcr3=25"pf *EN(4*L?)
4 | | | | | I | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

-0.5

Fig.4.8. Deformatele modale corespunzatoare modurilor 1,2 si 3 caz C3.
Solutia ecuatiei diferentiale de ordinul Il omogena si derivata ei este:

. _ (4.33)
v(x) = C; sin(kx) + C, cos(kx); v'(x) = kC, cos(kx) — kC, sin(kx).

Constantele de integrare se determina din conditiile de existenta a formei deformate
ca forma de echilibru:
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x=0-v(0)=0-v(0)=C, »C, =0;
x=1-v'({)=0-v"(1) = kC, cos(kl) =0;

(4.34)
kC; # 0 — cos(kl) =0;
2n+1 2n+1
kl =¥;Tl = 0,1,...;k 2%.

Deoarece constanta C; ramane nedeterminata, rezulta ca forma deformata a barei
prin incovoiere pentru n = 0,1,2 si C; = 1 are urmatoarele expresii:

—n =0kl _%_) k% =%_)Pcr1 =%;v1(x) = Sin(%);
_n_l;kzl_g_n_’kg=@—>Pcrz=9n—2m;vz(x)=sin<gix>i 35
2 El 412 T
—n=2;k3l_5_n_)k§:@_) cr3:25n—2E1;U3(x):Sin(5£)'

2 ET 412 T

Din relatiile (4.35) si figura 4.8. se poate observa ca P, creste, prin aplicarea unor
constrangeri transversale barei, pentru deformatele modale din modurile superioare de
pierdere a stabilitatii.

4.2.4.Cazul barei libera-incastrata cu sectiune variabila-(cazul C4)

Pentru bara libera la un capat si incastrata la celalalt fig.4.9, cu variatie de sectiune in
trepte se determina valoarea fortei critice P, .

Fig.4.9 Bara libera - incastrata, cu variatie in trepte a sectiunii transversale.

Pe primul tronson cu modulul de rigiditate EI, intr-o sectiune curenta, expresia de
variatie a momentului de incovoiere este:

4.36
My (x) = P+ (fy — v1(x)). ( )

Pe al doilea tronson cu modulul de rigiditate k,.E1, intr-o sectiune curenta, expresia de
variatie a momentului de incovoiere este:
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4.37
Myp(x) = P+ (fi — v2(x)). ( )

Ecuatiile diferentiale ale fibrei medii deformate aproximative pe cele doua intervale
sunt:

dzvl(x) Mtrl(x) d2171(x) P- 171(X) P- f1 P 2
dx? ~  EI ' dx? + El  EI 'EI (\/k—rk) .
dZ‘Uz(x) _ Mtrz(x) ) d2v2(x) + P - vz(x) B p- fl k2 )2 (438)
dx2 ~  EI ' dx? k.El ~ kEI’ "  kEI

Solutiile ecuatiilor diferentiale de ordinul Il neomogene si cu coeficienti constanti sunt:

v1(x) = v10(x) + v1p(x) = G sin(k\/k_rx) +C, cos(k\/k—rx) + fuvip(x) = f1;

(4.39)
V2(X) = v30(x) + v2p(x) = C3sin(kx) + C4 cos(kx) + f1;v25(x) = fi.
Derivatele acestor functii sunt:
v (x) =C, k\/k—rcos(k\/k—rx) - Czk\/k_r sin(k\/k—rx) ; (4.40)

vy(x) = C3k cos(kx) — C, ksin(kx).

Constantele de integrare se determina din conditiile de existenta a formei deformate
ca forma de echilibru:

x=0->v=(H->0G+fi=fi->C=0;
x =Lv,(D) =v,(D;
Cy sin(ky/kel) — C3sin(kl) — Cy cos(kl) + f; — f; = 0
x =Lv(1) = fa;
Cssin(kl) + Cocos(kD)+ fi —f, =0
x = L) = vs(D); (4.41)
C1 kyJkercos(k\[ke,1) — Csk cos(kl) + Cy ksin(kl) = 0
x =14kl v,(L+ k1) = 0;
Cs sin(k(l + k1)) + Cy cos(k(L+ kD) + f, = 0;
x =1+ kL vy(L+ k1) = 0;
Csk cos(k(l + k1)) — Cy ksin(k(l + k1)) = 0.
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Necunoscutele sistemului (4.41) sunt Cy,C,, C3,Cy, f; Si f, .Sistemul de ecuatii
omogen (4.41) are solutii nenule, daca determinantul coeficientilor este zero.

g sinkl(1+k;) coskl(1+k) 1 0
. coskl(1+k;) —sinkl(1+k;) 0 O 4.42
sinkly/ky —sinkl —coskl 0 0|=0. (4.42)
0 sinkl coskl 1-1
\/k—rcoskl\/k_r —coskl sinkl 0 0

Dupa dezvoltarea determinantului din ecuatia (4.42) se obtine o ecuatie
transcendentala care se rezolva in Matlab [12] folosind limbajul simbolic:

%Bara incastrata-capat liber
clear ;syms x ;kr=4;kl=1,;

A=[ O sin(x*(1+kl))  cos(x*(1+kl)) 1 0
0 cos(x*(1+kl)) -sin(x*(1+kl)) O 0

sin(sqrt(kr)*x) -sin(x) -cos(X) 0 0
0 sin(x) cos(X) 1 -1

sgrt(kr)*cos(sqrt(kr)*x)  -cos(x) sin(x) 0 0];

d=det(A);solve(d)

Solutiile sunt:

pi/2=0.7854

acos(6”(1/2)/3)=0,6155
-acos(67(1/2)/3)=-0,6155

Forta critica de pierdere a stabilitatii pentru k, = 4 si k; = 1 este:

p 2
77 = (kke) = 4k? k. = 4kl = 0,6155; (kI)? = 0,37884025;
K= e 0,37884025 P  0,37884025 (4.43)
T4EI’T T 12 "4El 12 ’
, _ 1515361 El _ 0,15369 n?-El  w*-El _ m’-El
cr = 12 B 12 T 6,5064- 12 (2,5507 - )%

Forta critica de pierdere a stabilitatii pentru bara cu sectiune in trepte devine:

lb lb 7'[2 -El
lb = l(l + kl);l = (1 + kl) = E; Pcr_bara_sect_var_trepte = (1'27535 i lb)z. (444)

Forta critica de pierdere a stabilitatii pentru bara cu sectiune constanta este:

n? - El
Pcr_sect_constanta = W (4.45)

Raportul dintre forta critica la bara cu sectiunea in trepte si forta critica la bara cu
sectiunea constanta este:
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2. 2
P cr_bara_sect_var_trepte e El (2lb)

= . = 2,4592. 4.46
Pcr_sect_constanta (1»27535 ) lb)z n?-El ( )

Pentru diferite valori ale raportului dintre lungimea zonei cu moment de inertie 41 si
lungimea zonei cu moment de inertie |, in figura 4.10 este prezentata variatia raportului
dintre forta critica pentru bara cu sectiune variabila n trepte si bara cu sectiune contanta.

425.C

Raportul dintre forta critica bara cu sectiune
variabila in trepte si bara cu sectiune constanta

e 2333 3,604 000
S 4,000 .
s < 2,459
1§ 3000 1,767
g2 2,000
I o
5 O 1,000
o
® 9 0,000
S o 0,33 0,5 0,66 0,75 1
CU S
28
D’C_; = Raportul dintre lungimea din bara cu moment de inertie 41

si lungimea din bara cu moment de inertie |
Fig.4.10

azul barei incastrata glisant-incastrat cu sectiune constanta-(cazul C5)

Se considera bara din figura 4.11. care este incastrata glisant la un capat si incastrata
la celalalt capat, pentru care se determina sarcina critica de pierdere a stabilitatii P.,.
Sectiunea transversala a barei este constanta in lungul barei.

2

1.8

1.6

1.4

1.2

1

0.8

0.6

0.4 M

0.2 A

0

"4

5 - X
# X‘\% ;
!

M

Primele 3 deformate modale si valorile proprii-M/P=1

= fp1(x)=cos ((pi*x)/(L))+*MP-Pcr1=pi2*ElL2
fp2(x)=cos ((2*pi*X)/(L))+MP-Pcr2=4*pi2*EllL 2

= fp3(x)=cos ((3*pi*X)/(L)}+MP-Pcr3=9*piP*ENL 2
L L

1 1 1 1

0

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fig.4.11 Deformatele modale corespunzatoare modurilor 1,2 si 3 caz C5.

Pentru o sectiune curenta, expresia de variatie a momentului de incovoiere este:
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M(x)=P-v—M. (4.47)
Din ecuatia diferentiala a fibrei medii deformate aproximativa rezulta:
d?v M(x) dv P-v M
dx2” T El 'dx2 Bl EI (4.48)
P
kz = E

Solutia ecuatiei diferentiale de ordinul Il neomogena si cu coeficienti constanti este:

v(x) = v,(%) + vp(x);

v(x) = C; sin(kx) + C, cos(kx);

(4.49)
P-v, M M
v,(x) =C - T T
Solutia generala a ecuatiei diferentiale si derivata solutiei sunt:
_ M
v(x) = C; sin(kx) + C, cos(kx) + X (4.50)

v'(x) = Cyk cos(kx) — C,k sin(kx).

Constantele de integrare se determina din conditiile de existenta a formei deformate
ca forma de echilibru:

x=0-v(0)=0;
M
x=0-v'(0)=0;kC;,=0-C, =0;
x=1-v(l) =0; C,ksin(kl) = 0.

Forta critica de pierdere a stabilitatii este:

C,k sin(kl) = 0;
(k) =nm;n=1,23...;

(4.52)
2
k — 2 — CT‘_
l=nm-k 7k
m2El
cr = 1z
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Deoarece constanta C, ramane nedeterminata, rezulta ca forma deformata a barei
prin incovoiere pentrun = 1,2,3 si €, = 1 are urmatoarele expresii:

Perq n2El T\ M
—n=TLkl=m—>ki=—27> P =z 01(x) :COS(T)+F;
2 Perz 4m2El 2mx\y M (4.53)
—n=2kpl=2n >k = > Py = — 55— v2(x) = cos (T) t5
2 Pers 9m2El 3mx M
—n=3;k3l =31 - k3 ZE—)PWg =l—2;v3(x) :COS(T>+?.

Din relatiile (4.53) si figura 4.11. se poate observa ca P, creste, prin aplicarea unor
constrangeri transversale barei, Tn modurile superioare de pierdere a stabilitatii.

4.2.6.Cazul barei incastrata glisant-incastrata cu sectiune variabila-(cazul C6)

Se considera bara din figura 4.12. incastrata la un capat si cu incastrare glisanta la
celdlalt capat, pentru care se determina valoarea fortei critice P... Sectiunea

transversala este variabila in trepte.

Ib ‘V

e
P

ha
=
M

Fig.4.12 Bara incastrata-incastrata glisant cu variatie in trepte a sectiunii transversale.

Pe primul tronson cu modulul de rigiditate EI, intr-o sectiune curenta, expresia de
variatie a momentului de incovoiere este:

Mopn(x) = Poy(x) — M. (4.54)

Pe al doilea tronson avand modulul de rigiditate k, EI, intr-o sectiune curenta, expresia
de variatie a momentului de incovoiere este:
(4.55)
Mirz(x) = Pvy(x) — M.

Ecuatiile diferentiale ale fibrei medii deformate pe cele doua intervale sunt:
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dzvl _ Mtrl(x) .dzvl P 'Ul _ M -kz _ P .
dx?  EI 'dx* EI EI'"  k.EI'

(4.56)

dzvz _ Mtrz(x) . dzvz P " 172

M P 2
dx? EI ' dx? ' kEl k.EI'El (Virk)

Solutiile ecuatiilor diferentiale de ordinul Il neomogene si cu coeficienti constanti sunt:
_ M
vi(x) =C; sm(k\/k_rx) + G, cos(k\/k_rx) + P (4.57)
M
v,(x) = C3sin(kx) + C, cos(kx) + X

Derivatele functiilor (4.57) devin:

v1(x) = Cy kykycos(kyk,x) — Crk [k, sin(ky/k,x);

vy(x) = C3k cos(kx) — C, ksin(kx).

(4.58)

Constantele de integrare se determina din conditiile de existenta a formei deformate
ca forma de echilibru:

)

M
x—0—>v1—0—>CZ+F—O—>C2——F

x=0-v[(0)=0- CkJk,=0-C, =0;

x =L (D) =v,(1);
C, cos(ky/k,1) — C sin(kl) — C, cos(kl) = 0;

(4.59)

x = Lvi(D) =v;(D);
—Cy kyJkysin(kyk, 1) — Csk cos(kl) + C, ksin(kl) = 0
x =14k v5(L+ k1) = 0;
Csk cos(k(l + k;1)) — Cy ksin(k(l + ;1)) = 0.

Necunoscutele sistemului de ecuatii (4.59) sunt C3,C,, si M/P. Sistemul de ecuatii
omogen are solutii nebanale, daca determinantul coeficientilor este zero.

coskl\/k—r —sinkl —coskl (4.60)
_\/k_rsinkl\/k—r —coskl sinkl =0
0 coskl(1+ k;) —sinkl(1+ k;)

Solutiile ecuatiei transcendentale (4.60) se obtine prin calcul simbolic in Matlab [12]:
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clear syms x; %Bara incastrata incastrata glisant

kr=4;
kl=1;
A=[ cos(sqrt(kr)*x) -sin(x) -COS(X)
-sgrt(kr)*sin(sqrt(kr)*x) -cos(x) sin(x)
0 cos(x*(1+kl)) -sin(x*(1+Kkl)) I;

d=det(A);solve(d);

Solutiile sunt:
-acos((27(1/2)*37(1/2))/6)= 1.1503
acos((27(1/2)*37(1/2))/6)=- 1.1503

Forta critica de pierdere a stabilitatii pentru k, = 4 si k; = 1 este:

P 2

== (kyk,) = 4k? k., = 4kl = 1.1503; (kI)? = 1.32319009;

P 1,32319009 P 1,32319009

k? = —;k* = = ;

4EI E AEI E (4.61)
1,323190095 - 4EI 529276036 - EI  0,53681-n? - El
2 - El w2 - El
Per =

T 1,8628464- 12 (1,3648613-1)2
Forta critica de pierdere a stabilitatii pentru bara cu sectiune in trepte devine:

l, =1(1+ ky);

Ly Ly
AT (4.62)

2 - El
Pcr_bara_sect_var_trepte = (0 6824306 - lb)z'

l

Forta critica de pierdere a stabilitatii pentru bara cu sectiune constanta este:

2 El
Per sect_constanta = W (4.63)

Raportul dintre forta critica la bara cu sectiunea in trepte si forta critica la bara cu
sectiunea constanta este:

Pcr_bara_sect_var_trepte _ nz " El (lb)z
Pcr_sect_constanta (0,6824’306 ) lb)z .71'2 -El

= 2,14725. (4.64)

Pentru diferite valori ale raportului dintre lungimea zonei cu moment de inertie 4l si
lungimea zonei cu moment de inertie |, in figura 4.13 este prezentata variatia raportului
dintre forta critica pentru bara cu sectiune variabila n trepte si bara cu sectiune contanta.
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Raportul dintre forta critica bara cu sectiune
variabila in trepte si bara cu sectiune constanta

4,000

4,000
3,000 2,147 2,267 2,314
1,728
2,000
1,000
0,33 0,5 0,75 0,8 1

pte

/Pcr sect constanta

0,000

’ ’ ) )

Pcr_bara_sect_var_tre

Raportul dintre lungimea din bara cu moment de
inertie 4l si lungimea din bara cu moment de inertie |

Fig.4.13
4.2.7.Cazul barei dublu incastrata cu sectiune constatata- (cazul C7)

Se considera bara din figura 4.14.care este incastrata la ambele capete, pentru care
se determina sarcina critica de pierdere a stabilitatii P.,.. Sectiunea transversala a barei
se considera constanta in lungul axei barei.

b v(x)

vY

Primele 3 deformate modale si valorile proprii-M/P=1

= fp1(x)=cos ((2*pi*x)/(L))+*MP-Pcri=4*p*EIL?
— fp2(x)=cos ((4*pi*X)(L))+MP-Pcr2=16*piL*ENL?
— fp3(x)=cos((6"pi*X)/(L))*MP-Pcr3=36*pi*EIIL?

0.5

| | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fig.4.14 Deformatele modale corespunzatoare modurilor 1,2 si 3 caz C7.

Pentru o sectiunea curenta, expresia de variatie a momentului de incovoiere este:

4.65
M(x) =P-v(x) — M. ( )
Din ecuatia diferentiala a fibrei medii deformate aproximative rezulta:
d’v M(x)_dzv_I_P-v_ M.k2 P
dx? EI 'dx? EI EI'" EI (4.66)
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Solutia ecuatiei diferentiale de ordinul Il neomogena cu coeficienti constanti este:

v(x) = 1,(%) + v, (x);

v(x) = C; sin(kx) + C, cos(kx);

(4.67)
M
v(x) =C > v, = B
Solutia generala a ecuatiei diferentiale si derivata ei sunt:
_ M
v(x) = C; sin(kx) + C, cos(kx) + X (4.68)

v'(x) = Cyk cos(kx) — C,k sin(kx).

Constantele de integrare se determina din conditiile de existenta a formei deformate
ca forma de echilibru:

x=0-v(0)=0;

C+—M 0-C —M
= = ——"
2 P 2 PJ

Xx=0-v'(0)=0:kC, =0 C, = 0; (4.69)
M

x=1-v(l) =0;C;sin(kl) + C, cos(kl) + i 0;

x=1-v'(l) =0;Cyk cos(kl) — C,k sin(kl) = 0.

Sistemul de ecuatii omogen (4.69) are solutii nebanale, daca determinantul
coeficientilor este zero.

{Czcos(kl) —C,=0 {cos(kl) -1=0

C,ksin(kD) =0 ’ | ksin(kl) =0 ’ (4.70)
cos(kl) —1| ~ 0
ksin(kl) 0o

ksin(kl) =0;- kl =2nm;n=1,23 ... .

Forta critica de pierdere a stabilitatii este:

P
— 2 _ _¢r,
kl=2m-> k* = _E[ ; (4.71)
AT?El
cr = 1z
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Deoarece constanta C, ramane nedeterminata, rezulta ca forma deformata a barei
prin incovoiere pentrun = 1,2,3 si €, = 1 are urmatoarele expresii:

, P 4m2El 2ntx\ M
-n=1Lkl=2rn->ki= T Perq =~ ;vi(x) = cos(—l >+?;

2 Pera 16m2EI 4rtx M (4.72)
—n=2kl=4n > k3 = El - Crz:l—Z;UZ(x)=COS<T>+F;

2 Per3 36m2El 61X M
—n =3, k3l =6m > k3 = & > Fers = l—z;v3(x) = cos (T) + 5

Din relatiile (4.72) sifigura 4.14., rezulta ca P, creste, prin aplicarea unor constrangeri
transversale barei pentru modurile superioare de pierdere a stabilitatii.

4.2.8.Cazul barei dublu incastrata cu sectiune variabila-(cazul C8)

Pentru bara din figura 4.15., cu variatie de sectiune in trepte se determina valoarea
fortei critice P.,. Datorita simetriei analiza a fost realizata pe jumatate din bara aplicand

conditiile la limita corespunzatoare la mijlocul barei.

i

Fig.4.15 Bara dublu incastrata cu variatie in trepte a sectiunii transversale.

Pe primul tronson cu modulul de rigiditate EI, intr-o sectiune curenta expresia de
variatie a momentului de incovoiere este:

My (x) = P -v(x) — M. (4.73)

Pe al doilea tronson avand modulul de rigiditate k,.EI, intr-o sectiune curenta, expresia
de variatie a momentului de incovoiere este:

(4.74)
Mo (x) = P-v,(x) — M.

Ecuatiile diferentiale ale fibrei medii deformate aproximative pe cele doua intervale
sunt:
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dzvl Mtrl(x) d2U1 P '171 M P 2
= — ; =, = k k ;
dx? e T E carE - k) (4.75)
dzvz _ Mtrz(x) . dzvz + P * 172 i M . P i 2
dx? El 'dx2  EI  EI'k.El

Solutiile ecuatiilor diferentiale de ordinul Il neomogene si cu coeficienti constanti pe
cele doua tronsoane sunt:

M
v, (x) = Cy sin(kykyx) + C, cos(ky/k,x) + E (4.76)
M
v,(x) = C3sin(kx) + C, cos(kx) + rk

Derivatele acestor functii sunt:

vi(x) =C k\/k—rcos(k\/k—rx) - Czk\/k_l sin(k\/k—rx);

vy(x) = C3k cos(kx) — C, ksin(kx).

(4.77)

Constantele de integrare se determina din conditiile de existenta a formei deformate
ca forma de echilibru:

0 (0)=0 C+M 0;C M
= i = e —_—= . = — —
X vl 2 P ) 2 P’
x=0-v,0)=0- CkJk, = 0;C, = 0;

x =L (D) =v,(1);
M M

C, cos(k\/k_rx) + 7 Cs sin(kl) + C, cos(kl) — 7= 0;
x =Ly =vy();

—C, kyJkysin(ky/k,1) — Csk cos(kl) + C, ksin(kl) = 0
x =1+ kLv,(L+ kD) = fra

(4.78)

M
fimax = Cssin(k(l + kD)) + €y cos(k(l + kD)) + P’

x =1+ kLvy(l+ k) =0;
Csk cos(k(l + k;1)) — Cy ksin(k(l + ;1)) = 0.

Necunoscutele sistemului de ecuatii (4.78) sunt C3, C4, M /P Si fiax- Sistemul de ecuatii
omogen are solutii nenule daca determinantul coeficientilor este zero.
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—sinkl coskl —coskl\/k_r 0 4.79)
—coskl sinkl . ol _ :
—sink(l + k) cosk(l + k;0) ‘/k—rs”i‘kl‘/k_r 4=
cosk(l + k;l) —sink(l+ k;1) 0 0

Dupa dezvoltarea determinantului se obtine o ecuatie transcendentala. Solutiile
ecuatiei transcendentale se determina in Matlab [12] folosind limbajul simbolic:

clear ;syms x
%Bara incastrata la ambele capete

kr=4;kl=1;

A=[ -sin(x) -cos(Xx) -cos(sqgrt(kr)*x) 0
-Ccos(x) sin(x) sqrt(kr)*sin(sqgrt(kr)*x) 0
-sin(x*(1+kl)) cos(x*(1+kl)) 1 -
cos(x*(1+kl)) -sin(x*(1+kl)) 0 0];

d=det(A);

solve(d)

Solutiile sunt:

0

-acos((27(1/2)*3%(1/2))/6)=- 1.1503
acos((27(1/2)*37(1/2))/6)= 1.1503

Forta critica de pierdere a stabilitatii pentru k, = 4 si k; = 1 este:

P 2
= (kyky) = 4k?; k, = 4; kl = 1,1503; (k1) = 1,32319009;
P 1,32319009 P  1,32319009
k? =—k* = j— = ;
AE] 12 AE] 12 (4.80)
1,32319009 - 4E]  5,29276036-EI  0,536812888 - r2 - EI
oar = 12 = 12 = 12 )
n? - El w2 El
PCT

T 1,86284647 - 12 (1,36486134 - )2’
Forta critica de pierdere a stabilitatii pentru bara cu sectiune in trepte devine:

lb lb 7T2 -El

I, =2l(1+k));l= 2(1—+k1) = Z; Per bara_sect_var_trepte = (0,341215335 - lb)z; (4.81)

Forta critica de pierdere a stabilitatii pentru bara cu sectiune constanta este:

n? - El
Pcr_sect_constanta = W; (4.82)

Raportul dintre forta critica la bara cu sectiunea in trepte si forta critica la bara cu
sectiunea constanta este:
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Pcr_bara_sect_var_trepte _ 7'[2 "El . (O;Slb)z
Pcr_sect_constanta (0;341215335 ) lb)z 77.'2 -El

= 2,14725 (4.83)

Pentru diferite valori ale raportului dintre lungimea zonei cu moment de inertie 4l si
lungimea zonei cu moment de inertie |, in figura.4.16. este prezentata variatia raportului
dintre forta criticd pentru bara cu sectiune variabila in trepte si bara care are sectiune
contanta.

Raportul dintre forta critica bara cu sectiune
variabila in trepte si bara cu sectiune constanta

4,000

O]
=1 4,000
o8
I8 3,000 2147 2,267 2,307
T 1,720
'S 2,000
o ©
O+ 1,000

| ©
c n
5 . 0,000
Qg 0,33 05 0,75 0,8 1
B ~
o

Raportul dintre lungimea din bara cu moment de
inertie 41 si lungimea din bara cu moment de inertie |

Fig.4.16

4.3.Validarea numerica a fortei critice de pierdere a stabilitatii pentru cazurile
C1,C2,C3,C4,C5,C6,C7 si C8

Relatia dintre variatia fortei si variatia deplasari in calculul de ordinul Il [13], se poate
scrie finit sub forma,

4.84
{AP} = [Kr(U){AU}; (4.84)

sau infinitezimal sub forma:

4.85
{dP} = [Kr(U){dU}; (4.85)

unde,
[K+(U)] este matricea de rigiditate tangenta;

Pierderea configuratiei de echilibru a structurii se produce in momentul in care, la o
variatie mica AP a fortelor, deplasarile tind la infinit.

Din relatia (4.84) rezulta ca variatia finitd a deplasarilor este:

[Kr (U]

{AU} = [Kr ()] (AP} = WT(U)]{ P}. (4.86)
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Deplasarile {AU} — oo daca determinantul matricei det[K;(U)] = 0, ceea ce se poate
scrie sub forma:
(4.87)
det [[Ke] - A[th]] = 0.

unde,

[K,.] este matricea de rigiditate elastica (materiald) din calculul ordinul | pentru un
element finit de bara dublu incastrata i — j (fig.4.17);

[th]este matricea de rigiditate tangenta geometrica (depinde doar de geometria
barei) pentru un element finit de bara dublu incastrata i — j (fig.4.17).

Matricea de rigiditate elastica [K,| are expresia:

EA EA .
- 0 0 -7 0 0
12E1  6EI 12E1  6EI
5 0 -7 =
6EI  AEI . 6EI  2EI
_ I Sz (4.88)
Kl =| pa EA :
- 0 0 T 0 0
12E1  6EI 12E]  6EI
7= Tw Y T’ T
6EL 2Bl GEI 4EI
E l Sz

Matricea de rigiditate geometrica tangenta [k, | are forma:

"0 0 0 0 0 01
, 6 L o 6 1
5 10 5 10
, L2k BT
Ik ]_ﬁ 10 15 10 30 (4.89)
al=Tlo 0 0 o o 0|
6 I 6 l
O —_ —_ — —_
5 10 5 10
, LB
10 30 10 15

Ecuatia (4.87) dupa aplicarea conditiilor la limitd, reprezintd ecuatia de stabilitate a
structurii.

Pentru a valida rezultatele obtinute pe cale teoretica, a fost realizat un program in
Matlab [12] pentru calculul celor 4-patru tipuri de modele.
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Fig.4.17 Element finit de bara in plan.

in tabelul 4.2 sunt prezentate datele de intrare pentru cazurile C1 si C2.

Tabelul 4.2

Date intrare pentru cazul C1

Date intrare pentru cazul C2

% Bara articulat-rezemata
clear;
clf;
%Caracteristici geometrice fizico-mecanice
%si inertiale
E=2.1*10"5;
D=100;
d=50;
[f=8000;
I[d=1000;
A=pi/4*(D"2-d"2);
|=pi/64*(D"4-d"4);
X=[0 0;1*Id 0;2*Id 0;3*Id 0;4*Id 0;5*Id 0;6*Id 0;7*Id
0;8*d 0];
El=[12 Al
23AlI
34AI
45A1
56AI
67AI
78AI
89 Al
%Constrangeri aplicate
cr=[12 26];
%Articulatii interioare
¢di=[0;0;0;0;0;0;0;0];
%Forte de compresiune dintr-un calcul de ordin |
Ni=-[1;1;1;1;1;1;1;1];
%/Forta critica dupa Euler
ferE=(pi)"2*E*I/(If)"2;
%Program de calcul |a stabilitate

% Bara articulat-rezemata in trepte
clear;
clf
%Caracteristici geometrice fizico-mecanice
%si inertiale
E=2.1*10"5;
D=100;
d=50;
[f=8000;
I[d=1000;
A=pi/4*(D"2-d"2);
|=pi/64*(D"4-d"4);
X=[0 0;1*Id 0;2*Id 0;3*Id 0;4*Id 0;5*Id 0;6*Id 0;7*Id
0;8*|d 0];
EI=[12 Al

23AlI

34 A 4%

45 A 4%

56 A 4%

67 A 4%

78AIl

89 Al
%Constrangeri aplicate
cr=[12 26];
%Articulatii interioare
¢di=[0;0;0;0;0;0;0;0];
%Forte de compresiune dintr-un calcul de ordin |
Ni=-[1;1;1;1;1;1;1;1];
%/Forta critica dupa Euler
fcrE=(pi)*2*E*I/(1f*0.6376)"2;
%Program de calcul la stabilitate

stab stab
%Reprezentare grafica moduri proprii %Reprezentare grafica moduri proprii
grafica grafica

Rezultatele obtinute in urma simularii numerice pentru cazurile C1 si C2 sunt
prezentate in figura 4.18.a si figura 4.18.b. Eroarea relativa in modelul numeric fata de
cel teoretic este de 0,00327% pentru cazul C1, si 0,12% pentru cazul C2.
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Fortele critice Euler (kN) si modurile proprii asociate
1344.6415

596.4343

149.0371

8000

7000 [~

6000

5000 - ¥

4000

3000 - X

2000 - @

1000 -

1
-1 -0.5 0

Fig.4.18.a-Caz C1.

0.5 1
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Fortele critice Euler (kN) si modurile proprii asociate
2394.0414

882.8498

366.1312

8000 [

7000 -

6000

T

5000

4000 [

3000 -

2000 [~

T

1000

o 4 L L L
0.5 1

Fig.4.18.b-Caz C2.

In tabelul 4.3 sunt prezentate datele de intrare pentru cazurile C3 si C4.

Tabelul 4.3

Date intrare pentru cazul C3

Date intrare pentru cazul C4

%Bara capat liber-incastrata
clear;clf;
%%Caracteristici geometrice fizico-mecanice
%si inertiale
E=2.1*10"5;D=100;d=50;f=8000;1d=1000;
A=pi/4*(D"2-d"2);|=pi/64*(D"4-d"4);
X=[0 0;1*Id 0;2*d 0;3*Id 0;4*Id 0;5*|d 0;6*Id 0;7*Id
0;8*Id 0];
El=[12 Al

23AlI

34AI

45A1

56AI

67AI

78Al

89AI];
%Constrangeri aplicate
cr=[123];
%Articulatii interioare
¢di=[0;0;0;0;0;0;0;0];
%Forte de compresiune dintr-un calcul de ordinul
|
Ni=-[1;1;1;1;1;1;1;1];scp
%/Forta critica dupa Euler
ferE=(pi)"2*E*I/(2*If)"2;
%Program de calcul la stabilitate

%Bara capat liber-incastrata in trepte
clear
%%Caracteristici geometrice fizico-mecanice
%si inertiale
E=2.1*10"5;D=100;d=50;|f=8000;/d=1000;
A=pi/4*(D"2-d"2);|=pi/64*(D" 4-d"4);
X=[0 0;1*Id 0;2*Id 0;3*Id 0;4*Id 0;5*Id 0;6*Id 0;7*Id
0;8*Id 0];
El=[1 2 A 4*I

23 A4

34 A 4%

45 A 4%

56AI

67AI

78Al

89AI];
%Constrangeri aplicate
cr=[123];
%Articulatii interioare
¢di=[0;0;0;0;0;0;0;0];
%Forte de compresiune dintr-un calcul de ordinul
|
Ni=-[1;1;1;1;1;1;1;1];scp
%/Forta critica dupa Euler
ferE=(pi)2*E*l/(1.27535*I)"2;
%Program de calcul la stabilitate

stab stab
%Reprezentare grafica moduri proprii %Reprezentare grafica moduri proprii
grafica grafica

Rezultatele obtinute in urma simularii numerice pentru cazurile C3 si C4 sunt
prezentate n figura 4.19.a si figura 4.19.b. Eroarea relativa in modelul numeric fata de
cel teoretic este 0,000206% pentru cazul C3, si 0,112% pentru cazul C4.
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Fortele critice Euler (kN) si modurile proprii asociate
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Fig.4.19.b-Caz C4.

In tabelul 4.4 sunt prezentate datele de intrare pentru cazurile C5 si C6.

Tabelul 4.4

Date intrare pentru cazul C5

Date intrare pentru cazul C6

% Bara incastrata glisant-incastrata
clear;clf;
%Caracteristici geometrice fizico-mecanice
%si inertiale
E=2.1*10"5;D=100;d=50;f=8000;1d=1000;
A=pi/4*(D"2-d"2);|=pi/64*(D"4-d"4);
X=[0 0;1*Id 0;2*Id 0;3*Id 0;4*Id 0;5*|d 0;6*Id
0;7*1d 0;8*Id 0];
El=[12 Al

23Al

34AI

45A1

56AI

67AI

78Al

89AI];
%Constrangeri aplicate
cr=[123 2527 J;
%Articulatii interioare
¢di=[0;0;0;0;0;0;0;0];
%Forte de compresiune dintr-un calcul de ordin |
Ni=-[1;1;1;1;1;1;1;1];
%/Forta critica dupa Euler
fcrE=(pi)*2*E*1/(I1f)"2;
%Program de calcul la stabilitate
stab

%Bara incastrata glisant-incastrata in trepte
clear;clf;
%Caracteristici geometrice fizico-mecanice
%si inertiale
E=2.1*10"5;D=100;d=50;|f=8000;/d=1000;
A=pi/4*(D"2-d"2);|=pi/64*(D" 4-d"4);
X=[0 0;1*Id 0;2*Id 0;3*Id 0;4*|ld 0;5*Id 0;6*Id 0;7*Id
0;8*Id 0];
El=[12A 4%

23A 4%

34A 4%

45A 4%

56A |

67A I

78A |

89A 1]
%Constrangeri aplicate
cr=[123 27 ];
%Articulatii interioare
¢di=[0;0;0;0;0;0;0;0];
%Forte de compresiune in bare dintr-un calcul de
ordin |
Ni=-[1;1;1;1;1;1;1;1];
%Forta critica dupa Euler
fcrE=(pi)*2*E*1/(0.6824306*If)"2;
%Program de calcul la stabilitate

%Reprezentare grafica moduri proprii stab
grafica %Reprezentare grafica moduri proprii
grafica

Rezultatele obtinute in urma simularii numerice pentru cazurile C5 si C6 sunt
prezentate in fig.4.20.a si fig.4.20.b. Eroarea relativa in modelul numeric fata de cel
teoretic este de 0,00327% pentru cazul C5, si 0,2100% pentru cazul C6.
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Fortele critice Euler (kN) si modurile proprii asociate
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Fig.4.20.b-Caz C6.

in tabelul 4.5 sunt prezentate datele de intrare pentru cazurile C7 si C8.

Tabelul 4.5

Date intrare pentru cazul C7

Date intrare pentru cazul C8

%Bara dublu incastrata
clear;clf;
%%Caracteristici geometrice fizico-mecanice
%si inertiale
E=2.1*10"5;D=100;d=50;If=8000;1d=1000;
A=pi/4*(D"2-d"2);|=pi/64*(D"4-d"4);
X=[0 0;1*Id 0;2*Id 0;3*Id 0;4*|d 0;5*Id 0;6*Id 0;7*Id
0;8*Id 0];
El=[12 Al
23Al
34AI
45A1
56AI
67AI
78Al
89 Al
%Constrangeri aplicate
cr=[12327 26 ];
%Articulatii interioare
¢di=[0;0;0;0;0;0;0;0];
%Forte de compresiune dintr-un calcul de ordin |
Ni=-[1;1;1;1;1;1;1;1];
%Forta critica dupa Euler
ferE=(pi)"2*E*1/(0.5*If)"2;
%Program de calcul la stabilitate
stab
%Reprezentare grafica moduri proprii
grafica

% Bara dublu incastrata in trepte
clear;clf;
%%Caracteristici geometrice fizico-mecanice
%si inertiale
E=2.1*10"5;D=100;d=50;|f=8000;/d=1000;
A=pi/4*(D"2-d"2);|=pi/64*(D" 4-d"4);
X=[0 0;1*Id 0;2*Id 0;3*Id 0;4*|d 0;5*Id 0;6*Id 0;7*Id
0;8*Id 0];
El=[12A |

23A |

34 A 4%

45 A 4%

56 A 4%

67 A 4%

78A |

89A 1]
%Constrangeri aplicate
cr=[12327261];
%Articulatii interioare
¢di=[0;0;0;0;0;0;0;0];
%Forte de compresiune dintr-un calcul de ordin |
Ni=-[1;1;1;1;1;1;2;1];
scp
%Forta critica dupa Euler
fcrE=(pi)*2*E*1/(0.341215335*I)"2;
%Program de calcul la stabilitate
stab
%Reprezentare grafica moduri proprii
grafica

Rezultatele obtinute in urma simularii numerice pentru cazurile C7 si C8 sunt
prezentate n figura 4.21.a si figura 4.21.b. Eroarea relativa in modelul numeric fata de
cel teoretic este 0,051% pentru cazul C7 si 0,00096% pentru cazul C8.
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Fig.4.21.a-Caz C7. Fig.4.21.b-Caz C8.

Programele script pentru procedurile stab.m si grafica.m sunt prezentate in
continuare.

Programul Matlab [12] pentru calculul cadrelor plane la stabilitate-stab.m.

disp(‘Programul stab - stabilitatea structurilor de bare plane -')
% E modulul lui Young/X - coordonatele nodurilor/ El-datele bare nl1, n2, A, I,
% cr-cond de rezemare/% cdi-cod de discontinuitate/Ni-forte axiale in elemente.
nE=size(El,1);nN=size(X,1);nd=3*nN+length(find(cdi));ndl=nd-length(cr);% nr. depl. libere
Kgt=zeros(nd,nd); Kgeom=zeros(nd,nd);v=[0 1 0 0 -1 O]';kginit=v*v'; idd=ndI+1,;
for i=1:nE
n1=El(i,1); n2=EI(i,2); A=EI(i,3); I=EI(i,4);v=X(n2,:)-X(n1,:);L=sqrt(v*v'");
r=[v,0;-v(2),v(1),0;0,0,L]/L; Rot=blkdiag(r,r);%matricea de rotatie
Me=[-100;0-10;0 L/2-1;1 0 0;0 1 0;0 L/2 1];%matricea de echilibru
kincov= E/L*Me*[A 0 0;0 12*I/L"2 0;0 0 I]*Me';%adaugare efect incovoiere
kgeom=kginit+Me*[0 0 0;0 1/5 0;0 0 L"2/12]*Me";% matricea geometrica
id=[n1*3+(-2:0) n2*3+(-2:0)];if cdi(i); id(cdi(i))=idd; idd=idd+1; end
Kot(id,id)=Kgt(id,id)+Rot*kincov*Rot;Kgeom(id,id)=Kgeom(id,id)+Ni(i)/L*Rot*kgeom*Rot; end
a=ones(nd,ndl);a(cr,:)=0; idlI=find(a(:,1));[a(idl,:),D]=eig(Kgt(idl,idl),-Kgeom(idl,idl));%Valori si vectori
proprii

Programul Matlab [12] pentru reprezentare grafica-grafica.m.

%Program reprezentare grafica

%Sortare vectori si valori proprii

[d,ind] = sort(diag(D));Ds = D(ind,ind);Vs = a(:,ind);
fcr=min(abs(diag(D)));D=Ds;a=Vs;disp([nE fcr fcrE (fcr-fcrg)/fer])

% Stabilirea poz primului mod ifcr

[fcr,ifcrl=min(abs(diag(D)));fprintf ('Forta critica(kN)\n ")

fprintf (‘'Nr.elem./F_cr_min_mef/F_cr_min_Euler/Eroarea_rel \n ")

disp([nE fcr*107-3  ferE*10M-3  (fer-ferE)/fer*100])
%Reprezentare configuratii echilibru si Fcr asociat
ul=a(:,ifcr);u2=a(:,ifcr+1);u3=a(:,ifcr+2);hold on;grid on;
formal=reshape(ul,3,nN)";forma2=reshape(u2,3,nN)";forma3=reshape(u3,3,nN)’;
%Reprezentare mod de pierdere stabilitate pentru forta critica minima
plot(X(:,2),X(:,1),'ko--",'linewidth’,1);plot(formal(:,2),X(:,1), rh-",'linewidth',1);
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plot(forma2(;,2),X(:,1),'bo-",'linewidth’,1);plot(forma3(:,2),X(:,1),'m*-','linewidth’,1);
ferl=max(D(:,ifcr))*10"-3;fcr2=max(D(:,ifcr+1))*10"-3;fcr3=max(D(:,ifcr+2))*10"-3;
title('Fortele critice Euler (kN) si modurile proprii asociate');hold on
text(0,8*1d+200,(hum2str(fcrl)),'Color','red");text(0,8*Id+400,(num2str(fcr2)),'Color','blue’);
text(0,8*1d+600,(hum2str(fcr3)),'Color','magenta’);

4.4 Rezultate si concluzii:

+ Din analiza comparativa a rezultatelor obtinute pentru modelele teoretice si pentru
modelele numerice, se observa erori relative sub 0,2%.Rezulta ca programul Matlab are
o convergenta buna. Evident ca precizia programului creste daca numarul de elemente
finite creste. Pe baza studiilor de convergenta pe o bara cu sectiune constanta, se
constata ca de la 4-patru elemente finite in sus, eroare relativa este sub 0,3%.

* Programul in cod Matlab se poate aplica pentru orice conditii la limita si pentru orice
sistem de forte axiale aplicate in nodurile discretizari barei.

* Pentru optimizarea sectiunilor transversale in lungul barei se poate utiliza modelarea
in mai multe trepte. Astfel se pot obtine variatii de orice forma ale sectiunii transversale
in lungul axei barei. Aplicatii ale cresterii fortei critice la bare comprimate se gasesc in
lucrarile [14], [8] si [3].

* Programul Matlab poate fi folosit si pentru optimizarea barelor cu variatie continua a
sectiunii transversale [15], prin aproximarea functiei de variatie a sectiunii transversale
cu o variatie in trepte. Daca numarul treptelor creste aproximarea se aproprie de variatia
continua.

Principalele contributii ale autorului in cadrul acestui capitol sunt:

* Realizarea modelelor analitice pentru barele drepte cu sectiune constanta si variabila
in trepte pentru determinarea fortei critice de pierdere a stabilitatii pentru diferite conditii
cinematice la capete, care acopera toate posibilitatile importante intalnite in practica.

* A fost studiata si evidentiata cresterea fortei critice de pierdere a stabilitatii in cazul
barei cu sectiune variabila in trepte in raport cu bara de sectiune constanta, pentru
urmatoarele tipuri de conditii cinematice aplicate la capetele barei: articulat-rezemat
(modele C1-C2), liber-incastrata (modele C3-C4), incastrata glisant-incastrata (modele
C5-C6) si dublu incastrata (modele C7-C8).

* Realizarea unui algoritm de calcul general implementat in cod Matlab pentru calculul
la stabilitate al structurilor de bare drepte. Programul de calcul a fost testat prin simulari
numerice si validat in cazul barelor simple care au solutii analitice.

* Rezultatele obtinute se pot aplica cu succes atat in cazul structurilor existente la care
datoritd modificarii Tncarcarilor, trebuie maritd sarcina de pierdere a stabilitatii pentru
anumite bare, cat si la structurile din bare foarte zvelte.
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5. Realizari stiintifice, didactice si profesionale. Plan de evolutie si
dezvoltare a carierei

5.1. Realizari stiintifice, didactice si profesionale
5.1.1.Studii

Studii universitare

1989-1993 Facultatea Ingineria si Managementul Sistemelor Tehnologice-Bucuresti cu
licenta in domeniul Inginerie mecanica;

2004-2007 Facultatea de Constructii civile industriale si agricole-Brasov Universitatea
Transilvania Brasov cu licenta in domeniul Inginerie civila;

Studii doctorale

2000-2004,Universitatea Transilvania Brasov, Facultatea de Inginerie mecanica,

titlul de doctor in domeniul fundamental Stiinte Ingineresti, domeniul Inginerie
Mecanica.

5.1.2. Experienta profesionala si didactica

Dupa absolvirea Facultatii, autorul tezei de abilitare s-a angajat prin concurs in
1994, la Fabrica Sterom Campina ca inginer la atelierul de proiectare-cercetare. In
cadrul atelierul de proiectare am lucrat ca proiectant la un numar semnificativ de proiecte
dintre care mentionez: manipulator pentru vopsirea electrostatica a prajinilor de
pompare, instalatie de indreptat prajinile de pompare dupa tratamentele termice, sistem
de transfer pentru instalatia de alicare a prajinilor de pompare, vane pentru capetele de
eruptie, transformator de presiune pneumo-hidraulic etc.

in anul 2000 am fost admis prin concurs, pe postul de asistent universitar in
cadrul Catedrei de Rezistenta Materialelor si Vibratii, Facultatea de Inginerie
Mecanica, Universitatea Transilvania din Brasov. Disciplinele din postul de concurs
au fost: Rezistenta materialelor, Metoda elementelor finite, Teoria elasticitatii si
plasticitatii si Metode numerice in mecanica solidului deformabil. in acelasi an
incep elaborarea tezei de doctorat sub coordonarea stiintifica a domnului prof.dr,ing.
loan Curtu. In vederea realizarii lucrari de doctorat am accesat doud burse de
documentare-informare:

* 2001 Bursa de documentare informare - Aachen Germania la Institut fir
Bergwerks und Hiuttenmaschinenkunde-Reheinisch-WestfalischeTechnische-
Hochschule;

+ 2002 Bursa de documentare informare - Poitiers Franta la Laboratoire de
Mécanique des Solides Universite de Poitiers.

in anul 2004 autorul tezei de abilitare ocupa prin concurs, postul de sef de lucrari
in cadrul Catedre de Rezistenta Materialelor si Vibratii cu discipline in domeniul
mecanicii solidului deformabil.

Incepand cu anul 2008 am plecat prin concurs la Facultatea de Constructii la
Catedra de Constructii din cadrul Universitatii Transilvania Brasov. Postul pentru care
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am concurat avea urmatoarele discipline: Rezistenta materialelor | si Rezistenta
materialelor Il.

Incepand cu 2009 si pana in prezent, autorul tezei de abilitare ocupa postul de
conferentiar universitar, castigat prin concurs, in cadrul Catedrei de Constructii care
in prezent este Departamentului de Inginerie Civila. Disciplinele din postul de concurs
au fost: Dinamica si elemente de inginerie seismica, Rezistenta materialelor | si Il
si Proiectare asistata de calculator.

Principalele activitati si responsabilitati didactice in cadrul Departamentului de
Inginerie Civila sunt:
* Predarea cursurilor de: Dinamica si elemente de inginerie seismica

(C.C.LLA+C.F.D.P - lll); Rezistenta Materialelor | si ll (C.C.I.LA+C.F.D.P - 1si ll);

» Coordonarea de proiecte de diploma si disertatie la programul de studii C.C.I.A
(8 proiecte);

+ Activitati de cercetare — coordonare a doua granturi de cercetare, in calitate de
director de proiect;

+ Diseminarea rezultatelor obtinute din cercetare (participare la conferinte, publicare
de articole);

* Pregatirea studentilor si participarea la faza nationala a Concursului ,,C.C.
Teodorescu” in calitate de coordonator al echipei de studenti;

» Coordonatorul laboratoarelor de Rezistenta materialelor si Dinamica si
elemente de inginerie seismica;

* Dezvoltarea bazei materiale prin investitii in echipamente de cercetare in scopul
dotarii laboratoarelor de Rezistenta materialelor si Dinamica si elemente de
inginerie seismica. Din proiectul de cercetare IDEI CNCSIS 2009-2011 - cod 726
am achizitionat aparatura necesara analizei dinamice a structurilor: hammer
test, placa de achizitie cu 16 canale pentru prelucrarea semnalelor de la
accelerometre si 8 accelerometre unidirectionale. Din proiectul
nr.18599/21.12.2018 am achizitionat un sistem Digital Image Correlation 2D
pentru analiza starii de deformatii, in cadrul laboratorului de Rezistenta

Materialelor.

5.1.3. Principalele domenii de competenta

Printre domeniile de competenta profesionala ale autorului prezentei teze de
abilitare se mentioneaza urmatoarele: rezistenta materialelor, elasticitatea si
plasticitatea materialelor izotrope si anizotrope; dinamica structurilor si inginerie

seismica; metode numerice aplicate Th mecanica solidului deformabil; analiza
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experimentala a starilor de tensiuni si deformatii in structurile civile cu Digital
Image Correlation; optimizarea structurilor cu algoritmi numerici clasici si

algoritmi euristici.

5.1.4. Competente manageriale si de organizare
« 2 contracte de cercetare in calitate de director de contract ;
+ 2012-2019 directorul Departamentului de Inginerie Civila - Facultatea de

Constructii Brasov.

5.1.5. Aspecte privind activitate de cercetare desfasurata de autorul tezei de
abilitare

* Teza de doctorat
Titlul tezei de doctorat: Optimizarea structurala si a formei a unor piese cu
configuratie complexa pe criterii de rezistenta si rigiditate, sustinuta public in
Catedra de Rezistenta Materialelor si Vibratii la Universitatea Transilvania din Brasov,
coordonator: Prof.dr.ing. loan Curtu.
Printre principalele contributii din teza de doctorat mentionez:
» optimizarea unor elemente din componenta masinilor de constructii, pe criterii de
rezistenta si rigiditate;
+ dezvoltarea implementarea in cod Matlab a algoritmilor topologici pentru
optimizarea structurilor;
« validarea rezultatelor simularilor numerice cu algoritmi topologici, folosind analiza
experimentala fotoelastica si tensometria rezistiva.
« Carti semnificative de-a lungul activitatii didactice si stiintifice:
Botis, M., Metoda elementelor finite. Editura Napoca-Star-2005. ISBN 973-635-443-
1, 312 pagini.
Cartea trateaza toate tipurile de elemente finite utilizate pentru analiza structurilor.
Sunt prezentate elementele finite tip: bara articulata in plan si spatiu, bara cu noduri
rigide in plan si in spatiu, elemente finite pentru starea plana de tensiune si
deformatii, elemente finite pentru analiza starii spatiale de tensiune si elemente finite
pentru analiza placilor. Cartea prezinta atat analiza statica cat si analiza dinamica a
structurilor prin utilizarea elementelor finite.
Botis, M., Dinamica structurilor si inginerie seismica. Editura Napoca-Star-2009.
ISBN 978- ISBN 978-973-647-648-8, 156 pagini.

Cartea trateaza sistemele cu un grad de libertate dinamica, sistemele cu n grade de
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libertate si analiza seismica a structurilor din inginerie seismica cu metoda spectrelor
de raspuns si metoda fortelor static echivalente de nivel.
Botis, M., Aplicatii in analiza dinamica a structurilor vol.1. Editura Napoca-Star-2012.
ISBN 978-973-647-943-4,134 pagini
Botis, M., Aplicatii in analiza dinamica a structurilor vol.2. Editura Napoca-Star-2013.
ISBN 978-606-690-047-8,202 pagini.
Botis, M., Aplicatii in analiza dinamica a structurilor vol.3. Editura Napoca-Star-2014.
ISBN 978-606-690-176-5,113 pagini.
Cele 3 carti mentionate mai sus, contin aplicatii pentru sisteme dinamice cu un grad
de libertate dinamica, sisteme cu doua sau trei grade libertate dinamica si analiza
seismica a structurilor. De asemenea in carte sunt prezentate programe de calcul
numeric in Matlab pentru rezolvarea integralei de convolutie Duhamel cu metoda
trapezelor in cazul actiunilor aplicate direct sau indirect.

» Contracte de cercetare derulate in calitate de director de contract
Am coordonat in calitate de director 2 contracte de cercetare:
* Proiect cercetare exploratorie IDEI CNCSIS 2009-2011 - cod 726 - cu titlul
:Modelarea, optimizarea si testarea stalpilor eolieni cu absorbitori dinamici
pentru reducerea actiunilor laterale din vant si seism si a oboselii materialelor.
Proiectul a avut drept obiectiv realizarea unui absorbitor de vibratii tip TMD care sa
reduca amplitudinea vibratiilor stalpilor eolieni la actiunea vantului. Valoarea
contractului a fost de: 347.659 lei.
* Contract de cercetare stiintifica Nr.18599/21.12.2018 cu titlul: Analiza statica
a unei structuri cu rigiditate geometrica.
Contractul de cercetare a avut drept scop realizarea unei structuri noi tip tensegrity,
la care rigiditatea este variabila in functie de gradul de pretensionarea al cablurilor.

Valoarea contractului a fost de: 55.454 lei.

5.1.6. Impactul si vizibilitatea activitatii stiintifice
e Publicatii indexate Web of Science si BDI:
* Numar lucrari indexate ISI Web of Science: 13 dintre acestea 6 articole — prim
autor,
* Numar lucrari indexate BDI: 20 dintre acestea 11 articole — prim autor;
* Numarul total de citari obtinute pentru articolele publicate - 25 citari.

o Prelegeri la universitati din afara tari:
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Teza de abilitare

« 2015 Visiting Professor la Tianjin University -China . Prelegerea a avut drept tema:
Aplicatii ale structurilor tip tensegrity in inginerie civila.
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Imagini de la Tianjin University -China

« 2019 Mobilitate de predare Erasmus la University Cadi Ayyad din Marrakech-

Maroc. Prelegerea a avut drept tema: Elemente finite pentru analiza starii de tensiune
din corpurile solid deformabile.
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Imagini de la University Cadi Ayyad - Marrakech-Maroc

= Burse obtinute:

« 2001 Bursa de documentare informare - Aachen Germania la Institut fur
Bergwerks und Huttenmaschinenkunde-Reheinisch-WestfalischeTechnische-
Hochschule;

» 2002 Bursa de documentare informare - Poitiers Franta la Laboratoire de
Mécanique des Solides Universite de Poitiers;

-2010 Stagiu de documentare-informare — Germania la Fachhocschule Konstanz ;
* Referent stiintific:

* Autorul teze de abilitare a recenzat 16 articole la reviste indexate WOS:
Sustainability, Buildings, Symmetry, Forests.

+ Conferinta internationala CiBv indexata SCOPUS (5 recenzii);

* Membru in Comitetul Stiintific la Bulletin of the Transilvania University indexata
EBSCO.

5.2. Plan de evolutie si dezvoltare a carierei universitare
Planuri de dezvoltare a activitatii didactice
Pentru imbunatatirea rezultatelor in activitatea didactica, a dezvoltarii de noi
metode de interactiune si transfer de cunostinte catre studenti imi propun urmatoarele:
v" implicarea si coordonarea studentilor in vederea participari cu lucrari stiintifice
la Sesiunile de comunicari stiintifice ale studentilor;
v’ pregatirea, indrumarea si coordonarea studentilor pentru participarea la
concursul ,,C.C. Teodorescu” faza nationalg;
v’ actualizarea materialului didactic pentru cursurile din postul didactic;
v' realizarea de lucrari noi pentru laboratorul de Rezistenta Materialelor care sa

utilizeze Digital Image Correlation pentru determinarea starii de tensiune la
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solicitarea de intindere-compresiune, solicitarea de forfecare, solicitarea de
torsiune si solicitarea de incovoierea simpla plana;

realizarea de lucrari noi pentru laboratorul de Dinamica si Elemente de
inginerie seismica: stand pentru evidentierea modurilor proprii de vibratii la
structurile cu 3 GLD prin excitarea fiecarui mod de vibratie cu frecventa proprie
utilizand ca excitatie un shaker cu frecventa variabila, realizarea unei platforme
cu sisteme cu 1GLD care sa fie excitatd armonic sau dupa o accelerograma
de amplasament (naturala sau sintetica), pentru a pune in evidenta rezonanta
multipla si spectrul de raspuns;

publicarea suportului de laborator pentru disciplinele: Rezistenta Materialelor
si Dinamica si Elemente de inginerie seismica, dupa realizarea noilor lucrari

de laborator.

Planuri de dezvoltare a activitatii de cercetare stiintifica

Activitatea de cercetare stiintifica sta la baza dezvoltarii carierei academice prin
actualizarea si modernizarea continua a cursurilor universitare si studiul literaturii de
specialitate pentru a mentine un nivel stiintific corespunzator in cercetarile pe care le voi
disemina n continuare. In acest sens, pentru a fi la curent cu cercetérile de actualitate
si pentru a le compara cu rezultatele poprii de cercetare stiintifica, este necesar sa se
studieze in continuare literatura de specialitate pe topicul din domeniile mele de
competenta.

in vederea cresterii impactului si a vizibilitatii activitatii stiintifice se urméareste in
continuare:

v

atragerea de fonduri pentru cercetare prin participarea la competitii nationale
si internationale precum si dezvoltarea de proiecte de cercetare cu mediul
privat, in vederea dotarii cu de noi echipamente de cercetare si consumabile;
dezvoltarea contactelor de cercetare cu centrele de cercetare de la
universitatile din tara si strainatate cu care am deja colaborari stiintifice.
Realizarea de noi parteneriate cu alte centre de cercetare din tara si
strainatate care au acelasi topic de cercetare ca si mine;

atragerea Tn activitatea mea de cercetare stiintificd a cercetatorilor tineri
(studenti, masteranzi si doctoranzi);

stabilirea unor intalniri in cadrul unor manifestari de tip work-shop, in care sa
aiba loc dezbateri si schimburi de idei pe topicul cercetarilor stiintifice de
interes pentru mine;

publicarea anuala a minimum 1 articol cotat ISI| (Journal Core) si 2 articole
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indexate BDI sau ISI Proceeding;
in continuare, se prezinta directiile viitoare de cercetare ale autorului acestei teze
de abilitare.

v Determinarea experimentala a fortei critice de pierdere a stabilitatii barelor
drepte cu sectiune variabila in lungul barei, prin utilizarea imprimantelor 3D;

v' Studiul si analiza din punct de vedere al caracteristicilor mecanice a noi
materiale compozite biodegradabile si usor regenerabile;

v" Modelarea numerica si simularea unui absorbitor de vibratii de tip giroscop
care sa absoarba vibratiile pe o banda mare de frecvente;

v" Modelarea matematica si simularea sistemelor de izolarea a bazei utilizate In
inginerie civila pentru cresterea gradului de protectie la seism a structurilor

civile de pe teritoriul Romaniei.

5.3. Lista de publicatii - articole publicate de autorul tezei, relevante pentru
cercetarea stiintifica din teza.

Activitatea de cercetare derulata in cadrul realizarii tezei de abilitare a fost

diseminata in urmatoarele articole relevante:

Articole ISl Journal Core:

1.Botis M.,Cerbu C., (2020). A Method for Reducing of the Overall Torsion for
Reinforced Concrete Multi-Storey Irregular Structures. Applied Sciences Journal, Appl.
Sci. 2020, 10(16), 5555. https://doi.org/10.3390/appl10165555. (FI =2,474-Q2-WQOS).
2.Botis M., Cerbu C.,(2022) Design Solutions for Slender Bars with Variable Cross-
Sections to Increase the Critical Buckling Force. Materials 15(17).
https://doi.org/10.3390/mal5176094.(FI=3,748-Q1-WOS).

3.Botis M.,Cerbu C.,Imre L.,(2022).Computer-aided design of a tensegrity structure.
Structures- Journal Elsiver. Volume 38.https://doi.org/10.1016/j.istruc.2022.01.084. (Fl=
4,01-Q1-WOS).

4.Botis M., Imre L., Contiu M.,(2023). Numerical method of increasing the critical
buckling load for straight beam-type elements with variable cross-sections. Applied
Sciences Journal 23, 1460. https://doi.org/10.3390/app13031460.(FI=2.838-Q2).

Articole ISI Proceeding:

1.Botis M., Cerbu C., Shi H., (2018) Study on the reduction of the general / overall
torsion on multi — story, rectangular, reinforced concrete structures. IOP Conf. Series:
Materials Science and Engineering 399 (2018) 012005.https://doi:10.1088/1757-
899X/399/1/012005. (WOS).
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Articole BDI:

1.C. Harbic, C. Cismas,,V. Dubasaru, M. Botis (2011). Aspects regarding reduction of general
torsion in the structures of the Brasov campus. Bulletin of the Transilvania University of Brasov
Series |: Engineering Sciences « Vol. 5 (54) No. 2 — 2011, ISSN 2065-2119,pag.153-160.
http://webbut.unitbv.ro/BU2011/Series%201/Contents_CE.html. (BDI-EBSCO).

2.Botig, M., Dosa, A. (2020). Comparative study statically determined trusses with
trapezoidal and parabolic shape with large span. IOP Conf. Series: Materials Science
and Engineering 789 (2020) 012006. https://doi.org/10.1088/1757-899X/789/1/012006.
(BDI-SCOPUS).

3.Botis, M., Plescan, C. (2022) .Increase the Load of Loss of Stability for the Pillars of
Large-Opening Halls. The annals of “Dunarea de jos” University of Galati Fascicle IX.
Metallurgy and Materials Science,No. 3 - 2022, ISSN 2668-4748; e-ISSN 2668-
4756.https://doi.org/10.35219/mms.2022.3.06.(BDI-EBSCO).

4.Botis, M., Plescan, C. (2022) .Consolidation of Central Columns of Civil Multistory
Structures to Increase the Critical Buckling Force. The annals of “Dunarea de jos”
University of Galati Fascicle IX. Metallurgy and Materials Science,No. 4 - 2022, ISSN
2668-4748; e-ISSN 2668-4756. https://doi.org/10.35219/mms.2022.4 (BDI-EBSCO).

5. Botis, M., Plescan, C. (2022) Determination of the Optimal Thickness of the Floors of
Multi-storey Concrete Structures with Modal Analysis.. International Conference on
Interdisciplinarity in Engineering, INTER-ENG Téargu Mures October October 2022.
https://doi.org/10.1007/978-3-031-22375-4_20. (BDI-SCOPUS).

6.Botis, M., Plescan, C.(2022). Matlab Program for Determining the Inertia Characteristics of Flat
Surfaces with Monte Carlo Algorithms.The annals of “Dunarea de jos” University of Galati
Fascicle IX. Metallurgy and Materials Science,No. 2 - 2022, ISSN 2668-4748; e-ISSN 2668-4756.
https://doi.org/10.35219/mms.2022.2. (BDI-EBSCO).
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