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Abilitati organizatorice, competente si activitate stiintifica

a) Experienta profesionala

Studii:
o 1984-1988 Liceul industrial ,,Electroarges” din Curtea de Arges, diploma
de bacalaureat.
e 1989-1994 Universitatea Bucuresti, Facultatea de Matematica, diploma
de licenta.

Specializari si titluri stiintifice:

e 2004-2009, doctorand al Facultatii de Matematica a Universitatii
Bucuresti, sub coordonarea stiintifica a prof. univ. dr. Laurentiu
Panaitopol.

e 2009-2012, doctorand al Institutului de Matematica ,,Simion Stoilow” al
Academiei Roméne, sub coordonarea stiintifica a prof. univ. dr. Toma
Albu.

In data de 16 martie 2012 am sustinut teza de doctorat cu titlul:
Contributii la studiul proprietdtilor analitice ale functitlor aritmetice —
Utilizarea e-divizorilor (www.imar.ro/~purice/Inst/2012/Minculete-Dr.pdf.)

b) Experienta de lucru

e 2015 - pana in prezent, conferentiar univ. dr. la Universitatea
Transilvania din Brasov;

e 2013 - 2015, lector univ. dr. la Universitatea Transilvania din Brasov;

e 2007 - 2013, lector univ. la Universitatea Crestina Dimitrie Cantemir din
Brasov;

e 2004 - 2007, profesor de matematica, gradul I, la Colegiul National
,Mihai Viteazul” din Sfantu Gheorghe, Covasna;

e 1998 - 2004, profesor de matematica, gradul II, la Grupul scolar
,Constantin Brancusi” din Sfantu Gheorghe, Covasna;

e 1994 - 1997, profesor de matematica, definitivat, la Colegiul National
,2Mihai Viteazul” din Sfantu Gheorghe, Covasna.

Membru in organizatii stiintifice
e Membru al Societatii de Stiinte Matematice din Romania

In acest moment, mai indeplinesc urmatoarele activitati stiintifice:

e Recenzor pentru Mathematical Reviews
o Editor al revistei International Journal of Geometry
e Secretar stiintific al revistei General Mathematics.

Membru in comitetul de organizare al unor conferinte/scoli de vara

internationale


http://www.imar.ro/~purice/Inst/2012/Minculete-Dr.pdf

e 34 International Conference on Mathematics and Computer Science —

MACOS 2018, 14-16 June 2018, Brasov

e 2nd International Conference on Mathematics and Computer Science —

MACOS 2016, 8-10 September 2016, Brasov

o Alterman Conference on Geometric Algebra and Summer School on

Kahler Calculus, August 1st- 9t Brasov, 2016

Participarea la organizarea altor evenimente in cadrul Facultatii de

Matematica si Informatica:

e WORKSHOP DE MATEMATICA SI INFORMATICA - editia a IV-a, 28
februarie 2018

e WORKSHOP DE MATEMATICA SI INFORMATICA - editia a III-a, 28
februarie 2017

e Invitarea profesorului universitar Bogdan Suceava de la California State
University, SUA, pentru a sustine o conferinta in cadrul Facultatii de

Matematica si Informatica, pe 29 mai 2017.



Activitatea de cercetare stiintifica

Preocuparea mea principald de cercetare stiintificA se regaseste in
domeniul teoriei inegalitatilor (aritmetice, algebrice, geometrice si analitice), dar
si In domeniul teoriei numerelor, unde am studiat proprietatile functiilor
aritmetice multiplicative ce utilizeaza e-divizorii.

Aceasta s-a materializat prin publicarea a peste 60 de articole stiintifice
in reviste specialitate din tara si din strainatate, 15 dintre ele fiind indexate [SI
Web of Science (in jurnale cu factorul de impact peste 0,5), altele indexate BDI,
B+ sau B si indexate in Mathematical Review si Zentralblatt Math.

In acelasi timp am participat la peste 20 de conferinte internationale
desfasurate in tara sau strainatate, studiile prezentate fiind apreciate de
specialistii in domeniu.

Principalele rezultate care alcatuiesc teza de doctorat se regasesc in articolele:

[1] Minculete, N., A note about properties of exponential divisors, Appl.
Math. Inf. Sci. 7, No. 1, 319-322(2013).

[2] Minculete, N., On certain inequalities about arithmetic functions
which use exponential divisors, International Journal of Number Theory, Vol. 8,
No. 6 (2012), 1527-1535.

[3] Minculete, N., Divisors of order k, An. Univ. Craiova Ser. Mat.
Inform., Vol. 39 (2), 2012, 257-265.

[4] Minculete, N., Pozna, C., On some properties of divisors of order k,
Int. J. Res. Rev. Appl. Sci., Vol. 8, Issue 3 (2011), 283-287.

[5] Minculete, N., T6th, L., Exponential unitary divisors, Ann. Univ. Sci.
Budapest. Sect. Comput. 35 (2011), 205-216.

[6] Minculete, N., Concerning some arithmetic functions which use
exponential divisors, Acta Univ. Apulensis Math. Inform 28 (2011), 125-133.

[7] Minculete, N., Some inequalities about certain arithmetical functions
which use e-divisors and the e-unitary divisors, Gaz. Mat. Ser. A., 1-2 (2011), 8-
15.

Ulterior tezei de doctorat am continuat studiul in directia teoriei
inegalitatilor aritmetice, algebrice, geometrice si analitice etc, obtinand
rezultate care rafineaza sau generalizeaza inegalitati consacrate, precum
urmatoarele tipuri:

o, (n) < n“+1

a) inegalitati aritmetice: inegalitatea Sandor-Téth (+/ n* <=k ( ) >
T \n

inegalitatea lui Landau (72'(2X) < 272'(X)), in articolele:

[1] Minculete, N., Pozna, C., Precup, E., A refinement of Sdndor-Té6th’s
inequality, J.Inequal. Appl. 2012:4, 2012.
[2] Minculete, N., Two generalizations of Landau’s inequality, Math.
Inequal. Appl., Vol. 15, No. 3, 2012, 591-598.
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articolul:

[1] Ratiu, A., Minculete, N., Several refinements and counterparts of Radon's
inequality, Mathematica Bohemica, Vol.140, No. 1, 2015, 71-82.

b) inegalitati algebrice: inegalitatea lui Radon (



c) inegalitati geometrice: inegalitatea Ionescu-Weitzenbock
(a®+b*+c*> 44/35 ), inegalitatea Erdos-Mordell
(MA+MB +MC > 2(x +y +2)), in articolele:
[1] Batinetu-Giurgiu, D., Minculete, N., Stanciu, N., Some geometric
inequalities of Ionescu-Weitzenbock’s inequality, International Journal of
Geometry, Vol. 2 (2013), No. 1.

[2] Minculete, N., Bursuc, 1., Several proofs of the Weitzenbéck Inequality,
Octogon Mathematical Magazine, Vol. 16, no. 1/A, 2008.

[3] Minculete, N., Several geometric inequalities of Erddés-Mordell type in the
convex polygon, International Journal of geometry, Vol. 1 (2012), No. 1, 20-36.

[4] Minculete, N., Gobej, A., Inegalitati geometrice de tipul Erdés-Mordell intr-
un poligon convex, Gazeta Matematica Seria A, nr. 1-2 (2010), 1-8.

[6] Minculete, N., O nouda demonstratie a inegalitatii Erdos-Mordell si
extinderea ei, Gazeta Matematica Seria A, nr. 3, 2008;

d) inegalitati analitice: inegalitatea lui Griiss
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< Z(Fl —7,)T,=7,)) , inegalitatea Iui Cauchy-Schvarz

pentru variabile aleatoare discrete (|COV(X,Y)£1/VariX WariY i), inegalitatea

lui Young sl inegalitatea lui Kittaneh-Manasrah
(la+(1-Ap=a’h"™ + I’(\/a - \/B)z ), inegalitatea Féjer
a+b)] p f(a)+ f(b) f
f [Tj J g(x)dx SJ' f(x)g(x)dx s I g(x)dx |, in articolele:

[1] Minculete, N., Ratiu, A., Pecari¢, J., A refinement of Griiss inequality via
Cauchy-Schwarz’s inequality for discrete random variables, Appl. Math. Inf. Sci.
9, No. 1 (2015), 39-45.

[2] Minculete, N., Ciurdariu, L., A generalized form of Griiss type inequality
and other integral inequalities, J. Inequal. Appl. 2014:119, 2014.

[3] Furuichi, S., Minculete, N., Alternative reverse inequalities for Young’s
inequality, J. Math. Inequal., vol. 5, No. 4 (2011), 595-600.

[4] Minculete, N., Mitroi, C., Fejer-type inequalities, The Australian Journal of
Mathematical Analysis and Applications, Vol. 9., Issue 1, Article 12, 2012, 1-8.
[56] Minculete, N., A refinement of the Kittaneh — Manasrah inequality, Creat.
Math. Inform. 20 (2011), No. 2, 157-162;

e) inegalitati referitoare la entropii generalizate, in articolele:
[1] Mitroi, F. C., Minculete, N., Mathematical inequalities for biparametric
extended information measures, J. Math. Inequal., vol. 7, No. 1 (2013), 63-71.
[2] Furuichi, S., Minculete, N., Mitroi, C., Some inequalities on generalized
entropies, J. Inequal. Appl. 2012:226, 2012.

f) inegalitati demonstrate cu ajutorul seriilor de puteri, in articolul:
[1]Ciurdariu, L., Minculete, N., Inequalities for Power Series, Appl. Math. Inf.
Sci. 9, No. 4 (Jul. 2015), 1823-1832.

g) inegalitati intr-un spatiu inzestrat cu produs scalar, in articolele:
[1] Minculete, N., Paltanea, R., Improved estimates for the triangle inequality,

J. Inequal. Appl. 2017:17, 2017.


https://scholar.google.ro/citations?view_op=view_citation&hl=ro&user=KstflJgAAAAJ&cstart=40&citation_for_view=KstflJgAAAAJ:r0BpntZqJG4C

[2] Minculete, N., Considerations about the several inequalities in an inner
product space, J. Math.Ineq., Volume 12, Number 1 (2018), 155-161.

In domeniile Inteligentei artificiale si cel al Modeldrii proceselor economice
am colaborat la cateva articole, ocupandu-mia de partea matematicid a
fenomenelor, cu nume consacrate in domeniile respective, precum; Prof. univ. dr.
Radu-Emil Precup de la Departamentul de Automatica si Informatica Aplicata
al Universitatii ,,Politehnica” din Timisoara; Prof. univ. dr. Laszlo Koczy, de la
Departamentul de Informatica al Universitatii ,,Szechenyi Istvan” din Gyor-
Ungaria; Prof. univ. dr. Claudiu Pozna, de la Departamentul de Informatica al
Universitatii ,,Szechenyi Istvan” din Gyér-Ungaria si de la Departamentul de
Automatica al Universitatii Transilvania din Brasov.

Printre articolele publicate avem:

[1] Pozna, C., Minculete, N., Precup, E., Kéczy, L., Ballagi, L., Signatures:
Definitions, operators and applications to fuzzy modelling, Fuzzy Set and
Systems, 201(2012), 86-104. FI: 1,880

[2] Fantana, R., Minculete, N., Precup, R. E., Extention of Liskov Substitution
Principle and Application to Curriculum Management, Acta Polytehnica
Hungarica, Vol. 11, No. 7, 2014, 25-42. FI1:0,471

[3] Pozna, C.; Precup, R.-E.; Minculete, N.; Alexandru, C., Modelling the
Inteligence Phenomenon, Acta Tchnica Jaurinensis, vol 4/1, 2011.

[4] Pozna, C.; Precup, R.-E.; Minculete, N.; Antonya, C., Characteristic of a
New Abstraction Model, 4th International Symposium on Computational
Intelligence and Intelligent Informatics, 21-25 October 2009, Egypt, ISBN 978-
1-4244-5382-5.

Rezultatele cercetarii stiintifice si relevanta pentru cunoasterea in
domeniu a acestor rezultate este evidentiata prin interesul altor cercetatori
asupra acestora, fiind materializat prin diverse citari in articole publicate in
reviste consacrate, peste 200 de citari, dintre care 33 sunt jurnale cu factorul de
impact Amai mare de 0,5.

In cadrul studiilor pe care le-am intreprins in domeniile de cercetare
evidentiate mai sus am colaborat cu urmatorii cercetatori:

e Prof. univ. dr. Josip Pecari¢ de la Universitatea din Zagreb si membru al
Academiei Croate;

e Prof. univ. dr. Silvestru Sever Dragomir, Scoala Ingineriei si stiintei,
Universitatea Victoria, Melbourne, Australia

e Prof. univ. dr. Shigeru Furuichi de la Departamentul de Stiinta
calculatoarelor si Analiza sistemelor din cadrul Universitatii Nihon din
Tokyo — Japonia;

e Prof. univ. dr. Laszlo Téth de la Departamentul de Matematica al
Universitatii din Pecs — Ungaria;

e Prof. univ. dr. Dorin Andrica de la Departamentul de Matematica al
Facultatii. de Matematica si Stiinta Calculatoarelor din cadrul
Universitatii ,,Babes-Bolyai” din Cluj-Napoca, si de la Departamentul de
Matematica al Universitatii ,, King Saud” din Riad — Arabia Saudita;

e Prof. univ. dr. Radu Paltanea, de la Departamentul de Matematica si
Informatica al Universitatii ,, Transilvania” din Brasov;

e Prof. univ. dr. Emil Stoica, de la Departamentul de Matematica si
Informatica al Universitatii ,, Transilvania” din Brasov;

e Prof. univ. dr. Claudiu Pozna, de la Departamentul de Informatica al
Universitatii  ,Szechenyi Istvan” din Gyor-Ungaria si de la
Departamentul de Automatica al Universitatii Transilvania din Brasov;



e Conf. univ. dr. Alina Tenescu, de la Facultatea de Stiinte Sociale a
Universitatii din Craiova;

e Lect. univ. dr. Marek Niezgoda de la Departamentul de Matematica
Aplicata si Informatica al Universitatii de Stiinte Sociale din Lublin —
Polonia;

e Lect. univ. dr. Loredana Ciurdariu, de la Departamentul de Matematica
al Universitatii din Politehnica din Timisoara;

e Asist. univ. dr. Flavia Corina Mitroi-Symeonisis de la Departamentul de
Matematica al Universitatii Politehnice din Bucuresti;

e Asist. univ. Petrica Dicu de la Departamentul de Matematica si
Informatica al Universitatii ,,Lucian Blaga” din Sibiu;

e Asist. univ. Augusta Ratiu de la Departamentul de Matematica si
Informatica al Universitatii ,,Lucian Blaga” din Sibiu;

e Dr. Ovidiu T. Pop de la Colegiul National ,Mihai Eminescu” din Satu-
Mare;

e Dr. Mihaly Bencze de la Colegiul National ,,Aprily Lajos” din Brasov;

e Dr. Catalin Barbu de la Colegiul National ,,Vasile Alecsandri” din Bacau;

e Prof. Adrian Gobej de la Colegiul National ,Vlaicu Voda” din Curtea de
Arges.

Pentru a extinde aria de actiune in domeniul didactic, dar si de stabilire
de noi contacte intre Universitatea Transilvania din Brasov si unele universitati
din tara si din afara tarii am participat la diverse conferinte si simpozioane
nationale si internationale, precum:

[1] Minculete, N., An improvement of Gruss inequality, The eight Congress of
Romanian Mathematicians, Iasi, June 26t-1 Julyst, 2015.

[2] Minculete, N., About two reverse inequalities of Bullen’s inequality, The
Thirteenth Conference on Nonlinear Analysis and Applied Mathematics,
Targoviste, June 5th-6th, 2015.

[3] Minculete, N., Several Bounds for some statistical indicators, Proceedings of
14-th Conference on Applied Mathematics APLIMAT, Paper 56, 8 pp., 3-5
February 2015, Bratislava, ISBN 978-80-227-4143-3 Institute of Mathematics
and Physics, Faculty of Mechanical Engineering, Slovak University of
Technology in Bratislava.

[4] Minculete, N., A note on two inequalities with the convex functions,
International Conference on Mathematics and Computer Science MACOS 2014,
Brasov, June 26-28, 2014.

[6] Minculete, N., Some considerations on Jensen’s inequality and several
applications, Twelfth Conference on Nonlinear Analysis and Applied
Mathematics, June, 13th-14th 2014, Targoviste, Romania.

[6] Minculete, N., Two reverse inequalities of Bullen’s inequality and several
applications, RoGer, 29 May- 1 June 2014, Sibiu, Roméania.

[7] Minculete, N., Ratiu, A., A refinement of Cauchy-Schwarz’s inequality for
discrete random variables in finite case, Joint International Meeting of The
American Mathematical Society and The Romanian Mathematical Society,
June 27-30, 2013, Alba-Iulia, Romania.

[8] Furuichi, S., Minculete, N., Mitroi, F. C., Mathematical inequalities on
generalized entropies and divergences,The Sixth conference Information’2013,
May 8-11, Tokyo, Japan.

[9] Minculete, N., Asupra numerelor armonice, A XVI-a Conferinta anuala a
SSMR, 19-21 octombrie 2012, Ploiesti.



[10] Minculete, N., Lixandroiu, D. 1., Barsan-Pipu, N., Certain inequalities of
some arithmetic functions, GYSCI 2012: Fifth Gyoér Symposium & First
Hungarian-Polish Joint Conference on Computational Intelligence, 24-26
September 2012, Gyor, Hungary.

[11] Minculete, N., Dicu, P., Bounds to a sequence which use Euler’s constant,
The 10th Romanian-German seminar on Approximation Theory and its
Applications, 24 -27 May 2012, Sibiu.

[12] Minculete, N., A Note about Properties of Exponential Divisors, A XV-a
Conferinta anuala a SSMR, 29 septembrie-2 octombrie 2011, Hunedoara.

[13] Pozna, C., Minculete, N., Precup, R. E., Alexandru, C., Research on
cognition systems based on experimenting the causal relations, The Third Gyor
Symposium on Computational Intelligence, 26-30 September 2010, Gydér,
Hungary.

[14] Minculete, N., Dicu, P., A Note on Several Inequalities of the Arithmetic
Functions, International Symposium Twenty years of mathematics in the
“Lucian Blaga” University of Sibiu, 14 -15 May 2010, Sibiu.

De asemenea am fost in doud deplasari pentru documentare si cercetare,
enumerate mai jos:
e in perioada 28.08.2011-11.09.2011, la Széchenyi Istvan University,
Gyor, Ungaria
e in perioada 08.12.2011-21.12.2011, la Széchenyi Istvan University,
Gyor, Ungaria

Activitatea didactica este sustinuta de:

e predarea cursurilor urmatoare: Algebra liniard si geometrie analiticd si
diferentiald, Matematica aplicata in economie, Aritmeticd si teoria
numerelor, Convexitate si Inegalitati, Geometrie sintetica, Soft
matematic

e publicarea urmatoarelor carti:

1. Minculete, N., Egalitdti si inegalitati geometrice in triunghi, Editura
Eurocarpatica, Sfantu Gheorghe, 2003, ISBN 973-85929-2-5 (170 p.).

2. Minculete, N., Teoreme si probleme specifice de geometrie, Editura
Eurocarpatica, Sfantu Gheorghe, 2007, ISBN 978-973-1815-01-5 (253

p.).

3. Minculete, N., Barsan-Pipu, N., Matematica aplicatd in economie.
Manual de studiu individual — 227 pag., 14 capitole, Editura Pro
Universitaria, Bucuresti, 2012, ISBN 978-606-647-340-8

4. Pop, O., Minculete, N., Bencze, M., An introduction to quadrilateral
geometry, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 2013, ISBN

978-973-30-3324-0 (300 p.)

5. Petriceanu, D., Petriceanu, A.-M., Radu, E., Bunget, M., Minculete,
N., Matematicd: Bacalaureat 2014, Editura Corint, Bucuresti, 2013.

6. Petriceanu, D., Petriceanu, A.-M., Radu, E., Bunget, M., Minculete,
N., Matematica: Bacalaureat 2015, Editura Corint, Bucuresti, 2014.

7. Stoica, E., Minculete, N., Algebra liniard, Geometrie analiticd,
Editura Fair Partners, Bucuresti, 2016, ISBN 978-606-718-012-1 (218

p.).



8. Petriceanu, D., Petriceanu, A.-M., Radu, E., Bunget, M., Minculete,
N., Matematica: Bacalaureat 2018, Editura Corint, Bucuresti, 2018.

Probleme publicate in diverse reviste de matematica:

In revista The American Mathematical Monthly am publicat cinci

probleme: Problem 11990, Vol. 124, no.6, June-July 2017; Problem 11714 (cu C.
Barbu), Vol. 120, no.6, June-July 2013; Problem 11635, (M, Tetiva), Vol. 119,
no.4, april 2012; Problem 11531, , vol. 117, no.9, november 2010; Problem 11541,
vol. 117, no.10, december 2010.

De asemenea, am publicat in revista spaniold, La Gaceta de la RSME,

Problema 181,Vol. 14 (2011), Num. 3, 511.
Probleme si solutii publicate in alte reviste de matematica:

Probleme publicate in Gazeta Matematica Seria A: 256 in nr.1/2008; 242
in nr.2/2007.

Probleme publicate in Gazeta Matematica Seria B: 26311 in nr.5/2010,
26288 in nr.5/2010, 26177 in nr.7-8-9/2009, 26132 in nr.4/2009, 26024 in
nr.7-8/2008, E:13614 in nr.2/2008, 25877 in nr.10/2007; C:3222 in
nr.10/2007; 25803 in nr.6/2007; C:3164 in nr.5/2007; 25725 in nr.2/2007;
0:1145, 25702 in nr.1/2007 ; 0:1140 in nr.11/2006; 25600 in nr.8/2006;
0:1124 in nr.6/2006; C:2995 in nr.3/2006 (in colaborare cu Marius
Olteanu); C:2863 in nr.4/2005; C:2404 in nr.5-6/2001; C:2454, 24608 in
nr.12/2001; 24714, 24704 in nr.5-6/2002; C:2951 in nr.11/2005.

Probleme publicate in Octogon Mathematical Magazine: W14 (Vol. 16, no.
1/A), PP.14335, PP.14336.

Probleme publicate in Creatit Matematice Seria B nr. 2/2007: nr. 5(pag.
61), nr. 5(pag. 70).

Probleme publicate in Revista de Matematica din Galati: CL:024, 1.:885,
L:917 in nr.26/2006; G:898 in nr.25/2005; CL:002 in nr.26/2006; CG:061,
CL:053, 1:983 in nr.28/2007; 1.:1023, G:1036, CL:075 in nr.29/2007.

Mi s-au publicat unele solutii in Gazeta Matematicd Seria A la diverse
probleme propuse aici de alti autori: problema 300, nr. 1-2/2011,
problemele 280, 282, 283, 284, nr. 1-2/2010, problema 263, nr. 2/2009,
problema 255, nr. 1/2009, problema 251, nr. 4/2008.

Probleme date al concursul Jozsef Wildt International Mathematical
Competition 2009: W15, W16.

Peste 10 probleme propuse in cadrul concursului ViitoriOlimpici.ro
organizat de Societatea de Stiinte Matematice din Romania.
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Subiectele de cercetare continute in teza

Teoria inegalitarilor reprezintd un subiect vechi al multor domenii
matematice, care ramane un domeniu de cercetare atractiv cu multe aplicatii.
Studiul functiilor convexe a ocupat si ocupad un rol central in Teoria
inegalitdtilor, deoarece functiile convexe dezvolta o serie de inegalitati.

Structura tezei de abilitare este alcatuita din urmatoarele tematici:
1. Inegalitati dezvoltate de functii convexe
1.1 Despre inegalitatea Hermite-Hadamard
1.2 Inegalitati de tipul Fejér pentru functii convexe
1.3 Doua inegalitati inverse ale inegalitatii Hammer-Bullen
1.4 Inegalitati de tip Young
1.5 Inegalitati de tipul Griiss in forma discreta si forma integrala

1.5.1 O rafinare a inegalitatii lui Griss utilizand inegalitatea Cauchy—Schwarz
pentru variabile aleatoare discrete in caz finit

1.5.2 Despre marginile unor indicatori statistici

1.5.3 O forma generalizata a unei inegalitati de tip Griiss si alte inegalitati
integrale

2. Inegalitati pentru functionale si operatori pozitivi inversabili
2.1 Inegalitati pentru functionale

2.1.1 Functionala Jensen referitoare la functii superpatratice si functionala
Jensen referitoare la functii puternic convexe

2.1.2 Cateva inegalitati despre entropiile generalizate
2.2 Inegalitati pentru operatori pozitivi inversabili
3. Inegalitati intr-un spatiu inzestrat cu produs scalar

3.1 Despre inegalitatea Cauchy - Schwarz intr-un spatiu vectorial inzestrat cu
produs scalar

3.2 Inegalitati inverse ale inegalitatii Cauchy-Schwarz intr-un spatiu inzestrat
cu produs scalar

3.3 Consideratii asupra unor inegalitati intr-un spatiu inzestrat cu produs scalar

4. Planuri academaice viitoare

11



4.1 Directii viitoare de cercetare referitoare la inegalitatea Hermite-Hadamard si

inegalitatea Hammer-Bullen

4.2 Directii viitoare de cercetare referitoare la inegalitatea lui Young si

inegalitatea lui Hardy

4.3 Directii viitoare de cercetare referitoare la inegalitati intr-un spatiu inzestrat

cu produs scalar — Cauchy-Schwarz, Ostrowski, Buzano, Richard

Bibliografia este alcatuita din 211 de referinte.

Rezultatele originale ale acestei teze de abilitate au fost publicate in

reviste precum:

Bull. Malays. Math. Sci. Soc.
Aequat. Math.

dJ. Inequal. Appl.

Math. Inequal.

J. Math. Inequal.

Gen. Math.

Appl. Math. Inf. Sci.

Creat. Math. Inform., etc.

In urma calculdrii factorului de impact relativ la publicarea in jurnale cu

factorul de impact peste 0,5, am obtinut un factor de impact cumulat de 6,014.

12



Rezultatele principale

Capitolul 1
Inegalitati dezvoltate de functii convexe

Studierea optimizarii unor inegalitati se bazeaza pe proprietati caracterizate cu
ajutorul functiilor convexe.

O functie f : I — R este convexd pe intervalul I, daca are loc

flea+(1-tp)<if(a)+1-2)f(b),
pentru orice a,be I,t e [0,1].

e Functia gama a lui Euler, F(x)=J‘txfleftdt ,x >0 este convexda (de
0

fapt functia gama a lui Euler este o functie log-convexa, adica, avem

f(ta + (1 —t)b) <f (a)f(l_t)(b), pentru orice a,be I,t e [0,1])

o inegalitatea lui Jensen, std la baza multor inegalitati importante.

Astfel, pentru o functie reald convexa f, cu numerele x,,X,,..., X

n

care apartin domeniului lui f, si ponderile pozitive w,,w,,...,w

n?’

avem:

Zn:wixi Zn:wlf(xl)

< =1

n n
2w | 2w
i=1 i=1

e (Cand toate ponderile sunt egale in inegalitatea (1.1), atunci deducem
varianta clasica a inegalitatii lui Jensen:

x| )
i=1 < i=1 )

n n

(1.1) f

(1.3) f

1.1 Despre inegalitatea Hermite-Hadamard

Pentru n =2 in inegalitatea (1.3), avem:

(1.1.1) f(a+b]< fla)+ ()

2 ) 2
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https://en.wikipedia.org/wiki/Jensen%27s_inequality

Hermite [107] si Hadamard [99], aratd ca pentru orice functie continua si

convexd f : [a,b]— R are loc inegalitatea:

(1.1.2) f((Hbj Ift)dt< ) (b)

Relativ la inegalitatea Hermite—-Hadamard, multi matematicieni au
lucrat cu mult interes ca sd o generalizeze, sd o rafineze sau si o extindi la
diverse clase de functii, precum: functiile cvasi-convexe, functiile log-convex,
functiile r-convexe

e obtinerea unor caracterizari ale mediilor generalizate: media Hélder,
a” +b’
aPt+prt’

p p VP
Ap(a,b):(a ;b ] , p#0, media Lehmer, L (a,b)=

-1)
—_— , p=01, a=b.
p(a—b)J

a® b
media Stolarsky, S, (a, b) =

In monografia [51], Dragomir si Pearce au prezentat mai multe
caracterizari ale inegalitatii Hermite-Hadamard.

Toan Rasa [165] arata ca: daca f - [a,b] — R este o functie convexa, atunci

1 a+b a+b 1
(1.1.4) E(f(T_CjH{ 5 +cj]smaf(t)dt,

. —-Qa . a . o .
pentru orice ¢ € [O, T} ,81 C= 1 este maximul cu aceasta proprietate.

e Alte imbunatatiri si extinderi ale inegalitatii au fost date de:
Bessenyei, Bessenyei si Pales, Mihailescu si Niculescu etc.

e Dragomir, Cerone si Sofo prezinta in [56, 57] urmatoarele estimari ale
inegalitatii Hermite-Hadamard:

Propozitia 1.1.2. Fie f : [a, b] — R o functie de doud ori derivabila astfel incat

existd constantele reale m si M astfel incat m< f"<M . Atunci

(1.1.5) mo-a) <= j Fleyt - (a+b)<M(b af

24 24
St

(b-a)’ _fla)+f®) 1 ¢ (b-a)
(1.1.6) m s R b—aI fledde < M= >

14



Teorema 1.1.3 ([[145] Minculete, N., Mitroi, C., Féjer-type inequalities, The
Australian Journal of Mathematical Analysis and Applications, Vol. 9., Issue 1,
Article 12, 2012, 1-8]). Fie f : [a,b]—) R o functie de doua ori derivabild astfel

incdt exista constantele reale m si M astfel incat m< f"<M . Atunci

(1.1.7)

- 1(12‘ A b-af < if@)+ (1= 2)fb)-flaa+d-2p) < MA=D _qy

pentru orice A € [0,1 ]

e Daca integram de la [0, 1] dupa A in inegalitatea (1.1.7), atunci obtinem
(1.1.6).

Corolarul 1.1.5 (Minculete-Mitroi [145]). Pastrand conditiile din Teorema
1.1.3 avem:

(1.1.8)
m%(b—af < %(f(/ia+(1—ﬂ)b)+ f((1—/1)a+/1b))—f[a;bj <M (1_2’1)(b—a)2

forall 2 €[0,1].

Corolarul 1.1.7 (Minculete-Mitroi [145]). Presupunem ca f : [a,b]—)R este

derivabila si convexd. Atunci

(1.1.9) fla)+£(b) _ 1 J(t)dt> [f( a)+flx) 1 Tf(t)g(tﬁtJZO

2 2 x—a

St

(1.1.10) ﬁ:‘jf(tﬁt_f(a;b)>z ( J flet—f (a+xn_0’

pentru orice X,y € (a, b) )

1.2 Inegalitati de tipul Fejér pentru functii convexe

Fejér [71], studiind polinoamele trigonometrice, obtine niste inegalitati care
generalizeaza inegalitatea Hermite-Hadamard, astfel:

Teorema 1.2.1. Dacd f : [a,b]—) R este o functie continua si convexa si daca
g :[a,b]—> R, este integrabili si simetricd in raport cu dreapta x = (@+b)/2.

Atunci avem
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(1.2.1) (‘Hb)[ t)dt<J'f eyt <L fla)+f ()I (et

Motivati de rezultatele de mai sus, in articolul [145], aratam alte
inegalitati de tip Fejér:

Teorema 1.2.2 (Minculete-Mitroi [145]). Fie f : [a, b] — R o functie de doud ori
derivabild astfel incdat existd constantele reale m si M astfel incat m< f"< M .
Presupunem ca g : [a, b] — R, este integrabila si simetricd in raport cu dreapta

x = (a + b)/2. Atunci au loc urmdtoarele inegalitdfi:

(122)

mjt—a)(b Delt)de < 1)+ 110) () f6) I (e)it — Jf t)dt<—it a)b—t)g(t)dt

St

(123)

mj2t a-by t)dt<jf )e(e)e - f (‘”bjj t)dt<—j2t a—-bY g(t)dt.

e Pentru cazul particular g(x)zl, daca aplicam teorema 1.2.2 pe

intervalele |:a, a ; b} , |:a ; b , b} , deducem:

48 2 2 48

2 b 2
a2y mY l(f(“)”(b)w[“*bjj— [ et < -9
2 b-a?
care reprezinta o imbunatatire a inegalitdtii Hammer-Bullen [166], data de:

(1.2.5) %j.f(t)dtg f(a);f(b)+f[a+bj.

2

Urmatoarele teoreme dau noi inegalitati de tipul Fejér.

Teorema 1.2.4 (Minculete-Mitroi [145]). Fie f - [a, b]—) R o functie de doud ori
diferentiabila, cu f'>0 si g: [QL,b]—)R+ o functie continud. Atunci au loc

urmdtoarele inegalitdati:

1) Dacd g este monoton descrescatoare, atunci
126 1 +f Igt)dt If gl > 1D+ 1%) () flx) I (t)it - _[f g(t )t > 0;

i1) Daca g este monoton crescatoare, atunci
16



1.2.7) If g(t)dt — f (“Hbjl' t)dt>£f g(t )it — f ((ij!: (t)x >0,

pentru orice X,y € (a, b) .

e Din inegalitatea (1.2.6) aplicatd functiei convexe ¥, cu

pe (— oo,O)u [1, oo)\ {— 1}, avem (vezi [145])
129  b-a)fa@bP-[s,@b)|=x-a)A @x)] -[s,@x)]}

a® +b*

unde x € [a, b]. Aici A, (a,b) :[

/p
J este media Hoélder sau media

bp

(p-1)
j , p#01,a=b, este media
p(a—b)

putere de ordin p si Sp(a,b):(

Stolarsky.

e Pentru p — —1 rezulta

(1.2.10) ® _G{H(i,b) - L(clz,b)} > ‘“){H(i,x) - L(i,x)} ’

: L b-a :
este media armonica si L(a,b): ——————— este media

unde H(a,b)=
a+b logb—-loga

logaritmica pentru a#b.

e Niezgoda stabileste cateva inegalitati de tip Fejér pentru siruri
convexe, Kunt et al. gasesc o noua inegalitate de tipul Hermite-
Hadamard-Fejér

1.3 Doua inegalitati inverse ale inegalitatii Hammer-Bullen

Pentru anumite restrictii ale lui f, in [561], Dragomir si Pearce gasesc o
imbunatatire a inegalitatii Hammer-Bullen data de urmatoarea:

Teorema 1.3.1. Fie f :[a,b] > R o functie de doud ori derivabild astfel incat

existd constantele reale m si M astfel incat m< f"<M . Atunci:

asy ml=9) f(a)+f(b)+f(a+b)—bfaif(t)dt cpl=a)

24 2 2 24

In continuare, vom dovedi doua inegalitati inverse ale inegalitatii Hammer-
Bullen.

Lema 1.3.2 ([146] Minculete, N., Dicu, P., Ratiu, A., Two reverse inequalities of
Bullen’s inequality, General Mathematics, Vol. 22, No. 1 (2014), 69-73.). Daca

f: [a,b] — R este de doud ori derivabild, atunci are loc egalitatea:

17



a+b

e Pentru x e [a, b], avem [x — jq(x) >0, iar prin cateva calcule

elementare obtinem:

ot

Prin urmare, pentru x € [a, b], putem scrie

m(x —GTerjq(x) < (x _ “_”’jq(x)f'f(x) < M(x _ “;qu(x).

2

Prin integrare de la a la b, inmultind cu 1/ (b—a) si utilizand relatia (1.3.2),
obtinem inegalitatile de la (1.3.1).

e Inegalitatile de la relatia (1.3.1) pot fi obtinute prin aplicarea
2

. e . X
inegalitatii Hammer-Bullen pentru functiile convexe f (x)—m—

2

2
X

st floe)-M =~
2
Teorema 1.3.4 (Minculete-Dicu-Ratiu [146]). Fie f : [a,b] — R o functie de

doud ori derivabild si convexd. Atunct are loc inegalitatea

(153 f(a); 1), f(a;bj_ zfa f Fley < (b—a)(f’l(lé)—f'(a))_

Inegalitatea lui Griiss =

Theorem 1.3.5 (Minculete-Dicu-Ratiu [146]). Fie f : [a,b]—)R o functie de
doud ori derivabila astfel incat exista constantele reale m si M astfel incat
m< f"<M . Atunci:
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(1.3.4)

fla)+ (b a+b ‘ b—a)f'(®)-f'(a)) _ (M-m)b-af
§<>2<>+f(2}bgay(tw_< At <>>§£< o-a)

e Daca vom considera functia f(x)z x?, p>1. Evident ca functia f

este convexa. Tinand cont de teorema 1.3.4 avem:

-1 a-1
A(ap,bp)+Ap(a,b)—2S;;(a,b)sp(b_“ ?; — ),

unde A(a,b):aTw este media aritmeticd si Sp(a,b):|:

a? —bP }1/(1)—1)
p(a - b) ’
p#0,1,a=b este media Stolarsky.

e Pentru f(x)= —logx, x>0, obtinem

b—a)2

(
A(a,b)G(a,ble 5 > I*(a,b),

b 1/(b-a)
unde G(a,b)=+ab este media geometrica si I(a, b)zl[b—aj este media
ela

identrica.
In [[147] Minculete, N., Florea, A., Furuichi, S., Bounds and estimates on convex
inequalities, Journal of Inequalities and Special Functions, Volume 8, Issue 4

(2017), 1-9], scopul nostru a fost sa determinam noi caracterizari referitoare la
inegalitatea Hermite-Hadamard.

Fie functiile H, [f l H, [f ] : [a, b] — R definite prin:

X

1, [7e) = (- ) ) [y

2

a

Hb[f](x)z(b—x)w—If(t)dt.

Lema 1.3.6. Fie f:[a,b] >R o functie de doud ori derivabili astfel incit
f"(x)>0, pentru orice xela,b|. Atunci funciiile H,([f] si H°[f] sunt

nenegative si convexe.

H,[f] . H[f] =
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Teorema 1.3.7 (Minculete-Florea-Furuichi [147]). . Fie f : [a, b] — R o functie

de doud ori derivabila astfel incat f" (x) >0, pentru orice x [a, b]. Atunci avem

159 el )1 e o2, o
f(a) f;fa;bj_bf aibf(t)dtzo
Z.g.@ e [ e LA B
f(b)+f2[a;bj_bf o

e Prin adunarea relatiilor (1.3.5) si (1.3.6) deducem:

azn f@rftb) 1 Tf(t)dtzﬁTHa[f](X%Hb[f](x)dXZ

2 b-a
1| f(a)+ () (a+b 2 B
5 SN j o !f(t)dt >0.

Pentru a generaliza inegalitatile de mai sus extindem functiile
H,[f}H,[f]:[a.b] >R la functiile H[f,g]H,[f.g]:[a,b] >R care sunt

definite prin:

| e e [0

a a

S
h flb)+ f(x) |
11,60 fat [T rggt
De asemenea, considerim functiile: Ha[f, g],ﬁb[f ,9]:[a,b] > R definite
prin:
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101 st 5 ot

Rezulta urmatoarea:

Teorema 1.3.10 (Minculete-Florea-Furuichi [147]). Fie functia f : [a b] — R de

douad ori derivabila si functia g : [a, b] — R, derivabild si simetricd in raport cu

a+b

. Atunci au loc inegalitatile:

(1.3.10) f(a;bjj:g(t)itS%(f(3a4+bj+f( DJ' t)dt<J'f g(t )it <

1 e, f(a+b)jig(t)dtg%f<b>ig<tw

2

Viitoare directii de cercetare referitoare la inegalitatea Hammer-Bullen sunt
preconizate in articolul [[142] Minculete, N., Niezgoda, M., Mitroi-Symeonidis,
F. C., About reverse inequalities of Hammer-Bullen’s inequality, in lucru.].

1.4 Inegalitati de tip Young

Inegalitatea lui Young in formda integrald este o sursa de inspiratie
pentru multe inegalitati fundamentale. Young [208] demonstreaza urmatorul
rezultat:

Teorema 1.4.1. Fie f : [O, 00) - [O, OO) o functie strict crescdtoare si continud
astfel incat f(0)=0 si limf(x)=oco. Atunci
X—>0

(1.4.1) I x)dx+jf (x)dx = Y(f; a,b).

Exista multe demonstratii diferite si mai multe generalizari ale acestei
inegalitati: Bullen [27] si Mitrinovi¢ et al. [155]).

e ab este o margine inferioara pentru functionala Young Y (f;a,b).
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In anul 1974, Merkle [138] arata ca nu exista o margine superioara a lui
Y (f;a,b) care sa fie independenta de f. El dovedeste ca:

(1.4.2) Y(f;a,b)< max{af (a)bf ™ (b)}

In conditiile teoremei 1.4.1, avem

a

(1.4.3) a)= [ flx)dx + If (x)dx =Y(f;a,f(a).

e 44 Y(frab)+Y(F £ (0) fla)=af(a)+bF ().
Witkowski, [206]
(1.4.5) ab<Y(f;a,b)<af(a)+f " (b)b-fla)).
Egalitatea are loc daci si numai daci b= f(a).

In [140], Minguzzi generalizeaza aceasta inegalitate.

Witkowski [206]

1.4.7) ab> mm{ }jf (xc)dox + mm{ }_[f‘l (xc)dx .

Cerone, in [33], dovedeste cd marginea superioara obtinuta de
Witkowski, data in relatia (1.4.5) este mai buna decéat cea a lui Merkle, data in
(1.4.2).

e Pentru f( ) xP?, p>1,inteorema 1.4.8, deducem inegalitatea:

p q
(1.4.8) ab> min{l,a—b}a— {1 —b}b—
a®”) p b ) q

e Pentru f(x):xp_l, p>1, in teorema 1.4.1, obtinem inegalitatea

lui Young:

P q
(1.4.9) ab<® 00
P q

pentru orice a,b>0 si p,q >1 cu l+l=1.
q

Minguzzi, in [140], demonstreaza o inegalitate inversa pentru
inegalitatea lui Young:
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a” b?
4. = —ab<b-a" b —a),
(1.4.10) 0< a <( a X a)

1 1
pentru orice a,b>0 si p,g>1cu —+—=1.
q

. . . o e 1
Aceasta inegalitate pentru a,b>0 si pe (0,1), cu substitutiile: p > —, a
p

— a” sib — b'? este echivalentd cu urméitoarea:
(1.4.11) a’b'? < pa+(1-ph,
Dar, aceasta este adevarata si pentru pe {O,l}.

In mod special, cand vorbim despre inegalitatea lui Young ne vom referi
la ultima forma.

Tominaga in [200], utilizeaza raportul Specht:

(1.4.12) pa+(1-ph< S(%ja"blp,
unde
1
A1
S(h) =" he1,
elogh!

pentru orice numar intreg pozitiv A.

¢ Tominaga arata in lucrarea [200] inegalitatea:

(1.4.13) pa+(1-pp < L(a,b)log S(%)+a”b1‘p,

pentru orice doua numare pozitive a,b si orice p € [0,1], unde L(x,y) este media

logaritmica.

In [[76] Furuichi, S., Minculete, N., Alternative reverse inequalities for
Young’s inequality, J. Math. Inequal., vol. 5, No. 4 (2011), 595-600.], am
prezentat doua inegalitati inverse ale inegalitatii Young, si anume:

2
(1.4.14) 0<la+(1-Ap-a'b ™ <a’p'™ exp{j'(1 _/1)(;1 -b) }—a‘b”,
m

si
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2
(1.4.15) 0<ia+(1-Ap—-a’db™ Si(l—/l){log%} M,

unde a,b>0, m= min{a,b}, M = max{a,b}, pentru orice A e [0,1].

Rezultatele de mai sus sunt cazuri particulare ale teoremel urmatoare
[Furuichi-Minculete, 76]:

Teorema 1.4.3. Fie [ : [a,b]—)R o functie de doud ori derivabild si existd
constanta reald M astfel incat 0 < f"< M, pentru orice x € [a,b]. Atunci are loc

inegalitatea:
(1.4.16) 0 < Aif(a)+(1-2)f(B)-f(Aa+1—-APp)< MAQ-A)b—a),
pentru orice A € [0,1 ]

Inegalitatea lui Young a fost imbunatatita de Kittaneh si Manasrah, in
[116], astfel

(1.4.20) pa+(1-ph=>a”b? +r(JE—\/5)2,
unde p € [0,1] sir= min{p,l — p}.

e Ki studiaza aceasta inegalitate pentru a stabili inegalitati
utilizand norma unei matrice.

In [78], Furuichi:
(1.4.21) pa+(1-ph> S{[%) Jal’blp.

Kober demonstreaza in [119] un rezultat general referitor la
imbunatatirea inegalitatii dintre media aritmetica si media geometrica, care
pentru n = 2 genereaza inegalitatea:

(1.4.22) a’b' P + r(\/a —\/5)2 <pa+({1-ph<a®b? + (1—r)(\/5 —\/5)2.

Aceasta inegalitate a fost redescoperita de Kittaneh si Manasrah, in [116].
Aldaz [11] — generalizeaza Young.

In [[151] Minculete, N., A result about Young’s inequality and several
applications, Sci. Magna, Vol. 7 (2011), No. 1, 61-68.], prezentam o alta
incadrare a inegalitatii lui Young,

2r 2(1-r)
+b a+b

(1.4.23) apbl-"(a—j <pa+(1-pps apbl‘p[ j .
2\/ab ( )b 2Jab
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Aceasta inegalitate poate fi scrisa cu ajutorul constantei Kantorovich:

(1.4.24) K" (h2)a’b'? < pa+(1-pp < K7 (h,2)a"b" ",
: (h+1) . b

unde a, b>0, p €[0,1], r = min{p,1- p}, K(h,2)= TR h=—.
a

Mentionam ca prima inegalitate in (1.4.24) a fost obtinuta de Zou et al. in [211]
iar cea de-a doua a fost obtinuta de Liao et al. [124].

In [[152] Minculete, N., A refinement of the Kittaneh — Manasrah inequality,
Creat. Math. Inform. 20 (2011), No. 2, 157-162.], prezentam alta rafinare a
inegalitatii lul Young, data de urmatoarea:

(1.4.25) r(«/g—«/B)z + A(p)lnz(%j <pa+(1-ph-abh* <

(1—r)(\/a—\/5)2+8(p)lnz[%)
unde a,b>1, pe(O,l), r:min{p,l—p},

AQp)=PU=B) T ) pop) 1or

p1-p)

e Observam ca A(p): —i >0 si

e Alti matematicieni care s-au ocupat recent de inegalitatea lui
Young: Dragomir, Zhao si Wu, Sababheh si Moslehian, Furuichi,
Ghaemi and Gharakhanlu

1.5 Inegalitati de tipul Griiss in forma discreta si forma integrala

In aceasta sectiune vom prezenta cateva rafinari ale inegalitatii lui Griiss in
varianta discreta. Acestea au fost incluse in lucrarile:

e [143] Minculete, N., Ratiu, A., Pecari¢, J., A refinement of Griiss
inequality via Cauchy-Schwarz’s  inequality for discrete random
variables, Appl. Math. Inf. Sci. 9, No. 1 (2015), 39-45.

e [149] Minculete, N., Ciurdariu, L., A generalized form of Griiss type

inequality and other integral inequalities, J. Inequal. Appl. 2014:119,
2014.

Versiunea discreta a inegalitatii lui Griiss:
25



;;xiyi _;;xi ;;yi < Z(Fl —7/1)([‘2 _7/2)’

unde x;,y; sunt numere reale astfel incat y, <x, <I si y, <y, <I, pentru

orice t=1,n.
Varianta integrala a inegalitatii lui Griss:

Fie f si g doud functit marginite pe [a,b] cu yléf(x)éfl st

Vo < g(x) <TI,, unde y,,7,,1;,1Iysunt patru constante. Atunct, avem:

b

Lj‘f(x)g(x)dx - ﬁi‘f(x)dx

b-a

1§ 1
b—a-[g(x)dx SZ(FI —71)(F2 _72)

a

Dupa numarul de articole publicate observam ca aceasta inegalitate este
de mare interes pentru specialistii in inegalitati:

e Pengsi Miao [181] — stabilesc o alta forma a inegalitatii Griiss

e Dragomir [60] — cateva inegalitati de tip Griiss in spatiile
inzestrate cu produs scalar

e Mercer [136] da o imbunatatire a inegalitatii Griiss

e Liu [125] arata alte forme ale inegalitatilor de tip Ostrowski-
Griiss

o Kechriniotis and Delibasis [113] rafineaza inegalitatea lui Griiss
in spatiile inzestrate cu produs scalar utilizand rezultatele lui
Kurepa’s pentru gramian.

e Noi generalizari [47] Dahmani—Tabharit—Taf utilizand integralele
fractionale Riemann-Liouville.

1.5.1 O rafinare a inegalitatii lui Gruss utilizand inegalitatea Cauchy-
Schwarz pentru variabile aleatoare discrete in caz finit

X.
Varianta (dispersia) unei variabile aleatoare discrete in caz finit X :( ’
P ).
<i<n

s 1 . — L .
cu probabilitatile P(X = xi): p;, =— ,1=1,n este media patratelor abaterilor
n

individuale de la media 1, = E[X]= lle :
=

Var(X) = B[00 - = 3o~ 0,
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Expresie echivalenta:

Var(X) = E|X? |- E*[X].

Notam prin RV multimea variabilelor aleatoare de tipul X = [ lJ cu
pi 1<i<n

probabilititile P(X =x,)= p, = 1 ,i=1n.
n

Covarianta masoara modul cum se schimba in acelasi timp doua variabile

aleatoare si este definita, astfel:
Cov(X,Y)= E[(X - E[X]\Y - E[Y])],
care este echivalenta cu forma
Cov(X,Y)= E[XY]- E[X]E[Y].
Inegalitatea Cauchy-Schwarz:
[Cou(X,Y) < Var(X)Var(Y)
Cateva rezultate:

(1.5.1)

Var(aX +bY)=a*Var(X)+b*Var(Y)+2abCou(X,Y ), a,beR.

(1.5.2) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)+2Cou(X,Y)
(1.5.3) Var(X-Y) = Var(X) + Var(Y) - 2Cou(X,Y ).
(1.5.4) Var(X+Y)+Var(X -Y) = 2Var(X) + 2Var(Y).
(1.5.5)

Cov(aX +bY,cZ +dT)=acCov(X,Z)+adCov(X,T)+bcCou(Y,Z)+bdCou(Y,T)

Teorema 1.5.5 (Minculete-Ratiu-Pecari¢,[143]). Dacd X, Y si Z sunt variabile
aleatoare discrete in caz finit cu X # kZ , atunci avem inegalitatea

(1.5.6)

< [Cov(X,Y )Cou(X, Z)- CouY, Z War(X)[ < Var (V) - [Cow 2
0 Var(X)WVar(Z)-[Cou(X,Z)} < Var(X)Var(¥) ¢ X, Y)] .

o Var(Y) #0 51 Var(Z) # 0, rezultd:

(1.5.8)
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0< [Cov(X,Y)Cou(Y, Z) - Cou(X, ZVar(Y)[’

Var(Y Var(Z) < Var(X)Var(Y)-|Cov(X, Y]2 .

Fie numerele reale x,,x,,..., x,, astfel incat y, <x, <I pentru orice

1=1,n si ,uX=12xi.

n° D

In 1935, Popoviciu (vezi e.g. [20, 84]) demonstreaza inegalitatea

n

(15.9) Var(X) =23 (x, -y f < i(rl ).

nD

Inegalitatea Griss are forma:

1 18 1¢ 1
(1.5.10) ;;xiy,- _;i_zlxi ;;yi SZ(F1 _71)(F2 _72)’

unde x;,y, sunt numere reale astfel incat y; <x, <I] si y, <y, <I, pentru

orice 1=1,n.

Observim: Cou(X,Y)= E[XY]_E[X]E[Y]:lixiyi _lixi li‘,yi
n&5 n s nhig

Utilizand inegalitatea Cauchy-Schwarz |COU(X s YX < \/ Var(X )Var(Y) , se obtine
o demonstratie a inegalitatii lui Griss.
¢ Bhatia si Davis prezinta in [20]:
1 2
(1.5.11) Var(X)=—> (= ) <0 =g et =71)-
i-1
Inegalitatea lui Bhatia si Davis reprezinta o imbunatatire a inegalitatii

lui Popoviciu, deoarece (F1 -7 )2 > 4(1"1 — Uy )(ﬂx - }/1).

Prin urmare se poate obtine o rafinare a inegalitatii lui Griiss:

(1.5.12)

(Fl _71XF2 _72)

S

1< 13- 1
_inyi__zxi_zyi 5\/(F1_ﬂx)(ﬂx_71)(r2_ﬂY)(ﬂY_%)S
no5 ns NI

Fie numerele reale x,,X5,.... X, , Y1:Y9se0s Yy » 21529505 2, , astfel

incatx,,x,,..., X, $1 2;,25,..., 2, nu sunt proportionale. Aplicand inegalitatea

n

(1.5.8) deduce o imbunatatirea a inegalitatii lui Griss:
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(1.5.14)

2
{leiyi —Ein lZyl} +S<

n.I nog nIg
1L 1 YV [1e 1 Y
= 2_| = . = 2_| = .
[n;xl (n;xlj }[n;yz [n;yzj J’
2
unde Sz[A_B] cu

A= [;;xiyi _;;xi ;;yiJ(;;xizi _;;xi ;;ZiJ7
1 1S 18 1 1 Y
B-(} a1 2o azfij(ﬁisz 32+) }

sl

e, (1w VY1, (1e V) (1w 1e 1w Y
C_[;;x?_(_lej ;;2? —(;zlzl] _(;;xizi_;;xizgziJ

n.4 o=

1.5.2 Despre marginile unor indicatori statistici

X
Media aritmeticd ponderatd (valoarea medie) a lui X :( Lj cu
pi 1<i<n

si Zn:pi =1 este datd prin )_(:E[X]=Zn:pixi :

=1 i=1

probabilititile P(X =x;)= p,

1

Varianta:

o2 =Var(X)= E[(X—)_()Z} = Zn:pi(xi —)_()2 :

=1

Deviafia standard (o5 = 1/VariXi)

Coeficientul de variatie (Cv(X)):

Coeficientul de corelatie este dat prin:

_ Cou(X,Y)
XY )= )

29



Este usor de vazut ca —1 < p(X, Y) <1.
Fie M = max{xl,xz,..., xn} sim= min{xl,xQ,..., xn}

Utilizand inegalitatile anterioare avem:

M-m

< —
2X

o (M -m),o- <

x =

(M -m).C,(X)<

|
N |

2
X
si

Cou(X,Y) <= (M-m)Q-q),

NG

unde @ = max{yl,yZ,..., yn} sig = min{yl,yZ,..., yn}.
Bhatia si1 Davis:

ot <(M-X)T-m),

ne genereaza alte margini ale indicatorilor statistici

O-%S(M—)_(X)_(—m), O')?S\/(M—)_(X)_(—m), CV(X)S <
A. McD. Mercer [136] arata ca:
(1.5.2.4) o2 < 2M(}_(—)_(h),
unde )Th = este media armonicd.

i1 X

1

In lucrarea [144] obtinem o alta caracterizare a variantei:

(1.5.2.5) om(X - X s )< o2 <2M(X-X,),

n

unde X ¢ =xP -x* -...x™ cuZpi =1
i-1
1.5.3 O forma generalizata a unei inegalitati de tip Griiss si alte
inegalitati integrale
In anul 1935, Griiss demonstreaza inegalitatea:
Fie f si g doud funciii mdrginite pe [a,b] cu  y, <f(x)<I, si

Vo < g(x) <T,, unde y,,y,,1,,I, sunt patru constante. Atunci, avem:
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e [ EO R SRS L)

Rezultate despre rafinarea inegalitatii lui Griiss au fost extrase din lucrarea
[[149] Minculete, N., Ciurdariu, L., A generalized form of Griiss type inequality
and other integral inequalities, J. Inequal. Appl. 2014:119, 2014.].

Florea si Niculescu in [70] trateaza problema estimarii deviatiei valorilor
functiei de la valoarea medie.

Notam prin R([a, b]) spatiul functiilor integrabile Riemann pe intervalul [a, b] si
prin C°([a, b]) spatiul functiilor continue pe [a, b].

Media aritmeticad pentru o functie integrabila Riemann f : [a,b]—) R este

numarul

Mr)= L [

a

b
Dacd heR([a, b]) si Ih(x)dx>0, atunci definim media aritmetica

generalizata a unei functii f € R([a, b)):

b

[ £ hle)s
M, [f]: - b

a
Proprietati:

Mh[fik]th[f]ik

unde k este o constanta.

Varianta unei functii f € R([a, b]) este data astfel:

var(f) = M,|(F - M, (F)} |

Ca urmare, obtinem:

e h-variantalui f:
Varh(f):Mh[(f_Mh(f))z] g
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[ fromea |
var, () = 5 [| fle) == ———

- Ao ) .
R )dx J.h(t)dt

Q C—y >

Proprietati:
var, (f)= Mh[fz]—MZ[f]
varh(fi k)= Uarh(f)’

unde k este o constanta.

COU(f,g): M, [(f_Ml [f])(g_Ml [g])]’

Covarianta a doua functii f,g € R([a, b]) este data astfel:

COV(f ’ g): Ml[fg]_ Ml[f ]Ml [g]:

1
b-a

D ey T

f(x)g(x)dx—leab f(x)dbelajig(x)dx.

a

. De fapt, covarianta este funcrionala Cebdasev atasata
functiilor f si g. In [113] este scrisa ca T(f , g). Proprietatile functionalei
Cebasev au fost studiate de Elezovi¢, Maranguni¢ and Pecari¢ in [66].

h-covarianta a doua functii f,g € R([a, b]) este data astfel:

cov, (f.g) = M,|(f - M, [f g - M, [g]),
care este echivalenta cu

cov,(f,9)=M,[fg]-M,[f]M,[g]=

In [174], Pecari¢ utilizeaza o generalizare a functionalei Cebasev notata

prin T(f, g, h). Astfel, observam ci T(f,g,h)=cov,(f,g).

In termenii covariantei, inegalitatea lui Gruss devine

(Fl —71)(F2 _72)

N

(1.5.3.2) lcou(f, g) <
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e ([Minculete-Ciurdariu, 149]). Fie f eR([a, b]) cu ¥, < f(X)SFl, unde

71,1 sunt doud constant reale. Atunci avem:

(1.5.3.3) var, (f)<=(T, -7, ),

D ey T
—h
—~~
x
~—
>
—~
X
~—
o
x
D ey T
—h
—_~
>
~—
=5
—~~
x
~—
o
>

(1.5.8.4) var, (f)<| T, -

e Dacdf,g, h €R(a, b)), atunci avem

(1.5.3.5) lcov,, (£, &) <var, (f)var, (g)

(1.5.3.6)
|COUh(f’g} :|T(f’g] S\/(rl _Mh[f])(Mh[f]_71)(r2 _Mh[g])(Mh[g]_7z)

<

(r1 _71)(r2 _72)'

=

e Dacaf, g q € R(ab)]), cu f#kq sivar, (f);é 0, atunci avem:

(1.5.3.7)

leon . ou,fra)-con o, (OF o
0= varh(f)varh(q)—[covh(f,q)]2 = h(f) h(g)[ h(f’g)]

(1.5.3.8) M2[fg]< M, |f* M, |f?]

(1.5.3.9) 0 < var, (f)var, (g)—[cov, (f,g)|< M, [f2 ]]V[h [fg]— M:(fs]

Prezentam in [149] extinderea inegalitatii lui Griiss pentru functionale
liniare izotonice normalizate:

Fie E o multime nevida, L o clasa liniara de functii cu valori reale si
g : E— R cu proprietétile:
(L1) f, g € Limplica (af + fg) € L, (V)a,f € R,

(L2)1 € L, i.e. dacdf, () =1,(V)t € E, atunci f, € L.

O functionald liniard izotonica A : L—R este o functionala care are
proprietatile:

(A1) A(af + B9) = aA(f) + BAG), (V)f,g € Lsi(¥) af e R.
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(A2) Daca f € Lsif>0, atunci A(f) > 0.
(A3) Aplicatia A spunem ca este normalizata daca A(1) = 1.

Teorema 1.5.3.7 ([Minculete-Ciurdariu, 149]). Fie f € L astfel incat f2 € L si
presupunem cd existd numerele reale y, si I, astfel incat y, <f <TI)| . Atunci

pentru orice functionald liniard izotonicd normalizatd A : L—R are loc
inegalitatea

(1.5.3.10) Alr?)-TA()F = (@ - A XA)-7))

In [52], Dragomir aratd inegalitatea:

(1.5.3.11) [A(f2)] < A(r?)A(g?)

e In lucrarea[149], demonstram o extindere a inegalitatii lui Griiss:

(153.12)  Alfz)-A(f)A(g)< (I, - A NAY)-7 T, - Alg)NAlg)-7. )
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Capitolul 2

Inegalitati pentru functionale si operatori pozitivi inversabili

In teoria inegalitatilor, printre cele mai utilizate functionale remarcam
functionala Jensen si functionala Cebasev. In continuare, vom studia functionala
Jensen 1n conditii de superpatraticitate si pentru functii puternic convexe.

2.1 Inegalitati pentru functionale

Daca f este o functie cu valori reale definita pe un interval I, x,,x,,..., x, € I si

Dy, Pgsees P, € (0,1) astfel incat Z p;, =1, atunci functionala Jensen este

i=1

definita prin:

I(7..3)= 3 sl f(szJ

o Functionala Cebdsev este definita de:

T(f,p.x) Zp [x —Zp J

Introducem:
o Functionala Jensen generalizata:
ny k n;
Jr (f Plyeces Phy Q5 Xiyeeoy xk) - Z plh pkjk [qu ljlj_f quzpyxlj
JiseeosJi=1 i=1 j=1
si functionala Cebasev generalizata:
----- n; k
Tk (f, P1,..., Pk, Q, X1,..., XE) I= Z Djj, - Dy, Zq —Zpijxij (Zqixiji j

=1 j=1 =1

e in [179], Pecari¢ si Beesack discuta despre proprietatile de monotonie ale
functionalei Jensen

e Dragomir ([58]) investigheaza proprietatile de marginire ale functionalei

Jensen normalizatd, adica < (f, p, X) satisfacand Z p; =1.

=1

1<i<n 1<i<n

0< min{&}J(CD, q, x) < J((I), q, x) < max{&}J(CD, q, x),
q; q;
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unde ®: K < X - X este o functie convexa definitd pe o multime convexa a

spatiului ~ liniar X, X = (xl,xz,..., xn)e K" si p= (pl,pz,..., pn),

q= (ql,qz,..., qn) sunt n-upluri pozitive cu Zn:pi :Zn:qi =1.

=1 =1

2.1.1 Functionala Jensen referitoare la functii superpatratice si
functionala Jensen referitoare la functii puternic convexe

Rezultatele ce caracterizeaza functionala Jensen referitoare la functii
superpatratice si functionala Jensen referitoare la functii puternic convexe au
fost prezentate in articolele:

e [158] Mitroi-Symeonidis, Fl. C., Minculete, N., On the Jensen functional
and superquadricity, Aequationes Mathematicae, August 2016, Volume
90, Issue 4, pp 705-718

e [159] Mitroi-Symeonidis, Fl. C., Minculete, N., On the Jensen Functional
and Strong Convexity, Bulletin of the Malaysian Mathematical Sciences
Society, 1-9, 2016.

In [1], Abramovich si Dragomir analizeaza functiile superpatratice.

O functie [ definita pe un interval I = [O,a] sau [0,00), este superpatraticd

dacd pentru orice x din I existd un numar real C(x) astfel incdt
(2.1.1.1) f(3)-£)= fly—2])+ ClacNy - x), (v)y €L

Multimea functiilor superpatratice este inchisa la adunare si inmultirea
cu scalari pozitivi.

Exemple ([3]). Functia f(x):xp, p > 2 este superpitratica cu
Clx)=f'(x)= px?™.

De asemenea h(x) = 22 In x cu Cx) = h'lx) = x(2 In x + 1) este o functie
superpatratica (dar nu este nici monotona nici convexa).

Lema 2.1.1.2 ([2]). Fie f o functie superpdtratica cu C(x) definit mai sus.

(1) Atunci f(0) < 0.

(1) Daca f(0) = f(0) = 0, atunci C(x) = f(x), cand f este derivabild pentru x > 0.

(111) Daca f> 0, atunci f este convexa st f(0) = f(0) = 0.

e Daca f este o functie cu valori reale definita pe un interval I,
X,,%Xg,es X, €1 $1 Py, Dgseees D, € (0,1) astfel incat Zn:pi =1, atunci
=1

functionala Jensen este definita prin:
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I(7.p.x)= 3 p.fl f(szJ

Propozitia 2.1.1.4 ((1]). Fie x, >0, i=1n, si p;>0, i=Ln, cu » p, =1.

i=1
X; —Zpr]J

Teorema 2.1.1.5 ([Mitroi-Symeonidis-Minculete, 158]). Fie f o functie
superpdtratica definitd pe un interval I = [O, a] sau [(), oo), X)X, €1 si

Daca f este superpdtraticd, atunci

2.1.1.5) J(f,p,x Zp f[

Disees D, € (0,1) astfel incat Zpi =1 si un numadr real A € [0,1]. Atunci avem

|

(2.1.1.6) Zpif((l - ;L)Zpixi + Mi} - f(zpixl} 2 zpif{l
i-1 i-1 i-1 i-1
e Pentru A =1, obtinem inegalitatea din Propozitia 2.1.1.4.
Corolarul 2.1.1.7 ([Mitroi-Symeonidis-Minculete, 158]).
x; = Zpixi J .
i-1

Motivati de rezultatele de mai sus vom introduce, in mod natural, alte

n
X = sz‘xi
i1

(2.1.1.8) J(f, p,x)> zzpif[%

functionale:

Definitia 2.1.1.8. Fie f o functie definita pe un interval I cu valori reale,

n;
numerelerealep;, 1=1,k si j=1,n; sunt astfel incat p; >0, Zpij =1
o1

(V)i=1FE (cupi = (pis, piz,..., Din ), Xi =(xi1,xi2,..., X, )e I" (V)i=Lk si q=

(Q1, q2,...,qr), qi > 0 astfel incdat Zk:qi =1. Definim functionala generalizatd
i=1
Jensen astfel:
(2.1.1.10)
koo
Ji (f, Piyerss Py @, Xiyenny X1) i Z Dy, P, (qu x; J—f(zinpijxij]

=1 j=1

In [160], Mitroi-Symeonidis demonstreaza ca: daca f este o functie
convexa, atunci
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.| Py1j - Pyj
(2.1.1.12) min{—2 """

1<j<m

Jr (f, r1,..., Tk, q, X1,..., Xz) <
1T,

1<, <ny,

Jr (f, p1,..., Pk q, X1,..., Xk)

Dy Dy
J 7}
<max{——=¢ Jr (f, r1,..., v, Q, X1,..., X&)
Lhsm | L,
1j kjp,
1<jp<ny,

e In aceasta sectiune, investigam marginea inferioara si marginea
superioara a functionalei Jensen generalizate cand f este superpatratica.

Nyl k _
(2.1.1.13) Jr (f, pL,..., Pr, A, X1,..., Xp) = Z pijl...pkjkf(Zqixiji —xj
j i=1

oo =1

_ k 7
unde x = Zinpijxij .
=1 j=1
k
1

1 Zqixiji —D_CD .

N sl
2.1.1.19) Jr (f, pL,..., Pk A, X1,..., Xi) = | Z pijl...pkjkf(— ‘
j i=

1o =1 2

Teorema 2.1.11([Mitroi-Symeonidis-Minculete, 158]). Let pi, xi, q be as in

Definition 2.1.1.8 and the positive real numbers T, 1= I,_k and j=1,n, be such

that Zrii =1 forall i=1,k. We put m:(ril,..., T, ) for all
=)

— .| Pij e Py Dy Dy
l——l,k,m—lmm A e d M= max A I
<K< <K<

h“ " rlh rkjk h ™ r]-h rkjk

1<j,<n,, 1<j,<ny,
Daca f este o functie superpatraticad, atunci:
(2.1.1.15)  Jr (f, pi,-..., Pk, A, X1,..., Xk) — mdr (f, r1,..., Tk, q, X1,..., X£)

ny,..., ny k _
+ Z (Pijl"-pkjk T T, )f Zqixiji —X
i=1

Jiseesdp=1

> mf]

n
=1

k
Z%Z(’?j Dy )xu
i=1 j

|

st

(2.1.1.16) M (f, r1,..., Yr, q, X1,..., Xk) — Jr (f, PL,..., Pk Q, X1,..., X£)

k n; ny,..., ny, k _
>f ZQizl(rij — Dy )XU + . Z (Mrijl"'rkjk = Djj, Py, )f(zllqlxy —xj
i= j= Jiseesdin= i=
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_ ok ”
undex = Zinpijxij .
=1 =l
e flepi= " =pr=psixi= - =Xxx= X, aceasta implica Propozitia
2.1.1.4.

Definitia 2.1.1.13. Fie f o funcfie definitd pe un interval I cu valori reale, este
puternic convexd cu modulul ¢ >0 [sau c-puternic convexd) dacd

(2.1.1.17) f((L= A+ Ay) < (1= 2)f (x)+ 2 (y)— Al - ANy —x),
(v)x,yeI,2el0]1].

o Convexitatea puternica a fost introdusa de Polyak [182].
e LEvident ca, orice functie puternic convexa este convexa.

e Hiriart—Urruty si Lemaréchal [109], arata ca: o functie f este puternic
convexa cu modulul ¢ daca st numai daca functia g (x) = f (x) — cx? este
convexd.

in [137], Merentes si Nikodem justifica inegalitatea:

(2.1.1.18) J(f,p,x Zp flx; [szxi] = Cipi (‘xi _9_5)2 :

Aceasta fiind redemonstrata utilizand abordare probabilisticd prin Rajba
s1 Wasowicz [187].

(2.1.1.19)

Zp. (1 ) x+/1,ux)
()MZP. (@ )+ g0 )-cat-2)u Zp(x —xf,(v) 2, uel01].

(2.1.1.20)

J(f,p,x >2{zp;{“xj (;)}%Zpi(xi_;)zZCZpi(xi_;)Q.

Ny, k _ 2
(2.1.1.21) Jk (f, pl;---; pk; q; X1yeeey Xk) Z c Z pUl "'pkjk {qux% _xj ’

_ X 7
unde x = Zinpijxij .
=1 j=1

e Aratam o aplicatie a functiei gama a lui Euler.
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Se stie ca
r(e)= [«edx, (v)¢20,
0

Weierstrass da o alta formulare cu produsul infinit,
-n  © -1 ¢
e t -
Iri)=—- 1+—| e",
0= 1103

unde y =0.577216... este constanta Euler-Mascheroni.

(2.1.1.24) InT(t)=—t— Int—i(% - |n(1+%D.

Propozitia 2.1.1.20 ([Mitroi-Symeonidis-Minculete, 159]). Functia
f: [0, oo) — R definita prin, f(t) =log 1"(1,‘2 +1)+ n”> +tarctant este puternic

convexd cu modulul 1 pe [0,00).

e Functia f:[0,0)—> R, f(t)=log F(tz +1)+tarctant este puternic

convexd cu modulul 1—y pe [O, oo).

2.1.2 Cateva inegalitati despre entropiile generalizate

Entropiile generalizate au fost explorate de multi cercetatori. Entropiile Rényi
[191] s1 Tsallis [201] sunt cele mai cunoscute generalizari cu un parametru ale
entropiel Shannon.

Despre entropia relativa Tsallis se gasesc studii in [81], [85] si [86].

In articolul [[75] Furuichi, S., Minculete, N., Mitroi, C., Some inequalities on
generalized entropies, J. Inequal. Appl. 2012:226, 2012.], analizim cateva
entropii generalizate bazate pe entropiile Tsallis si Rényi si studiem cateva
proprietati matematice ale acestora.

Media cvasi-liniara ponderata data cu ajutorul unei functii continue si
strict monotona y ;1 — I, definite prin

(2.1.2.1) M, (x5, xn)sw‘l(ipjl//(xj)}

unde ij =1, p; >0, x; eI,pentrujzl,_n,gi n>1.

j=1
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e Daca luam W(x):x, atunci M, (xl,xZ,..., xn) coincide cu media

n
aritmeticd ponderata A(xl,x2,..., X, ) = ijxj .
=1

o If w(x): x six;=In, pi’ atunci M, (xl,x2,..., xn) este egald cu
J

entropia Tsallis [201]:

n n 1
2122  H,(p,,pyr p,)=-D 0% In, p; =Y p,In, > (@=0,g=1),

j=1 Jj=1 J

unde {pl,pZ,..., pn} sunt probabilitati, p; >0 (‘v’)jzl,n si functia q-

1-q
S . x 1-1
logaritmica, pentru x >0 este definita de lnq(x)s , care converge

1-q
uniform la functia logaritmica uzuald /n(x) cand ¢q—1. Prin urmare, entropia

Tsallis converge la entropia Shannon cand g—1:

(21.2.3)  limH,(p,, Py, P,)= H(Py, Py s 2,) == 1, 108 P; -

J=1

Observam ca entropia cvasi-liniara [6] este alta generalizare a entropiei
Shannon. Entropia cvasi-liniara este data prin

(2.1.2.4) I*(p,,pyswr P,)=—log 9™ (Zn:pﬂ(l?j )j :

j=1

e Dacaluam ¢(x) =log x in (2.1.2.4), atunci avem

1" (py, Dy pn): H, (pl,pz,..., p,)-

e Putem redefine entropia cvasi-liniara prin

n 1
(2.1.2.5) I'(py, Dyreer ) = log Y™ [pr‘/{ZB’

J=1 J
pentru o functie y continua si strict monotona pe (0, ).

e Daci luam y(x)=logx in (2.1.2.5), avem

1% (py, Py seve pn): H1(p1’pz:---: p,)-
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o (Cazul 1//( ) "4 face ca sd recapturam entropia Rényi, si anume

lel q(pl’p2""’ pn)= Rq(pl’pQ’"-) pn)’

unde entropia Rényi [191] este definita astfel

(2.1.2.6) R, (p,,pys D) =1

-

Motivati de rezultatele de mai sus am investigat unele propietati ale
entropiilor generalizate, cu referire la entropiile Tsallis si entropiile cvasi-
liniare, utilizand inegalitati obtinute cu ajutorul unor imbunatatiri ale
inegalitatii lui Young.

o Definim entropia cvasi-liniard relativd prin:

(2.1.2.7) DY (D, Dygseves D13 Tysees 7, ) = —lOg Y (Zp, {p D
J

j=1

Entropia cvasi-liniara relativa coincide cu entropia Shannon relativa
daca l//(x): logx ,1.e.,

Dlog(pppz: ’pn”rl’rZ’ ° )__Zp, lOg_: (pl’pZ"“!pn”rl’rZ""’rn)'

rl,rz,...,r) entropia Rényi relativa [3]

n

Denumim prin Rq(pl,pz,..., pn|

definita prin:

(2.1.2.6) R, (D1 Dys Doy Ty, )=

log(ij r q].

Acesta este alt caz particular al entropiei cvasi-liniare relative, si anume

pentru l//(x) =X

1_
7 avem:

1

1-¢ \14
D (D), Pyseres Do Ty 7, ) =—log Zp,[ ]

J
= Llog[znlp;’rjl‘qJ =R, (pl,pg,..., Pl e rn)

Utilizand (1.4.23), obtinem

or 2(1-r)
B p:+r. 3 p;+r.
qurjl q ) J J < qp +(1 q)rJ Squrjl q J J ’
D;T; 2\p;r;

unde q € (0,1) sir= min{q,l — q} , deci rezulta:
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1 n .47
——log| > (gp, + (1 -q)r, Pih SRq(pl,pz,...,pn|rl,r2,...,rn)
q-1 Jj=1 2 p;T;
—2r
1 z P+
<——Ilog qp. +(1—q)r I
qg-1 le( J ( )] 9 DT

Observam ca entropia Tsallis relativa,

2.1.2.7) D, (py, D0 D,

oty )= 23 In, p, =, 7)==, In,
j=1 Jj=1 P;

converge la entropia relativa (divergenta, informatia Kullback-Leibler) cand
q—1:

73Ty penes rn)= D, (pl,p2,..., pn|

im D, (p,. Dy 1| Ty T,) ==, log -
g—1 Jj=1 p]

e Definim entropia Tsallis cvasi-liniara (entropia g-cvasi-liniara) astfel:

IR 1
(2.1.2.8) Iy (py, s ss P, )=y v {pr‘/’[;ﬁ

J=1 J
. lqigILI;’(pl,pz,..., p,)=1"(p,,Pysr D, )-

Pentru x > 0 si ¢ > 0 cu g#1, definim functia g-exponentiala ca

exp,, (x) = [1 + (1 —q)x]ﬁ ,daca 1+ (1 —q)x>0.

e Daci luam y(x)= In, (x), atunci avem

Ié"q (pl,pz,..., p,)= H, (pl,pz,..., p,).

Mai mult, avem

1 1
Iffq (p1, Py ) =1In, (Zn:piquljl_q _in, (Z":quJl_q
1 e "~ =
n i
(;pj ] - Zn:(qu_pj)
B 1_q =+ 1_q :Hq(pl’pz!""pn)-

e Entropia cvasi-liniard Tsallis este nenegativa:
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Ig’(pl,pz,..., pn)ZO.

Pentru o functie y continua si strict monotona pe (0,0) si doua distributii de

probabilitate {p1, p2, . . ., pn} $1 {r, r2, . . ., mf cup; >0, rj > 0,(‘v’)j:1,_n,

entropia cvasi-liniara relativa Tsallis este definita prin:

n 7.
15 Tgsmess ’"n)E ~in, W_{prl/l(p_JB
Jj=1 J

e pentru y/(x):lnq (x), entropia cvasi-liniara relativa Tsallis devine

2.1.2.11) DY (py, Dyys Dy

entropia relativa Tsallis,

Ty Ty ) = Zp,ln( ] D,(p,, py>r D,

Ity rn)

D (pl,pz, > D,

o pentru y(x)=x"7, avem

1

Ty T, ) = =10 [;p,[ ]wij ~In (Zp, 1"} B

n

1 n ) = - Z(pj_p}z’"jkq)
—_ ( pj[_]J -1|=2= :Dq(pl,pz,..., JN rn)

D" (py, pyseess Py

1-q

Propozitia 2.1.2.7 ([157]). Pentru doud distributii de probabilitate

p={p1,p2,..., pn} SL T = {rl,rZ,..., rn} astfelincdat p;>0,r, >0, ipj =irj =1

j=1 J=1

SI X = {xl,xQ,..., xn} astfel incdat x; 20, avem

21219 O<mzn{pl} (.5 p)< (fxr)<max{pl} (f.xp),

unde T(f, X, p)= Zn:pjf(xj)_fll//_l (Zn:pj'//(xj )D’

pentru orice functie continua strict crescatoare y : I—I si o functie f : [-><J astfel

Fly ™ (1= 2a)+ 2y (b)) < (L~ A)f(a) + 27(D)

(V) a,bel si (V) 2€f01].
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Teorema 2.1.2.8 ([Furuichi-Minculete-Mitroi, 75]). Pentru q >0, o functie w

continua §i strict monotona pe (0,0) si o distributie de probabilitate

r:{rl:rz:"': r‘n}cu rj >0 (V)j=]_’_n,zn:rj :1, avem

Jj=1

(2.1.2.14) 0 <nminir, }{ln v (1 Zn:(/{lﬂ_lzn:lnq l},
1<i<n n p

< I(';’(rl,rz,..., r )—Hq(rl,rZ,..., r )

n

o {48 25

(2.1.2.15) 0 <nmin{r, [T(f,x,u)<T(f,x,r) < nmax{r }T(f,x,u),

1<i<n 1<i<n
Corolarul 2.1.2.9 ([Furuichi-Minculete-Mitroi, 75]). Pentru q >0 si o distributie

de probabiltate r = {rl,r2,..., rn}cu r; >0, (‘v’) J :1,_n st irj =1, avem

Jj=1

1S1) 19 1
2.1.2.16 0< l == =,
( ! mf}lg'}{ }{n (”]Z‘FJ n; " FJ}

<lIn, n—Hq(rl,rz,..., r )

n

<nmaxly, }{zn [n y r_]__zz }

J=1 7

Propozitia 2.1.2.18 ([Furuichi-Minculete-Mitroi, 75]). Pentru distributiile de
probabilitate p = {pl,pz,..., pn} SI Y= {rl,rz,..., rn} astfel incat

p; >0,r; >O,j:1,_n, ij :er =1, avem

= j=1

n

(2.1.2.24) Z(l—pj)logl_l (1 D; )log

ja R pj

Pentru distributiile de probabilitate p = {pl,p2,..., pn} sir= {rl,rZ,..., r‘n}

astfel incat p; >0,r;, >0, j=1,n, entropia relativd Tsallis (divergenta) este

data prin:

11579500 n) pr Zn —

Dq(p”r): (pl’pZ’ ’pn|
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Aceasta converge la clasica informatie Kullback-Leibler:

q—1

lim D, (plr)= D (plr)= - p, log -
j1 P;j

Divergenta Jeffreys este definita ca:
(2.1.2.25) J, (p||r) =D, (p||r)+ D, (r”p),

iar divergenta Jensen-Shannon este data de:

(2.1.2.26) JS, (plr) = %D{p”p;rJ +éD1(I‘Hp'2" rJ,

(vezi e.g. [161]).

Extindem functia logaritmica cu un parametru [[161] Mitroi, F. C., Minculete,
N., Mathematical inequalities for biparametric extended information measures,
J. Math. Inequal., vol. 7, No. 1 (2013), 63-71.] la functia logaritmica cu doi

parametrii, adica definim functia (r,q)-logaritmicé pentru x > 0 astfel:

expl_—q(xl" —1)—1
In,, (x)= In,expln, x = 1-r ,

1-q

care converge uniform la functia logaritmica uzuala /n(x) cand g—1 si r—1.

Functia inversa functiei /n, q(x) este notata prin:

exp,  (X)=exp, Inexp, x.

Furuichi si Mitroi in [89] definesc entropia (r,q)-cvasi-liniara Tsallis si
divergenta (r,q)-cvasi-liniara Tsallis:

L[ 1
2.1.227) 1Y, (p,, Py P,) =10, W 1(2 pjw[p—]}q,wo, qr#l,
j=1 J

e Pentru t//(x) =In,, (x) avem urmatoarea functionala entropica:

L 1
(2.1.2.28) H,,(p)=)pn.,—.
= Db;j

e O aplicatie interesanta este urmatoarea:

1

1
X n r E r n . ?
Izr‘l,q(p)zlnqemIn?r—l(_zllpi] =Ingep — {ijJ ~11],
j=

r r
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care in caz particular coincide cu entropia Arimoto, adica, pentru

1 L
e : r : ' r : '
imtars  (P)=lmingee) T @F’FJ M (ZF’FJ | Hee)

j=

Cand r —1 entropia Arimoto este echivalenta cu entropia Shannon.

Pentru o functie i continua si strict monotona pe (0,%), q,r >0, q,r #1, si doua
distributii de probabilitate {p,,Dy,.., p,} $i {707y} cu pj > 0, 15 > 0

n

(‘v’) Jj=1,n, divergenta (r,q)-cvasi-liniara este definita prin

(2.1.2.29) DY (p”I')E —In l//l( En p[//(r—JJJ
r,q r.q 4 J p )

J=1 J

e Pentru y(x)= In,, (x) avem:

(2.1.2.30) D, (pf)=-3p, in,, .
fa b;j

Propozitia 2.1.2.21 ([Mitroi-Minculete, 161]). Fie r un numar real, p >0,q >0

1 .
astfel incatp=— . Dacd 1< p <2 sau dacd 1< q <2, atunci avem

(2.1.2.31) D,, (p||r)+ H,,,, (p) >1- Zn:pj exp(ln, ;—’ +in, pj] .

J=1 J

2.2 Inegalitati pentru operatori pozitivi inversabili

In Teoria Operatorilor gdsim numeroase caracterizari si relatii intre monotonia
operatorilor si convexitatea operatorilor, datd de Hansen si Pedersen [104],
Chansangiam [34].

In [121], Kubo si Ando au studiat conexiunile dintre functiile monotone de
operatori si operatorii de tip medie. Teoria operatorilor medie joaca un rol
central in inegalitatile dintre operatori, ecuatiile cu operatori, teoria retelelor si
teoria cuantica a informatiilor.

Fie H un spatiu Hilbert real. Notam cu B(H) algebra operatorilor liniari
marginiti pe H. Daca scriem A >0 atunci inseamnid cd A este un operator
strict pozitiv sau echivalent cu A>0 si A este inversabil. Notam cu I
operatorul identitate.
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In [19], gasim media putere cvasi-aritmetica #ap cu exponent «a si

pondere p data prin:
A#, B=[1-p)a“+pB“|"*, AB>o0.

Cateva cazuri speciale ale familiei de medii putere cvasi-aritmetice sunt
urmatoarele:

e pentru a =1, avem media aritmetica ponderata:
AV B:=A# B=(Q1-p)A+pB, A, B=0

e pentru & =—1, media armonica ponderata:

_ 11
Al B:=A#, B=|1-p)A* +pB*]', AB=0
e Pentru ¢ — 0, obtinem media geometrica ponderata:
A#p B-= liﬂ}A#a,p B=A""B”, A,B>0 siA, Bcomuti.
Media geometrica a fost definita de Pusz si Woronowicz in [186], astfel:

A#B = max{T >0: ‘<Tx,y>‘ < HAl/sz . HB”Zy ,Vx,y e H}, A,B>0.

In fapt, aceasta este aceeasi cu formula data de Ando in [15]:

A#B=A"*(A"?BA"*)"*A?, A,B>0.

O importanta observatie [14] este ca media geometrica A# B este unica
solutie pozitiva a ecuatiei Riccati:

XA7'X =B.

Media geometrica p-ponderata este definita [16] prin
1/2(p-1/2pA-1/2 Y p1/2
A#,B=A"*(A"2BAV2 ) A2,
unde pe (0,1) si A,B>0.

Furuta-Yanagida demonstreaza, in [92], urmatoarea inegalitate:

A.’p B< A#p B< AVpB.
Plecand de la cunoscuta inegalitate

{W-p)+pt}" <t? <(-p)+pt,

implica relatia

48



(- p)epe} e <o <fi-p)spie} 7, peOTa0,
de unde deduce o inegalitate pentru media putere cvasi-aritmetica #a) »
A#fa’p B< A#p B< A#a)p B.

Tominaga [200] arata ca: pentru operatorii pozitivi inversabili A si B cu

O<mI<A,B<MI, avem

(2.2.1) (1-p)A+pB<S(h)A#, B
St
(2.2.2) (1-p)A+pB<A#, B+L(1,h)S(h)B,

unde p € [0,1].

In continuare, prezentim doud inegalititi inverse care sunt diferite de cele de
mai sus si care au fost analizate in [[76] Furuichi, S., Minculete, N., Alternative
reverse inequalities for Young’s inequality, J. Math. Inequal., vol. 5, No. 4
(2011), 595-600.].

Teorema. 2.2.1 ([Furuichi-Minculete, 76]). Fie f : [a, b] — R o functie de doud
ori derivabild astfel incat existd o constantd reald M astfel incat 0< f"(X)S M,

(‘v’) X e [a, b]. Atunci are loc inegalitatea:

0< pf (a)+(1- p)f(b)- f(pa+(@- pl)<Mp(i- pYo-af, (v) pe[01].

e Daca luam, in inegalitatea de mai sus, f(X): —In X, atunci obtinem

2
0<pa+(1-ph-a’b'® <a’b'? exp{p(l_p)(za_b) }—a”bl_p,
m

si
2
0<pa+(1-ph-a”b™® Sp(l—p){log%} M.

Daca un operator liniar marginit A satisface relatia A = A", atunci A se
numeste operator autoadjunct. Daca un operator autoadjunct A indeplineste

conditia <AX,X>ZO (‘v’) XeH , atunci A este numit operator pozitiv. In plus,
A > B inseamnd A-B>0.

Teorema 2.2.2 ([Furuichi-Minculete, 76]). Pentru pe[O,l], si doi operatori

pozitivi A si B care indeplineste 0<mlI <A, B<MI <1, h=—, avem
m

49



2
(2.2.3) A#t,B<(1-p)A+pB< exp[ p(1- p)(1 - %} JA#p B

st
(2.2.4) A# B<(1-p)A+pB< A#, B+ p(1- p)iog® h)B.

e LEste natural sa analizam daca inegalitatile obtinute in articolul [76] sunt
mai bune decat cele obtinute de Tominaga.

Daca luam h = 1 sip= 1 , atunci avem
2 20

2
exp{p(l - p)(1 —%j }—S(h) = -0.0128295.

Daca luam h = 1 sip= = , atunci obtinem
2 10
1 2
exp{ pll- p)(1 - E) } ~S(h)=0.0326986.

In concluzie, nu existi o ordine intre inegalitatile (2.2.3) si (2.2.1).

Similar cu entropia relativa Tsallis, Fujii and Kamei in [73] au introdus
entropia operator relativa, astfel:

S(A | B) = A1/2 log(A—1/2BA—1/2 )Al/z

pentru doi operatori pozitivi inversabili A si B pe un spatiu Hilbert. Extinderea
parametrica a entropiei operator relativa a fost introdusa de Furuta in [91] ca:

S,(A|B):= A"*(A"?BA™*) log(A"/?BA™/?)A 2,

pentru p € R si doi operatori pozitivi inversabili A si B pe un spatiu Hilbert.
Observam ca S, (A | B) = S(A | B).

In [207], Yanagi, Kuriyama si Furuichi introduce conceptual de entropie
relativa Tsallis pentru operatori, astfel

A1/2(A71/2BA71/2)PA1/2 _A
p

T,(A|B):= ,pe(01],

unde A si B sunt doi operatori pozitivi inversabili A si B pe un spatiu Hilbert.

Relatia dintre entropia operator relativa, S (A|B), si entropia relativa
Tsallis pentru operatori, 7, (A | B), a fost subliniata in [82], prin urmatoarea:
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(2.2.5) A-AB7A<T (A|B)<S(A|B)<T,(A|B)<B-A.

O proprietate referitoare la entropia relativa Tsallis pentru operatori a fost data
de Isa, Ito, Kamei, Toyama, Watanabe in [108]:

Propozitia 2.2.4. Pentru orice operatori strict pozitivi A si B,
iar p,q € [— 1,0)u(0,1] cu p<q, avem

(2.2.6) T (A|B)<T,(A|B).

Principalele rezultate din articolul [[163] Moradi, H. R., Furuichi, S., Minculete,
N., Estimates for Tsallis relative operator entropy, Math. Ineq. Appl., Volume
20, Number 4 (2017), 1079-1088] se refera la determinarea unor margini care
imbunatatesc inegalitatea (2.2.5).

Printre aceste inegalitati avem, daca A, B sunt operatori pozitivi
inversabili si p € (0,1] , atunci

p-1
1

1 1
At ————— (AZBAZ-leZsTp(MB)s (A#,B—A#, ,B+B-A)

N |

care este o rafinare considerabila a inegalitatii (2.2.5), unde I este operatorul
1dentitate.

Teorema 2.2.5 ([Moradi-Furuichi-Minculete,163]). Pentru orice doi operatori
pozitivi inversabili A si B astfel incat A< Bsip €(0,1], avem

(2.2.7)
1 1 p-1
A ZBA 2 41 = - : 1
Az = =0 T I AZBA 2| |A2<T,(A|B)< =(A#,B-A#, ,B+B-A)
2 2 p p

e A>Bsipe(0,1], atunci

(2.2.9)  A#,B-A#, B< %(A#p B-A#, ,B+B-A)<T,(A|B)

1 1 p-1

1 A2pAz 1 1
cpz|ABA+T (A 2BA2—IJA23A#MB—A#[)BSO.

e A<Bgsipe (0,1), atunci

-T

p-1

(2.2.16) 4{Tp (A Bai BJ

(A| A;Bﬂs pl_l[Tp(AlB)—Yl(Aw)]
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< %[TP(A |B)-T, ,(A] B)]ﬁ&A#2 (B-A)

sau, inmultind cu p—1 <0, obtinem

(2.2.17)
P, (AlB)-T, (4| B+ 2L 4, (B- A)<T, (4| B)-T; (4] B)

S4(p—1{Tp(A|A;BJ—Tp_l(AlA;Bﬂ

(2.2.18) %[Tp (A|B)-T, (A B)]<—*
.

[7,(41B)-T;(4 B)

< %[TP(A |B)-T, (A B)]+iA#2 (B-A)

in niste cercetari recente, Furuichi and Minculete [Inequalities for Relative
Operator Entropies and Operator Means, Acta Mathematica Vietnamica, 2018]
arata ca:

Teorema 2.2.12. Pentru orice doi operatori strict pozitivi A si B astfel incdat
A<Bsipe (0,1), avem
AVpB —A#p B AVqB—A#q B
<
p(1-p) q(l-q)

Teorema 2.2.13 ([Moradi-Furuichi-Minculete,163]). Fie A si B doi operatori

(2.2.19)

1 1
pozitivi inversabili astfel incat I<hWI<AZ2BAZ?2<hl sau
1 1
O<hl<A?2BA ?2<h'I<I,atunci avem
(2.2.20) K'(W,2)A#,B< AV B<K'" (W' ,2)A#, B.

unde p €[0,1],r = min{p,1-p}.
e Margini alternative pentru entropia relative Tsallis pentru operatori:

Teorema 2.2.18 ([Furuichi-Minculete, 79]). Fie A si B doi operatori strict
pozitivisi — 1< p<1cu p#0.Daca A< B, atunci

(2.2.29) S,,(A|B)<T (4] B)< S(AIB)JrZSp(AlB).

Dacad B< A, atunci
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S(A|B)+S,(A|B)

2.2
(2.2.30) 2

<T (A|B)<S,,,(A|B).

(2.2.32)
S(A|B)+S,(A|B)

S(A1B)<S,,,(A|B)<T,(A|B)< 5

<S,(A|B)

In continuare vom face citeva consideratii asupra constantei Kantorovich
generalizate K(h, p) data in relatia (2.2.20), si anume:

h"-h (p-1h"-1)
K(h,p):= ,
(#.p) (p—l)(h—l)( P hp—h]
(V) peR,p=0,1.
e Dacd luam a=h"-1 si b:Ll(hp —h), atunci avem
p_
pa+(1—p)b=p(hp —1)—p(hp —h)zp(h—l), deci rezultd urmatoarea
relatie:
pblfp
K(h,p)=—272
(h.) pa+(p-1)p

(V) peR,p=0,1.

Tinand cont de cele de mai sus observam ca putem estima constanta
Kantorovich generalizata utilizand cateva inegalitati referitoare la inegalitatea
lui Young. Ca exemplu, utilizand inegalitatea data de Kittaneh si Manasrah
[116], in forma:

D b (-rfa—b)

<1- < )
pa+(1—p)b pa+(1—p)b pa+(1—p)b

unde p € [0,1] and r = min{p,l — p}, gasim

(2.2.34)

) (e B | K(n p)< & () (g BN e |

p(l-p)Xh-1) - p(l-p)Xh-1)

unde h>1, pe (0,1) sir= min{p,l —p}.

In [Minculete, 151], am prezentat alta rafinare a inegalitatii lui Young,
astfel:
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(2] consliopy [as )

pentru numerele reale pozitive a, b si p € [0,1] sir= min{p,l — p}.

Aceasta implica estimarea:

1 (pephen’ 1) _ 1 (1 (prphehr-1f )
p(l-p) 4(h-h?|n? -1) | ~ K(h,p)" | p0-p) 4lh-h?n" -1) | °

deci, obtinem

(2.2.35)

[p< ) (4(h‘hpxhp =) J < K(hp) {p< ) = 1) ]
P

+ph+h”—1) (p+ph+h"’—1)2

unde p €(0,1) si r = min{p,1 - p}.

Utilizand inegalitatea (1.4.24) care este data de constanta Kantorovich,
avem:

K (W ,2)< M <K (n,2),

pbl P

ro4\2
(h +1) si h'= o . Aceasta
4h' a

unde a, b>0, p € [0,1], r= min{p,l —p}, K( ',2) =

implica inegalitatea

(2.2.36) K’—l( ',2)S K(h,p)S K—r( 7’2),
unde p € (0 1) r= min{p 1_p} K( ' 2): (hf+1)2 G P h? -1 ’
b b b b b 4h! > p _1 hp _
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Capitolul 3

Inegalitati intr-un spatiu inzestrat cu produs scalar

Obiectivul acestei sectiuni este sa evidentiem rezultate noi despre inegalitatea
Cauchy - Schwarz intr-un spatiu vectorial inzestrat cu un produs scalar si sa
facem multe alte estimari ale unor inegalitati clasice.

De asemenea, vom prezenta o imbunatatire a inegalitatii triunghiului
intr-un spatiu normat utilizand integrale si semi-produsul Tapia.

Analizam o rafinare a inegalitatii lui Buzano si una a inegalitatii lui
Richard, care sunt extinderi ale inegalitatii Cauchy - Schwarz.

In aceasta sectiune sunt prezentate rezultate din lucrarile:

e [148] [Minculete, N., Paltanea, R., Improved estimates for the triangle
inequality, J. Inequal. Appl. 2017:17, 2017.

e [197] Stoica, E., Minculete, N., Barbu, C., New aspects of Ionescu—
Weitzenbock’s inequality, Balkan Journal of Geometry and Its
Applications, Vol. 21, No. 2, 2016, 95-101.

3.1 Despre inegalitatea Cauchy - Schwarz intr-un spatiu vectorial
inzestrat cu produs scalar

Niculescu [167] face o radiografie a inegalitatilor care joaca un rol important in
Teoria Inegalitatilor.

In 1773-Lagrange, 1821—Cauchy [31] demonstreaza urmatoarea
egalitate:

(3.1.1) (Z&J{ZRJ = (Zaibj + > (ab; —ab, ).

1<i<j<n

O consecinta direct a identitatii lui Lagrange este inegalitatea Cauchy-
Buniakovski-Schwarz Inequality (CBS).

(3.19) (Za J[Zb J § (Zaibi}

Aceasta a fost studiata in mai multe articole [8], [12], [17].

2

Daca X = (X,<,>) este un spatiu vectorial inzestrat cu produs scalar,

atunci inegalitatea Cauchy-Schwarz, este data de:

(3.1.4) o - A = [(2e, )]
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Pentru orice x,y € Xsi a,b€ R, avem
(8.1.5) Jaxe + b5 = (] + B —2ab(fc]- |5 - (x.5)

s . . .. . C e 1. -1
In aceasta relatie, pentru vectorii nenuli x si y, daca luam a = ||x|| sib= —|| y” ,

atunci obtinem

(3.1.6) el ol = |- [] - (x, ) = demonstreaza -8

Il ||y||

Maligranda dovedeste in [130] urmatoarea:

Teoremé. Pentru vectorii nenuli x si y intr-un spafiu normat X =(X,|}) au loc
inegalitdyile

a9 ot bl 2=y g ket

si

6110 ot bl 2= g st

Egalitatea are loc pentru: ||x|| = ||y|| =1lsauy=cx cuc>0.

Teorema 3.1.2. Dacd X:(X,<-,->) este un spatiu euclidian si norma |||| este

generate de produsul scalar <,> , atunci avem

ol + ]+ ||x+y||[ y J :
(3.1.11) 2% 4+ 2l min x,y)Sx-y—x,y <
5 Tl (el 1)< el I = . )
ol + ]+ ||x+y||[ y J
2— —+— mauxl\||x|, ||y )
2 <[ {121 o

pentru orice vectori nenuli x si y din X .

e Din inegalitatea (3.1.11) si utilizand inegalitatea triunghiului, avem

2||x + y” < ||x|| + ||y|| + ||x + y” > 2(“.76” + ||y||) = o rafinare a inegalitatii lui C-S
(3.1.13)

[2

)

ettt < bt )2

Mw|wwmw

ENE ||x|| bl
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e Alt rezultat:

J||X||~||y||S||X||~||y||—<><' y)

(3.1.14) (2—Hi+i
Xl vl

In articolul [[148] Minculete, N., Paltanea, R., Improved estimates for the
triangle inequality, JJ. Inequal. Appl. 2017:17, 2017.], obtinem estimari rafinate
ale inegalitatii triunghiului in spatii normate utilizand integralele si semi-
produsul Tapia.

Inegalitatea triunghiului este urmatoarea:

Joe -+ < o + v

5

) peste

pentru orice doi vectori x si y intr-un spatiu vectorial normat X = (X ,

multimea numerelor reale sau peste multimea numerelor complexe.
e Diaz and Metcalf [49] = o inegalitate inversa a inegalitatii triunghiului

e Dragomir in [51] = inegalitatea triunghiului utilizand functii integrabile
Bochner

e Maligranda [130, 131] = o imbunatatire a inegalitatii triunghiului

e Kato, Saito si Tamura [112] = o0 inegalitate direct si una inversa spatii
Banach — generalizeaza inegalitatile obtinute de Maligranda.

e Alte rezultate: Mitani si Saito [154], Mineno, Nakamura si Ohwada [153],
Dadipour et al. [46], Sano et al. [195] si altii.

In articolul [Minculete-Paltanea, 148] obtinem urmatoarele rezultate:

) un spatiu normat real.

Fie X = (X, |

Lema 3.1.5. Pentru orice x,y € X, functia g(s) = ||x +sy|l,s € R, este convexd.

— Hermite-Hadamard + Hammer-Bullen =

Teorema 3.1.6 ([Minculete-Paltanea, 148]). Pentru orice x,y € X , avem

1
(3.1.16) e+ o < 2[ (0= 2 + Ay <l + o]
0
1
(3.1.17) e+ o + e+ 2] = 4] 0 = 2 + Az
0

Corolarul 3.1.7 ([Minculete-Paltanea, 148]). Pentru orice doi vectori nenuli x, y

dintr-un spatiu inzestrat cu produs scalar X = (X,<-,->), avem
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(3.1.18)

Aelll=(0) ey e 2l =()

Jol + 1+ 20— 2 + 22 e+ ]+ 2fll (1= 2+ ﬁy”dﬂ
0

Semi-produsul Tapia pe un spatiu normat X (vezi [199]) este o aplicatie

(',')T : XxX — R, definita prin

(, )y :=lim olx +ty)- plx) ,

t—0
t>0 t

unde (o(x) = %”x”z, xeX.

(3} <[l

(V) x,y€X. In cazul cind norma |||| este generatd de produsul scalar <-,->,

atunci (x,y); =(x,5), (V) x,yeX.

Semi-produsul Tapia indeplineste proprietatea:

Inegalitatile lui Maligranda pot fi scrise ca:
(3.1.19)

e e Jrasl

Daca in inegalitatea de mai sus inlocuim y prin ¢y cu >0, atunci obtinem

@

care este echivalenta cu

@

Prin trecere la limita pentru ¢ — 0, > 0, deducem

{2 ) ||y|| hm||x+t3;|| ||x|| (2

1
]llm mmq
t—0 ¢ t—0

t>0 t>0

+
||x|| [

)

)ﬂM+Mkh+ﬂé[

L+
ENE

L

||x|| ]

}mwwwwm|whmﬂ—h+mu[

:%wwMMMD

X
ENEE

x Ly

ENEE

1 x +1y|—|x
erwwmﬂ>wnl——Llﬂ[z

4

}wwwmwmo

X
EME

X
+_

el ) )

Jhm 1 maxq
t—0 ¢

t>0
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el o P e 2 IO C)

Cum lim T i pentru t =0, >0, avem

ot 2 tlloe +ty]+ [f)
. I .
mm(]x t ): t||y||, deci Zmzn(“x”,t”y”): ||y||, adica
3.1.20 .
3120 [2-[f et -

Aceasta poate fi rescrisa ca:

(3.1.21) el + e, ) <[] + ] -

x .
Pentrux— — siy — i =

[~ I
x Y x Y
(3.1.22) | S -1
[lell IIylle <l 1
Pentru vectorii nenuli x,ye X notam U(x y) ” ” ”y” Atunci
x|y

inegalitatea (3.1.20) devine:

Teorema. 3.1.8 ([Minculete-Paltanea, 148]). Fie vectorii nenuli x,y € X . Atunci

avem

(3.1.24) (. 3)r < el (o e, ) - 1)-

Teorema. 3.1.9 ([Minculete-Paltinea, 148]). Fie vectorii nenuli x,y € X astfel

incat ||y|| < ||x|| st x”y” # —y”x” Atunci avem

x+y y
e Ry R e j}mxn 1.

3.1.26) [+ [of | + ] < 2~ Jole, )] | 1 2E2) y} ]mxn—nyn),

+
@127) o] |yl e+ 2 (2ol y )bl - 1—{ﬁ—y,1j jmxn—nym
T

St
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G129 ||x||+||y||||x+y||<<z||v<x,ym|y||[ [”§§’“ % "x”j ]mxn ).

Distanta unghiulard sau distanta Clarkson (vezi e.g. [40]) dintre doi

, deci a[x y] (x —y).

vectori nenuli x si y este data astfel: a[x, y]

|| || ||y||

o  Pentru vectorii nenuli x si y astfel incat x”y” #* —y”x”, avem

o=+ el =[]
masx(fel[+])

el ol O A

(3.1.29) :
minfx], y])

-B,
||x|| ||y||

unde

“‘Hni i) }quim)o

B_H&x ) U Hb

3.2 Inegalitati inverse ale inegalitatii Cauchy-Schwarz intr-un spatiu

inzestrat cu produs scalar
Rezultatele din aceasta sectiune au fost extrase din lucrarea:

[197] Stoica, E., Minculete, N., Barbu, C., New aspects of Ionescu—Weitzenbock’s
inequality, Balkan Journal of Geometry and Its Applications, Vol. 21, No. 2,
2016, 95-101.

Fie X un spatiu inzestrat cu produs scalar peste multimea numerelor reale.
Produsul scalar <--> induce o norma data prin ||x||:w/< x,X >, (‘v’)xeX,

astfel X este un spatiu vectorial normat.

Teorema 3.2.1. Dacd X = (X,<,>) este un spatiu vectorial euclidian si norma ||||

este generate de produsul scalar <,> , atunci avem

9 Mol - Il -l = 2
(3.2.2) Il [y] - (2. 5) < o] ] - [l le
[maqu s )]

pentru orice doi vectori nenuli X .
e Massera-Schéffer [134] arata ca:

(3.2.3) ofx, y]- max(|x],|3]) < 2Jx - 5]

e  Dunkl and Wiliams [65], demonstreaza ca:
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(3.2.4) alx, y]<

Lema 2.2.3 ([Stoica-Minculete-Barbu, 197]). Intr-un spativ euclidian X avem

1
629 i+ Lof 2 BT ()" )y ex.
sau
1 2, 12 2
(3.2.6) [l =5 > Il (x5 (v) %y X,

Teorema 3.2.5 ([Stoica-Minculete-Barbu, 197)). Intr-un spatiu euclidian X avem

(3.2.7) el + o+l =5 = 298y —(x.9)° .

(V)x,ye X

e Alte inegalitdti:

@29 ol + bl + b of )2 -l .5,

(3:2.10) o= 5 o2 fellol—.3),

o21y iy Lol Jolt = b (). () my e x

3.3  Consideratii asupra unor inegalititi intr-un spatiu inzestrat cu

produs scalar

Obiectivul acestei sectiuni este sa prezentam cateva rezultate recente referitoare
la inegalitatea Cauchy - Schwarz intr-un spatiu vectorial inzestrat cu produs
scalar. Aici vom prezenta o imbunatatire a inegalitatii lui Buzano si a inegalitatii
lui Richard, care sunt generalizari ale inegalitatii Cauchy — Schwarz.

Rezultatele din aceasta sectiune au fost extrase din lucrarea:

[141] Minculete, N., Considerations about the several inequalities in an inner
product space, J. Math.Ineq., Volume 12, Number 1 (2018), 155-161.

Inegalitatea Cauchy-Schwarz-Buniakowski: daca a = (ai, ..., an) si b = (b, ...,
bn) sunt n-upluri de numere reale, atunci

(3.3.1) a2+ +a? b +.. +82) > |a,b, +..+a,b,).

IntAlnim multe rafiniri ale inegalitatii Cauchy-Schwarz-Buniakowski
([8], [12], [17] s1 [154]).
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o Ostrowski [171], in 1952, arata ca: daca x = (x1, ..., Xn), Y = (V1, ...,
yn) §1 Z = (21, ..., Zn) sunt n-upluri de numere reale astfel incat x si
y nu sunt proportionale si

n n
Zykzk =0, Zxkzk =1, atunci
k=1 k=1

2
(3.3.2) Zyi/Zzi SZxZZyi —(ZxkykJ :
k=1 k=1 k=1 k k=1

=1

Pentru orice x,ye X intr-un spatiu inzestrat cu produs scalar
X = (X,<,>) peste multimea numerelor complexe C sau numerelor reale R,

atunci avem inegalitatea lui Cauchy-Schwarz:
(e, )] < el 1

e Aldaz [8] si Niculescu [167], arata ca:

x5
el A

:

e Buzano [28] prezinta o extindere a inegalitatii Cauchy-Schwarz:

1
(3.3.3) (x.9)= IIDCIIIIDVII(1 3

pentru orice doi vectori nenuli x,y e X.

1
.54 (o)) < L0 el
®  Precupanu [185] si Dragomir [62]:
1 1
@35 ol (@b ~lal-lol) < K. b) < S ol (e8] +a] o)
e (Gavrea [95], alta extindere
e Richard [192] :
1 2 1, 2
(8.3.6) (a,2)(x,6) = 2 o (@.b) < S e e -]
e Popa si Rasa[183]:
(3.3.7)

1
< Sl el Jol” - (imla. b))

R (a5 3 (@0)

e Dragomir [61] prezinta inegalitatea:
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©.88) (@ B)l* -l ), )] < a1~ ][] -

o Lupuand Schwarz [129], demonstreaza rezultatul urmator:

(3.3.9)
l* .c)|+ ol (e. )|+ lel" (. ) < |l [el]|e]| + 2. b){b.)e.a)

Lema 3.3.1 ([Minculete, 141)). Intr-un spatiu inzestrat cu produs scalar X peste
multimea numerelor complexe C, avem

s+l

(3.3.10) x+ay|* = ‘a||y||+ ”’y” W y

(V)x,yeX, y=0, (V)aeC.

e Pentru x,ee X cu ||e|| =1, obtinem
e = 2el” = |2 —(x,e)]” +|x—(x.e)e]

adica Hx—<x,e>e”2 :inf”x—/?,e”2 , rezultat pe care-l1 gasim in
AeC
[129].

Lema 3.3.3 ([Minculete, 141]). Intr-un spatiu inzestrat cu produs scalar X peste
mulfimea numerelor complexe C, avem

1 1
G (a2l = L gl

(‘v’)x,an.

e Dam o demonstratie simpla inegalitatii lui Richard:

O

el = %IIxIIZIIGIIIIbII -

<

(a.5)s.5) - (0.5 -

1
(@52’

Teorema 3.3.5 ([Minculete, 141]). Intr-un spatiu inzestrat cu produs scalar X
peste mulfimea numerelor complexe C, avem

R
(312 "I+ o [ = 2 Relal(x )3, 2)~ (.27

(V)x,y,ze X, (V)aeC.
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Corolarul 3.3.6. Intr-un spatiu inzestrat cu produs scalar X peste multimea

numerelor reale R, avem

bt [<x, )32 <x,z>J i o)

ol

(3.3.13)

(‘v’)x,y,zeX,y;tO,z;tO.

e Dacé ludm (x,2z) =1si (y,2) = 0, obtinem inegalitatea lui

Ostrowskai:

(8:3.14) A" /el < el oA = . 9)"

(‘v’)x,y,zeX,y;tO,z;tO.

Teorema 3.3.8 ((Minculete, 141)). Intr-un spatiu inzestrat cu produs scalar X
peste multimea numerelor complexe sau peste multimea numerelor reale, pentru

orice trei vectori nenuli x,a,b € X, avem

1, 2 A
o) Lol (a2
2 el

1
(8:3.15) Sl el el

unde
2

A= U<a,x>\ﬂ|xn2nbn2 " b>\2)—gnxnzmanznbw “ffa)'))

o e e

1 2
<a,x><x,b>—§||x” (a,b)l < m

unde
2 1 2 2
A=Wl o8- el )
* Also, utilizand inegalitatea o — | 2 || -|]. .8 € C, deducem:

(3.3.16)
1, 2 1, 2
el (@) ~[al-lol)+ 5" <[(a. ). ) < 5 el (. b+ o - [l =
2 I la] - Jel || |-Je 2 I la] el || [-lel

care reprezinta o rafinare a inegalitatii Buzano.
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Capitolul 4
Planuri academice viitoare

Scopul acestui capitol este acela de a trasa niste directii viitoare de cercetare si
unele directii didactice.

e continuarea cercetarilor in domeniul teoriei inegalitatilor
referitoare la: inegalitati pentru functionale, inegalitati pentru
operatori pozitivi inversabili si inegalitati in spatii vectoriale
inzestrate cu produs scalar. In acelasi timp urmérim si aplicatiile
acestora la mediile generalizate si la entropiile generalizate

e celaborarea de noi articole stiintifice in ariile de cercetare
mentionate anterior

. elaborarea unei monografii stiintifice cu contributiile
mele in teoria inegalitatilor referitoare la inegalitati clasice,
inegalitati pentru functionale, inegalitati pentru operatori pozitivi
inversabili s1 inegalitati in spatii vectoriale inzestrate cu produs

scalar

. Doresc sa public un curs de matematica aplicatd in
economie

o Diseminarea rezultatelor pe care le voi obtine in

cadrul unor conferinte internationale sau nationale, precum si
studentilor pe care-1 voi indruma.

4.1 Directii viitoare de cercetare referitoare la inegalitatea Hermite-
Hadamard si inegalitatea Hammer-Bullen

In aceastd sectiune, vom analiza alte variante de rafinare a rezultatelor
referitoare la inegalitatea Hammer-Bullen, astfel, continuand cercetarile din
lucrarea [Minculete-Ratiu-Pecari¢, 143].

In [Minculete-Ratiu-Pecari¢, 143] obtinem doua inegalitati inverse pentru
inegalitatea Hammer-Bullen:

f(a)+f(b)+f(a+bj_ bfaif(x)dx Lb=a)f®)-f(w)

(4.1.3) 5 5 16

(4.1.4)

|f(a)+f(b)+f(a+bj If _(b-a)f'(v)- f(a))| (M -m)b-a)
2 24 \ 64

iar Acu si Gonska, in [5], extlnd inegalitatea Hammer-Bullen la functii continue
utilizand modulul de continuitate de ordinul doi.
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Inspirat de lucrarea anterioara, am inceput un nou proiect de cercetare in
colaborare cu F. C. Mitroi-Symeonidis si M. Niezgoda referitor la inegalitatea
Hermite-Hadamard. Vom urmari generarea de noi inegalitati pentru mediile
generalizate.

Lema 4.1.1 ([Minculete-Niezgoda-Mitroi, 142]). Fie f : [a, b]—) R o functie de
doud ori derivabild. Atunci avem egalitatea:

(4.1.5)
[(x=cla. (x)f"(w)dx = (b -a)f(c)+ (c—a)f(a)+ (b-c)fb)-2[ fx)x,

unde a<c<b si

g.(x) = {a—x, % e [a,¢)

b—x xelebd]’
e [Este usor de vazut ca pentru x [a, b], avem (x - c)qc (x) >0, iar
b
(4.1.6) I(x ~c)g, (x)x = b_Ta(a2 +b” +3c® +ab-3bc - 3ac) :

a

Prin urmare, obtinem:

mib—a) (a2 +b%+3c®> +ab-3bc— 3ac)£
@18 (b-a)f(e)+ (e~ a)f(a)+ (b-e)f(6) -2 flekix <
M(b-a) )

(a2 +b%+3c¢? +ab-3bc— 3ac)

Teorema 4.1.3 ([Minculete-Niezgoda-Mitroi, 142]). Fie [ : [a, b] — R o functie

de doud ori derivabild si f"(x)>0. Atunci avem

(4.1.9) 0<(b—a)f(c)+(c—a)f(a)+(b—c)f(b)-2

L e fa—cf o-cF [1'6)- @)

f(x)dx <

D e

)

unde a<c<b.
Teorema 4.1.4 ([Minculete-Niezgoda-Mitroi, 142]). Fie [ : [a, b] — R o functie

de doud ori derivabilda si existd constantele reale m si M astfel incat
m<f'x)<M, (V)xe [a,b]. Atunci

(4.1.10)
b

(b)) + (e~ a)fa)+ (<)) -2f Flekds ~ 1?57 56 +ab—bc—3ac) ©)= )

b

a

< Mlgm max{(a —cf,(b- c)z}

unde a<c<b.
e Daci alegem c=Aa+(1-A)b, cu 4€(0,1) atunci inegalitatile (4.1.9) si
(4.1.10) devin:
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a

(a)




41.11)  0<(b-a)f(la+1-2p)+{B-a)1-2)f(a)+ ()] 2} £ (o )

b=l ey 27, 2 [ 6)- la)

(4.1.12)

0-aflia+ (- 2p)+ b -afi-2)(e) (6]
oo -V 0)-1 )

6

< (b—a) (M—m)
16

in inegalitatile (4.1.11) and (4.1.12), we deduce the

max{(l —A), 2 };

e Pentru /”L:l
2

inequalities (4.1.3) and (4.1.4).
e Pentru f(x)z x?,cu p>1, rezulta:

(4.1.13)
(la+(@1-2)p) er(l—/i)ap +AbP p(b—a)(t;pl—a“) max{(1-/1)2,,12}g
s (ab)] < (la+(@1-2)p)" +(@1-2)a® +b®
p+1\* - 2 ’
aP —p* p-1

p-1
unde S, (a,b)= |: J este media Stolarsky, a=Db.

pla—b

O alta directie de cercetare o identific ca fiind un nou proiect de
colaborare cu S. Furuichi si F.C. Mitroi-Symeonidis referitor la inegalitatea
Hermite-Hadamard, cu scopul de a obtine o noua imbunatatire a inegalitatii lui

Young.

Intentionez sa studiez proprietatile functionalei Jensen si ale functionalei

o0

Cebasev pentru functia f(t)=log[(t+1)+, unde I(t)= J‘xHe*xdx (V)

0

t>0,i1ar y =0.577216.. este constanta Euler-Mascheroni.

Pentru aceasta functie, vom aplica inegalitatea Hermite-Hadamard si
inegalitatea Hammer-Bullen. Vom studia de asemenea functionala Jensen si

functionala Cebasev pentru functiile log-convexe ((A,G)- convexe) sau, mult

mai general, pentru functii (M ,IN ) convexe, unde M si N sunt medii.

Legat de functionala Jensen, in viitor, as dori sa studiez alte proprietati
ale entropiilor generalizate, precum:

a) entropia Tsallis [201] definita de:
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& 1
Hq(pl,pg,..., pn):Zp;’ In, — (q >0,q ;tl),

Jj=1 J

unde {p,, py,..., P, | este o distributie de probabilitate cu p; >0 (V) j=1,n si

functia g-logaritmica pentru x >0;

b) entropia Rényi definitd prin:

1-

1 n
‘Zeq(pla’IJZ""’l)n)E qlog[zp;]J;
j=1

¢) entropia cvasi-liniara relativa data prin:

Dlyl (pppz seees P ”7'1,7'2,..., r‘n)s —logl//‘l(zpjl//(;_jJJ :
j=1 j

etc

4.2 Directii viitoare de cercetare referitoare la inegalitatea lui Young
si inegalitatea lui Hardy

Inspirat de metoda folosita de Elliott in demonstrarea inegalitatii lui Hardy,
incepem o noua investigare asupra inegalitatii lui Young si a aplicatiilor sale.

Consideram functia f(t)=t"", pe (0,1], care este convexa pe [1,).

Tinand cont ca

X

'!tp‘ldt -

x? -1

si utilizand inegalitatea Hermite-Hadamard, deducem

x? -1

p

-1
S(x—l)%ﬁx—l.

A . . o ~ . . a .
In inegalitatea de mai sus daca inlocuim x prin g, cu a>b, atunci

obtinem inegalitatea lui Young, care, in forma generald, sune ci, daca a,b>0

sipe [0,1], atunci

a’b'? <pa+(1-ph.

.. . 1 o . .
Aceastd inegalitate, pentru p=—,a=X",b=y!'?, este echivalenta cu
u

urmatoarea inegalitate:
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u v

= sy,

u v

11
(V)x,y>0si w,u>1 cu =+-=1.
u v

a+1 1 1 C e .
Pentru u=a+1, v=—=, cu —+-=1, x >x*", y—>y%, si utilizand
a u v

Young deduce urmatoarea relatie:
(4.2.1) x“t oy > (o +1)y”,

care este utilizata de Elliott [67] in demonstrarea inegalitatii lui Hardy [173]:

Daca g >1 si a, 20, atunci

(4.2.2) i(al +Qay +...+aQ, jq < (ﬁjqiaz

n=1 n n=1

cu exceptia cazului cand toti a; sunt zero.
In 1926, Copson [41] generalizeaza inegalitatea lui Hardy prin inlocuirea

mediei artitmetice a unui sir cu media aritmetica ponderata, astfel:

Daca ¢ >1,4, >0,a, >0,n=1,2,..., Z/'tnaz converge, atunci

n=1

X Aa, +,a,+...+1,a, ! g V'L
(4.2.3) > 4, <|——=| > Aal.
o A+, +. + 4, g-1

cu exceptia cazului cand toti a; sunt zero.

Inspirat de abordarea de mai sus, as dori sa incep un nou studiu referitor
la inegalitatea Hardy. Vom investiga o noua rafinare a inegalitatii lui Young
care poate fi utilizata in demonstrarea inegalitatii lui Hardy si in inegalitatea
lui Carleman.

Inegalitatea lui Young a fost imbunatatita de Kittaneh si Manasrah in
[116] sau data ca un caz particular al inegalitatii lui Kober[119], astfel:

(4.2.4)
min{p,l — p}(\/a - \/5)2 < pa+ (1 —p)b —a’b"? < max{p,l —p}(\/a - \/5)2,

unde @,b sunt numere reale nenegative si p € [0,1].

1 a . e o
Pentru p=—1, avem 1—p=—1, si pentru, a=x", b=y“, utilizim
o+ o+

inegalitatea (4.2.4), de unde deducem relatia:
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a+l a\? i 2 \2
(4.2.5) [x ? —yz] Sxa+1+0!ya+1—(a+1)xyaéo{x 2 —yZJ ;

(V) a>1six,y>0.

a, +a, +...+a

Lema 4.2.1. Daca ¢>1,a,2>20,n=12,..Nsi M, = % atuncl

n

(4.2.6)

4 N

S e e

1

. a, +a,+..+a,
Teorema 4.2.2. Dacdi ¢>1, a,>0,n=12,.. si M, =—"1—"2 ,
n

atunci

(4.2.9)

o0

oS g e ]

1

e Inegalitatea lui Copson (vezi (4.2.3)), care este o generalizare a
inegalitatii lui Hardy, poate fi rafinatd prin aceeasi metoda. Astfel,
identificim o noud directie de cercetare.

In continuare, vom da o alta imbunatatire a inegalitatii integrale a lui Young:

Teorema 4.2.5. Presupunem cd au loc conditiile din teorema 1.4.1 si mai mult

a<f™ (b) si f este convexd sau @ > f ! (b) si f este concava. Atunci

-1
(4.2.16) ab<ab+ (b—f(a))(;‘ b)-a If (o )l +jf (x)dx = Y(f,; a,b).
In [Minculete, 151], am prezentat altd rafinare a inegalitatii lui Young:

2r 2(1-r)
aPbrr (a_—i_b) < pa+ (1 —p)b < aqPb'? [a_—i_bJ 1 ,
2\ ab 2+ ab

a,b>0, pe[O,l] si r:min{p,l—p}.

Aceasta implica inegalitatea

(4.2.19)

r (1-r)
a’b (—‘”bJZ ~1|<pa+(l-ph-a’b'? <a’b'” (—‘”b]m -1
2Jab 2\ab
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unde 0<b<a, pel01]si r=min{p1-p}.

Dar, cum
logt < 7=l yon logt,t >1,pel0]1],
adica
2rlog( a+b]<( a+bj2r 1
2Jab )\ 2ab

si

2(1_r)apb1p[ a+b j log( a+b j { a+b T“‘” »

2Jab 2vab ) \2ab '

Deci, avem
(4.2.20)

a+b
2./ab

bY™ (a+b
2(1-r)arpt?| 2 ) lo [—J
( ) (2\/ab J 2+/ab

Aceasta inegalitate poate fi utilizata pentru a determina noi inegalitati pentru

2ra’b* " Iog( jg pa+(1-plh-ah* <

operatorii pozitivi. Alta idee de lucru este rafinarea inegalitatii lui Young in

urmatorul mod: pentru x >1,p #0, avem

X

il [t de =[t7(logty dt = x” logx— p [t logtdt =
p 1 ] 1

X

x? log x —p_[tp logt(logt)dt = x* log x — px” log® x +pJ.t“’_1 (plogt+1)logtdt
1 1

care implica inegalitatea

-1
(4.2.21) x? logx — px? log?x <~ <x”logx,
(V)x>1,p>0.
x? - g
(4.2.22) x?logx < <x?logx— px®log” x,
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(V)x>1,p<0.

Inspirat de munca de mai sus, doresc sa Incep un nou proiect de
colaborare cu Shigeru Furuichi referitor la alte inegalitati de tipul Young.
Rezultatele de mai jos au fost dezvoltate impreuna cu Shigeru Furuichi in
comunicari private:

Lema 4.2.6. Dacd a > 0 , atunci functia h : R* — R definitd prin

a .
h(x) = este crescatoare.
X

Propozitia 4.2.7. Pentru a>b si p,q,s€ R cu q < p<s, avem urmdtoarea

inegalitate:
(4.2.23)
%[Sa-l‘(l—S)b a’b” s]< [pa+ ~pp—a’b" p]< [qa+ ~qh- bl‘q].

4.3. Directii viitoare de cercetare referitoare la inegalitati intr-un spatiu
inzestrat cu produs scalar

Fie X un spatiu inzestrat cu produs scalar peste multimea numerelor reale.
Produsul scalar <--> induce o norma data prin ||x||:w/< x,X >, (‘v’)xeX,

astfel X este un spatiu vectorial normat.

(4.3.14)

o (“ LT oA 2 =[] 5] < e - Iyl = (. ) < 2

e B R I
min(f, 5]

Aplicam acest rezultat pentru diverse spatii cu produs scalar:

¢ ( n’<>) » X = (xvxz:---’ xn), y= (yl,yz,..., yn) rezulta

<x’y> = XY XY+ XY, S ”.?C” = \/x12 +JC§ +... +x,21 .
Dar, avem

nomin(ly]-x; ~|-3: F <[l)-x [l - of = (bl - . < nmaal|y]-x; =[] 5. f

=1
Combinand aceasta inegalitate cu inegalitatea (4.3.14), deducem

min(y] o [ maa(|y]-x. — x| v, ]

ey L R S XE )

(4.3.15

wl:

(V)x,yeR".
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. (Co[a,b], <>) :pentruf,g e C’ [a,b] avem

()= [ et ana 1= [

Inspirat de abordarile de mai sus, doresc sa incep un nou proiect de
colaborare cu prof. dr. Radu Paltanea referitor la inegalitati intre elementele
unor spatii vectoriale inzestrate cu produs scalar.

Proiectia unui vector este o operatiune importanta in procedeul de
ortonormare Gram-Schmidt.

X,
( s:> y
o]

Daca in (R",<-,->) , denumim prin u, vectorul u = (1,1,...,1), atunci

roj.x = <x"2‘>u:[1 IS 3¢ j

e mia

n ( ",<~,~>), definim variansa unui vector x prin

Proiectia unui vector x pe un vector y este data de proj X =

var(x) =

|« - proj, x|

e ||2

si covarianga vectorilor x si y prin

1
~(x - proj,x,y - proj,y).

1

Fie (CO [a,b], <,>) , unde pentru f,g e C° [a, b] avem
(28)= el 1= [ e

<f,é;> s
&l

Proiectia unui vector f pe un vector g este dat prin proj < f=
In (C'O [a,b], <>) , daca luam g(x)=1, avem

1 :
projf =y - 1 [ ez

o b-a
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Astfel, in (CO [a, bl <>), definim varianta unei functii [ prin

var(f)= ﬁ”/f —proj1f||2

si covarianta functiilor f si g prin:
1

e (f — proj,f.g — proj,g).

cov(f,g) =

Alte directii viitoare de cercetare se pot trasa investigand inegalitati

pentru combinatii liniare de vectori.
Fie {el,eg,..., en} un sistem ortonormat de vectori in spatiul euclidian

X=(x.(),

Pentru x € X, punem

;:x—z<x,ek>ek si Sn(x,y):<x,y>— <x,ek><ek,y>,
k=1 k=1

undex,ye X .

In [63], Dragomir demonstreaza urmatoarea inegalitate:

(4.3.16) 1S, (e, 9)F <8, (x,2)S, (3. %)

unde x,ye X.

Din [113] gasim urmatoarea identitate:

n

(2,9) = (.2) = Y (x.e, ey ») =S, (x,3).

k=1

Dar, remarcam ca <9_c,5/> = <3_c, y> = <x,5/> , deci rezulta

o = () = ()

Propozitia 4.3.3. Cu notayiile de mai sus, avem

<x,3_c> =S, (x,x)= ||x||2 —Zxx,ek)2 .

n
k=1

(4.3.18)

05, (y,y)(Sn (ﬂg yafy ()y’Z)_ S, (x, Z)T < S, (x,2)S, (v, 5)~[S, (x, y) ,

(v) x,y,2€X, {y, €,,€5,..., €, }, {2, €,,€9, ..., €, }sunt linear independente.
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Similar cu cele mentionate mai sus pentru n =1, aplicam (4.3.16) pe

1 1 1 1
L.,(a,b) pentru <e, = ,X = YV=——g,z2=——"hy,
2( ) {1 Jb-a \/b—afy \/b—ag vb—a }

undef,g e L, (a, b), si obtinem o inegalitate in termenii functionalei Cebasev,

precum:

T(g,)( T(f, A ’ 3
(4.3.19) OSTEi,i))( (Té(FZS )—T(f,h)j <T(f.f)T(g.g)-[T(f.8).

unde f,g,h e L,(a,b), T(g,g),T(h,h)>0,si
(7, 8)= [ Felatobts - [ ekt [tk
b-a? b-a? b-a?

Fie X = (X ,<-,->) un spatiu vectorial euclidian.
Pentru n =1 in inegalitatea (4.3.16) si vectorul e € X cu ||e|| =1, avem

@320 [xo)-(wefes)] <ol ~(xe) o~ (2.¢))

In continuare, vom rafina inegalitatea (4.3.20), astfel:

Corolarul 4.3.4. Pentru orice e, x,y,z€ X cu ||e|| =1 si {y,e}, {z,e} sunt linear

independente, avem

321 0<A<(u’ —(x.e) [o]-(e)*)- [ 3) ~ (. e)e )T

2

i (o) () ={ree Moz =tnelies) o

ol - (z.e)° ol = (3e)"

Teorema 4.3.5. Pentru orice e,x,y,z€ X cu ||e|| =1, avem

(4.3.22)

e, )l (2.0 )+ (2. (. 2) ) + (3. 2) )~ (. 2) . 2) [ e, )
<[l (= ~(z.e)* ) (. 2)~(xe)z)f [ol (el —(z.€)* )= (3.2)~(3.e)(ze)
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Concluzii

In prezenta lucrare descriem rezultate referitoare la inegalitati
matematice si aplicatiile lor. Aici obtinem o serie de inegalitati referitoare la
functionale, operatori pozitivi inversabili si la spatiile inzestrate cu produs
scalar. Descriem cateva aplicatii intalnite la probabilitati si in statistica.

Aceasta teza de abilitare contine un numar de rezultate noi ce
caracterizeaza inegalitatea Hermite-Hadamard, inegalitatea 1lui Griss,
inegalitatea Hammer-Bullen, si inegalitatea Cauchy-Schwarz (in spatiile
inzestrate cu produs scalar).

Incheiem cu o lista de elemente care fac parte din cercetarea directiilor
actuale si viitoare. Domeniul inegalitatilor matematice este destul de activ, si
poate genera intotdeauna elemente de noutate si aplicatii interesante.

Rezumam lista directiilor noastre actuale si viitoare de cercetare, dupa
cum urmeaza:

- O prima directie de cercetare se refera la reconsiderarea inegalitatii
lui Hermite-Hadamard si la o noua abordare, astfel gasim o
imbunatatire si noi aplicatii ale acesteia. Am dori sa propunem noi
inegalitati pentru media lui Stolarsky, media logaritmica, media
identrica etc.

- Inlegituri cu inegalitatea lui Jensen, in viitor, dorim si studiem alte
proprietati ale entropiei generalizate, cum ar fi entropia Tsallis,
entropia Rényi, entropia relativa quasilinari, entropia relativa Rényi,
entropia relativa Tsallis, Tsallis entropia cvasi-linara (entropia q-
cvasi-linara), entropia relativa cvasi-linara Tsallis.

- Inspirat de lucrarea de mai sus si de rezultatele recente, as dori sa
incep un nou proiect legat de inegalitatea Hardy. Am dori sa
propunem o noua imbunatatire a inegalitatii lui Young, care poate fi
folosita la demonstrarea inegalitatii lui Hardy si a inegalitatii lui
Carleman.

- O alta directie viitoare pentru cercetarea inegalitatilor dintre
elementele unui spatiu inzestrat cu produs scalar este legata de
inegalitatea lui Cauchy-Schwarz si de aplicatiile acesteia.

Ca punct principal de plecare, ne referim la inegalitatea,

[S,(x, y)F <8, (x,x)S,(y, y), datd de Dragomir in [63].
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