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Introducere

Prin aceasa teza de doctorat, intitulata “"STRUCTURI GEOMETRICE PE SPATIUL TOTAL AL
UNUI SPATIU FINSLER COMPLEX, dorim sa aducem o contributie la studiul spatiilor Fin-
sler complexe inzestrate cu diferite metrici generalizate. Chiar daca folosim unele idei
din cadrul general cunoscut al studiilor diferitelor metrici Finsler reale [An-Sh2], [Bel],
[Ai3], problemele sunt abordate in spiritul Scolii romanesti de geometrie Lagrange si
Hamilton initiata de domnul Acad. Radu Miron si colaboratori ai domniei sale, studiul
este facut in stilul Scolii romanesti de geometrie Finsler complexa fundamentata de
domnul Prof. dr. Gheorghe Munteanu.

Lucrarea de fata este structurata pe patru capitole. in primul capitol sunt introduse
notiunile necesare pentru studiul acestui subiect. Celelalte trei capitole contin rezulta-
tele autoarei despre diferite metrici Finsler complexe generalizate, care fac subiectul a
8 articole publicare sau trimise spre publicate in reviste din tara si strainatate.

Tn primul rand, as dori s3-mi exprim recunostinta conduc&torului de doctorat, DI.
Prof. Dr. Gheorghe Munteanu, atat pentru sansa de a realiza doctoratul in domeniul
geometriei Finsler complexe, cat si pentru ajutorul, rabdarea si increderea acordata pe
tot parcursul programului doctoral. A fost un privilegiu sa studiez sub indrumarea D-lui
Prof. Dr. Gheorghe Munteanu.

Doresc sa multumesc in mod deosebit doamnei Conf. Dr. Nicoleta Aldea pentru
amabilitatea pe care a avut-o analizand lucrarile mele premergatoare tezei, pentru co-
mentariile si sugestiile utile oferite, si de asemenea pentru sprijinul permanent pe care
mi |-a acordat.

As dori sa multumesc membrilor Facultatii de Matematica si Informatica a Univer-
sitatii Transilvania din Brasov, pentru contributia lor in dezvoltarea mea stiintifica si
oferirea unui mediu placut de cercetare.
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Doresc sa multumesc familiei mele pentru intelegerea, rabdarea si sprijinul pe care
mi le-au dat. Fara suportul lor, nu as fi putut sa termin teza si nu as fi gasit curajul de a
depasii dificultatile.

Doctorand, Szasz (cas. Friedl) Annamaria



Capitolul 1

Notiuni introductive

Obiectivul acestui capitol este prezentarea teoriei geometrice a spatiilor Finsler, La-
grange si Cartan complexe. Aceste spatii reprezinta baza pentru multiple aplicatii in
special in fizica teoretica. Vom urmari monografiile [Mul, A-P, B-C-S] in cadrul acestui
capitol.

Geometria spatiului Finsler complex incepe cu studiul fibratului tangent olomorf
T'M, si continua cu notiunea de spatiu Finsler complex. Dupa ce s-au introdus aceste
notiuni este prezentata proiectiv echivalenta a doua metrici Finsler complexe, [A-P,
Al-Mu2]. Urmatorul subcapitol este dedicat studiului spatiilor Lagrange complexe, obti-
nute din spatii Finsler prin suprimarea conditiei de omogenitate. Studiul geometriei
spatiilor Cartan urmeaza acelasi model, adica porneste cu notiunile referitoare la fibra-
tul cotangent 7"* M dupa care este urmat de descrierea unui spatiu Cartan complex. Le-
gatura dintre spatiile prezentate este data de transformarea Legendre complexa,[Mu1l]
pag. 161.

1.1 Spatiile Finsler complexe

1.1.1 Fibratul olomorfT' M

Fie M o varietate complexd, dimgc M = n, si (U, (2¥)) o harta locald cu coordonatele
complexe (2*). Considerdm T M = Tr M ® C complexificatul fibratului tangent real.
Reperele locale pentru T, ¢ M, respectiv T% M sunt { %, -2}, {dz", dz*}, unde = =
(zk) eU.
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Complexificatul fibratului tangent real poate fi scris ca suma directa intre fibratul
tangent olomorf 7" M si a fibratului tangent antiolomorf 7" M, adica Tc M = T'M &
T" M, ale caror fibre locale corespund valorilor proprii +i si —i ale structurii complexe

d

J pe Tc: M dati local de urmatoarele expresii J (52:) = iz2r, J (3%) = —iz2.

Reperul local natural pentru 7. M este {%}, iar reperul local corespunzator in
T/M =T'M este {32}, [A-P, Mu1].

Fibratul tangent olomorf, 7'M, are structura de varietate complexa de dimensiune
complexd 2n. Dacd n = n* ;% € T/ M este o sectiune, atunci u = (z*,7)*) defineste un
sistem de coordonate locale pe o harta locala a varietatii 7" M.

Geometria varietatii complexe 7" M se studiaza pe complexificatul fibratului tan-
gent, care se descompune ca suma de (1,0)— si de (0, 1)—vectori, adicd in

To(T'M) = T'(T'M) & T"(T'M). (1.1.1)

Din regulile de schimbare a coordonatelor se obtine un reper local natural pentru

(! o) 0 ; ; %4 %
T, (T"M), care este {57, 5.7 }, si se schimbd in felul urmator

0 oz 0 92 0 0 oz 0
0zk  0zF 02/ 0290287 ongh Onk o Ozk ot

Deoarece 1" M este o varietate complexd, rezultd cd {a%w %} este un reper local

pentru T/(T'M) = T!(T'M) iar regula sa de schimbare se deduce din (1.1.2) prin
conjugare.

Cu regulile de schimbare a coordonatelor locale (1.1.2) studiul geometriei varietatii
T'M este foarte laborios. Ca sa se simplifice aceasta problema s-a introdus tehnica
conexiunii neliniare complexe, cu ajutorul cdreia se ’liniarizeaza’ geometria lui 7" M,
prin alegerea unui reper convenabil in locul celui natural, [Mu1l], p. 33.

Tn primul rand se defineste fibratul tangent vertical:
Ve(T'M) = kerm, C Te(T'M),

unde m : T"M — M este aplicatia tangenta, iar m, aplicatia tangentd extinsa pe
Te(T'M). Utilizdnd descompunerea din (1.1.1) si faptul ca 7. comuta cu structura lui
T'M, se obtine Vo(T'M) = V(T'M) & V(T'M). Aplicatia v — V,(T"M) deter-
mina o distributie, numita distributia verticald. Un reper local pentru V,(T"M), res-
pectiv pentru V, (7" M) este {a%k}, respectiv {a%k}. Liftul vertical [", definit local prin
I" (32) = o, determind un izomorfism intre 7'M si V/(T"M), [Mi-An, Mul]. Prin
operatorul de conjugare, Vo (T"M) si V(T M) sunt izomorfe.
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O conexiune neliniara complexd, conform [Mul, Mi-An], pe scurt (c.n.c.), este un
subfibrat H (7"M) a lui T"(T' M), complementar lui V(17" M).
Cum orice vector orizontal se descompune dupa reperul {2, a%k}, liftul orizontal

al lui 52 € T!M, notat cu 52 := 1" (%) , pentru cd . (%) = 52

BF SoF 55) = 3.F se scCrie Ca

0

5k o kg (:13)

iar functiile N/ (z,7) pe T"M sunt coeficientii (c.n.c.) N.

Deoarece {52} formeazd un reper local pe H(T"M), care se schimba simplu cu

. 'h . . .. v . v v
matricea (%;) , coeficientii (c.n.c.) N se transform3, la o schimbare de harta local3,

dupa regulile
7 17 2 1
;027 02" o 0%z

. = — — .—T]J.
7 0zk 0z F 92002k

(1.1.4)
In acest fel se obtine reperul adaptat {;, a%w 2, a%k} alui T"(T'M), care se
927 ) . De-a lungul acestei t folosi urmatoarele ab

S ) - De-a lungul acestei teze, vom folosi urmatoarele abre-

o _ 0 4 0 5 ._ 8 5 H . D
vieri Oy 1= 57, O = 5, O = 5, Op 1= B> 0 = 5o, Op = el [Mu1l],
p.35.

schimba cu matricea (

Cu aceste notatii, structura complexa naturald pe T¢ (7' M) este
J(Ok) = i0k 3 J(Ok) = 10k ; J(Of) = =iy 5 J(Of) = =i, (1.1.5)
relatii care, in baza lui (1.1.3), conduc la
J(0r) = 0, ; J(0) = —id ; J(O)) =0y ; J(9g) = —idy . (1.1.6)
Astfel, H(T'M) si H(T'M) sunt J invariante.

Baza duald a lui {0y, Jx, 05, 0} se noteaza cu {dz*, on*, dz* 67}, unde onF =
dn* + Nfdz/, 5i 0" = dif* + N5dz.

Definitia unei conexiunii liniare pe varietatea complexa 7" M, extinsa la fibratul sau
tangent complexificat este

D T(Te(T'M)) = D(Te(T'M) @ Te (T M))

astfel incat D(fu) = udf + fDu, pentru orice u € T(To(T'M)) si f € A(T'M). D
este o conexiune liniard complexa distinsd, pe scurt d — (c.l.c.), daca pastreaza distri-
butiile pe Te(T" M)
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D este o conexiune liniard complexad normald, pe scurto N —(c.l.c.), dacd in reperul
adaptat este bine determinata de un set de patru coeficienti si notata prin DI'(\V) :=
(L%, Lt,., Chy, €2, ) cu urmétoarea forma de conexiune:

J J ik

wh = Lide* + Chon® + Ligdz* + Clron® (1.1.7)

si prin conjugare se obtine wg. = wl.

Campurile de torsiune respectiv de curburd ale N — (c.l.c.) D pentruVX,Y,Z €
Te(T'M) sunt

T(X,Y) = DxY — DyX — [X,Y], R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dixy|7,

Componentele crosetului Lie in reperul local adaptat {0y, 3k, 0%, GE} corespunzator
unei (¢.n.c.) N sunt

[6;,0,] = (6uN! — 0;N{)O; =t Ri0;; (1.1.8)
[05,6.] = (6sN;)0; — (6;N7)0%;
[@ﬁk = (3kN;)3i ; [53‘,315} = (3%N;)5i;

0,0e] = 03 |85.0:] 0.

cu ajutorul carora putem determina expresiilor locale pentru torsiunea si curbura unei
N — (c.l.c.) D, [Mul] p. 43.

Definitia 1.1.1. [Mul] Fie g;;(z,n) un d— tensor complex pe T" M hermitian si nedege-
nerat. Se numeste N —liftul sau liftul de tip Sasaki al lui g;;, structura metricd G pe T" M
datd prin

G = g;dz' ® dz’ + g;;6n" ® oif . (1.1.9)

Tn acest fel s-a obtinut notiunea de conexiunea metricd, adica pentruo N —(c.l.c.) D
care verifica DG = 0. Liftul Sasaki din 1.1.9 impreuna cu varietatea M formeaza o struc-
tura metrica hermitiana pe 7" M in raport cu structura naturald J, adica G(J X, JY) =
G(X,Y), (cf. [Mul], pag. 50).

1.1.2 Metrici Finsler complexe

Fie M o varietate complexd, dimc M = n, si (2*) coordonate locale complexe intr-
o harta locala complexa (U, ). Fie varietatea complexa 7'M, dimcT'M = 2n, ale
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c3rei coordonate induse intr-o hartd locald in u € 7'M sunt u = (2*,n¥). Schimbdrile
coordonatelor locale in u sunt date de (1.1.2).

Varietatea baza al unui spatiu Finsler complex este 7" M si principalele obiecte ale
acestei geometrii actioneaza pe fibratul tangent complexificat 7 (7"M).
Definitia 1.1.2. O metrica Finsler complexa pe M este o functie continud F' : T'M —
R care satisface urmdtoarele conditii:

i) L := I este diferentiabild pe M :

i1) F(z,nm) > 0, egalitatea are loc dacd si numai dacd n = 0;

iii) F(z,A\n) = |A| F(z,n) pentru¥ X\ € C;

iv) matricea hermitiand
(1) =
3 (2,n) = ===
G2 = Jpion

este pozitiv definitd. Perechea (M, F') se numeste spatiu Finsler complex.

(1.1.10)

Conditia 4i7) spune ca functia L este pozitiv omogena in raport cu norma complexa,
adica L(z, An) = A\L(z,n), pentru orice A € C, si din Teorema lui Euler

H oL k __ oL =k
|) anklr] Lu 3nk —L

i) 951" = 553 9577 = b L= gin'iP

L 095 L 09,5 09:5 —k .
iii) 5 #n" =05 50" = 0; 540" = 0;

V) g = 0; pdiP = gax, unde gi; = 0°L/Onidrp.

~ . 8g/.7. 89 =
In plus, deoarece g;; = ag—a rezulta a_ = Wkij'

i, [Yan]. Conditia de omoge-

. 09, dg,
Fie C’L;k‘ = Wl;g, Cﬁk = a—llz

nitate a metricii Finsler complexe F' conduce la:
Propozitia 1.1.1. i) Cj5, = Cy5:; Cigr = Cis
i) Cige = Clg;
iti) Cigrn®* = Cgpip’ = Cijn’ = Cipy” = 0.
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O problema fundamentala a geometriei Finsler complexe este cea a determinarii
unei conexiuni neliniare complexe dependente numai de o metrica Finsler complexa F.
O solutie este data prin tehnica conexiunii verticale “bune”, [A-P, Mul]. Se obtine in
mod unic: o (¢.n.c) numitd (c.n.c.) Chern-Finsler

CF 2
Ni — fm% I mi 0°L

i=9 9T T Ghiagm

pentru care [0y, d;] = 0 i 6y F = 0. Conexiunea liniard Chern-Finsler complexd este de
CF ¢cr CF COF
tip (1,0) cu coeficientii DI" = (N}, L%, Cj; ) cu

CF CF 9q.. CF CF
; i % Jm

i mzég]m i m i 7
k=9 ok Yk =Y onk Ly, = C =0 (1.1.11)

Coeficientii de torsiune si curbura nenuli ai conexiunii Chern-Finsler complexe sunt

4 ¢cr  CF . CF . cF 4 . CF
Ty =Ly — Ly Q. =Chs O =0N;; pip = OV} (1.1.12)
| CP CFCF cF
Rip, = —6iLb, — 0i(N})Cy s Py = —01Cly; (1.1.13)
. . ¢F  CECF ‘ . CF
G = OnL5+ On(NR)Ch5 Siy = —0kCly -

Un spatiul Finsler complex (M, F') este:
i) Kdhler daca si numai dacd 77,7’ = 0 si
ii) slab Kdhler daca si numai daca g,;T;,7’7' = 0.

Tn cazul particular, cAnd metrica Finsler complexa este pur hermitiand, adicd 9i5 =
gi;(2), toate nuantele de Kahler coincid.

Conform [A-P, Al1, Mul], curbura olomorfa a spatiului Finsler complex (M, F') in
directia lui 1 este Kp(z,7) = %G(R(x, X)X, X), unde x := 1*d; este liftul orizontal.
Expresia locala a curburii este data in urmatoarea formula (vezi [Al1])

2 .
Kr(z,n) = ﬁRjEﬁjnk, unde Ry, = —gm; (5 N7 (1.1.14)

n [Al-Mu3] s-a introdus notiunea spatiu Berwald generalizat, in felul urmétor:
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Definitia 1.1.3 ([Al-Mu3]). Fie (M, F’) un spatiu Finsler complex n—dimensional. (M, F')
B

se numeste Berwald generaliat dacd coeficientii conexiunii Berwald L;ﬁ . depind numai
de pozitia z.

Pe de alta parte, Aikou in [Ai2] defineste urmatoarea notiune:

Definitia 1.1.4. Un spatiu Finsler complex care este Kéhler si Lé.k = sz(z) se numeste
spatiu Berwald complex.

1.1.3 Metrici Finsler complexe proiectiv echivalente

Fie (M, L = F?) un spatiu Finsler complex. Tn [A-P] ecuatia unei geodezice complexe
este datd prin D, 71" = 0*(T", T"), unde 6* = g™ g;5(LE;, — LE)d2' A dZ @ 6.
Local, ecuatia unei geodeice complexe z = z(t) pe (M, F'), unde t este un parametru
real, poate fi scrisa ca

d*z dz - dz
2G* | 2(t), — ) = 0" [ 2(t),— |;i=1,... 1.1.15
unde prin 2°(¢), i = 1,...,n, sunt notate coordonatele de-a lungul curbei z = z(t).

Fie L o alta metrica Finsler complexa pe varietatea baza M.

Definitia 1.1.5 ([Al-Mu2]). Metricile Finsler complexe L si L pe varietatea M sunt pro-
iectiv echivalente dacd au aceleasi geodezice complexe ca multimi de puncte.

Teorema 1.1.1 ([Al-Mu2]). Fie L si L doud metrici Finsler pe varietatea M. L si L sunt
proiectiv echivalente dacd si numai dacd existd o functie netedd P pe T'M cu valori
complexe, astfel incat

G =G+Q+Pn,i=1,...,n (1.1.16)

Are loc urmatorul rezultat, care este o versiune complexa a teoremei lui Rapcsak.

Teorema 1.1.2 ([AlI-Mu2]). Fie L si L doud metrici Finsler pe varietatea M. L si L sunt
proiectiv echivalente dacd si numai dacd

—_

Or 0k L))" +2(0:G") (O L) = z(%L)n’“(&:L); (1.1.17)
ro__ _i *l (9 T\, T.

Q" = 2E9 (O L)n" (1.1.18)

P= %[(5@)77’“ +6"(O,L)]. (1.1.19)

(r = 1,...,n). Mai mult, schimbarea proiectivd este G' = G + 3= (6, L)n* .
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1.2 Spatii Lagrange complexe

Fie M o varietate complexa cu dimc M = n, cu (2*) sunt notate coordonate locale
complexe intr-o harta locala si 7" M este fibratul tangent olomorf care poseda o struc-
tura naturala de varietate complexa.

Definitia 1.2.1. [Mul] Un spatiu Lagrange complex este perechea (M, L), unde L este o

functie diferentiabild L : T'M — R, care satisface urmdtoarea conditie de regularitate:
2

95 = 832- BLﬁj este nedegenerat ( det(gi;) =# 0) si determind o metricd hermitiand de

signaturad constantad.

Teorema 1.2.1. [Mul] O conexiune neliniard complexd depinzdnd numai de Lagrangia-
nul complex L, este datd de

(1.2.1)

Exista si o alta conexiune neliniara complexa care depine numai de functia Lagrange
complexa L, care in geometria Lagrange reala exista numaiin cateva situatii particulare,
este (c.n.c.) Chern-Lagrange:

Teorema 1.2.2. [Mul] O (c.n.c.) pe spatiul Lagrange complex (M, L) este

CL - aZL
1 =9 ozion (1.2

n geometria Lagrange complexd sunt cunoscute urmatoarele N — (c.l.c.) metrice
in raport cu GG, [Mul] p. 97:

ek CL ¢ ¢ c
e conexiunea canonicd DI = (N;,L;k,L%k, % 0), unde

G 1 i 09im  OQwm ¢ L 5. 00m; 0Gk;

L, = —g™(=%" Y L = —g™m (2L - MY (1.2.3
ik 29 (5Zk + 52 )7 ik 29 (5Zk 5Zm)’ ( )
i L o 09;m = OGrm mag‘m cg
o= 39755 ) = 5 G =0

2 an on’ on

cL
DT nu este de tip (1,0), dar are torsiunile hT'(h, h) si vT (v, v) nule, [Mul].
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CL CL CL cL
e conexiunea Chern-Lagrange DI = (N;-, Lk .0, C}k, 0), unde

gk
CL S0 CL CL O CL
i omd9m i . o omwo9im o i
CL
Coeficientii conexiunii D I' arata ca cei ai conexiunii Chern-Finsler, desi nu a fost
CL mcvﬁ CL
k

impusd conditia de omogenitate. Mai mult, L, = Z-£. astfel c§, DI are aceeasi
Jk onj

torsiuni si curburi nenule ca si conexiunea Chern- Finsler.

Tn cele ce urmeazs prezentdm spatiile Lagrange generalizate care includ spatiile Fin-
sler si Lagrange complexe. Si aici descriem o (c.n.c.) care depinde numai de tensorul
metric al spatiului.

Definitia 1.2.2 ([Mul]). O metrica Lagrange generalizatd pe M este un d—tensor com-
plex §;;(z,m) de tip (‘f ‘i)), nedegenerat si Hermitian §;; = §;;. Perechea (M, g;;) se
numeste spatiul Lagrange generalizat, pe scurt spatiul (g.c.L.).

Intr-adevar, exemplele cele mai accesibile de metrici Lagrange generalizate com-
plexe sunt metricile Finsler si Lagrange complexe pe 7" M. In continuare prezentam ca-
teva subclase proprii ale unui spatiu (g.c.L) :

e local Minkowski generalizat complex dacd in fiecare v = (z,7) € T'M exista
harti locale, astfel incat g;; depinde numai de variabila 7.

* metricd slab regulatd daca (M, € = ggn"ﬁj) este un spatiu Lagrange complex, cu
(c.n.c.) Chern-Lagrange

CL 2
PGm 1 m , O
Nf:(Wnln +a_zlj”l . (1.2.5)

* metricd regulatd daca (M, F = | /ggniﬁj) este un spatiu Finsler complex.

1.3 Spatii Cartan complexe

Fie M o varietate n—dimensionald si z = (Zk)k.:ﬁ coordonatele complexe intr-o harta
locala.Dualul lui 77 M este notat cu 7% M. Pe varietatea 7"* M, un punct u* este carac-
terizat prin coordonatele u* = (¥, ()17, cu schimbdrile de forma 2% = 2%(2) si

G =950, rank($%) = n.




Spatii Cartan complexe 10

Un spatiu Cartan complex este o pereche (M,C), unde C : T*M — R* este o
functie continua, ce satisface urmatoarele conditii:

a) H := C? este neteds pe T"*M := T"* M \ {0};

b) C(z,() > 0, este egalitate dacd si numai daca ¢ = 0;

c) C(z,\() = |\|C(z,() pentru VA € C;

d) matricea Hermitiana (h7'(z, ¢)) este pozitiv definitd, unde hi* := a? 5c este ten-
106

sorul fundamental, sau echivalent, indicatoarea sferica este tare pseudo-convexa.

Un exemplu uzual al unui spatiu Cartan complex este spatiul Cartan pur hermitian,
in acest caz hi’ = hii(z).

in linii mari, studiem sectiunile fibratului tangent complexificat, T'(T"* M), care se
descompune in suma directd T(T"*M) = T'(T"* M) & T"(T"*M ). Pentru mai multe
detalii se poate consulta [Mul].

Fie VI™"M C T’(T’*M) fibratul vertical, care are distributia verticald V- (7"* M),
local generata de { -}. O conexiune neliniara complexd, pe scurt (c.n.c.), pe T M
este un subfibrat supllmentar inT"(T"™ M) alui V(T"™ M), adica T'(T"* M) =
H(T*M) ® V(T’*M) Distribu’;ia orizontald H,-(T"* M) este local generata de {5},
unde & = 25 + Ny a2, si functiile Ny; sunt coeficientii (c.n.c.) pe T'* M. Perechea
{6 = wvak = de} va fi numita reperul adaptat a (c.n.c.), ce se schimba dupa
regulile 67 = a Z/] (5’* sioF = %5”. Prin conjugare, se obtine reperul adaptat {47, 8’5}
pe T"(T"*M). Reperele adaptate duale sunt {d*2"*, 8¢ = dC, — Ny;dz7} si {d* 2%, 8¢}

O conexiune hermitiand D de tip (1, 0) este conexiunea Chern-Cartan ([Mu1l]), care
este datad local prin urmatorii coeficienti:

a*hml mi 1 zk Yk 1 mi
Ny = =hym—5 5= 1= B (Srhym) = ONjy, Vi% i= —hjn (0" R™),  (1.3.1)

Si H;k = Vf’“ = 0, unde cu 6; am notat reperul adaptat al (c.n.c.) Chern-Cartan, aceastd
notatie va fi utilizata si in continuare. Aditional avem ca hjmhmk = (5"3 Si D(;*(S* =
H},.0%, Ds:0; = —H}.07, Dyt = Vi*67, D0 = —V/*6%, etc. Mai muIt, avem c3

= ONjy; HyG =N

Y

cu conexiunea Chern-Cartan.

Notatiile””, ”|” ”T”’ " reprezintd h—, v—, h—, v—derivatele covariante in raport
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Pe un spatiu Cartan complex, tensorii lui Cartan complecsi au urmdtoarele expresii
ymik — gkpmi i Vmik = 9FR™ cu urmatoarele proprietdti V™%, = 0, respectiv
vk = 0.

Utilizand rezultatele din [Al-Mu5] si [C-S], putem sa prezentam urmatoarele clase
speciale de spatii Cartan. Un spatiu Cartan complex (M, C) se numeste Kahler-Cartan
daca T;i(; = 0, si slab Kahler-Cartan daca WPITH GG = 0,unde T .= H, — hj; este
h—torsiunea. In cazul particular, cand tensorul metric fundamental depinde numai de
pozitia z, cele trei clase de Kahler-Cartan coincid.

Definitia 1.3.1. Fie (M, C) un spatiu Cartan complex n-dimensional. (M, C) se numeste
Berwald-Cartan dacd coeficientii ij depind numai de pozitia z.

Teorema 1.3.1 ([Al-Mu5]). Fie (M, C) un spatiu Cartan complex n-dimensional. Urmd-
toarele afirmatii sunt echivalente:

i) (M,C) este Berwald-Cartan;
i) N;; este olomorfin (;
i 1mik ().
iii) V| T = 0;
: mik _
iv) Vb_ =0.
Definitia 1.3.2. Fie (M,C) un spatiu Cartan complex n-dimensional. Spatiul (M,C) se
numeste tare Berwald-Cartan, dacd este Kdhler-Cartan si H!, (z), unde H!, = $(H!, +
H;ij).
Teorema 1.3.2 ([Al-Mu5]). Fie (M, C) un spatiu Cartan complex n-dimensional. (M, C)
este tare Berwald-Cartan, dacd si numai dacad este un spatiu Berwald-Cartan cu propri-
etatea de slab Kdhler-Cartan.
Tn cele ce urmeazi, reamintim definitiile catorva clase generalizate de spatii Cartan.

Definitia 1.3.3. O metrica Hamilton generalizata este un d—tensor fﬁ’“(z, () detip ( ? (1) ) ,

nedegenerat si hermitian. Perechea (M, Bjk) se numeste spatiu Hamilton complex ge-
neralizat.

Tn particular, cand h* provine dintr-o functie hamiltoniand complex3 H:T*M —
R, adica h?* = %, perechea (M, h’*) se numeste spatiu Hamilton complex. Un
106j
studiu al acestui spatiu este realizat in [Mu1l].
Un spatiu Hamilton complex, pentru care hamiltonianul ﬁ(z, () este omogen in

raport cu (, adica H(z, \() = |)\|2fl(z, (), ¥ A € C, este un spatiu Cartan complex.
Pentru informatii suplimentare se poate consulta [Mu1l].



Capitolul 2

Structuri hipercomplexe pe spatiul total al
unui spatiu Finsler complex

2.1 Structuri hipercomplexe pe spatiul total

Definitia 2.1.1 ([Mu4]). Structurile geometrice hipercomplexe {1, I, F5, F5 = F1Fy}
cuF?=¢]l,e€{-1,1,0}, i =1,2,3, ce satisface

i) FiFs + FoF) = al, a € R,
i) FyFy = 0F F,, 6 € R\ {0}, § # 1 pentru F? = F? =0,
se numesc structuri bibatratice.

Clasificarea algebrelor bipatratice pana la un izomorfism, si in consecinta a structu-
rilor geometrice corespunzatoare, are loc in urmatoarele conditii:

Teorema 2.1.1 ([Mu4l]). Singurele algebre bipdtratice neizomorfe sunt:

i) quaternionii, antiquaternionii, semiquaternionii, semiantiquaternionii, bitangentad
necomutativad;

i) C®C, D® D, Dy® Dy, Algebra Sobrero, bitangenta.

Considerand structurile geometrice corespunzatoare se poate enunta:

12
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Teorema 2.1.2 ([Mud]). Prezintd importantd doar studiul urmdtoarelor structuri geo-
metrice bipdtratice:

I) F1F2 + FQFl =0cu:

a) F? = F} = —I quaternionicd;
b) [ = —F? = —1I antiquaternionicd;
c) F? = —I, Fy = 0 semiquaternionicd;

d) F? = F} = 0 bitangentd necomutativd;

II) FlFQ = F2F1 cu:

a) I = Fj = —I bicomplexd comutativd;

b) F} = F} = I bidubld comutativd;

c¢) Ff = I, F} = 0 biduald comutativd;

d) FY = —1I, Fy =0 (f*+2f*+ 1 = 0) structurd;
e) F? = Fy =0, F\Fy, = 0FyF, 0 # 0 bitangentd.

Propozitia 2.1.1 ([Mu4]). Dacd F si F5 definesc o structurd bipdtratic necomutativd,
atuncicdmpul aFy1+bF,, (a,b € R, ab # 0) defineste una din structurile hipercomplexe
de ordin doi si reciproc.

2.2 Metrici hipercomplexe generalizate

2.2.1 Lifturi Sasaki generalizate

Fie (M, F) un spatiu Finsler complex de dimensiune complexa n, unde vom consi-

dera pe (c.n.c.) Chern-Finsler N;f = gmiag? ,, §i structura metricd hermitiand G pe

To(T'M) data de liftul Sasaki (1.1.9) a lui g;5, Gs = g;;dz" @ dz7 + g;;0n" ® o7

Consideram o structura metrica Sasaki generalizata GG pe T M:
G(z,n) = g;(z,n)dz' © d77 + a(L)gs;(z,1)n" ® 6,

undea:Im(L) C Ry — R,.
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Fie J; structura complexa naturala pe fibratul olomorf si /5 o alta structura aproape
complexa pe 7" M definita in felul urmator:

J1(0k) = i0; Ji(0f) = —idp;  Ji(O) = i0k; J1(0) = —i0k; (2.2.1)

Jo(5) = %ak; Jo(6) = %ak; (By) = —ady: o(0p) = —/aby.

Vom nota cu J; := J; o Jy structura obtinuta prin compunerea celor doua structuri
definite mai inainte. Au loc urmatoarele relatii:

J= J2 =-1, JiI=1, (2.2.2)
Jidy = oy = Js; Jids = J3 1 = —Jo; Jodz = J3Jy = —Ji.

Utilizand relatiile (2.2.1), (2.2.2) si notiunile din Subcapitolul 2.1, respectiv din [Mu3,
Mu4], obtinem urmatoarea teorema:

Teorema 2.2.1. (T"M, Jy, J», J3) este o structurd bicomplexd comutativd.

Structura bicomplexa definita de (J;, Jo, J3) este integrabila daca N; = 0, N, = 0.
Cum J; este structura naturala complexa, rezulta ca este integrabil3, adica: N; = 0.

Teorema 2.2.2. Varietatea (1" M, GG, J;) este complexd dacd si numai dacd (M, F') este
Kdhler, torsiunile @z.,—g si pé.,—f se anuleazd, si

(0L, 0L

Corolarul 2.2.1. (7'M, G, J;) este o varietate complexd dacd si numai dacd (M, F)
este un spatiu Berwald complex generalizat, @;E =0sid ("7;’52 — 77k<5§-) =0.

Teorema 2.2.3. Structura bicomplexd comutativd (J1, J2, J3) este integrabild dacd si
numai dacd (M, F') este un spatiu Berwald complex generalizat, @;l—g =0sid (njé,i—

Tripletul (J1, Jo, J3) definitd in (2.2.2) este o structurd hipercomplexa. Mai mult de
atat, (1'M, G, Jy, J3) are o structura aproape hiper-Kahler, conform [O], daca urma-
toarele conditii se indeplinesc:

a) (T'M, G, Jy, Jy) este o varietate aproape hiper-hermitiang;

b) 4—forma fundamentala € este inchisa.
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Am obtunt urmatoarele rezultate intermediare:

Propozitia 2.2.1. Varietdtile (T'M, G, Jy), (T'M,G, Js) si (T"M, G, J3) sunt aproape
hermitiene, altfel spus G(J,, X, J,,Y) = G(X,Y), VXY, m =1,2,3.

Construim 4— forma fundamentala €2:
Q=01 ANp1+ P2 A da+ d3 A @3,

unde ¢ (X,Y) = G(X, YY) cuk =1,2,3.

Expresiile lui ¢; si ¢ In reperul local adaptat sunt:

o1(z,m) = —z'gj,;dzi AdF — z'a(L)gj,;énj A 07", (2.2.4)
—Va(L)g;zdz" A on* + va(L)gron’ A dz*. (2.2.5)

Teorema 2.2.4. Varietatea (1"M, G, J,) este Kdhler dacd si numai daca:

0i9ik = 0j9ik> (2.2.6)
d(L)=0%<a(L) =ceR,
gliéigjl_c = a(sj(Nllc)a
si conjugatele.
Teorema 2.2.5. Varietatea aproape complexd (T'M, G, J,) este aproape Kdhler dacd
si numai dacd urmdtoarele conditii sunt indeplinite:
a=0 si 0igjp=0

sau
/

. = a . .
5z'gj12: = 6jgiE7 @fh 0, Lkzgl] — O (N]‘l) 9il» %(@L)gﬂ% = _aing )
si conjugatele lor.

Teorema 2.2.6. Varietatea (1"M, G, J,) este Kihler dacd si numai dacd urmdtoarele
conditii sunt indeplinite:

a = 0 si G este pur hermitiand;

sau
/

a . .
Lkzzgl] =0, %(&‘L)gﬂ} = _ainga

si conjugatele lor.
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Corolarul 2.2.2. Structura (T'M, G, Jy, Jo, J3) este hiper-Kdhler dacd si numai dacd
(M, F) este o varietate Berwald complexd, @;"k = 0,d = 0, G este pur hermitiand,
si una din urmdtoarele conditii este satisfdcuta:

i) a=0,

.o l

ii) Ly;q;; = 0.

Tn continuare vrem s& evidentiem conexiuni liniare compatibile cu o structura bi-
complexa comutativa.

Definitia 2.2.1. O conexiune liniard D pe T' M se numeste metrica bicomplexa comu-
tativa in raport cu metrica G si cu structura bicomplexd comutativd (J,, Jo, J3) daca:

DJ;=0,i=1,2,3; si DG =0.
Familia generala a conexiunilor liniare D compatibila cu o metrica G, conform [Mu3],
este DxY = DxY + %g_l(DXg)y, unde D este o conexiune liniara arbitrara.

Consideram urmatoarele transformari de conexiune:
. . 1 8
DxY B DLY = Dyv+ 5 iDx (1Y),

. . 1 .
DxY B DAY = DyY + 572 Dx (1Y),

. . 1 .
DxY B D3y = Dyy - 5 1Dx(J5Y).

. . 1 .
DxY B DAY = Dyv+ 5(Dxg)y.
unde (Dxg)y este o 1—forma definita in felul urmator: (Dxg)yZ = (Dxg)(Y, Z).n
mod clar D% J; =0, i =1,2,3, X € To(T'M).
Teorema 2.2.7. Conexiunea liniard
DxY = (DD%) Y, X,Y € To(T'M)
sau echivalent
| . L .
DyY = ) {DXY — J1(Dx 1Y) — J(Dx JbY) + Jg(ij3Y)} +  (2.2.7)
1 y . y
+3 {G'(DxG)y — G (DxG) py — G ' Jo(DxG) gy +

+G71J3<DXG)J3Y}

este o conexiune metricd comutativ bicomplexd, unde D este o conexiune arbitrard pe
T'M.
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Teorema 2.2.8. Dacd V este conexiunea Levi-Civita definitd de metrica GG, atunci con-
exiunea

A 1
DxY = 1 {VxY = J(VxhY) = (Vi 2Y) + (VxJ5Y )} (2.2.8)

are urmdtoarele proprietdti:

a) DxG =0, DxJ;=0,i=1,2,3,X € To(T'M),

b) D este unic determinatd de structura bicomplexd comutativa.

Expresiile locale a conexiunii D sunt:

: G R 1 g -
D(Skdj = ) (59 (5,; + 5k )+gl (5k9]z)5 +4 (539kl__(5l_9k3)8i

i 0Gim  OGkm .\ A

O = 20" (90N + 9,90 + 5 0zF 627

2

_ 1/1 - . ~ . .
9" (83917 — 019x5)0; + 1 (ag”(ghjézNéL — 5g10) + 9" (g6 N} — alej)) d; +

Ds

( h5kg]l ‘f' 5

k

4
- 1

1 -
19 9" (g 5kN —319k3)&

A_L (5k91j 519k3)52
A 1/a 7 —=h *
D5, 07 = 3 (§gl<glﬁ(5kNj +0;915) —

1

4

1 - .
§glz(gh35ZNzh - ajgkl')) 0; +

+= " (0kg,1 — 019:7) 5%
Dy, 8; = i (g "(9kn 0 NI+ 039;0) + gmi<%g1;-km + 85;7) C; aayi 6;) 0~
% [akgghN 0,
Dy 0; = % (g”f)kgth_f”r %g“(gkh5jN_f+ 3k9ﬂ)) 0; + i (gm((?ag;? 8397’;? )+
Dy 6; = —igd(gjh@N/? — ;0% — lakﬁ;&

) a . — 1 1 oL -\ -
Dy 05 = §8kN}5E + 3 <—§9 (gkh5l — Okgij) + _3_5§> 0;.
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2.2.2 Conexiunea Levi-Civita si metrica pur hermitiana

n lucrdrile [Al-Mul, Al-Mu2] sunt studiate ecuatiile Einstein pentru cadmpul slab gra-
vitational si pentru versiunea complexa a metricii Schwarzschield. Acest studiu se ba-
zeaza pe scrierea ecuatiilor Einstein complexe pentru aceste metrici in raport cu cone-
xiunea Chern-Finsler, care este o conexiune metrica cu torsiune nenula. Aceasta teorie
se poate aplica daca sunt impuse cateva restrictii, numite legi de conservare, deoarece
conexiunea utilizata are torsiunea nenula.

O teorie alternativa la aceasta este prezentata in cele ce urmeaza. Extindem struc-
tura metrica a campului slab gravitational la una de pe fibratul olomorf tangent 7" M al
unei varietati complexe M. Apoi consideram conexiunea Levi-Civita, (care este metrica
si fara torsiune), asociatad acestei metrici liftate. Din acest motiv ecuatiile Einstein in ra-
port cu conexiunea Levi-Civita pstreaza forma lor clasica. Tn cazul particular al spatiului
vid, ecuatiile Einstein complexe se reduc la anularea tensorului Ricci complex. De fapt,
ideea pare simpla, dar prima problema este gasirea liftului potrivit. Apoi problematica
este scrierea curburii si a tensorilor Ricci pe 7" M. Pentru aceasta ne intoarcem la re-
perul adaptat al conexiunii Chern-Finsler, si exprimam totul in aceste repere adaptate
complexe. O idee similard a fost aplicatd de M. Anastasiei si H. Shimada, [An-Sh2]. Tn
final, propunem rezolvarea acestor ecuatii Einstein complexe, pentru cazul particular al
metricii slab gravitationale.

Considerdm un spatiu Finsler complex (M, F'), unde M este o varietate complexd de
dimensiune n. Pe To:(T" M) coordonatele in hartile locale vor fi notate cu u = (2%, %),
k,a = 1,...n. De-a lungul acestui capitol, indicii 7, j,k,... si a,b,c,... merg de la
{1,...,n}, de unde cei din al doilea grup noteza obiecte geometrice in fibrele verticale
locale a fibratului tangent olomorf.

Fie N o (c.n.c)peT”M.Se numeste h—metricd pe T' M un d—tensor hG = g;z(2,7m)
dz? @ dz*, cu g;i(2,m) = grj(2,n), det ||g;z(z,n)|| # 0. O v—metricd pe T'M este un

d—tensorvG = h(2,m)0n*®@1°, cu hyy(2,m) = hwa(z, ), det||haa(z,1)|| # 0. De aici
gasim notiunea de (h, v)—metricd pe T" M, care este un camp tensorial G = hG + vg.
Deci, aceasta metrica poate fi scrisa in felul urmator:

G(z,m) = g;i(z,n)dz’ ® dz* + hey(z,m)0n" ® 67", (2.2.9)

Notam liftul Sasaki din (1.1.9) cu

Gs = gpdz’ ® dz" + 610k g2, m)0n" ® o7’ (2.2.10)

Introducem o generalizare a liftului (2.2.10), care pe randul luiva fi o (h, v)—metricd
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pe To(T'M):
G(z,n) = g;z(z,n)dz? ® dz* + hog(z,m)0n" @ 61, (2.2.11)

unde g, este tensorul fundamental a spatiul Finsler complex (M, F),sihg und—tensor
arbitrar de tip (0, 2).

Rezultate din acest capitol apartin autorului, si sunt prezentate in lucrarea [Sz4].

Pornind de la definitia standarda a unei conexiuni liniare complexe pe varietatea
T'M,o (c.l.c) V poate fidescompusdinsuma V = V'+V” unde V' : I'(T(T"M)) —
D(Te(T'M)T(T*M))siV" : T(Te(T'M)) = T'(Te(T"M) @ T" (T M)), care pot
fi descompuse in

V/ — V/h + V/v §i v// — V//h + V”U-

Dorim sd determinam o conexiune simetrica V cu VG = (.

Teorema 2.2.9. Varietatea hermitiand (1" M, G) admite o unicd (c.l.c), care este si-
metricd si metricd in raport cu GG, datd de (2.2.9). Aceasta se numeste conexiunea Levi-
Civita de pe T' M, avdnd coeficientilocali nenuli exprimatiin reperul adaptat {0, Oy, 65, Oz }
prin:

1 1 2 4 1 -
Liy = =" (00951 + ;90); D% = —Dy; = —[55N;§ — h*(01915));
1 2 1
Lék = §[hd0(5khaa) + 0. NF); Eoy, = §hdc[(5 N{)heg = (0iNg) heal;
32' lz' 1 i 20 1 de 8 c
le% = DEj = 59 (515%[ - 5Z9jl?:)§ F]b E[h (65hea) — aaNj];
%: 20 1 dc 8 é 11' 1 i d d
LaE = Hica = §h [5/_Chati - (8JNE)haé]; Gab 59 [(abN )had + (a N )hbd]
1 1 _— . 4 1 5 . )
Cra = Boy = 59“ [0agi7 + (06N gl H = —§hdc[(3ng)heB + (05N} ) heal;
2c 1 de A - 11’ 32‘ 1 lir/ d
w = 5h (Ophoq + Oahig); Mz, = My = 59 [(0aNT ) g — Oihwal;

3 1
. T
Ci = Eé]:59”[3593'1'—(51‘Nf)hd5];
4 21 g .

Cap = M&Zghdc(aahag—aghaz), (2.2.12)

si conjugatele.
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Aceasta conexiune nu e nici h— nici v—metrica.
Ca sa studiem conexiunea Levi-Civita, putem sa consideram o conexiune similara,

care ne ajutd sd exprimdm mai usor proprietatile lui V. intr-adevir, fie Dod— (c.l.c.)
pe To(T'M) :

- L - . 2 3 ~ . 1

Dy, 0; = Liybs;  Ds,0a = LipOa 5 Ds,0; = L0 5 Dy, 05 = L,05(2.2.13)

~ ]' ~ o 2d o ~ 37 ~ . 4J .

Dy 05 = Ci0i5 Dy 0y =Cu0a; Dy o;= C.07 ; Dy, 0a = Cg05

si conjugatele lor, unde coeficientii locali ai conexiunii Levi-Civita sunt exprimatiin (2.2.12).
Aceastd d — (c.l.c.) este metricd in raport cu G, adicd g;p,, = Gjila = Gjpm =

|” sunt notate

”n-n ”n |II n_n ”

girla = 0, happn = apla = hapjm = hapls = 0, unde cu ™", ", 7",
h—, v—, h— si v—derivatele covariante in raport cu D.

Propozitia 2.2.2. Componentele nenule a torsiuniia d — (c.l.c.) D sunt

T (05, 0;) = Tidis vT(05, 0;) = ©%du; hT(D, ;) = Tids; WT(0a, 67) = Qi

Uﬁ‘(algaaa) = %’jgé‘d; Uﬁ‘((i)aaéj) = ﬁ?—ad; Uﬁ(%ﬁd = i;‘,;éd; Uﬁ‘(aaaéj) = E,daéd;

si conjugatele, unde

3 3 1
~ _71i . @od _ s nd. NP i i v
Tik = le}’ @jE - 6kNj7 Tja = Cj&a ja = Cja, (2.2.14)

4 . . 4 . . 2
X =C%: = 0N S = L P = 0,Nj — LY,

ab’ bjr * ja

Curbura lui D are douszeci componente (vezi p.44 din [Mul])

~, L 11
en = AwdOnLy + L Lyt (2.2.15)
_ 3 3 3
Ry = Aw{onLlsy + L5 Lyt
~. 3 1 3 1 301 3 1
Rig, = 0nLlig — 0p Ly + Lig Ly — Ly Ly + (06 Np) Ol — (0:N5) C;
~ 2 2 2
Ol = Awed0nLiy + Lo LS
- 4 4 4
0% = Aw{0nLl + Lo LY}

4 2 4 2 4 o 4 2
QL = 5hLZ;;, - 5,;L§h + Le;;Lzh - LSJZ;LZh + <5hN1’§>CZlé - (5ENI§)Cd )

a. ae’
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-~ 1L L 1 1 1 ) L
;kc = 8CL;-k — (5kCJZ-C + L%Cfm — L;nk(};c + (3CN£)Céj;
~ .3 3 3 3 3 3 . 3
ke = Ol — 0xC5 + LECr e — Ly O+ (0N O
- .3 L 3 1 31 .o 1
My = L — 6L+ LeCh, — L O+ (Nl
. . 2 2 2 2 2 ) . 2
Pcilkc = aCLgk - 5k0gc + LZkCgc - Lgkzcgc + (aCNlS)Cge;
- 4 4 4 4 e L
Pﬁdkc = aCLgk - 6kCgc + LgkCgc - Lgkcgc + (aCNli)Cge;
Dd 8 4d 2d 4 2d %i 2 . € 4d
P%. = 0Lz — 05C,. + Lz Co. — L Cp . + (80]\%”)0&5;
~. 3 .1 3 1 3 1 . L
O% = onCly— Ly, + CLy,, — C L — (OpN;) Cle;
Ad 4d - ?i ’ %i 4d 2 8 2d
o = 0nC — 5Ly, + C5 L, — C5Lay, — (O5N; ) Ces

. . L 11
Zipe = Aa{0.Ch+ CHCLY;

- . 3 3 3

Ejbc = ACb{aCCjb + Cjb Cﬁw}v

~ .3 L 3 1 3 1
~ .2 2 2

She = Aw{0.CY, + CoCLY

- o4 4 4

Sthe = Aa{0.Cq + C5CLY;

- .4 .2 4 2 4 9
Sch = aCCgI; - al_)cgc + ngcgc - ngcgc'

Obiectele geometrice asociate lui G sunt in general complicate. Cateva simplificari
apar cand alegem cazuri particulare pentru g, si pentru h,;. Aici ne rezumam la o ana-
liza mai detaliatd a cazului particular al liftului G din (2.2.11):

Gr(z,n) = gji(2)dz’ @ dz* + hg(2)on" @ 67’ (2.2.16)

Propozitia 2.2.3. Conexiunea Levi-Civita a metricii (2.2.16) este datd de urmdtorii coe-
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ficienti nenuli
;o1
k= (akggz + 99x1); (2.2.17)

2
ak = [hdc(ak od) T Oa Nl
s .

Lz = Dy = 59" (Org;1 — 09

4 2 1 4z ) ATE
L = HE, = §hdc[6’;;hag— (0aNF,) hael;

[hdc(a had) = 0aNj;

3
. L pes g
ab = My; = §9l [(aaNfi)hbJ - 31”%&];

2
i =
1

unde 0, = %.

Curbura d — (c.l.c.) D din (2.2.13) se reduce la

~ 1

;’kh = -Ahk{ahL w T Lok LZ h} (2.2.18)
— 3
. T
R, = Ohlj; — 0Ly, + L — Ly w Ly
_ 2 2
O = Aw{OnLiy, + Lak‘L &
~ 4 4 4
Qb = Am{onLe + L5 L dh}'

4 2 4

Qz%h = 8hL — 0L h+Le L LZE oh

Fie K campul tensorial de curbura a conexiunii Levi-Civita V. Vom nota componen-
tele lui cu aceleasi litere ca in Aldea, [Al2], indexati cu doua tipuri de indici. Din saizeci
de componente ale curburii, numai 21 vor fi nenule:

Propozitia 2.2.4. Fie Dd— (c.l.c.) pe Te(T'M), cu coeficientii locali exprimatiin (2.2.17).
In raport cu reperul adaptat asociat (c.n.c) Chern-Finsler, coeficientii locali nenuli ai cur-
burii a conexiunii Levi-Civita pe (T"M, G ) sunt
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i
ikh

a
Jkh
2
Fkh
J

J
d
Qakh

O

akc
d
o jbh
QL
abh
? —
abh

jbC

d
S’bc

a

d
Sbe

a

=
jkh
3 1 3

Ahk{Lk]|h+L LZ }

23

th5
1 1 3 3 3
R"Lkh—irL L le—l—L H
3 3 1
%cj|h + L ]h’
Qe
Qs
2 2
‘ch|h FdLek+ (0.Np)F! jes
4 4
L;lc\k + LZ}F;QC L Ldk + (0.N;) LY jes
2
—Fig - Fd Lek + Lm Ld
1 2 1 1 3 L
_M;zc|k - EkMzEze - M:E:Lz (a Nk) ae’
1 9 1 1
Sk — LM + (0Nf) My
4 2 2
—Lj,EY, — (05N}
1 4 1 1 3
B+ L Miy + MR L
1 4 1
ab|h + Le Méev
1
~’4¢b{L€_‘]\4E };
4 1 9
yMe. — I, M§e§
4 1
Ly MZ;
2 1 4
Aa{MGFL, + MELZ};
1 2 1 4
MBTZFglC + M:%Lgm



Solutiile ecuatiilor Einstein complexe 24

H H H Vv
T < o lui Ricei i D . PP P T,
Tensorii de curburd a lui Ricci sunt Ry, := RYy;; Ry := Rjki, Ry = Ry 1 =
H 1%
d . I 7 . ._ d . v .e . . . R
I Pa = Piyi Sav = Sg,e- De la care se obtin urmatorii scalari Ricci r :=

_H Vv _H v
gijij T = gjknjk; p = h"Pgy; s := h™S.

Utilizand cateva idei din cazul real ([Mi-An]), o generalizare a ecuatiilor Einstein cla-
sice pentru un spatiu Finsler complex n—dimensional este

1
Aici am standardizat notatia si am utilizat litere grecesti o, 3 = 1,...,n in locul celor

doua tipuri de indici. Cu Rss se noteaza componentele tensorului Ricci. p reprezinta
curbura scalara Ricci. Ggg reprezintd tensorii metrici g;; si 1,3, respectiv. x este con-
stanta universald, si T5 sunt tensorii energie-moment ([Al-Mul]). Cum conexiunea
Levi-Civita V nu are torsiune, legile de conservare ale ecuatiilor Einstein (2.2.19) sunt
verificate, adicd Vo (R§ — 3p05) = 0, sau echivalent V,T§ = 0.

Din acest motiv, ca si in teoria clasica, are loc

Propozitia 2.2.5. In vid tensorii Ricci a conexiunii Levi-Civita de pe T' M se anuleazd.

2.3 Solutiile ecuatiilor Einstein complexe in vid pentru o me-
trica slab gravitationala

n aceastd sectiune scopul nostru este sd rezolvim ecuatiile Einstein complexe n cazul
spatiului Finsler complex 2—dimensional in vid, cand tensorul metric fundamental este
o metrica slab gravitationala, [Al-Mul]:

9;5(2,m) = ;% + Djk; (2.3.1)

unde (7;z) = (1

—1 2 ;20
; _1> , este metrica Minkowski si (p;z) = ( S 295) este o

- =

C C
perturbare mica a lui 7, si ® reprezinta un potential gravitational. In acest caz, @ este
o functie neteda cu valori reale in T"M si ® # %, undec € R, ¢ # 0.

Teorema 2.3.1 ([Al-Mud)). Fie (M, F) un spatiu Finsler complex, cu L = F? din (2.3.2).
Atunci (M, F) este ori un spatiu pur hermitian, ori un spatiu local Minkowski cu n' =
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in?, avdnd Lagrangianul

2P . 2 _ ) 20 _ 2¢
L = (1 + g) |771|2 — 4 (1 _ ?) 7717]2 ) (1 _ §> 7]2771 . (1 . ?) |T]2|2.

(2.3.2)

Prin calcule elementare, se obtin expresiile locale a (¢.l.c) Chern-Finsler unde &y, :=
00 p—1,2:

Ozk

—21 .

NS0 N = g - =0
c2

2.

I? = ——
RN (R
n continuare presupunem c (M, F') este un spatiu pur hermitian, Metrica hermi-
tiana corespunzatoare Gy datd in (2.2.16) rescrisa pentru metrica slab gravitationala

(2.3.1) vafi
Gug(z,m) = nipdz’ ® dz* + g;z.60" ® 61", (2.3.3)

unde (n;z) := C :i) , cu matricea invers3 (n*/) := (

1
1+% —i (1_%)> kj 2 T2<1>

A T — . & C z, T = i 1+C— .
(g]k( U));k 1,2 (z( . 2@) . (1 . 2@) g7 77))gk 1,2 - 2

Ca sa rezolvam ecuatiile Einstein in cazul particular a spatiului Finsler, trebuie sa
exprimam coeficientii conexiunii Levi-Civita asociate metricii din (2.3.3). Coeficientii
cautati au urmatoarele expresii:

2 ik 2 gk
Lik - 2 ( __@) (®+ (—1)kq’k); szk = m@ + Op); (2.3.5)
c? o2
po_ v ; oo P .
Mj, = —5 (@1 +i0g); My = 5(i®1+ ®3), j k=12

Teorema 2.3.2. Ecuatiile Einstein complexe in vid corespunzdtoare spatiului Finsler com-
plex 2—dimensional (M, F') cu metrica Finsler complexd din (2.3.2) si cu conexiunea
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Levi-Civita din (2.3.5) sunt

2 , : 20
—m (Cblq)i + Z(Pl(pi — ZCDQCI)j — (I)Q(I)Q) + (1 - g) P = 0, (236)
2 . . , 20
m (@1<I>j + Z(I)lq)é — Z@Q@i — (I)QCI)Q) +1 <1 — ?) p = 0,
32— ] ] 21 9
5 (P11 + 1®1p — o1 — Bpp) + @(1 — i) (P11 +

. 2
+id By — i Dy®; — Pydsy) + (—i)] (1 - —> p=0;
§2-

(1= i) (@ + Dq) (P7 — Pg) + (—i)? <1 — @) p=0, j=1,2
=
si conjugatele lor, unde p reprezintd curbura scalara.
Propozitia 2.3.1. Functia cu valorireale pe T'M, ®(z) = ®(2!, 21, 2%, %), este o solutie
ecuatiilor Einsteni (2.3.6), daca verificG urmdtoarele conditii:
i) @1 = Py;
i) By = Bs.
Exemplul 2.3.1. Considerdm functia ®(z) = %ei(zl_zl)“(zz_EQ) pe C2. Impunand con-
ditia ® > %, introducem pe D := {z € C?|Im(z' + 2%) > 0}
o metrica Finsler complexa pur hermitiana cu ajutorul lui (2.3.2):
L=(1+ eZ) In')?—i(1- eZ) n'i 41 (1— eZ) i — (1 - eZ) In??,
unde Z = i(z! — z') +i(2% — 2%). Cum ® verificd conditiile din Propozitia 2.3.1, metrica

de tip Sasaki definita in (2.3.3) cu ajutorul lui ®, devine o solutie pentru ecuatiile lui
Einstein Tn vid.

Mentionam ca pe langa solutiile oferite de Propozitia 2.3.1, exista si alte solutii:

Exemplul 2.3.2. Fie ®(2) = Se~(*'+2)+2"+2 o functie cu valori reale pe 7" M. Cerem,

cad > %, si introducem pe D := {z € C?| Re(z? — 2z') > 0} o metrica Finsler

complexa pur hermitiana cu ajutorul lui (2.3.2):
L= (1 + eZ) In'|? —i (1 — eZ) n'n® +i (1 — eZ) n*n' — (1 — eZ) n??,
unde Z = —(z! + z') + 22 + 2z2. Se poate verifica c3 functia ® nu satisface cerintele

Propozitiei 2.3.1, dar totusi este o solutie pentru sistemul (2.3.6). Deci metrica de tip
Sasaki construita cu ajutorul ei devine o solutie pentru ecuatiile Einstein complexe.



Capitolul 3

Metrica Beil complexa

Metricile Beil reale au fost introduse pentru prima data de R.G. Beil in scopul rea-
lizarii unei teorii de unificare a campurilor gravitationale si electromagnetice, [Be2].
Acestea au fost numite metrici Beil pe un spatiu Finsler (real) (M, F), avand tenso-
rul metric g;;(z,y) de forma *¢;;(x,y) = ¢;;(x,y) + o(z,y)B;i(z,y)B;(x,y), unde
Bi(z,y) = gij(z,y)B’(x,y), pentru BI(z,y) un cdmp vectorial. R.G. Beil motiveaza
alegerea facutd pentru metrica *g;;(z, y) in felul urmator: “Cum in teoria mea de uni-
ficare cantitatea k, care corespunde cu o din expresie, are legdturd cu constanta gravi-
tationald, atunci o interpretare fizica posibild a acestei teorii cu o independentd de 1y,
ar fi ca gravitatia in sine este dependentd de vitezd.”

Utilitatea majora a metricii Beil reale este evidentiata in mai multe lucrari stiintifice,
de pilda [An-Sh1, Ba-St-T, Mi-An, Mi3, Mi-H-Sh, Sa-Bl], etc. Scopul nostru este sa dam
o descriere sistematica a spatiilor Lagrange, Finsler si Cartan, inzestrate cu metrici Beil
complexe pe varietatea M,

Gis(2,m) = giz(z,m) + o (z,1)Bi(z,1)B;3(2,1m), (3.0.1)

cu gi;(z, ) tensorul metric fundamental al spatiului Finsler complex (M, F), si B;(z,n)
= ¢i7(%, n)ﬁ(z, n), pentru B’(z,n) un cdmp vectorial complex dat. Aceste spatii sunt
foarte interesante pentru aplicatiile lor in fizica teoretica, avand ca baza geometria spa-
tiului Finsler complex.

Toate rezultatele din acest capitol apartin autorului si sunt cuprinse in lucrarile [Sz2,
Sz3, Sz5, Sz6].

27
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3.1 Spatii Lagrange complexe cu metrica Beil

Tn aceasta sectiune introducem metrica Beil complex3, adicd o metricd complex3 care
este compusa din doua parti: prima parte este tensorul fundamental al spatiului Finsler
complex, iar partea a doua este produsul intre o functie cu valori reale cu doua cdmpuri
vectoriale, toate definite pe o varietate complexa data. Primul pas in studiul nostru
consta Tn analiza tensorului *g;;, obtinand o conditie echivalenta ca sa fie o metrica
Lagrange generalizatd, apoi calculam inversa si determinantul ei.

Mai departe, studiem cazurile cand noua metrica Lagrange generalizata devine slab
regulati, respectiv regulatd. Tn aceste cazuri, suntem in masurd s3 determindm cate o
conexiune neliniara complexa a spatiului corespunzator. Un caz special al spatiului La-
grange generalizat este spatiul local Minkowski generalizat. Am reusit sa particularizam
metrica Beil complexa, ca sa obtinem si aici un tensor metric potrivit.

La finalul acestei sectiuni, construim un Lagrangian complex pornind de la o metrica
Beil complexa.

Urmarind ideile din cazul real, [An-Sh1, An-Sh2, Ba-St-T], introducem o noua clasa
de metrici complexe. Fie (M, F') un spatiu Finsler complex n—dimensional, si g;; ten-
sorul metric fundamental. Presupunem ca (M, F') este inzestrat cu un camp vectorial
complex B = B¥(z,1)d}, si fie By(z,n)dz" o (1,0)—formé diferentiala, cu B™ := B™.
Ridicarea si coborarea indicilor se efectueaza cu (¢7%) si (¢;;), unde g;;6" = oF. Tn plus
consideram si o functie cu valorireale o : 7'M — R, pe T'M.

Cu ajutorul acestor obiecte definim
9i7(z,m) = gi5(z,m) + o(z,n)Bi(z,1) B;(z,m). (3.1.1)

Scopul nostru este sa demonstram, ca matricea (g;;), definita inainte, este nedege-
nerata si g;; este un d—tensor hermitan de tip (99).

Verificarea faptul ca (g;;) sunt componentele unei matrici hermitiene si ca verifica

~ 1k 9zl
legea de transformare g}, = %5 5=

gi7 se poate efectua prin calcule simple.

Propozitia 3.1.1. Pentru d—tensorul g;; din (3.1.1) are loc

i) det(g;;) = (1 + oB?)det(g;7);

ii) Dacd 1+ o0B? # 0, d—tensorul gi; este nedegenerat si inversa lui are urmdtoarea

expresie §"' = ¢ — 7%= B' B,
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unde B*> = B, B" = ¢;;B' B’ (norma lui B in raport cu g;;).

Teorema 3.1.1. Perechea (M, §;;) este un spatiu Lagrange complex generalizat, dacd
sinumai dacd 1 + oB* # 0.

Acest rezultat implica faptul ca g;; din (3.1.1) este este tensorul fundamental al unei
g.c.L,dac3 1 +0B? # 0, pe care il numim metrica Beil complexd, prin analogie cu cazul
real, [An-Sh1].

Lema 3.1.1. Metrica Beil complexd §;; din (3.1.1) este o metricd (g.c.L) pozitiv definitd
dacd si numai dacd 1 + oB? > 0.

Exemplul cel mai simplu al unei metrici Lagrange generalizate este cel care provine
dintr-o functie Lagrange sau Finsler de pe 7" M.

Tn cele ce urmeaza prezentdm cateva subclase proprii de spatii (g.c.L), pentru care
putem sa determindm o (c.n.c.) in functie de tensorul metric g;;.

Propozitia 3.1.2. i) Daca cédmpul vectorial Liouville complex I = nk% este orto-
gonal lui B, atunci g;; este o metrica slab requlata si g;; = gi;.

ii) Dacd B; = B;(z) sio(z,n) = f(|8]*), cu f : R — R* o functie netedd, atunci
Gi; este o metricd slab regulatd dacd si numai dacd 1 + ¢B? # 0, unde o(|5]?) =

F1BIY+ 311812+ f, f = %, = (dﬁ;%,,sifn acest caz obtinem
9iz = giz + (2,m)Bi(2) B5(2). (3.1.2)

Lema 3.1.2. (C'.n.c.) Chern-Lagrange a spatiului (g.c.L) (M, g;;) cu metricd slab regu-
latd datd de (3.1.2) are urmdtoarea expresie:

CL CF ) CF
NF = NF+ g*(fB,B,)n" + B*B, N [(1 — ¢B*)(f 18] + f) — ¢]
+3™(0,0:1)|8)%, (3.1.3)

unde (|B[%) = f"|BI* +3f'|B]> + f, ¢ := 5oz si”|;" reprezintd derivata covariantd
Chern-Finsler a spatiului Finsler complex (M, F).

Propozitia 3.1.3. i) Dacd cdmpul vectorial Liouville complex 1" = nk% este orto-
gonal lui B, atunci g;; este o metricd regulatd, si g;; = gi;.

i) Dacd B; = Bi(z) sio(z,m) = f(|8)?), cu f : R — RT o functie netedd, atunci
gi7 este o metricd regulatd dacd si numai dacd f =c € Rsil + oB? £ 0. Astfel
are loc,

Gi7 = iy = 9i7 + cBi(2) B3(2). (3.1.4)
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Ca o consecinta a acestei propozitii si a Lemei 3.1.2 avem,

Lema 3.1.3. (C.n.c.) Chern-Lagrange a spatiului (g.c.L) (M, §;;) cu metricd regulatd
datd de Propozitia 3.1.3 cazul ii) are urmdtoarea expresie:

CL CF 2 P2

< . c“B
N} = N} + cg™(B:B,) 0" —

CF
—— B*B, N™ 3.1.5

unde g;; este exprimat in (3.1.1) si ”|;” reprezintd derivata covariantd Chern-Finsler a
spatiului Finsler complex (M, F).

O conditie suficientd ca spatiul (g.c.L) (M, §;;) sa fie local Minkowski este prezen-
tata in continuare:

Propozitia 3.1.4. fie (g.c.L) (M, g;;) un spatiu (g.c.L) cu metrica Beil complexd (3.1.1).
Dacd metrica Finsler complexd g;; este local Minkowski (adicd existd hdrti locale pe T" M
in care g;; depinde numai de ), si 0y (0 B; By,) = 0, atunci (M, §;;) este un spatiu (g.c.L)
local Minkowski.

3.2 Spatii Finsler complexe cu metrica Beil

n sectiunea anterioard am introdus metrica Beil complexd si am studiat in ce condi-
tii devine ea o metrica Lagrange generalizata. Continuand ideea clasificarii, in cele ce
urmeaza vrem sa vedem in ce conditii metrica Beil este tensorul metric al unui spatiu
Finsler complex.

La inceput dam conditii necesare si suficiente pentru care tensorul (3.1.1) sa fie un
tensor metric al unui spatiu Finsler complex (Teorema 3.2.1). Ca urmare putem sa con-
struim geometria acestor noi spatii, adica sa exprimam obiectele principale ale geome-
triei corespunzatoare: conexiunea Chern-Finsler, curbura olomorfa, conditiile Kahler,
Berwald, si proiectiv echivalenta inte cei doi Lagrangieni.

Mai mult decat atat, scopul nostru este sa aratam, ca aceasta tehnica de abordare
poate sa aiba si interpretare fizica. Ca sa atingem acest obiectiv, am gasit o aplica-
tie a metricii date n (3.1.1). Tn acest caz, s-a construit Lagrangianul unei metrici Beil
complexe provenita dintr-o metrica slab gravitationala perturbata de un potential elec-
tromagnetic. Rezolvand problema variationala asociata acestui Lagrangian, regdsim
(c.l.c.) Chern-Finsler (Teorema 3.2.5). Geodezicele complexe corespunzatoare metri-
cii Beil complexe sunt date in Teorema 3.2.6.
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Teorema 3.2.1. Metrica Beil complexd din (3.1.1) este tensorul metric fundamental al
unui spatiu Finsler complex (M, F') dacd si numai dacd urmdtorul sistem de ecuatii este
satisfacut:

(0x0)BiBj + 00k B; - Bj + 04B; - B;) = (0;0) B, Bj + 0/(9; By - Bj + 0;B; - By);
(Oko)BiB;n® + 0(0B; - B; + 9y B; - Bi)n" = 0. (3.2.1)
in acest caz, metrica Finsler complexd asociatd este

F=+F+o(zn)8> (3.2.2)

Daca conditiile (3.2.1) sunt verificate, atunci pentru B, = B;(z) sic = L, a doua
relatie din (3.2.1) se reduce la LB;B; = 0, care nu este o identitate pentru orice B;.
Deci putem sd spunem, ca g;; in general nu este reductibil la o metrica Finsler complexa.

Urmatorul caz particular verifica conditiile Teoremei anterioare:

Propozitia 3.2.1. Dacd B; = B;(z) sic = o(z) > —%, atunci (M, g;;) devine un
spatiu Finsler complex, cu metrica

F? = F? 4+ 0(2)|8)%, (3.2.3)
unde 3 = B;(2)n".

De-a lungul acestui subcapitol vom lucra cu urméatoarele ipoteze B; = B;(z) sio =
o(z) > 0. 1n aceste conditii metrica Beil complex3 va fi de forma

Gi7(z,m) = 9i3(2,n) + 0(2)Bi(2) B5(2). (3.2.4)

Tn aceste conditii putem s3 demonstram c& B?, B? si & sunt (2,0)—omogene in 7.

Exemplul 3.2.1. Dacd I'(z,n) = mey/vi(2)n', Bi(z) = Ai(z) sio(z) = £, unde
m, ¢, e sunt scalarii reali bine cunoscuti, obtinem un model al electrodinamicii com-
plexe.

Teorema 3.2.2. Coordonatele locale a (c.n.c.) Chern-Finsler asociate spatiului Finsler
complex (M, F), N} = gmidg—gﬁnp, au expresia
NI = N;+ A, (3.2.5)
unde N; este (c.n.c) a spatiului Finsler (M, F),
Al = g™ (0ByBa) 11" (3.2.6)

Aé- definit in (3.2.6) este un d—tensor (1,0)—omogen in n.
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Tn spatiul Finsler complex (M, ﬁ) reperul orizontal adaptat va fi notat cu Sk =0 —
N0y, = 6 — Al O

Propozitia 3.2.2. In spatiul Finsler complex (M, ﬁ), cu F datd in (3.2.3), coeficientii
localia (c.l.c.) Chern-Finsler CT sunt

é‘k = L;k + @A};;
1 =Clp — 0B B"Cipe. (3.2.7)
Ca s3 evaluam torsiunile si curburile lui CT', notim cu Al = 0; A sicu
Componenetele nenule a torsiunii N — (c.l.c.) CT sunt urmitoarele
jik — le + A i:j; ;k = Cl + Ajk, (3.2.8)
Ol = Ol — PNy + 043 D = i + 0 A,

unde le, @Z si p' " sunt expresiile locale a torsiunii asociate (c.l.c.) Chern-Finsler pe
(M, F) descrlse in (1 1.12).

Componentele nenule a curburii corespunzatoare lui CT sunt:

Rip, = Rip, — 0pAl, + AV L%, — C4y(0p A, — AL - O;N) — 05N}, - Al

Pfkh = P — Sim A} — 05
Ton = Qi+ O + Op AL - CT+ 9, NE - AT
ngkh = S;kh 312/\%7
unde R, , Pi Si Sl , sunt componentele curburii lui CT.

jkh kR jkh
Teorema 3.2.3. Curbura olomorfad e in directia lui n a lui CT este
_ ol 2 al8[?
Kz(z,n) = (1— P Kr Pty 1-— =)
| @55 A — G ALm — o BB N |

Exemplul 3.2.2. Pentru z,n € C" notdm |z|? := Y1, 2F2F, < z,p >i= D7) 2Fiph,
si consideram metrica Bergman

[ P = PP+ < zn > <za>

(1 —1[2?)? ’
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definitd pe A" := {z € C||z| < 1}. Tensorul metric fundamental al lui (M, L) este
9ik = 7= ‘Z|2(5],€~|— lzjfkp) cuinversa gF = (1 — |2|2) (6% — z*27). Aceastd metrici este
Kahler pur hermitiand, de curbura olomorfa constanta egala cu —4, si expresiile locale

a (c.n.c.) Chern-Finsler sunt: N{ = ﬁ(éi S, 2t + zFnd). Ca sé obtinem un alt
exemplu de metrica Beil complexa, alegem B, = % sio = —1. Printr-un calcul
direct, deducem L = L+ 0B, Byn* = %; S5 = 1= \z|25ﬂk” 3" = (1—|z|?)6% iar

(c.n.c.) Chern-Finsler asociat3 aceastei metrici Beil este: N7 = N/ + +=150;, Curbura

olomorfa a lui (M, L) este pozitivd, K; = 22 > 0.

Tn contiuare evidentiemcazur particulare de spatii Finsler complex cu metrics Beil
complexa.

e (M, f) cu metrica Beil complexa este pur hermitian dacd si numai daca (M, F')
este pur hermitian.

e Fie (M, F') un spatiu Finsler complex.
— (M, F) este slab Kshler daci si numai daci
8j(a|ﬁ|2) — 0y(0B;Bg) — CpojA =0, j=1,...,n. (3.2.9)
— (M, F) este Kihler dac si numai dac
§™[00(0B;jBm) — 9;(0 By B) — CpmjAp] =0, j=1,...,n.(3.2.10)

* Fie (M, F') un spatiu Berwald generalizat. Spatiul (M, f) este Berwald genera-
lizat daca si numai daca

0p0™ (0B, By = 0. (3.2.11)

 Fie (M, F') un spatiu Berwald complex. (M, f) este un spatiu Berwald complex
daca urmatoarele conditii sunt verificate

i) g"”[@o(UBk ) — Ok(0BoB) — ComiAL] = 0;

Urmatorul pas din studiul nostru este centrat pe identificarea cazurilor cand metri-
cile Finsler complexe L si L sunt proiectiv echivalente.
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Teorema 3.2.4. Metricile Finsler complexe L si L=L+ o|B|?, ambele definite pe M,
sunt proiectiv echivalente, adicd

G=G"+Q"+Pn", r=1,...,n, (3.2.12)
unde
L i A
QT = _EQJIT;%(@L)UPWU y T = 17 s N (3213)
1 P o L~
P=_ (Ajnﬂ + g ngnpnk) (&), (3.2.14)

si schimbarea proiectivd este G =G+ %A}Tnj .

Lema 3.2.1. Fie (M, L) un spatiu Finsler complex, si fie L metrica Finsler complexd de-
finitd in (3.2.4) pe M. Coeficientii spray-urilor G* si G* a metricilor L si L verificd relatia

Gi—Giy %g”’ (0D +20,6N@E)), i=1,....n.

Corolarul 3.2.1. Pentru metrica Finsler complexa L din (3.2.3) are loc §1FA§-773'77’” =

3.2.1 Problema variationald intr-un spatiu slab gravitational perturbat

Fie (M, L) un spatiu Finsler complex 2—dimensional, cu

L= (1 + i—f) n'* —i <1 - 26—?) N+ (1 - i—cf) RIS (1 - 20—(3) 7 [?
(3.2.15)
metrica slab gravitationald, studiata mai detaliat in [Al-Mu4], si prezentata in Sectiunea
2.3 . Tn aceastd subsectiune, perturbdm metrica slab gravitationald (3.2.15) ca s& obti-
nem o metircd Beil complexd, cu un potential electrodinamic, a|3|> = aB;(z) By (2)n’ 1",
cua > 0. Astfel, obtinem o metrica Finsler complexa care provine dintr-o metrica slab
gravitationald L = L + a|[|?, a cdrei tensor fundamental este

_ 1+22 +aBB;  —i(l1—22)+aBB;
=) = ) c G 3.2.16
(9;%) (z( —22) 4 aByB; —(1—22) +aByB; )’ (3.2.18)
si inversa lui are urmatoarea expresie §* = ¢¥ — aB*BJ, unde @ = 5o - Aceastd

metrica o vom numi metrica Beil slab gravitationald.
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Utilizand rezultatele generale din acest subcapitol, exprimam legaturile dintre obiec-
tele geometrice asociate acestei metrici:

~. , gy 21 .

Nj, = Nj, + ag™ <8k(Bme)np + mwl - zn2)<1>kBmBQ> 1(3.2.17)

~ . , i 21 .

G’ =G 4+ ag™ (8k(Bme)77pnk + m(nl - ZHQ)q)kBmBgnk) .
T2

n cele ce urmeaz3, studiem problema variationald a metricii Beil slab graviationale
L = L + a|B|* in parametrizarea canonic3 a unei curbe pe varietatea complexd M in
raport cu metrica slab gravitationala pur hermitiana (3.2.15).

Consideram c(t), ¢ € R o curbd C pe varietate complex3 M, si (2*(t),n* = %)

extensia lui pe 7" M. Ecuatiile Euler-Lagrange in raport cu Lagrangianul complex L sunt
~ 0L d (0L

Ey(lL)y=——-——|=——1=0, k=12, 3.2.18

unde L este considerat de-a lungul curbei c pe 7" M. In general solutiile ecuatiilor Euler-
Lagrange sunt curbele extremale in raport cu lungimea de arc.

Propozitia 3.2.3. Ecuatiile Euler-Lagrange in raport cu metrica L=L+ a|B|? sunt
En(L) = Ey(L) + aEy(18)*) =0, k=1,2. (3.2.19)

sau in forma explicitd

2 o . . i

E\(L) = Eg(nl + i) [—i (D) — i®2)n” — Pyif ]
29\ @2zt 20\ d?z2
L1+ 2 ) 8 (1) 22
(%)% (- %) %]

250
+a {[31(3173@) — 0p(B1By)|In"n? — 0p( B1By) ! — LBlB-—Z} = 0;

7 (g2

2 onp. . L 20 A2zt 2P
Ey(L) = C—Z(T_]1 +inH)[i(®, — i®y)n* + i1’ — L (1 — —) (ZW — F)

425
*ﬂﬁ%@ﬁﬂ—@@ﬁﬂﬁm—%@wmwm—L&B_i}:
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Utilizand aceleasi argumente ca in [Mul], ecuatiile geodezicei complexe pentru
(M, L) sunt

20, . : _
C—;(é}C — ) (7t +in?) (@1 — iDo)n" + a[Ok(B,By) — 0,(ByBy)n"7? = 0, (3.2.20)

2 G ool o i =D 74 d’z
20k = 03) (7" + 7)1’ + Lgrg— 5 + a | Op(BeBe)i"" + LBrBy— | =0,
(3.2.21)

pentru k =1, 2.

Mentionam ca (3.2.21) poate fi rescrisa in forma deQm + Q@m(z(zﬁ), n(t)) = 0, unde

~m 1 ~Tm - ~2m . j a
G™ = 5(g" +ig™) (" —in’) By’ + 5

§km3j(3k3q)nqnj-
Functiile G™ sunt coeficientii unui spray complex pe 7M. Avand in vedere ca o
(c.n.c.) prin contractie cu 1) determind un spray complex, obtinem ca functiile

AT 2 ~Im ~2m ; ~km
Ny (2m) = (5" +ig™™) (n' = i) ®; + g™ 0;(BeBy )" (3.2.22)
sunt coeficientii a unei (c.n.c). Mai mult de atat are loc:

Teorema 3.2.5. (C'.n.c.) ]/\\T,ﬁ si (¢.n.c.) Chern-Finsler asociatd spatiului Finsler complex
(M, L + a|B|?) coincid.

Am dovedit Tn Teorema 3.2.4 ca metricile Finsler complexe L si L sunt proiectiv
echivalente, adica ele au aceeasi geodezice ca multimi de puncte. Deci, daca gasim
geodezicele lui (M, L) cu metrica slab gravitationald, scopul nostru va fi atins. Pentru
aceasta utilizam un rezultat din [Al-Mu4], si anume Teorema 3.6.

Teorema 3.2.6. Fie I’ metrica pur hermitiand (3.2.15) pe varietatea M. Dacd F este o
metricd Kdhler, atunci curbele geodezice ale (M, F’) sunt urmdtoarele:

Y(s) = (A18 + p1, Ao + p2), A, pie €, M #0, E=1,2. (3.2.23)

Exemplul 3.2.3. Consideram o particuld incarcata in miscare de-a lungul unui camp slab
gravitational. Ca parametrul de directie alegem pe timpul propriu t. Pozitia particulei

. L . . . k .
este datd de 2" (t), iar viteza si acceleratia sunt n* = % si af = 2 respectiv.
Acum presupunem cd B; este potentialul electromagnetic A;(z). Astfel am obtunt

modelul unei particule in miscare de-a lungul unui cdmp electromagnetic cu potentialul
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A7, Se demonstreaza printr-un calcul simplu , cd dacd are loc a|3]|* = constant, ecuatia
de migcare in camplul slab gravitational este

ak+——2i
*(1-%)

c2

(65 — aA*As] (' — in®)a®;n’ =0,

pentru k = 1,2.

3.3 Spatii Cartan complexe cu metrica Beil

Spatiile Hamilton reale, in particular spatiile Cartan reale, au fost de mare interes in ul-
timii ani [Bw, Mi-H-Sh]. Tranformata Legande, corespondenta formalismului Lagrange-
Hamilton din domeniul mecanicii, are un rol important n studiul spatiilor Hamilton,
implicand totodata numeroase aplicatii [Mil]. De-a lungul acestui capitol prezentam
principalele domenii de utilizare a metricii Beil, introdusa si dezvoltata de R.G. Beil, si a
spatiilor Lagrange complexe inzestrate cu metrici de tip Beil ;i = g;i + 0B, By.

Tn acest subcapitol introducem o metricd noua, obtinut3 prin perturbarea unui ten-
sor metric pe un spatiu Cartan complex, de aceastd form3 hi* = hi* + o BIBF. Aici
dam conditiile pentru care aceastda metrica devine una Hamilton generalizata, si ii vom
numi metrica Beil-Cartan complexd, prin analogie cu cazul Finsler (Subcapitolul 3.1). Tn
subsectiunea 3.3.1 este descris un studiu altenativ al unui spatiu Cartan complex, ca
imagine prin transformarea Legendre complexa (pe scurt procedeul £L—dual) unui spa-
tiu Finsler complex. Aici sunt descrise relatii inte spatiile £—duale, si intre astfel de

spatii.

Fie (M,C) un spatiu Cartan n—dimensional si »7* tensorul metric fundamental al
acestuia. Presupunem, ca (1M, C) este inzestrat cu un camp vectorial B = By(z, ¢ )d",
By(z,¢)d*2* este o (1,0)—form diferentiald, cu B¥ := h*B;, unde B; := B;. Ri-
dicarea si coborérea indicilor se efectueaza cu h/* si h;3, unde h]kh - = ok, Tn plus
consideramsio : T"*M — R, o functie cu valori reale. Utilizand aceste obiecte, putem
sa definim:

ﬁjk(z, ¢) == h"(2,¢) + o(z, Q) B (2, ) B*(2,¢). (3.3.1)

Este evident, ca (ﬁj’“) sunt componentele unui d—tensor hermitian. Cautam inversa
matricei (hf’“) in forma h,;, = h;;; — 6 B; By, in care avem de determinat functia . Din
conditia h7'hy; = 0L rezultd cd & = Togz, Cu B? = B*By, = h7* B;By (norma lui B'in
raport cu h7*). Astfel am dedus formula inversei:

hip = hjr — ——— B, By. (3.3.2)

1+ B2
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In plus avem si det(h7*) # 0. Tn acest fel am dovedit urmatoarea teorema:

Teorema 3.3.1. Perechea (M, ﬁj’“) este un spatiu Hamilton generalizat, dacd si numai
dacd 1 + oB* # 0.

Din acest motiv, (ﬁj’“) din (3.3.1) defineste o metrica Hamilton generalizata, daca
1 + oB? # 0, pe care o vom numi metrica Beil-Cartan complexd, prin analogie cu cazul
Finsler complex, [Sz2].

Teorema 3.3.2. Metrica Beil-Cartan definitd in (3.3.1) este tensorul metric fundamental
al unui spatiu Cartan complex (M, C) dacd si numai dacd satisface urmdtorul sistem de
ecuatii

B/(0"¢ - B¥ — dFc - B™) + 0|0™B’ - B¥ — "B/ . B™ +

+BI(0™BF — 9" B™)] =0

BId"o - B+ o(d" BB + B BF¢,) = 0. (3.3.3)

in plus, metrica Cartan complexd asociatd va fi

C=+C+a(z 08P (3.3.4)

unde = B*(z,¢)G.

Este ugor de demonstrat, cd nu orice B*(z, () si o(z, ) satisface sistemul anterior.
Din aceastd cauza studiem cazul particular B* = B*(2) sio = o(2).

Propozitia 3.3.1. Dacd B* = Bf(2)sioc = o(z) > —%, atunci (M,C? = C2 +
o(2)|B|?) este un spatiu Cartan complex, avdnd tensorul metric fundamental h7* dat
prin R

h*(2,¢) := h™(z,¢) + o(2) B7(2) B¥(2). (3.3.5)

Ca sa se poata dezvolta geometria unui spatiu Cartan complex este necesard o (c.n.c.).
Conexiunea Chern-Cartan depinde numai de tensorul fundamental al spatiului, si cum
noi am obtinut tensorul corespunzator spatiului (M,C2 = C% + o(2)|8/?) in (3.3.5),
dupa cateva calcule triviale, obtinem expresia locald a (c.n.c.) Chern-Cartan:

Njk = Njk + Ajk'; unde Ajk = —hjm(O'Ble)|kQ.
Din proprietdtile (c.n.c.) deducem, ca A, este un d—tensor (1,0)—omogen. Reperul
orizontal asociat lui Nj;, va fi notat cu 0, := 9} + A, 0™.
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Conexiunea Chern-Cartan D din (1.3.1) a metricii Beil-Cartan complexe are urma-
toarele expresii locale:

Tn cele ce urmeazd sunt prezentate cazuri particulare de spatiul Cartan complex
(M,C):

e Spatiul (M, C) este pur hermitian dacd si numai daca (M, C) este pur hermitian.

* Fie (M,C) un spatiu Kdhler-Cartan complex,

- (M, C) este slab Kéhler-Cartan daca si numai dacd

W9 ( Az — Ayy) = 0.

— (M, C) este Kahler-Cartan daca si numai dacd d—tensorul A, este simetric.

* Fie (M,C) un spatiu Berwald-Cartan complex,

- (M, C) este Berwald-Cartan dacd si numai daca
(émﬁj,;)(aBlBk)‘iQ =0.
- (M, 5) este tare Berwald-Cartan daca si numai daca 8iAjk depinde numai
de pozitia z.

Exemplul 3.3.1. Versiunea complexa a metricii ecologice a lui Antonelli
Ha(24,2%,G, ) = O |G+ |G

definita pe un domeniu din m, dimTeM = 2, astfel incat tensorul metric fun-
damental sa fie nedegenerat ([A-I-M],[Mu2]). Functia f(z) are valori reale. Se verificd
prin calcule elementare, cd aceastd metrica satisface conditia iii) din Teorema 1.3.1,
deci spatiul (M, H 4) este Berwald-Cartan. Scopul nostru este sa gasim valori potrivite
pentru o(z) si pentru B¥(z), astfel incat spatiul Cartan complex (M, H) sa fie Berwald-
Cartan. Alegem o(z) = ke?/*) k € R, si B = (;. Cu aceste obiecte, obtinem metrica
Beil-Cartan complexa

ﬁ(zla Zz)Cl?CQ) = 62f(2) [(]- + k)|Cl|2 + |C1|2} )

care este o metrica Berwald-Cartan complexa.
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3.3.1 L—dualitate intre spatiul Finsler complex si Cartan complex

O alta modalitate de a descrie un spatiu Cartan complex este prin stabilirea corespon-
dentei obiectelor geometrice de pe un spatiu Finsler complex (M, F') cu a cele de pe un
spatiu Cartan complex (M, C) prin transformarea Legendre complexa (pe scurt procesul
L—dualitatii), [Mul].

Teorema 3.3.3 ([AI-Mu6]). Fie (M,C) un spatiu Cartan complex. {i %} este un
reper vertical pe VI"*M & V1" M, cu

o . .

— = hpp 0™ + hpnd™, 3.3.7
PG k + hu, ( )

dacdsinumaidacd H\Ho = HoH1 = Io,,cuH, = W iHe = fj Py
8 1712 — 2711 — 12n, 1 — hfs hﬁf 8] 2 — hkm hmf )

Expresia locala a lui Ok in raport cu reperul {%, 5?—;} este obtinuta prin (3.3.7):

. 0 0

oF = hM — 4 B 3.3.8

daca are loc HiHo = HoHi = Io,.

Imaginea prin transformarea Legendre complexa al unui spatiu Finsler complex (M, F')
local devine un spatiu Cartan complex (M, C), si invers, adica

(L(zk,nk))* = H(zk,(’k); (H(zk, Ck))o = L(zk,nk), (3.3.9)

Ccu
oL 0°H

9z 0z
Teorema 3.3.4 ([Al-Mu6]). Fie M o varietate complexd cu metricile F' si C date de
(3.3.9). L—dualul spatiului Finsler complex (M, F') local este spatiul Cartan complex
(M, C) dacd si numai dacd

(") =0 H; (G)° = OiL.

GH1 = H1G = Iy, (3.3.10)

unde G = ( ki i ) este matricea Hessiand pe T (T' M) a metricii Finsler complexe

Jkm  Gmr

_ 2(.k .k . O*F? . _OF? ; ;
L =F*(2",n"), gji, := Sa $1 9ik = 5,757+ €ste tensorul metric asociat.
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Din expresiile locale (3.3.10) si (3.3.8), se obtine ca (8k)* = %, si impreuna cu
(3.3.9) obtinem:
(915)" = gy (g5)" = Dy (g™)" = "5 (g7)" = AP (3.3.11)
o*

- (O"H oO*H
— _h r m
> kra ( 82 ) hkma ( (9251 ) )
7 a* l a*
0zt > ~his0 ( 0zt ) his ( 0% ) '

Mai mult, utilizdnd pentru (c.n.c.) Chern-Finsler, N¥ = gmkdgé’;“n = gmk %Lm,

proces gasim

acest

9\ koo O Ak

unde N;CZ : gjkNij. Aplicand (3.3.11) pentru Ny, rezultd (Ny;)* = Ny, adica

821877

imaginea prin L—dualitate a lui Vy; este (c.n.c.) Chern-Cartan, si astfel (0)* = 0;.

3.3.2 Duala metricii Beil complexe

Aplicam rezultatele din sectiunea anterioara pentru a gasi dualul unui spatiu Finsler
complex cu metrica Beil.

Reluam elementele necesare din subcapitolele anterioare. Fie (M, F') un spatiu
Finsler complex, cu g;; tensorul metric fundamental, si fie

Giz(z,m) = gi7(z,n) + 0(2) Bi(2) B;(2) (3.3.12)

o metrica Beil complexa asociata. Coeficientii locali ai (c.n.c.) Chern-Finsler asociate
N; = N; + A%, unde A’ = 3" (0 B, By) 1", (3.3.13)

iar aici avem expresiile coeficientilor locali a conexiunii Chern-Finsler
L;k = Lj’k + ajA?c;
Prin analogie considerdm un spatiu Cartan complex (M, C) cu metrica fundamen-
tald h7* i 0 metrica Beil-Cartan complexd asociatd h7* (2, () = h?*(z,()+6(2)B7(2) B%(2).

Presupunem ca metricile Finsler F' si Cartan C complexe sunt £L—duale, deci au loc re-
latiile (3.3.9) si (3.3.11).
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Tn primul rand cdutdm imaginea lui (gi7) prin transformarea Legendre complexa:

(Gis(z.m)" = (gis(z,m) + 0(2) Bi(2) By(2))"
= (9= )"+ (0(2))" (Bi(2))" (By(2))"
= hi;(2,¢) + 0(2)Bi(2)B;s(2) == hiz(2, (). (3.3.15)

Propozitia 3.3.2. Pentru d—tensorul ﬁij din (3.3.15) avem,
i) det(hi;) = (1 + o(B2)*)det(hy;);

ii) Dacd 1+0(B?)* # 0, d—tensorul fzij— este nedegenerat, siinversa are urmdtoarea

expresie h7* = h* — % (B))* (B,

unde (B*)*(z, () = Bn(2)h™ (2, ) si (B%)*(2, () = h™ (2, () B (2) Bp(2).

Teorema 3.3.5. (MM, ﬁjk), cu W% din (3.3.15), este un spatiu Cartan complex dacd si

numai dacd o > —(]B%)*, cu metrica Cartan complexd
C* =%+ 6|6, (3.3.16)
UndEB = (Bk)*Ck 516 = —m.

Propozitia 3.3.3. L—dualul lui (M, §;z) datd in (3.3.12), este un spatiu Cartan com-
plex cu metricd Beil-Cartan complexd ﬁj’“ = W% + 6(2)BI(2)B*(2), unde B*(z) :=
h™* B (2), B? := B*By, 6(2) := e =, dacd si numai dacd spatiul Finsler complex
(M, g;1) este pur hermitian.

Exemplul 3.3.2. Tn subcapitolul anterior am dat un model al electrodinamicii construit
cu o metrica Beil complexa in felul urmdtor: F'(z,n) = mey/7vi3(2)n'7, Bi(2) = Ai(2)
sio(z) = =, unde v;; este o functie pur hermitiana pe M, A;(z) reprezinta potentialul
electromagnetic, sim, ¢, e sunt scalarii reali bine cunoscuti. in acest exemplu vrem s
construim L£—dualul acestei metrici. Utilizand propozitia prezentata anterior:

W =mey®,  BF(z) = mey™ Ay,

~ _ €
B2 - mpAmA 5 - — - .
mey p 0(2) (4 e A A)

Cu notatia A* := 4™ A, regésim metrica Beil-Cartan complex

emc

T Ak

h* = mey™ —
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Tn cele ce urmeaza construim (c.n.c.) Chern-Cartan asociatd spatiului Cartan com-

plex (M, (f), cu ajutorul formulei Njk — ﬁjmazﬁzw .
Nji = Nji+ 0B (B") Nyt — hy0; (6(B™)" (B?)). (3.3.17)

Propozitia 3.3.4. In spatiul Catan complex (M C) cu C datd in (3.3.16), coeficientii
locali ai conexiunii Chern-CartanCT = (Njk,H;k, V“C 0,0) sunt

Hj, = Hj,+ 0By [V™ ByuNy + (BY) Hy,] — (0 hy) 0 (6(B™) (B?)*)G, —
— By - & [07(6(B™)*(BP))] Gp — e - 05 (6(B™)*(B)"); (3.3.18)
ViF = V%406 [(B%) - B V™ BB, — 6°(1+ oB*)V™* B, B,B;(B')",
unde H ,fn si ij sunt coeficientii locali ai conexiunii Chern-Cartan a spatiului (M, C) date
in (1.3.1).

Propozitia 3.3.5. L£—duala conexiunii liniare complexe Chern-Finsler este conexiunea
CT, datd de coeficientii locali

ngz = }AI,;, Hf;f =0;
Vj@'k _ ﬁgz(amhjg> (a'khmp)gﬁ; ‘V/;zl_c _ ill_crhﬂvjil + ﬁgz(aEhjg)
Utilizand rezultatele din Subcapitolul 3.2 impreuna cu rezultatele din [AlI-Mu6], am
obtinut urmatoarele afirmatii:
Daca (M, F') este un spatiu Kdhler complex, si tensorul metric gji din (3.3.12) sa-

tisface conditia

e 9;(c|B*) — do(0B;Bg) — CpojAp =0, j=1,...,n,atuncispatiu (M,C) este
slab Kahler-Cartan;

o §™[0(0B;By) — (0 BoBy) — CpmjAp] =0, 4,5 =1,...,n,atunci spatiul
(M, C) Kahler-Cartan.

Propozitia 3.3.6. Dacd (M, F') este un spatiu Berwald complex, si tensorul metric Jik
din (3.3.12) satisface una din urmdatoarele conditii

i) g"”[@o(aBk ) — O(0BoB) — CompAY] = 0;

atunci spatiul (M, (f) definit in (3.3.16) este tare Berwald-Cartan.



Capitolul 4

Deformari ale metricilor Finsler complexe

Deformarea structurii unei varietati complexe este o problema celebra studiata n anii
1980 de K. Kodaira ([K]), care a condus la obtinerea unei clasificari in geometria com-
plexa bazata pe invarianti algebro-topologici. Pentru o varietate complexa datd (M, J),
J? = I, (adic4 schimbarea de hérti locale este olomorfa), in linii mari, problema defor-
marii consta in caracterizarea tuturor varietatilor complexe (M, J') izomorfe cu (M, J).
La nivel infinitezimal, aceasta procedura consta in dezvoltarea in serie de puteri a co-
ordonatelor pentru fiecare deformare J', si in studiul coeficientilor din aceasta serie in
raport cu parametrul real t. Conditia de integrabilitate a structurii deformate conduce
la ideea, ca primul coeficient al acestei serii apartine unei clase de coomologie, numita
clasa Kodaira-Spancer. Studiul deformérii de ordin doi (coeficinetul lui 2) este mult
mai complicat. Prin urmare, de un mai mare interes este deformarea infinitezimala de
ordinul intai a lui (M, J).

Tn capitolul de fatd ne propunem s& discutdm o problem3 mai simpld. Nu vom de-
forma varietatea M, si deci spatiul tangent olomorf 7’M raméane acelasi, in schimb
vom modifica metrici ce actioneaza pe 7" M, metrici ce provin dintr-o functie Finsler
complexd (M, L := F?), astfel incat metricile obtinute s3 provind dintr-o familie de
spatii Finsler complexe (M, L;). Problematica este cunoscutd sub denumirea de defor-
marea structurilor Finsler complexe. Dupa informatiile pe care le avem, problema a fost
abordata doar de T. Aikou in [Ai3] si studiaza deformarea infinitezimalad a structurilor
Einstein-Finsler pe cazul fibratelor olomorfe E. Evident, cazul E = T'M, unde exista
conexiunea liniard speciald Chern-Finsler, aduce contributii in plus.

Toate rezultatele din acest capitol apartin autorului si sunt cuprinse in lucrarile [Sz7,
Sz8].

44
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4.1 Deformari infinitezimale ale structurii Finsler complexe

Fie (M, L := F*) un spatiu Finsler complex, cu tensorul metric fundamental g,z (z, ).
Consideram o familie cu de spatii Finsler complexe { (M, L;) } cg cu un parametru, unde
pentru fiecare t € R, L;(z,n) verifica conditiile de functii Finsler pe fibratul olomorf
tangent 7'M din definitia (1.1.2), iar tensorii metrici sunt g,z(t) := g, ;z(z,7) cain
(1.1.10). Presupunem ca pentrut = 0, avem Ly = L. Pentru aceasta familie de spatii
Finsler complexe putem considera vectorul tangent

(oL,
V= ( 5 >t0, (4.1.1)

numit deformarea infinitezimald indusa de familia { L, }; . Componentele sale in raport
cu reperul ortonormat {0y, Ok, 9z, O, } adaptat conexiunii Chern-Finsler, sunt date de

o 8ng(t>
Vi = (T)to' (4.1.2)

Cum L; sunt functii Finsler complexe, putem sa deducem imediat ca si functia V'
este si ea neteda pe 7" M, pozitiv definita si omogena. Totusi nu rezultd ca (M, V) ar fi
un spatiu Finsler complex. Pentru a obtine acest rezultat, functia V' trebuie sa satisfaca
urmatoarele conditii:

Propozitia 4.1.1. Fie (M, L) un spatiu Finsler complex, cu deformarea infnitezimald V'
definitd in (4.1.1). Daca functia V' verificd conditiile:
i) V(z,m) > 0, egalitatea are loc dacd si numai dacd n = 0;

agjl}(t)
ot

ii) matricea (v;z) == ( ) este pozitiv definitd,
t=0

atunci (M, V') devine un spatiu Finsler complex, cu tensorul metric V-

M,tzo'

Observatia 4.1.1. Inversa lui v;;, este pFm = 5

Tn continuare presupunem ca (M, V) este un spatiu Finsler complex.

Lema 4.1.1. Intre tensorii gji din (1.1.10) si v;i, din (4.1.2) are loc urmdtoarea relatie:

vj,;gki + gj,;vki = 0. (4.1.3)
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Scopul nostru este gdsirea unor conexiuni neliniare pe (M, V) si stabilirea legaturii
dintre acestea si cele existente.

Teorema 4.1.1. Fie (M, L) un spatiu Finsler complex, cu deformarea lui infintezimald

4 k
(M, V). Functiile Nf = az\gt(t) li=o0 sunt coeficientii locali al unei (c.n.c.) pe (M,V),

numitd conexiuna indusa deformarii.

1%

Teorema 4.1.2. Fie N (c.n.c) Chern-Finsler pe (M, L) si N conexiunea indusd pe defor-
VCF

marea infinitesimald (M, V') si fie N conexiunea neliniard Chern-Finsler pe (M, V).

Are loc
% CFV

N = g™ (NI — NY). (4.1.4)

Tn cele ce urmeazi, extindem constructia anterioara pentru un ¢ € R, arbitrar. Pen-
tru familia de spatii Finsler complexe F = {(M, L;) }+cr consideram vectorul tangent

oL,
ot

numitad deformarea infinitezimald indusd de functiile L;, avand componentele

V= 2 Wt e R, (4.1.5)

0g.i.(t
v(t) = gja’“; ), (4.1.6)

in raport cu reperul {4y, Ok, 0%, 8,;} pe (M, L;).

Avand in vedere ca L; este o functie Finsler, rezulta ca V; este neteda pe 1" M, este
pozitiv definita si omogena, fara a fi o functie Finsler complexa. Ca acest obiectiv sa fie
atins, functiile trebuie sa satisfaca urmatoarele conditii:

Propozitia 4.1.2. Fie (M, L;) un spatiu Finsler complex, cu deformarea infinitezimald
(M, V). Dacd functiile V; verificd pentru orice t € R conditiile:
i) Vi(z,m) > 0, egalitatea are loc dacd si numai dacd n = 0;

393'/} ()
ot

ii) matricea (vz(t)) == este pozitiv definitd,

atunci (M, V;) va fi un spatiu Finsler complex, cu tensorul metric v;;(t), avénd in-

dgFm (t)

versa vEm(t) =
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Tn continuare presupunem ca (M, V}) este un spatiu Finser complex, V¢ € R. Tn
acest mod, am construit o familie de functii Finsler complexe {(M, V) }+cr, unde Vy =
V. Acum suntem in mdsura sd definim deformarea infinitezimala a lui {(M, V}) }ier},
similar ca in cazul lui {(M, L;) }icr}. Fie

2
W= (%) - (8 Lt) : (4.1.7)
ot /g oz /),

deformarea infinitezimald de ordin doi a metricii L. Componentele ei in raport cu repe-

Vo, v
rul ortonormat { 0 1, Ok, d 7, Oz }, sunt

o (u®) [ Pgi(®)
e (550) 7 (Fo0). e

Dupa felul constructiei, 1V pastreaza proprieatea de a fi neteda, omogena si pozitiv
definita, acestea derivand din proprietatile lui V.

Propozitia 4.1.3. Functia W din (4.1.7) este o functie Finsler complexd, dacd si numai
daca:
i) W(z,n) > 0, egalitatea are loc dacd si numai dacd n = 0;

y . vz s
i) matricea (w;z) := ( Uja"t(t)) este pozitiv definitd.
t=0

Tensorul fundamental al spatiului (M, W) va fiw,p,, cu inversa whm = 8”?:(” li=0-
Lema 4.1.2. intre tensorii v;j; din (4.1.2) si w;y, din (4.1.8) are loc
vj,;wEi + vj,;wki = 0. (4.1.9)
Corolarul 4.1.1. intre tensorii gj5 din (1.1.10) si w;z, din (4.1.8) are loc:
g™ 4w gt + 26T = 0. (4.1.10)

Scopul nostru este sd gasim diferite conexiuni neliniare pe (M, W), ca sa descriem
relatii intre obiectele geometriei deformarilor infinitezimale de ordinul intai si doi ale
lui L. Folosind aceleasi idei ca in constructia lui (M, V'), am gasit:
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Teorema4.1.3. Fie (M, W) deformarea infinitezimald a lui (M, V). Urmdtoarele functii
sunt (c.n.c.) pe (M, W):

CFV
W 4
N O N} (t i OVginy i OWsm \
Z) NIZ’ = a—kt() t=0 — (w JW +v ]W) n, (4111)
Vv
vw j
. ONj 7 09sm |y OWsim 7 OVsim
i) Nj = o = (w””% +g™ gzk + 21/”]%) . (4.1.12)
CFW

Pe de alta parte, pe (M, W) putem sd consideram si pe (c.n.c.) Chern-Finsler N} =
w™ %ns. Urmatorul rezultat furnizeaza noi relatii intre conexiunile introduse ante-
rior:

Propozitia 4.1.4. Pe spatiul (M, W) are loc:

W - [cFv  CFW

i) N} = vimw™ | Ny — N, |; (4.1.13)
VW CFV

.. i magsfn m'awsm s ]

it) Ni = (w JW+9 JW)U +2N]. (4.1.14)

Tn continuare s& analizim mai atent conexiunile liniare corespunzitoare deformarii
infinitezimale (M, V). Fie D, conexiuniea liniard Chern-Finsler a familiei cu un para-
metru {(M, L;) }4cr. Notdm cu Dy := D, unde D este conexiunea Chern-Finsler pe
(M, L).

Propozitia 4.1.5. Fie { L, },cr 0 familie cu un parametru a metricilor Finsler complexe pe
T'M, cu deformarea infinitezimald V. Deformarea infinitezimald (%) 1o 0 conexiunii
Chern-Finsler D este nuld, dacd si numai dacd D'V = 0.

v
Coeficientii nenuli ai conexiunii induse D sunt:

v (aLé‘k(t)

_ . — - T v
) = 0""0kGjm + 9" OkVjm — g pgijlf;
t=0

Liv =\ —%

v (ac;ﬁk(t)

gk ot

> = Umiakgjm + gma%‘m’
t=0

unde (L7, C7) sunt date in (1.1.11).
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4.2 Deformarea de ordinul intai a metricii

Pand acum am considerat spatiul Finsler complex (M, L := F?) si familia de spatii
Finsler complexe {(M, L;)}, care au definit deformarea infinitezimald V| pentru care
am presupus ca verifica ipotezele unei functii Finsler complexe.

n cele ce urmeaza, tratdm problema inversa. Considerdm un spatiu Finsler complex
(M, L) si o functie datd V : T'"M — R*.Tn acest fel, definim o familie de functii
Ly T'M — R*:

Ly:=L+1tV, VteR, (4.2.1)

numita deformarea de ordinul intéi a lui L.

Din (4.1.1) rezulta in mod clar ca V' este deformarea infinitezimala de ordinul intai
alui Lt'

Teorema 4.2.1. Spatiul (M, it), cu Et definit in (4.2.1), este un spatiu Finsler complex

dacad si numai dacd

i) deformarea infinitezimald de primul ordin V' este o functie Finsler complexd,

ii) tV > —L,¥(z,n) € T'"M, t € R, egalitatea are loc dacd si numai dacd n = 0 si
V(2,0) =0, Vz e M.

iii) t este suficient de mic, astfel ca metrica L, sG réménd pozitiv definitd.
iv) tensorul fundamental §;;(2,7,t) este pozitiv definit, unde

N O*L
gir(t) = 8773—87t7k = g;x(z,m) +tvg(z,m). (4.2.2)

Propozitia 4.2.1. Fie (M, Zt) un spatiu Finsler complex cu Et datd in (4.2.1). Inversa
tensorului fundamental §;;(t) din (4.2.2) este G*™(z,m,t) cu expresia

z 1

t _
~km

t) =
g () 1+

ez V"™ (2, 1m). (4.2.3)

9" (z,m) +

Teorema 4.2.2. Fie (M, Et) un spatiu Finsler complex cu Et datd in (4.2.1). Conexiunea
neliniard complexd Chern-Finsler Ni(z,n,t) este

- ; t  ONJ(t)
MO =Nt e

unde N sunt coeficientii locali a (c.n.c.) Chern-Finsler pe (M, L) si v}, := vpmg™.

li—o (0, — tv}), Vt€R, (4.2.4)
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Acum putem sa construim reperul adaptat asociat (c.n.c.) Chern-Finsler din (M, L;).

Lema 4.2.1. Reperul adaptat asociat (c.n.c.) Chern-Finsler N (t) este

{6m (1), O, 0 (1), O}, cu:

t v t2 ONE(t)
B EEAC i s T

|t:0“Zapv

- — , v
Om(t) = 0 (t), unde 6,, este reperul adaptat orizontal asociat lui N din (M, L), $i 0.,

este deformarea lui infinitezimald.

Propozitia 4.2.2. Pe spatiul Finsler complex (M, EQ, cu (M, it), definitd in (4.2.1), co-
eficientii nenuli a conexiunii D; = (Nj(t), L. (t), Cj,(t),0,0) sunt:

- 1 + 2t2 : t : ” t2 . aNp( )
L]k(t) = 1—+ t2 L]k + —1 + t2mejk - 1 + t2 8k;vp 615 |t 0>
1Lt .

Crll) = Tt TG

Torsiunea (c.l.c.) Chern-Finsler D, are urmatorii coeficienti locali nenuli:

- - - 1+ 2t2 t "
Th(t) = Li(t) — Ly, (t) = WTgk +—0s T o, Tip —
£ N, AN
— 1 n t2 (ak’l)p ot ’t =0 — 8]’Up ot |t=0> y (425)
i i 1 t
jk‘(t) = jk‘(t) = 1 _|_t20]k t—0 1 _|_t2 Um ]k7

B (L Nty L)
T \ K et o |

A \7i i t 8Nf(t) ; i
@jE(t) = 5tl_ch (t) = @j]; + m (5;; T’tzo ((5p — tvp)—
ONE(t) . ONL@y
- #h:ow/}% + 8—kt|t:0(5[ - t”z)ﬂjf(t) .

Teorema 4.2.3. Fie (M, L) un spatiu Finsler complex cu deformarea infinitezimald V,
care verificd conditia D'V = 0, unde D este (c.l.c.) Chern-Finsler pe (M, L). Atunci
conexiunea D, = (N (1), L;k( ) C;k( ), 0,0) este independentd de t.
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Tn cele ce urmeaz3, ne concentrdm asupra studiului cazurilor particulare de metrici
Finsler complexe pentru deformari de ordinulintai L, = L-+tV. Presupunem indeplinite
conditiile din Teorema 4.2.1.

Propozitia 4.2.3. Spatiul Finsler complex (M, it) este pur hermitian dacd si numai dacd
(M, L) este pur hermitian.

Din expresia h—torsiunii Tjk(t) din (4.2.5) am dedus urmatoarea proprietate:

Propozitia 4.2.4. Fie (M, L) un spatiu Kdhler complex. (M, Et), cu L, definitd in (4.2.1),
este un spatiu Kédhler complex dacd si numai daca

. ONP(1) ONP(t
(?kv; 6;15 ’t:O — 8]-1}; akt( ) ’t:O = 0.

Spray-ul complex derivat din (c.n.c.) Chern-Finsler ]\Nf;(t) este

t  OGU(t)
1+t Ot
Propozitia 4.2.5. Fie (M, L) un spatiu Berwald generalizat. Au loc urmdtoarele afirma-
tii:

G'(t) =G+

o (0] — tv}) . (4.2.6)

i) (M, Ly) definitd in (4.2.1) este Berwald generalizat dacd tensorii v si g™ Dovom
sunt olomorfi.

ii) Dacd spatiul Finsler complex (M, V') cu V' din (4.1.1) este Berwald generalizat,
atunci si (M, L) devine Berwald generalizat.

Propozitia 4.2.6. Fie (M, L) un spatiu Berwald complex. Au loc urmdtoarele afirmatii:

i) Spatiul (M, Et) definitin (4.2.1) este Berwald complex dacd tensorii v}, g™ yvom

. . P
sunt olomorfi si 801;; 8]\([9’;(” lt=o0 = 0.

ii) Dacd spatiul Finsler complex (M, V) cuV din (4.1.1) este un spatiu Berwald com-
plex, atunci si (M, L) este Berwald complex.

in continuare, prezentdm in ce conditii spatiile Finsler complexe (M, Et) si (M, L)
sunt proiectiv echivalente, adica au aceleasi geodezice ca multimi de puncte.

Propozitia 4.2.7. Functiile Finsler L si Et sunt proiectiv echivalente dacéd si numai dacd
deformarea infinitezimald a spray-ului complex G' este independentd de t. In acest caz,
relatia proiectivd este G* = G".
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4.3 Deformarea de ordin doi a metricii Finsler

Pana acum am analizat deformarea infinitezimala de ordinul intai si doi a unei metrici
Finsler complexe, cu ajutorul careia am construit deformarea de ordinul intai unei me-
trici Finsler complexe. Tn acest subcapitol, ne ocupdm cu deformarea de ordinul doi
a unei metrici Finsler complexe, studiem conexiunea neliniara Chern-Finsler asociata
deformarii, precum si cateva subclase speciale, evidentiind si cateva proprietati de rigi-
ditate.

Considerdm un spatiu Finsler complex (M, L = F?) si doud functii arbitrare V, W :
M — RT.

Definim familia de functii L, : 7'M — R*:
Ly :=L+tV+ W, VteR, (4.3.1)

numita deformarea de ordin doi a lui L.

Tn mod cert, din (4.1.1) si (4.1.7),Arezulté ca V este deformarea infinitezimala de
ordinul intai si W de ordinul doi a lui ;.

Acum suntem in cdutarea conditiilor in care (M, ﬁt) este un spatiu Finsler complex
pentru V¢ € R. Ca sa atingem acest obiectiv, aceste functii trebuie sa satisfaca cele
patru conditii din definitia unei functii Finsler complexe.

Teorema 4.3.1. (M, ﬁt), cu ﬁt definit in (4.3.1), este un spatiu Finsler complex dacd si
numai dacd

i) deformadrile infinitezimale de ordinul intdi si doi a lui L;, adicd V' si W, sunt functii
Finsler complexe;

i) L+tV+t*W > 0,V(z,n) € T'M, t e R,5iV(2,0) =0, W(2,0)=0,Vz € M.
iii) t este suficient de mic, astfel ca metrica ﬁt sd ramd@nd pozitiv definitd.
iv) tensorul fundamental §;;(z,n,t) este pozitiv definit, cu
gir(t) = omE = 9k TR+ g (4.3.2)
Observatia 4.3.1. Functiile f/t sunt omogene, pentru ca si L,V si W sunt omogene.

In studiul geometriei lui (A, L;) avem nevoie de inversa matricei (g, )-



Deformarea de ordin doi a metricii Finsler 53

Propozitia 4.3.1. Fie (M, ﬁt) un spatiu Finsler complex, cu ﬁt din (4.3.1). Inversa ten-
sorului fundamental §;;(t) din (4.3.2) este §*™(z,1,t) cu expresia

; 1 P t P t? 2
~km km km km

t) = ~ S — _— . 433
g(t) 1! +t4—t2+1v +1t4—1t2+1w ( )
Teorema 4.3.2. Fie (M, ﬁt) un spatiu Figsler complex, dat prin (4.3.1). Conexiunea ne-

liniard Chern-Finsler N} (z,n,t) pe (M, L;) are urmdtorii coeficienti locali:
. . . CFV CFW
NI (t) = g™ | gim Ny + tvim N + tPwim Ni |, (4.3.4)

_CFV  CFW
unde N, N} si N} sunt (c.n.c.) Chern-Finsler pe (M, L), (M,V) sipe (M, W), res-
pectiv.

A

Propozitia 4.3.2. Coeficientilocalinenuli a conexiunii liniare Chern-Finsler D, = (N (1),
L;k (t)a ]Zk (t), O, O) sunt:

o . CFV CFW
CFV CFW

FNPO (G gpm) + t NE 05 (5™ 0p) + 2 NP 05(§™ wpm);

N - cFV.  CEW

Din (4.3.5) deducem expresia h—torsiunii:

N - CFV CFW
T = g™ <gpm7}pk + tvpm Ty, + Wy T3, ) +
- CFV . CFW
+0;(5™ 0y ) (N} — N + 120;(§™ wpn) ( N — NY). (4.3.6)

Cazuri particulare de spatii Finsler (M, i) sunt prezentate in continuare.

Propozitia 4.3.3. Fie (M, L), (M,V) si (M, W) spatii slab Kihler complexe. Deforma-
rea de ordinul doi (M, L;) este un spatiu slab Kahler dacd si numai dacd

o ) ) crv.. ) ) crw. ) )
G (9™ gimOdji + Ogit) +t G* (I vimOkgi + Ovir) + 1 G (§™ wimOkgji + Opwir)

se anuleza.
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Propozitia 4.3.4. Fie (M, L), (M,V') si (M, W) spatii Kéhler complexe. Deformarea
de ordinul doi (M, L,) este un spatiu Kahler dacd orit = 0 ori metricile L, V si W sunt
proiectiv echivalente.

Ca sa studiem subclasele Berwald generalizat si Berwald complex trebuie sa scriem
expresia spray-ului complex pe (M, L;).

A

Propozitia 4.3.5. Spray-ul complex asociat (c.n.c.) Chern-Finsler pe (M, L,) este

G (t) =

N | =

N . CFV CFW
G () | gimG" + tvim G* + Pwim G, (4.3.7)

CFV  CFW
unde G', G* si G" sunt spray-urile complexe asociate conexiunilor Chern-Finsler pe

(M,L), (M,V)sipe (M, W), respectiv.

Propozitia 4.3.6. Fie (M, L), (M,V') si (M, W) spatii Berwald generalizate. (M, ﬁ)
este un spatiu Berwald generalizat, dacd orit = 0 ori metricile L, V' si W sunt proiectiv
echivalente.

Propozitia 4.3.7. Fie (M, L), (M,V') si (M, W) spatii Berwald complexe. (M, I:) este
un spatiu Berwald complex, dacd orit = 0 ori metricile L, V si W sunt proiectiv echi-
valente.

Tn partea finald a acestui capitol studiem relatii intre conexiunile liniare ale diferite-
lor spatii Finsler complexe.

Teorema 4.3.3. Fie (M, L) un spatiu Finsler complex, cu deformdrile infinitezimale de
ordinul intdi i doi V si W, respectiv, si D conexiunea liniard complexd Chern-Finsler pe
(M, L). Fie L; :== L + tV + t*W deformarea de ordin doi a lui L.

i) Dacd D'W = 0, atunci conexiunile Chern-Finsler pe spatiile (M, L) si (M, W)
coincid.

i1) Fie Et = L + tV deformarea de ordinul intéi a lui L. Pe spatiul Finsler complex
(M, L) avem (c.l.c.) Chern-Finsler pe D,. Dacd D;W = 0, atunci conexiunile
Chern-Finsler pe (M, L;), (M, L) si (M, W) coincid.

iii) Fie Vi, = V + tW deformarea de ordinul intdi a lui V. Dacd D'V, = 0, atunci
conexiunea Chern-Finsler pe (M, L) este independentd de t.



Capitolul 5

Contributii originale. Diseminarea rezulta-
telor

Contributii originale

Teza de doctorat este structurata pe patru capitole. Pornind de la notiunile preliminare
din primul capitol, in fiecare sectiune sunt prezentate contributiile originale ale autoa-

rel.

>

Introducerea liftului Sasaki generalizat, si realizarea unui studiu a structurilor hi-
percomplexe compatibile cu el. In acest fel s-a obtinut, printre altele, conexiunea
Levi-Civita a spatiului.

Determinarea conexiunii Levi-Civita pentru o noua (h, v)—metrica, si particulari-
zarea sa pentru metrica slab gravitationala. Rezolvarea ecuatiilor Einstein din vid
in aceste conditii.

Definirea metricii Beil complexe, urmata de studiul geometriei spatiului inzestrat
cu ea. Prezentarea multiplelor aplicatii pentru aceasta metrica, de exemplu in
electrodinamica, si intr-un spatiu slab gravitational perturbat.

Studiul geometriei spatiului dotat cu noua metricd Beil-Cartan complexd, si com-
pararea proprietatilor geometrice cu £-dualul spatiului Beil complex.

Introducerea deformdrilor de ordinul intdi si doi a unei metrici Finsler complexe
utilizand notiunea de deformare inifinitezimald a unei metrici. Studiul spatiilor
inzestrate cu aceste metrici.
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Diseminarea rezultatelor

Lucrari publicare in reviste de spacialitate

> A. Szasz, Generalized Quaternionic Structures on the Total Space of a Complex

Finsler Space, Bull. of the Transilvania Univ. Brasov, Vol 5(54), No. 1, 85-96,
2012.

A. Szasz, Generalized complex Lagrange spaces with Beil metric, Bull. of the
Transilvania Univ. Brasov, 7(56) (2014), No. 2.

A. Szdsz, Beil metrics in complex Finsler geometry, Balkan Journal of Geometry
and Its Applications, Vol. 20, No. 2, 2015, pp. 72-83.

A. Szasz, Einstein equations of G-natural complex Finsler metrics, Acta Mathema-
tica Academiae Paedagogicae Nyiregyhaziensis, 30 (2014).

A. Szasz, The complex Beil-Cartan metric, Proceeding of the Workshop de mate-
matica si informatica, 27.02.2015, Brasov.

A. Szasz, The geometry of complex Cartan spaces with Beil metrics, trimisa spre
publicare.

A. Szasz-Friedl, Deformation of complex Finsler metrics, acceptata in An. Ovidius
Constanta, 2017.

A. Szasz-Friedl, Second order Deformation of complex Finsler metrics, trimisa spre
publicare.

Participare la conferinte internationale si nationale

>

VII-th International Conference on Finsler Extensions of Relativity Theory (FERT
2011), 29 august - 4 septembrie, 2011, Brasov, Romania

IX-th International Conference on Finsler Extensions of Relativity Theory (FERT
2013), 29 - 31 august, 2013, Debrecen, Ungaria;

International Conference on Mathematics and Computer Science (MACOS '14),
26 - 28 iunie, 2014, Brasov, Romania;

X-th International Conference on Finsler Extensions of Relativity Theory (FERT
2014), 18 - 24 august, 2014, Brasov, Romania;
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> Workshop de matematica si informatica, 27 februarie 2015, Brasov, Romania;

> International Conference on Applied and Pure Mathematics (ICAPM 2017),2 -5
noiembrie, 2017, lasi, Romania.

Directii viitoare de cercetare

Subiectul tezei este vast si ofera posibilitati multiple de continuare. Tinand cont de
faptul ca fizica cuantica lucreaza cu operatori (Lagrangieni, Hamiltonieni) complecsi, se
pot extinde teoriile din spatiile Finsler complexe la spatii Lagrange si Hamilton cu metrici
relativiste utile pentru fizicieni, de exemplu:

> Metrici Finsler complexe cu aplicatii in quantica relativista. Solutii pentru ecuatia
Dirac pe un spatiu Finsler complex cu metrici Beil.

> Teorii relativiste dependente de timp (Anastasiei-Hashiguchi) cu aplicatii in geo-
metria Finsler complexa.

> Continuarea subiectului deformarea structurilor Finsler complexe.
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Anexa 1. Scurt rezumat al texei

Scopul tezei de doctorat Structuri geometrice pe spatiul total al unui spatiu Finsler com-
plex este studiul spatiilor Finsler complexe inzestrate cu diferite metrici, respectiv pre-
zentarea diferentelor si a legaturilor cu spatiul de baza. Dupa notiunile introductive, in
Capitolul 2 au fost definite doua lifturi complexe, obtinute cu ajutorul tensorului me-
tric al spatiului, liftul Sasaki generalizat si o noua (h, v)—metricd. Cu aceste notiuni a
fost studiata compatibilitatea metricii cu structuri hipercomplexe existente pe spatiul
de baz3, si au fost descrise conexiunile Levi-Civita corespunzitoare. in cele ce urmeaz
sunt construite noi spatii al caror tensor metric are o forma speciald, conform nece-
sitatilor propuse. in Capitolul 3 a fost prezentatd metrica Beil complex3 si propriets-
tile geometriei unui astfel de spatii, cu diverse aplicatii intr-un spatiu slab gravitational
sau Tn electrodinamica. Pe urma s-a introdus metrica Beil-Cartan, unde dupa o analiza
ale elementelor din geometrie, s-a facut un studiu comparativ intre spatiul Beil-Cartan
complex si L—dual spatiului Beil complex. Ultimul capitol este dedicat studiului defor-
marilor de ordinul Intéi si doi al structurilor Finsler complexe.

Abstract

The aim of the PhD thesis Geometric structures on the total space of a complex Finsler
manifold is the study of complex Finsler manifolds enowed with different metrics, and
to provide the differences and the links with the base manifold. After the introduc-
tory part, in Chapter 2 were defined two complex lifts obtained from the fundamental
metric tensor of the space, the generalised Sasaki lift and a new (h, v)—metric. With
this metrics some compatibility properties with hypercomplex structures are presen-
ted, and also the corresponding Levi-Civita connections are expressed . In the following
new spaces are constructed, whose fundamental tensor have a special form, according
to our requirenments. In the 3th Chapter the complex Beil metric and the geometric
properties of such a manifold were presented, with divers applications in a weakly gra-
vitational space or in electrodynamics. Afterwards the complex Beil-Cartan metric is
introduced, where an analysis of the geometric elements is realised. A comparative
study is made between the Beil-Cartan space and the £—dual of a complex Beil one.
The last chapter is dedicated to the study of the first and second order deformation of
a complex Finsler structure.
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