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Introducere

Mecanica mediilor continue generalizate este un domeniu al matematicii aplicate care studiaza ma-
terialele cu microstructura. Recent, au fost publicate mai multe volume colective care trateazad su-
biecte din mecanica mediilor continue generalizate, ceea ce dovedeste interesul sporit pentru acest
domeniu de cercetare [2], [5], [35], [66], [96], [3], [£], [8].

Fratii Cosserat au pus bazele mecanicii mediilor continue generalizate in anul 1909 in lucrarea [38].
Contributia esentiald a acestei cdrti este considerarea punctelor materiale ale unui solid elastic ca
fiind inzestrate cu vectori directori, ceea ce conduce la conceptul de micromoment si la 0 noua lege
de conservare pentru momentul impulsului [96]. Dar fratii Cosserat nu au dat ecuatii constitutive.
Aceste contributii au subliniat ideea cd intr-un mediu continuu translatiile si rotatiile ar trebui sa fie
definite in mod independent [5]. Verificarea experimentald a metodelor teoretice de modelare a me-
diului continuu Cosserat este o provocare deoarece este dificila producerea materialelor cu efecte de
rotatie vizibile si cu microstructura bine controlata pentru a determinain mod independent parametrii
Cosserat [96].

Mecanica mediilor continue generalizate a aparut deoarece mecanica mediilor continue clasice nu
reuseste sa descrie cu acuratete comportamentul materialelor cu microstructura. Experimentele au
dovedit ca exista procese de deformare care nu pot fi reprezentate cu acuratete prin intermediul teo-
riilor clasice, in care fiecare punct material are trei grade de libertate. Aceasta se datoreaza naturii
moleculare si granulare a materialelor [35]. Scopul teoriei materialelor cu microstructura este elimi-
narea diferentelor care apar intre rezultatele teoriei clasice a elasticitatii si rezultatele experimentale
in cazul corpurilor a caror macrodeformare este influentata in mod semnificativ de structura interna.
Astfel de materiale sunt materialele granulare cu molecule mari (de exemplu, polimerii), grafitul sau
osul uman. Teoria clasica a elasticitatii nu poate explica anumite contradictii din teoria vibratiilor pro-
duse de unde ultrasonice, care se refera la vibratii elastice cu o lungime de unda scurtd si de frecventa
inalta.

Medii micropolare

Mai tarziu, Eringen a propus teoria mediilor micropolare, care este analoaga teoriei fratilor Cosserat,
dar spre deosebire de aceasta, contine o lege de conservare pentru tensorul de microinertie. In teoria
mediilor continue micropolare se considera sase grade de libertate, trei fiind cele de microrotatie.
Acestea rezult3 prin considerarea unui cdmp vectorial de trei directori. In plus, fortele care actioneaza
asupra elementului de suprafatd sunt date de tensorul de tensiune clasic, dar si de un tensor cuplu
superficial. Teoria liniard a termoelasticitatii micropolare extinde teoria mediilor continue micropolare
prin includerea efectelor termice. Termoelasticitatea micropolara este studiatd, de exemplu, in [47]
si cel mairecentin [21].

Eringen a afirmat cd posibile substante care pot fi modelate cu ajutorul mediilor continue Cosserat sau
micropolare sunt compozitele cu fibre rigide, solidele elastice cu incluziuni granulare rigide, cristalele
lichide cu molecule rigide, sangele animalelor cu celule rigide, oasele, fluidele magnetice, norii cu praf
sau cimentul cu nisip [%47].

Medii dipolare

O alta teorie importanta in studiul materialelor cu microstructura este teoria elasticitatii dipolare.
Primele studii sunt cele realizate de Mindlin si Green si Rivlin [61], iar recent aceasta teorie a fost



studiata in [87], [112]. In aceasta teorie, fiecare microelement are doisprezece grade de libertate, si
anume trei translatii si noud microdeformatii. in plus, fiecare punct material se deformeaza in mod
omogen. Modelul materialelor dipolare se bazeazad pe ipoteza ca deformarea este corect reprezentata
de gradientii deformatiei de ordinul intai si al doilea. Celula unitate poate fi interpretata ca molecula
unui polimer, componenta unui policristal sau bobul unui material granular. Daca celula devine rigida,
atunci ecuatiile se reduc la cele ale unui mediu micropolar sau Cosserat liniar.

Medii poroase

O clasd importanta de materiale cu microstructura este reprezentata de materialele poroase. Teoria
elasticitatii cu pori este o extindere a teoriei clasice a elasticitatii in care se considera un grad de li-
bertate suplimentar pentru fiecare microelement, si anume fractiunea de volum. Are multe aplicatii
in diferite domenii ale ingineriei si biologiei, de exemplu industria petrolului, stiinta materialelor, ce-
ramicd, pulberi formate prin presare si oase [50].

In modelul matematic al elasticitatii cu porozitate dubld, consideram ca la nivel macro avem porii
corpului, iar la nivel micro avem fisurile matricei poroase. [71]. A fost propus si conceptul de porozitate
tripld, unde se considera pori la nivel macro, mezo si micro [107].

Medii dipolare cu dubla porozitate

Multe articole au fost dedicate modelelor matematice complexe pentru descrierea cu acuratete a
materialelor la nivel macro si micro, de exemplu termovascoelasticitate cu goluri [16], [32], [100],
termoelasticitate dipolara cu porozitate simpla sau dubla [50], [53], [26].

Modelul matematic al termoelasticitatii dipolare cu dubla porozitate a fost introdus in [S%4]. Autorii
pun in evidenta faptul cd deplasarea influenteaza structura dublu poroasad a corpului [71].

Medii microstretch

Elasticitatea micropolara este generalizata prin includerea efectului de contractare si dilatare axialda in
timpul rotatiei moleculelor. Astfel se obtine elasticitatea microstretch, care a fost propusa de Eringen
in [48] si este studiata, de exemplu, in [47], [67], [6], [22], [68], [36], [102]. Un solid elastic micros-
tretch are sapte grade de libertate : trei pentru translatii, trei pentru rotatii si unul pentru efectul de
contractare si dilatare.

Acest model matematic poate fi aplicat in diferite domenii ale stiintei, ingineriei si biomecanicii. De
exemplu, elasticitatea microstretch poate fi utilizata pentru a modela un mediu continuu miofascial,
muschiul iliopsoas sau alti muschi functionali [75], [76]. Dar poate fi utila si pentru caracterizarea
materialelor compozite ranforsate cu fibre elastice, a materialelor cu pori care contin gaz sau lichid
nevascos, a asfaltului si a altor materiale granulare [48]. Un model simplificat, care considera dila-
tarea axiala a particulelor materiale, si anume elasticitatea cu microdilatdri, a fost utilizata pentru
modelarea tesutului inimii, de exemplu [108].

Modele ale conductiei termice

O descriere detaliatd a unor modele importante ale conductiei termice utilizate in termoelasticitate
este datd in lucrarea [56]. In aceastd tezd de doctorat, se utilizeazd legea Fourier, modelul Cattaneo
si modelul Green-Naghdi.

Conform legii Fourier de conductie termicad, vectorul care descrie fluxul de caldura este direct proportional
cu gradientul temperaturii absolute si are sens opus. Aceasta relatie se exprima astfel

q; = —kijGJ‘ (001)

pe Q2 x [0, 00). Aceastd lege poate conduce la o ecuatie parabolica a caldurii. Conform [56, p. 1053],
legea Fourier de conductie termica “ofera o descriere la nivel macroscopic a fenomenelor de la nivel
microscopic care sunt asociate cu difuzia termica si este o aproximare foarte bund la scale de lungime
mult mai mari decat distanta medie dintre doua coliziuni ale unei particule” (conform definitiei din [52,
p. 43-3]) si "la scale de timp mult mai mari decat timpul de relaxare termica si prin urmare se poate
aplicaipoteza de echilibru local”. Dar legea Fourier de conductie termica stabileste ca efectul unui flux



INTRODUCERE 7

de cdldura instantaneu intr-un punct al unui mediu este resimtit imediat in toate celelalte puncte
ale mediului, ceea ce este imposibil din punct de vedere fizic deoarece cdldura este transportata de
particule (de exemplu, electroni) care se propaga la viteze mai mici decat viteza luminii (conform [56,
p. 1053]). De aceea, cercetdtorii au inceput sa caute modele care conduc la o viteza de propagare
finita.
Un astfel de model este cel propus de Cattaneo

qi + 10 = —ki;0 ;, (0.0.2)

unde k;; este tensorul de conductivitate termicd si 7y este timpul de relaxare. Acesta a propus adau-
garea termenului cu derivata in raport cu timpul a vectorului care descrie fluxul de cdldura pentru a
"extinde descrierea macroscopica a transferului de caldura la scale de timp foarte mici, pentru care
legea Fourier nu mai este aplicabild” (conform [56, p. 1053]). Acest model poate conduce la o ecuatie
hiperbolica a caldurii.

Alte modele ale conductiei termice sunt cele propuse de Green si Naghdi [56].

Teoria lor se bazeaza pe inlocuirea inegalitdtii entropiei cu o egalitate si considerarea conceptului de
deplasare termicg, care este definit astfel

t
a=a(Xt) = / T(X, 7)dr + ao(X), ¢ >0, (0.0.3)
0

unde T  este temperatura empirica. Se poate considera cd temperatura absoluta este o functie cresca-
toare de temperatura empirica. In teoria liniard se disting trei modele ale conductiei termice : tipul |
(legea Fourier), tipul Il si tipul lll. Modelul liniar Green-Naghdi de tip Il este definit astfel

q=—AVa, A>0 (0.0.4)
si conduce la o ecuatie hiperbolicd a caldurii. Modelul liniar Green-Naghdi de tip Ill este definit astfel
q=-\Va—-kVa (0.0.5)

si conduce la o ecuatie parabolica a caldurii.

Pionierul teoriei materialelor cu microtemperaturi este considerat Grot [62], care a propus o teorie
a materialelor termoelastice cu microstructura si care au proprietatea ca microelementele poseda
microtemperaturi. Aceasta este de fapt o extindere a teoriilor anterioare dedicate teoriei corpurilor
cu structurd internd. in acest caz, inegalitatea entropiei este adaptata pentru a include microtempe-
raturi. Prin urmare, ecuatia primului moment al energiei este adaugata la celelalte ecuatii de miscare
ale mediului continuu cu microstructura. Prin addugarea conceptului de microtemperaturi, cdldura se
propaga cu unde termice de viteza finita.

Este important atat din punct de vedere teoretic cat si din punct de vedere practic ca specialistii sa
studieze modele din mecanica mediilor continue care descriu interactiuni ale mai multor campuri fi-
zice datorita numarului mare de aplicatii in stiinta materialelor, industria chimica, aviatie si biologie

[71.
Structura tezei de doctorat
Rezultatele originale sunt cuprinse in urmdtoarele cinci capitole.

In primul capitol studiem proprietati ale mediilor termoelastice micropolare. Aratam unicitatea solutiei
in anumite conditii asupra coeficientilor elastici [2 1] si propunem o generalizare cu deformatie de or-
din fractionar [20].

inal doilea capitol studiem medii dipolare cu porozitate simpla si dubld. Deducem solutii ale problemei
Saint-Venant pentru medii elastice dipolare poroase [93]. Propunem o generalizare cu deformatie de
ordin fractionar pentru medii termoelastice dipolare cu dubla porozitate [26] si realizam simuldri nu-
merice cu ajutorul metodei elementului finit sia metodei implicite a lui Euler, pornind de la formularea
variationald a problemei la limita cu date initiale corespunzatoare [24].
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in al treilea capitol studiem medii termoelastice dipolare cu microtemperaturi. Propunem o extindere
a rezultatelor lui Dafermos pentru corpuri cu structurd dipolara [89], ardatdm existenta si unicitatea
solutiei si realizam simulari numerice cu ajutorul metodei elementului finit [38].

in cel de-al patrulea capitol studiem medii elastice microstretch din perspectiva efectelor termice
si de difuzie la nivel macro si micro. in cazul anizotrop si non-centro-simetric, demonstrdm unicita-
tea solutiei si analizam comportarea spatiala a solutiei [25]. Ardtdam dependenta continud de datele
initiale si externe pentru materiale cu centru de simetrie in cazurile anizotrop [23] si izotrop [22].
in final, studiem propagarea undelor atat in medii microstretch, cat si in cazul termoelasticitatii cu
difuzie, microtemperaturi si microconcentratii fard efecte de rotatie, dilatare sau contractare [27].

in cel de-al cincilea capitol analizdm un model al mediilor termo-electro-elastice poroase pentru stu-
diul procesului de remodelare osoasa [28]. Propunem forme integrale silocale ale ecuatiilor de echili-
bru, deducem ipoteze constitutive si restrictii si studiem corpurile cu izotropie transversala. in ultima
sectiune demonstram un rezultat de dependenta continud pentru cazul neliniar.

In cel de-al saselea capitol sunt enuntate concluziile finale, contributiile originale, modalitatile de di-
seminare a rezultatelor si directiile viitoare de cercetare.

Notatii

Daca nu se specifica alte conditii, fiecare dintre materialele studiate ocupa un domeniu marginit €2 al
spatiului euclidian tridimensional R? cu frontiera 9. Inchiderea lui 2 se noteaza cu Q.

Miscarea corpului se raporteazd la un sistem de axe ortogonale fixat Oz;,7 = 1,2, 3. Se utilizeaza o
notatie tensoriala. Indicii ¢, j, k, m, n iau valorile 1, 2, 3. O virgulda urmata de un indice i desemneaza
derivarea partiald in raport cu variabila spatiala corespunzatoare z;, unde i = 1,2, 3. Un punct dea-
supra unei litere reprezinta derivarea in raport cu variabila temporala t. Este utilizata conventia de
insumare a lui Einstein pentru indici care se repeta. in anumite cazuri, se omit variabilele spatiale si
temporale ale unei functii.

Se utilizeaza simbolul C*/ pentru clasa de functii care au derivatele partiale in raport cu variabilele
spatiale de ordin cel mult i si derivatele in raport cu timpul de ordin cel mult j continue. Daca nu se
specifica altfel, atunci aceste conditii formale de continuitate sunt valabile pentru orice ordin cerut de
expresiile curente.
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pentru indrumarea pe care mi-a oferit-o in realizarea acestei teze de doctorat.
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Capitolul 1

Proprietati ale mediilor termoelastice
micropolare

1.1 Unicitatea solutiei

in aceasta sectiune deducem identit&ti pentru solutia problemei termoelasticitatii micropolare omo-
gene si anizotrope prin extinderea rezultatelor pentru solutia problemei Cauchy pentru ecuatiile stan-
dard ale termoelasticitatii liniare dinamice. Acestea sunt aplicate pentru demonstrarea unicitatii solutiei
problemei la limita cu date initiale corespunzatoare. Rezultatele din aceasta sectiune sunt publicate
in lucrarea [21].

1.1.1 Preliminarii

Fie 2 o regiune neteda a spatiului euclidian tridimensional ocupata de un corp micropolar omogen cu
frontiera 0€2. Ecuatiile care guverneaza teoria termoelasticitatii micropolare omogene si anizotrope
[69] sunt ecuatiile de miscare

tjij + pEs = piig, ) (1.1.1)

mjij + €ijrtie + pMi = Lij$;
si ecuatia energiei

gii + pQ = pTon. (1.1.2)

Ecuatiile (1.1.1) si (1.1.2) sunt definite pentru (z,t) € Q x [0, 00).

Dacd solidul este anizotrop, atunci ecuatiile constitutive, definite pentru (z,t) € Q x [0, c0) sunt [64]

ty; = Aijmngmn + Bijmn'}’mn - Dijey
m;; = Bmm’jgmn + Cijmn’Ymn - Eij97
(1.1.3)
pn = Dijeij + Eijij + b,
4 = —kij0 ;.
Tensorii de deformatie ;5 si ;5 utilizati in ecuatiile (1.1.3) sunt definitiin © x [0, o) prin intermediul
ecuatiilor geometrice
€ij = Wji + EjikPh Yij = Pjii- (1.1.4)

in ecuatiile de mai sus am utilizat notatiile din Tabelul 1.1.

Coeficientii din (1.1.1) si (1.1.3), adic@ A;jmn, Bijmn: Cijmn: Dij. Eij, Lij, kij i ¢ sunt coeficienti de
elasticitate cu urmatoarele proprietati de simetrie

Aijmn = Amnijs Cijmn = Cmnij Lij = Iji, kij = kj;. (1.1.5)

9
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Tabelul 1.1 — Interpretare fizica

U; componentele vectorului deplasare

@;  componentele vectorului microrotatie

t;;  componentele tensorului tensiune

m;; componentele tensorului micromoment

qi componentele vectorului de conductie termica

n entropia specifica pe unitatea de masa
densitatea de referintd constanta

To  temperatura de referintd constanta

variatia temperaturii de la temperatura 7

caldura specifica

ij  componentele inertiei

componentele vectorului fortda masica externa

componentele vectorului cuplu masic

simbolul Levi-Civita

N o D

Energia libera W, utilizata pentru a obtine ecuatiile constitutive, este data de
pY = %Aijmngijgmn + Bijmn€ijYmn + %Cijmn%‘j%nn_ (11.6)
c .
— Dijeii0 — Eijvii0 — 592.
Se considera conditiile initiale
ui(z,0) = uj(2),  w(z,0) = uj(z),
0(,0) = 0°(x), ¢;(x,0) = ¢j(x), (1.1.7)
j(x,0) = gpjl-(:c),x €N
si conditiile la limita
wi(w,t) = Ui (x,t) pe X1 x [0,00), ti(w,t) = t;(x,t) pe Xy x [0, 00),
O(z,t) = 0(z,t) pe B3 x [0,00), q(x,t) = §(z,t) pe By x [0, 00), (1.1.8)
oj(z,t) = pj(x,t) pe L5 x [0,00), m;(x,t) = my(z,t) pe Xg x [0, 00),

unde u, u;,0°, 3, @3, Ui, 1, 0. 4, ¢; sim; sunt functii date. Se utilizeaza notatiile

ti(x, s) :== tji(x, s)n;(x), (1.1.9)
q(x,s) = qi(x, s)ni(x), (1.1.10)
mi(z, s) == mji(x, s)n;j(z), (1.1.11)

unde n; sunt componentele ver_sorului nor_malei exte[ioare lafrontierda si Xy, Xo, X3, X4, 35 Si 3¢ sunt
submultimi ale 92 astfelincat X1 UXy = X3UX, = X5UXg = 09 SIX1NYg =3X3NYy =X5NEg =
.

Impunem urmadtoarele conditii de continuitate [46]
{Ui, 80]} € 02’27 {87,]777,]} € Cl’lu
{F;, M;,Q} € C*°, {ti,m;,q} €C'0, 0eCV nec™,
i, 45, pi,1m4, 0,4 € C*0 pe HQ x [0, 00), (1.1.12)
J P
{U?, uz'la ng’a 90]1'7 90} € CO in Qa
{Dij7 Eij? Aijmm Bijmna Cijmn; c, kij, P, Iij} S Cl n Q.
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O stare admisibila este o colectie S{uw;, @i; €ij,vij; ti, mi; ¢, 6} @ multimii ordonate de functii u;, ¢,
€ij: Vij: tin M4, ¢ Si 0 care satisfac conditiile de continuitate de mai sus [46]. Daca S satisface ecuatiile
constitutive (1.1.3) si ecuatiile geometrice (1.1.4), atunci S se numeste stare admisibila cinematica.
Dacad o stare admisibild cinematicd satisface conditiile initiale si la limita si ecuatiile de miscare (1.1.1)
si ecuatia energiei (1.1.2), atunci se numeste solutie a problemei mixte.

Prin inlocuirea ecuatiilor constitutive (1.1.3) si a ecuatiilor geometrice (1.1.4) in ecuatiile de miscare
(1.1.1) si ecuatia energiei (1.1.2), obtinem urmdtorul sistem de ecuatii cu derivate partiale cuplate in
functie de deplasarile u;, microrotatiile ¢; si variatia de temperatura 0

[Ajimn(un,m + EnmkSOk) + Bjimnspn,m - D]le] gt pF; = pii,
[anji(un,m + 5nmk@k) + Cjimn‘pn,m - E]ze} gt

+ €ijk[Ajkmn (Unm + Enmk k) + Bjkmn@nm — Djkb] + pM; = 1;; 5, (1.1.13)
. . . : 1
Dij (it + ejinor) + Bigpi + e = 2-Q — = (kij6,3) 5
To To

oricare ar fi (z, t) € Q x [0, 00).

O solutie a problemei la limitd cu date initiale a termoelasticitatii micropolare in cilindrul 2 x [0, T)
este o multime ordonata {u;, ;, 0} care satisface sistemul (1.1.13) oricare ar fi (z,t) € Q x [0,T),
conditiile initiale (1.1.7) si conditiile la limita (1.1.8).

1.1.2 Identitati utile

in aceastd sectiune presupunem c& existd o solutie {u;, ¢;, 8}. Vom stabili identit&ti auxiliare pentru
solutia problemei la limita cu date initiale conform [34] si [2S]. Consideram datele externe

D= {F’HMZ’Qauzauq,a007@97@};ai7£iaévqa¢jami}- (1111‘)

Lema 1.1.1 Fie o solutie a problemei la limita cu date initiale corespunzatoare datelor externe D.
Atunci oricare ar fit € [0, T) au loc

/ pita () its(¢) do = / pits (0)is(0) dv + 2 / t / pFy(s)its(s) dvds+

—|—2// U;(s dads—i—Z//D,]H $)tU;j (s dvds—2//A,]mn (1.1.15)
o0

- Emn(8)0;,(s) dvds — 2/ /Bijmn’ymn(s)ujJ(S) dvds,
0JQ

/092 dv—2// kij0.:(5)0 (s )dvds—/c@z(o)dv+

+2// dads—2/ / [Dij€ii(5)0(s) + Eij¥ij(s)8(s)] dvds+ (1.1.16)
o0
+2// s) duvds,

Q

|1 do= [ L0000 >dv+2/ | ym(s) doss—

_2/ /Bmmjemn $)%ij (s dvds—2/ /Czjmn”ymn )%ij(s) duds+

(1.1.17)
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t t

+2/ / E;;0(s)%i;(s) dvds—2/ / AijmnEmn(8)ejirr(s) dvds—
0JQ 0JQ
t t

—2/ / BijrmnYmn(5)€ ik i (s) dvds—|—2/ / D;;0(s)e jinpr(s) dvds+
0JQ 0JQ

t
—|—2//pMic,bi(s) duvds,
0 JQ

/Q [pte; (£)1; () + Lipi(t) 25 (t) + CijrmnYij (£)Ymn (t) + Aijmngij (£)emn(t)+
+2Bmnij€mn(t)vi; (t)] dv = /Q [p1:(0)12;(0) + 1i;£:(0)95(0) + CijmnYij (0)Ymn (0)+

t
Ay raneis (0)2mn (0) + 2Bomsiemn (0)7:5(0)] dv + 2 / / pFy(s)ia(s) dvds-+ (1.1.18)

+2//pMZgaz dvds+2// Ui (8)ti( dads+2// i(s)m;(s) dads+
o0 o0
+2/ / DUQ(S){:‘”(S) dvd8+2//EZ](9(8)’)/Z](S) dvds.
0JQ 0 JQ

Lema 1.1.2 Fie o solutie a problemei la limita cu date initiale corespunzatoare datelor externe D.
Atunci oricare ar fit € [0, ) are loc

| i)+ Lg0)25(6) = mns (Do (O+
+CijmnYij ) Vmn () + 2Bijmneij () Ymn () + 0% (t)]} dv =

= [ Ap(0)i(20) + L0125 21) = (Augmess O)eimn(26)+

+ Ciimnij (0)Ymn (2t) + Bijmn€ij (0)Ymn (2t) + Bijmn€i;j (2t) Ymn (0)+
+ch(2t)6 }dv+/ /ult—l—s pE;(t — s) — u;(t — s)pF;(t + s)+

+ @i(t + s)pM;(t — ) — @i(t — 8)pM;(t + s)] dvds—

//TO t+5)Q(t —s) — 0(t — s)Q(t + s)] dvds+

(1.1.19)

+/ {[ui(t—i—s)ti(t—s) —ai(t—s)ti(t—i—s)]—l—
o Joa
+ [pi(t + s)mi(t — 8) — @it — s)m(t + s)]+

+T10[9(t —s)q(t+s) —0(t+ s)q(t — s)]} dads.

1.1.3 Unicitate

in continuare, presupunem c& problema la limitd cu date initiale a elastodinamicii micropolare liniare
are doud solutii u®, (@), 0, 0 = 1,2.Fieu = ul) —u®, p = 1) — o), § = (1) — 92, Atunciu,
psifsatisfac(1.1.1)-(1.1.4), (1.1.7)si(1.1.8)cu F; = M; = 0,Q = 0,4, = t; =0 = § = ¢; = m; = 0,

0_,1_p0_ 0_ 1_ o - : s
u; =u; = 0" = ¢ = ¢; = 0, adicd ecuatii omogene si conditii initiale si la limitd omogene.

Lema 1.1.3 Fie o solutie a problemei la limita cu date initiale corespunzatoare datelor externe nule
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D = 0. Atunci oricare ar fit € [0,T) au loc

/Q[p’l'j,i (t)’llz' (t) + Iijﬁ,bi (t)(,bj (t> + CijmnVij (t)FYmn (t) + Aijmneij (t)é‘mn (t>+

t ) (1.1.20)
—I—QBmijmn(t)’yij(t)] dv = 2/0 /QDijQ(S)éz‘j(S) dvds + 2/0 /QEZJQ(S)’)/U(S) dvds,
/092(75) dv — 2/t/ ik:z-j@,i(3)0,]-(5) dvds =
(1.1.21)
_ / / [Dijésg(5)0(s) + Eiging ()0(s)] duds,
/ (i (t)u;(t) + 1i50i (1)@ (t) + CijmnYij (O)Ymn (t) + Aijmnij(£)emn(t)+
Q
(1.1.22)
42 Bymigemn ()75 (1) + c02(8)] dv — 2 / / (510, (s) duds =,
1o + Ly, () dv = /Q [ Adgmneis ()emn (1) + 1123
+ CijmnYij (£)Ymn () + 2Bijmn€ij (£)Ymn (t) + 7 ()] do,
b
/Q (i (L)t () + Loy ps(6) 0 (1)) dv = /0 /Q 1 k50510, () duds, (1.1.24)
/[AZJmnEZj (t)emn( ) + Cz]mn’)/z]( )7mn(t> + 2Bijmn5ij (t)’)/mn(t)_‘_
(1.1.25)
+ ch*(t)] dv = / / i k;;0 /(s) dvds,
/c92<>dv—2/[puz<> (0) + Iyi(t), ()] do =
(1.1.26)

_ _2/ / [Disési(s)0(s) + Eiji (s)0(s)] duds.

in continuare vom utiliza urmétoarele ipoteze :

(11) k;; este un tensor pozitiv definit, adica k;;&;&; > ko&:&; oricare ar fi (&1, &2, €3) si ko 0 constanta
strict pozitiva;

(12) are loc Aijmngij (t)gmn(t) + Cijmn’}’ij (t)’}/mn(t) + 2Bz‘jmn5ij (t)’Ymn(t) <0;

(13) I;; este un tensor pozitiv definit, adica 7;;£;&; > Io&;&; oricare ar fi (€1, &2,&3) si Ip 0 constanta
strict pozitiva;

() existd o constanta strict pozitiva 3 astfel incat f(f Jo %Okij97i(3)97j(5) dvds < M2eP oricare ar fi
t € [0,00), unde M este o constantd;

(15) are loc limy o0 fo fi Jo 75 kii0.i(7)0 ;(7)dvdrds = 0.

in continuare vom demonstra rezultate de unicitate. Vom considera ca {u;, ©;,0}(x, t) este o solutie
a problemei la limita cu date initiale corespunzdtoare datelor externe nule D = 0. Vom demonstra ca
{ui, pj,0}(x,t) =0In Q x [0, 00).

Teorema 1.1.1 Presupunem cd au loc ipotezele (11), (I2), (13) si (14). In plus, presupunem c& p > 0,
¢ > 0in$ simeasXs # 0. Atunci problema la limita cu date initiale are cel mult o solutie.

Teorema 1.1.2 Presupunem cd au loc ipotezele (11), (I3) si (I15). In plus, fie p > 0,¢ > 0inQ si
measXy = 0. Atunci problema la limita cu date initiale are cel mult o solutie.
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1.2 0O generalizare cu deformatie de ordin fractionar

Inaceast sectiune construim un nou model al termoelasticitatii micropolare prin considerarea deformatiei
de ordin fractionar, dupa modelul din [1717]. Prezentam ecuatiile de baza, conditiile initiale si la limita

ale problemei mixte a termoelasticitatii micropolare si utilizam derivata fractionara Caputo in acest
context. Teoremele demonstrate in aceasta sectiune ofera formulari pentru ecuatiile constitutive in
cazul fractionar si pentru ecuatiile Cattaneo de conductie a caldurii. Rezultatele din aceasta sectiune
sunt cuprinse in lucrarea [20]. Rezultate similare au fost deduse in [37] siin [95].

1.2.1 Preliminarii

inaceastd sectiune studiem un material termoelastic micropolar anizotrop care ocupa domeniul mar-
ginit Q al spatiului euclidian tridimensional R? cu frontiera 992 de clasa C''!. Deformarea mediului
este descrisd de vectorul deplasare u = (u;)7_, si de vectorul microrotatie ¢ = ((,Oj)?-:l. Ecuatiile de
miscare [64] sunt definite pentru (z,t) € 2 x [0, 00)

tjij + poFi = poti,

) (1.2.1)
myij + €ijktin + poMi = Lijg;.

Notatiile sunt cuprinse in Tabelul 1.2.

Tabelul 1.2 — Interpretare fizica

t;;  componentele tensorului tensiune

m;; componentele tensorului micromoment

po  densitatea constantad a mediuluiin configuratia de referinta
I;;  coeficientii de inertie

F;  componentele vectorului forta masicd externa

M;  componentele vectorului cuplu masic

eijr  simbolul Levi-Civita

T temperatura

qi componentele vectorului de conductie a caldurii

S cantitatea de caldura pe unitatea de volum, S = pp@Q

Tensorii de deformatie ;5 si v;; sunt definitiin Q x [0, co) prin intermediul ecuatiilor geometrice [64]

€ij = Uji t €jikPk,  Vij = Pji- (1.2.2)
Sistemului de ecuatii de mai sus i se adaugd urmadtoarele conditii initiale [45]

Spi(xv 0) = go?(x), QDZ(‘rv 0) = 4)011(1:)’ (1.2.3)
T(x,0) =T%z), T(z,0)=TYx),

unde u?, u}, 09, o}, T°, T* sunt functii date care depind de z in €. in plus, conditiile la limit pe 9Q x
[0, 00) sunt[ ]
ui(w,t) = 0;(x,t) pe X1 x [0, 00),
ti(z,t) = ti(2,t) pe Xz x [0,00),
T(z,t) = T(x,t) pe 3 x [0, 00),
q(z,t) = ¢(z,t) pe 3y x [0, 00),
= p;(x,t) pe T5 x [0, 00),
m;(z,t) = m;(x,t) pe g x [0, 00),

(1.2.4)
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cu
ti(x,s) = tji(x, s)n;(x),
q(z, s) = qi(z, s)n;(x), (1.2.5)
mi(z, s) = mji(x, s)n;j(z),
unde n; sunt componentele versorului normalei exterioare la suprafata si ¥, X9, X3, X4, X5 Si X¢
sunt submultimi ale 052 pentru care are loc ¥ UXy = 33Uy = X5U¥g =00siX Ny =
Y3 Ny =25 NYNe =0.Inplus, @;,¢, T, q, ¢; sim; sunt functii date pe multimea corespunzdtoare.

Legea conservarii masei este [111]

d

— dv = 1.2.6

it ), V=0, (1.2.6)
ceea ce conduce la conditia de continuitate in forma

L podV) = 0 (127)

at - o

Energia internd pe unitatea de masd este notata cu e. Principiul conservarii energiei este [45]

/ (poé + potuil; + 1 pip;) dV = / poFii;dV +/ poM;p;dV +
Q Q Q

(1.2.8)
+/ tjmjﬂidA+/ mjinjébidA‘l-/ SdV+/ ginidA.
a0 a0 Q a0
Ecuatiile Cattaneo de conductie a caldurii sunt
4 + 710G = —KiTj, 4,5 =1,2,3, (1.2.9)

unde K;; este tensorul de conductivitate termica si 7y este timpul de relaxare. Acestea inlocuiesc
legea Fourier. Caputo a introdus derivata fractionara in raport cu timpul

3 B 1 Lof(n)
th(t)_r(l_ﬁ)/o et 0<A<1L (1.2.10)

in plus, ¢, energia liberd Helmholtz, se exprima in functie de energia internd si de functia entropie 7
si este definita astfel
¢=e—1n. (1.2.11)

Definim ecuatiile constitutive ale unui material termoelastic Cosserat in cazul fractionar astfel

¢ = ¢(&ij, 75, T, Ta),
e = e(éij,’yij, T, T,z)»

- (1.2.12)
n=n(Eij,%ij: T, L),
q = q(&ij,ij, T, Tyi),
unde
€ij = (1+ T’BD%B)EZ‘]‘ (1.2.13)
si 7 este un parametru constant numit timp de relaxare mecanica.
Energia liberd este [45]
- 1 - _ 1
p0¢(5ij7 Yijo 9) = §Aijmn€ij5mn + Bijmngij’)/mn + icijmn’}/ij’}'mn_
1 (1.2.14)
— Dij&:ije — Eij%je — 5692

unde T =70 + 6.
in expresia energiei libere, coeficientii de elasticitate satisfac urmatoarele relatii de simetrie

Aijmn = Amnij’ Cijmn = Cmnij’ Iij = IjZ (1215)
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1.2.2 Ecuatii constitutive

in aceasta sectiune vom scrie derivata in raport cu timpul a energiei libere in doua moduri : prin
intermediul ecuatiilor de miscare si a principiului conservdrii energiei pe de o parte si cu ajutorul
ecuatiilor constitutive ale unui material termoelastic Cosserat pe de alta parte. Astfel vom obtine
ecuatiile constitutive si ecuatia energiei pentru termoelasticitatea micropolara generalizata de ordin
fractionar. In plus, ecuatia energiei, expresiile entropiei si ale energiei libere conduc la 0 nous formu-
lare a legilor Cattaneo de conductie a caldurii.

Vom utiliza abordarea uzuala de derivare a ecuatiei energiei. Vom obtine astfel o formuld cu deformatie
de ordin fractionar.

Lema 1.2.1 Derivata energiei libere in raport cu timpul este reprezentata prin formula
pod = tijei; + mi¥ij + poQ + i — poIn — poT. (1.2.16)

Teorema 1.2.1 Ecuatiile constitutive ale teoriei generalizate a termoelasticitatii cu deformatie de or-
din fractionar pentru materiale micropolare sunt

tij = Az]mngmn + Bijmn'Ymn - Dlj9 =

58 (1.2.17)
= Aijmn(l + T Dt )5mn + Bijmn'Ymn - Dij97
ms; = Bmm’jémn + Cijmn’)/mn - Eije = (1.2.18)
= Bmm](l + T/BDtﬁ)Emn + Cijmn'}’mn - Eij67
pon = Dij€ij + Eijvij + 0 = (12.15)

= Dij(1 + 7°DP)es; + Eijyij + 6.

Teorema 1.2.2 In contextul teoriei termoelasticitatii generalizate cu deformatie de ordin fractionar
pentru materiale micropolare ecuatiile Cattaneo ale caldurii conduc la

0 0?
(KijT5) = (at t 055

0
+ Po <1 + Toat> Q.

) |:—T0Dij(1 + TﬂDtﬂ)éjij — EijTO")/Z'j — CTOT +
(1.2.20)



Capitolul 2

Studiul mediilor dipolare cu porozitate
simpla si dubla

2.1 Solutii ale problemei Saint-Venant pentru medii elastice dipolare po-
roase

Acest capitol este dedicat problemei Saint-Venant in contextul teoriei corpurilor dipolare poroase.
Considerdm un cilindru drept format dintr-un material neomogen si anizotrop. in ecuatiile de miscare
ale problemei, variabila axiald este privita ca un parametru. Rezultatul principal este descris de o clasa
de solutii semi-inverse ale problemei Saint-Venant in functie de problemele plane generalizate.

Acest studiu are aplicatii in domeniile care se ocupa cu materiale poroase, cum ar fi materiale geolo-
gice, materialele granulare solide, studiul oaselor umane si animale. Primele investigatii asupra ma-
terialelor cu goluri au fost publicate de Goodman si Cowin, care au pus bazele teoriei granulare [58].

2.1.1 Ecuatii de baza

Vom considera un mediu elastic poros si dipolar care este constituit dintr-un material anizotrop si
neomogen si care ocupd, la momentul de timp ¢ = 0, un domeniu regulat B al spatiului euclidian
tridimensional 3, sianume un cilindru drept de lungime L. Vom nota cu d B frontiera domeniului B si
cu Binchiderea lui B, B = BUJB, unde 0B este o suprafatd neteda pe portiuni. Miscarea corpului se
raporteaza la un sistem fix de axe carteziene Ox;, 7 = 1, 2, 3, care este ales astfel incat generatoarea
cilindrului sa fie paralela la axa Ox3 si planul 1 Ox2 sd contind unul din capetele cilindrului. Cu D(x3)
vom nota interiorul sectiunii transversale mdrginite care este realizata la distanta x3 de baza z1Ox».
Vom adopta o notatie tensoriald. Punctele din B se noteaza cu z; sit€[0, co) este variabila timp. Vom
utiliza conventia de insumare a lui Einstein pentru indici care se repeta. Un punct deasupra unei litere
desemneaza derivata in raport cu variabila timp ¢ si indicele j dupad o virgula indica derivarea partiala
in raport cu argumentul spatial x;. Toti indicii grecesti iau valori intregi (1,2), unde indicii latini iau
valorile (1, 2, 3). Vom considera ipoteze de regularitate pentru functiile considerate. De exemplu, vom
presupune ca suprafata 0B este suficient de regulatd pentru a aplica teorema divergentei.

Miscarea corpului va fi caracterizata cu ajutorul vectorului deplasare de componente u;, a tensorului
deplasare dipolara de componente ¢;;, si a functiei de distributie a volumului ¢, care in configuratia
de referinta este (. In continuare, vom utiliza functia de distributie a volumului o dat& de diferenta
0 =¢ = Po-

Utilizand procedura propusa de Green si Rivlin, vom considera o noua miscare care difera de miscarea
data doar printr-o miscare rigida suprapusd, definita de o rotatie de viteza unghiulara uniforma a cor-
pului rigid si presupunem ca pentru miscarea datd, toate caracteristicile corpului rdman neschimbate
de o astfel de miscare rigida suprapusa. Deducem urmatoarele ecuatii geometrice, care dau expresii

17
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ale masurilor de deformatie €;;, vi;, Xijx Si ¢; in raport cu variabilele de miscare

1
gij = 5 (g +uja) s %ij = Uji = Pijy Xijh = Piki> 9i = 0. (2.1.1)

in cazul in care corpul, in configuratia de referintd, nu este supus unor tensiuni, iar fortele masice
de echilibru sunt zero, consideram ca densitatea energiei interne este o forma patratica in raport cu
variabilele constititutive independente. Atunci din principiul de conservare a energiei putem deduce
ca densitatea energiei interne poate fi scrisa sub urmatoarea forma

1

1
U= icijmngijgmn + Gijmn£ij7mn + Ejmaninmnr + iBijmnVij/Ymn +

1
+DijmnrYig Xmnr + §Aijkmaniijmnr +ajjeij0 + ¢ijvijo + eprpXio +  (2.1.2)
1 1
+bijk€ijOr + dijrYij Ok + fijkmXijk®Pm + §pij¢i¢j + diop; + 5502-

In consecintd, vom utiliza urmatoarele ecuatii constitutive care descriu relatia dintre marimea ten-
siunii in functie de marimea deformatiei

Tij = C’L’jmnemn + Gmnij’)/mn + anrinmnr + ajjo + bijk¢ka
iy = Gijmnsmn + Bijmn’Ymn + Dijmanmnr + cij0 + dijk‘¢kv

Hijk = Fijkmngmn+Dmm’jk’Ymn"‘Aijkmanmnr+6ijk0'+fijkm¢ma (2.1.3)
>\i = bmniemn + dmni’)/mn + fmm“ianr + dia + pijd)ju
§ = —aij€ij — CijVij — €ijkXijk — §0 — dii.

Presupunem cd materialul din care este realizat cilindrul este neomogen intr-o sectiune transversala
a cilindrului, adica toti coeficientii constitutivi C; jmn, Gijmn, .. £ din (2.1.2) sunt functii care depind de
(.731, IQ), adica

Cijmn = Cijmn (1, 22) , Gijmn = Gijmn (21,22), ....,§ = & (21, 22)
In plus, au loc urmdtoarele relatii de simetrie pentru acesti coeficienti elastici
Cijmn = Ujimn = Cmm'ja Gijmn = Gjimna Ejmnr = Fjimm"a
aij = aji, biji = bjiks Pij = Pji- (2.1.4)

Fie n; componentele versorului normalei exterioare la suprafata 9 B. Atunciin fiecare punct regulat al
frontierei 0 B putem defini componentele tractiunii de suprafata ¢;, componentele cuplului superficial
ik Si tractiunea de suprafata de echilibru A prin

ti = (Tij + mij) N, fhik = Pijene, b= Xing. (2.1.5)

VVom nota frontiera sectiunii transversale cu 0 D. Astfel, frontiera laterald a cilindrului este 9D x [0, L].
In absenta fortelor masice, ecuatiile de echilibru in contextul elasticitatii corpurilor dipolare poroase
sunt (conform [65])

(7i +nij) j =0, pijig + 0k =0, (2.1.6)

Aii+s=0. (2.1.7)
Pentru ecuatiile (2.1.6) si (2.1.7) vom considera urmatoarele conditii la limitd laterale
ti=0, pjr =0, h=0pe dD x [0, L] (2.1.8)
si conditiile pe frontiera in capetele cilindrului
), H3jk = #ﬁ), A3 = b)) pe D(0),
2 e = 1y, s = h® pe D(L), (2.1.9)

1
t3; = tz(
t3i = £

unde ¢!V, ¢{? /,Lﬁ), ug?, h() si h(?) sunt functii date pe domeniul lor de definitie.

Q i
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Definitia 2.1.1 Numim problema Saint-VVenant pentru domeniul B, problema determinarii vectorului
deplasare w;, tensorului deplasare dipolara ;; si functiei de distributie a volumului o care satisfac
ecuatiile (2.1.6) si (2.1.7), conditiile la limita laterale (2.1.8) si conditiile pe frontiera la capete (2.1.9).

Utilizand procedura propusa de lesan si Ciarletta, vom deduce conditiile necesare si suficiente pentru
existenta solutiei problemei Saint-Venant, sianume

/ t§1>dA+/ tPda =o,
D(0) (L)

/ pidA + / piydA =0,
D(0) D(L)

/ 5z‘jkxjt](€1)dA + / 6ijkl'jtl(€2)dA =0,
D(0) D(L)

/ 5z‘jkﬂ€i,u§-1k)dA + / 5ijk$i,uﬁ,)dA =0.
D(0) D(L)

Relatiile (2.1.10) afirma ca pentru a ajunge la starea de echilibru a cilindrului, tractiunile pe bazele
cilindrului ar trebui sa aiba rezultanta zero si torsiunea zero.

(2.1.10)

Lema 2.1.1 Ecuatiile de echilibru (2.1.6) si (2.1.7) pot fi scrise sub forma
[(Cijmn + Gijmn) Un,m + (Gmm'j + Bz‘jmn) (Unm — Pmn) +
+ (Fmnrij + Dijmnr) €nrm + (a5 + ¢ij) 0 + (biji + diji) o] ; =0,
[Fijkmntinm + Dinijk (Ungm — ©mn) + Aijlmnr @nrn + €ije0+
+fijkma7m]7i + Gikmntmn + Bjkmn (Unm — ©mn) + (2.1.11)
+ Djkmnrnrm + Cjk0 + djgmom = 0,
[brmnitim,n + dmni (Unm = ©mn) + frnrinrm + dio + pijo 5] ; —
—ajju;j — Cij (Ui — pij) — €ijkPikg — o — dio; =0,

in domeniul B = D x (0, L).

Lema 2.1.2 Conditiile la limita laterale (2.1.8) pot fi scrise sub forma
Kciomm + Giamn) Un,m + (Gmnia + Biamn) (un,m - Somn) +
+ (anria + Diamnr) Pnrm + (aia + Cioe) o+ (biak: + diak) U,k] Ng = 07
[Fajkmnun,m + Dmnajk (un,m - Somn) + Aajkmm"@n’r,m + eajka+ (21 N 2)
+ fajkma,m] ng =0,

[bmnaum,n + dmna (un,m - (Pmn) + fmn'ra(/)nr,m +doo + paja,j] ng =0,
pedD x (0,L).

Lema 2.1.3 Conditiile pe frontiera la capete (2.1.9) pot fi scrise sub forma
(Cizmn + Gizmn) Un.m + (Gmniz + Bigmn) (Unm — ©mn) +
+ (Fonria + Dismnr) Prrm + (235 + i) 0 + (bizg, + dig) o = £ pe D(0),
Eigkmntnm~+ Dimnisk (tn,m = Pmn )+ Aigkmnr @nrm +€isk0 + figkm,m = Hﬁ) pe D(0),
brnaUm.n + s (Unm — Pmn) + Frnr3@urm + dzo + psjoj = K pe D(0),
(Cizmn + Gizmn) Un,m + (Gmniz + Bizmn) (Unm — ©mn) + (2.1.13)
+ (Franris + Dismnr) Onrm + (2i3 4 ¢i3) 0 + (bisg + digp) o = t,(l) pe D(L),
Figtmntn,m+Dmnizk (Un,m—Pmn) + Aiskmnr Onrm + €360 + fi3km m = Mﬁ) pe D(L),
bimnstm.n + dmn3 (Unm — Pmn) + frnrs@nr,m + dzo + psjoj = 30 pe D(L).
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In continuare vom nota cu (S-V) problema care este formata din ecuatiile (2.1.11), din conditiile la
limita laterale (2.1.12) si din conditiile pe frontierd la capete (2.1.13). In plus, vom presupune ca den-
sitatea energiei interne W, definita in (2.1.2) si asociata solutiei problemei la limita (S-V) este pozitiv
definita. Daca densitatea energiei interne W este pozitiv definitd, atunci problema la limita (S-V) are
o0 solutie unicd, pana la o deplasare rigida.

2.1.2 Rezultate principale

in articolele care abordeaza problema Saint-Venant este definitd starea pland generalizatd pentru
interiorul sectiunii transversale.

Astfel, vectorul deplasare u, tensorul deplasare dipolara ¢ si functia de distributie a volumului o de-
pind pe D doar de z; sSi
u; = u; (v1,%2) , pij = pij (¥1,22), 0 =0 (21,22), (T1,72) € D (2.1.14)
unde domeniul D C R? este o sectiune transversald a cilindrului considerat. In consecint, si celelalte
functii din problema (S-V) depind doar de x; si z2. Prin urmare, daca consideram marimile tensiunii,
au loc
Tij = Tij (T1,%2) , Mij = Nij (X1, 72) 5 Hijre = pijr (T1,2),
Ai = i (x1,12), s =s(21,22), (v1,22) €D
si daca notam cu U componentele vectorului deplasare u, tensorului deplasare dipolara ¢ si functia
de distributie a volumului o in domeniul D, adica U = (u;, 5, o), atunci ecuatiile constitutive (2.1.3)
pot fi rescrise sub forma
Tij(U) = Cijmaumpz + Ganij (Un,a - ‘Pan) + Fomrij@nr,oz + a0 + bijao',m
nij(U) = Gijmaum,a + Bijom (un,a - @om) + Dijomr@m",oa + cijo + dijao',om
Mz’jk(U) :Fijkmaum,a+Danijk (un,a - Qpan)+Aijkom7“§0m",oc+eijk0+fijkao,aa (21 A 5)
)\’L(U) = bmaium,a + dani (Un,oc - Soom) + fomri()onr,oc + diU + Dia0
S(U) = TajUja — Caj (uj,Oé - QOocj) — €ajkPik,a — §o — daa,a-
in continuare vom adapta problema (S-V) de mai sus pentru domeniul D si frontiera sa 9D la o pro-
blema pland. Vom nota cu (P-5S-V) aceasta problema pland, care constd in
- ecuatiile de echilibru
(Tia(U) + mia(U)) o + fi = 0, pajr,a(U) +njx(U) + g =0,

Aa,a(U) +s(U) +1=0pe D, (2.1.16)
unde f; = fi (x1, x2) sunt componentele fortei masice, gjr = g;i (x1, x2) sunt componentele fortei
masice dipolare sil = [ (x1, z2) este forta de echilibru externd;

- conditiile la limita
(Tia(U) + 1ia(U)) na = t;, tajk(U)na = mjg, Aa(U)ng = h pe 0D, (2.1.17)
unde ¢; sunt componentele tractiunii pe frontiera, 7z, sunt componentele cuplului tractiunii pe fron-
tierd si h este tractiunea de echilibru pe frontierd. Putem afla o altd expresie a problemei (P-S-V)
formata din (2.1.16) si(2.1.17) prin considerarea ecuatiilor constitutive (2.1.15). Prin urmare, ecuatiile
de echilibru sunt de forma
Fi(U) = [(Ciamp + Giamp) um,6 + (Gpnia + Biagn) (unp = ¢pn) +
+ (Fﬁnria+Dia5nr) (Pnr,5+(aia+cia) o+ (biaﬁ+diaﬁ> 0-,5]@ = _fia
Gjk(U) = [Fajemptim,s+Dpnajk (Un,g — ©sn) +AajksnrPnr.g+€ajk0 + fajuso sl , +
+ijmaum,a+Bjkcm (Un,a - @an) +DjkomrS0nr,o¢ +Cjko'+djka0',o¢ = —9jk, (2.1.18)
L(U) = [bmpatim,s + dgna (un,g = pn) + fonra®nrs + dao + papo sl , —

—aqjUja — Caj (Uja — Paj) = CajkPika — §0 — daT o = —I
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si conditiile pe frontiera devin

Ti(U) = [(Ciamp + Giams) um,g + (Ggnia + Biagn) (tn,g — pn) +

+ (Fgnria+ Diagnr) ¢nr g+ (2ia+cia) 0+ (biag +diag) 0 gl na = ti,

M (U) = [Fajkmptm,s+Dsnajk (Un,s—0n)+Aajisnr Pnr,st€ajnotfajepo glna=m;,
H(U) = brmpatims + dona (Ung — ©pn) + fonraPnr.s + da0 + paso gl na = h.

(2.1.19)

Presupunem ca functiile fi, gjx. L, &, i Si h satisfac, pe domeniul lor de definitie, conditiile nece-
sare de regularitate pentru existenta unei solutii a problemei plane de mai sus (de exemplu, cele din
articolul[53]).

Conditiile necesare si suficiente pentru existenta unei solutii a problemei plane sunt ca rezultanta si
torsiunea incarcarilor sa fie nule

/ fidA + / fids =0, / g3:dA + mg;ds = 0,

D oD D oD

/Egagxafﬁd/l—l-/ Egagxafgdszo, /EgaﬁxaggﬁdA—l—/ €3a8TaMm3ads=0. (2.1.20)
D oD D oD

Pentru a obtine o problema plana generalizata asociata sistemului de ecuatii (2.1.11) si conditiilor pe
frontiera laterale (2.1.12), vom considera ca ecuatiile de echilibru (2.1.11) sunt satisfacute pe dome-
niul plan D si conditiile la limita laterale (2.1.12) sunt satisfacute pe curba plana 9D, variabila z3 fiind
consideratd ca un parametru, z3 € (0, L). in consecintd, pe sectiunea transversald D a cilindrului
actioneaza o fortd rezultanta care are componentele

(Ri(U),R;x(U)), unde Ri(U):/D(Tgi—ani) (U)dA, Rjk(U)Z/D/.L3jk(U)dA, (2.1.21)
si un moment rezultant al tractiunii de componente
M;(U) = /D cin; (Tapma) (U)dA + /D oo (U)dA. (2.1.22)
Caz particular Din (2.1.22) deducem cd

Ma(U) = e3ap /fvﬁ (T33+133) (U)dA + €305 /$5M333(U)d14 -
D D
—x353a5/ (T35+7735) (U)dA—:L’g&‘;;ag/ /Jggﬁ(U)dA, (2.1.23)
D D

Ma(U) = e305 / Zo (135+135) (U)dA + 305 / vatizgs(U)dA.
D D

In urmatoarea teorema vom determina o conditie suficientd care permite exprimarea solutiei proble-
mei Saint-Venant in functie de starea plana generalizata.

Teorema 2.1.1 Daca U este o solutie a problemei Saint-Venant si forta rezultanta asociatd (R;(U), R i (U))
si momentul rezultant al tractiunii M3 (U) sunt independente de x3, atunci U poate fi exprimata in
functie de starea plana generalizata.

Urmatorul rezultat se obtine cu ajutorul rezultatelor din Teorema 2.1.1.

Teorema 2.1.2 DacdU este o solutie a problemei Saint-Venant astfel incat fortele rezultante (R;(U), R 1 (U))
si momentul rezultant al tractiunii M3 (U) sunt independente de x3, atunci M1 (U) si My (U) sunt de
asemenea independente de xs.
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Observatia 2.1.1 Considerand ca R, (U) este independent de x3, putem deduce prin calcul direct ca

/D To (133(U33) +133(U33)) dA = 0. (2.1.24)

In continuare vom aborda o clasa de solutii semi-inverse a problemei Saint-Venant, care pot fi expri-
mate in functie de starea planad generalizata.

Dupa cum sugereaza relatiile (2.1.30) si (2.1.31), vom considera acele solutii ale problemei Saint-
Venant care au proprietatea ca expresiile deplasarii u 3 si deplasdrii dipolare ¢ 3 se comportd ca o
deplasare rigida si functia de distributie a volumului o este independenta de x3.

Vom nota cu (S — V), clasa acestor solutii si cu U un element al acestei clase, U’ = (u”, ¢°,0%) €
(S — V)s. Luand in considerare (2.1.21)-(2.1.23), ajungem la concluzia ca

(Ra (), =0, (Rs (%)), = 0. (M (1)), =0. (2.1.25)

)

In cazul unei deplasari rigide si al unei deplasari dipolare rigide, deducem prin integrare directa ca

o_ 1 2
Uy, = _ia]a$3 — 63aﬂa4$6$3 + ’Uoz(xl)xQ)’

ug = (a1@1 + agws + a3) x3 + v3(21, 22),
1

Por = _§bak$§ — e3a8barrprs + Wok (1, T2), (2.1.26)
3 = (bira1 + boga + bsy) T3 + wak(21, 22),
0¥ = (z1,72),

pentruU® = (u%, ¢° ¢°) € (S—V),, unde a = 1, 2. Coeficientii a,, Si by, din (2.1.26) sunt constante
arbitrare, pentrum = 1,2,3,4sik =1,2,3. in plus, v, si w; sunt functii arbitrare independente de
xs, pentrui, k =1,2,3.

Daca inlocuim (2.1.26) 1n (2.1.3), vom determina componentele tensiunii in aceastd clasa de solutii, si
anume

735 (U°) = Cijss (a171 + asza + a3) — a1Cijasesap®s +
+Ejk33 (bigw1 + bogxa + ba) — barFijaszesaprs + 735 (U),
ij (UO) = Gij33 (@121 + a2x2 + a3) — a4Gija3esaprs +
+Dijks3 (bixr1 + bopa + b3k) — barDijassesaprs + 1ij (U),
pije (U0) = Fijrss (a121 + asx2 + a3) — aaFjjkasesapts +
+Aijkm33 (b1m®1 + bam@2 + b3m) — bam Aijkmasesapts + wijk (U), (2.1.27)
Ai (U%) = by (a121 + asws + a3) — asbiasesaptp +
+ fiksz (b1ikw1 + bagxa + bak) — bak fikazesasrs + Ai (U),
s (UO) = —ag3 (@121 + a2z2 + a3) — 4243630523 —

—es3k (bikw + bogwa + b3g) — bareasiesaprs — s (U).

Expresiile pentru 7;; (U), 1;; (U), pizr (U), A (U) si s (U) sunt cele din (2.1.15).
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Luand in considerare relatiile (2.1.27), ecuatiile de echilibru (2.1.18) devin

F(U0) =F (U) +
+[(Ciass+Giass) aprg+(Ciass+ Giass) a3 —as€3y8 (Ciays +Giars) Ts] , +
H(Fiakss+Diakss)bprsH FiaksstDiakss)bsk—bakesyp (FiakystDiakys)zs] ,=0,
Q?j (U) = Gij (V) + [Fijassaszs + Fijassas — a4€3y8Fijan38] , +
+ [Aijakssbsers + Aijakssbsk — baresysAijakyszs] , =0,  (2.1.28)
£0(U%) =£(U)+
+ [(b33a + d33a) agrs + (b330 + d33a) a3 — as€3y8 (b3ya + d3ya) x/g]@ +
+ [forssbsras + farssbsk — baresys faryszal , —
—a33a8Tg — a33a3 + A4€3,58y3T3 — €33kDrTs — €33kb3k + bare 3kEsyprp = 0,

care au loc in domeniul D. In plus, cu ajutorul relatiei (2.1.27), conditiile pe frontiera (2.1.19) devin

T (W) = T; (U) +
+[(Ciazz+Gias3) agrg+ (Ciass+Gias3) a3 —Q4E3+4 (Cmyg—l-Gicwg) xg] N+
H(Fiak33t+Diakss)baet sH FiaksstDiakss) bak—bakesys (Fiaky3tDiaky3)Ts] na =0,

M?j (UO) = M;; (U) + [Fijazsapzs + Fijaz3a3 — a1€3y5Fijay3rs] na + (2.1.29)

+ [Aijar33bprrs + Aijakssbsk — baresysAijakyats] Na = 0,

HO (U%) = H (U) +
+[(b330 + d33a) agzg + (b33q + d33a) a3 — asesyg (b3ya + daya) 8] N0 +
+ [far33bsrrs + far3sbsk — banesypfaky328] e = 0

care au loc pe suprafata 9D.
In acest fel, problema la limita definitd de (2.1.18) si (2.1.19) este inlocuita de problema la limita de-
finitd de (2.1.28) si (2.1.29).

Luand in considerare conditiile (2.1.20), deducem ca toate conditiile necesare si suficiente pentru ca
problema la limitd (2.1.28) si (2.1.29) sd aiba o solutie U = (u;, ¢, o) sunt indeplinite pentru orice
as, s =1,2,3,4sibgr, s=1,2,3,4, k=1,2,3.

In continuare vom considera trei forme particulare ale problemei la limita (2.1.28) si (2.1.29), sianume
cazurile a; = 0;5,a4 = 05i by, = 0;5, bar, = 0, unde j este numarul problemei particulare. Solutiile

corespunzatoare vor fi notate cu U®) = (uz(-s), @E;),J(5)>, s = 1,2,3.1n plus, vom nota cu U® =

7 1]

1,2,3, a4:1$ibik:0, 1=1,2,3, by = 1.

(u(4), <p(4), 0(4)) o solutie a problemei la limitd (2.1.28), (2.1.29) in cazul particularin care a; = 0, i =

7 )

Astfel, functiile U(*) = (u(S) @Ej), a(s)) , s = 1,2, 3, 4 satisfac ecuatiile

7 <U<S>) + 1% =0, G; <U<S>) +gl) =0, L <U(5)) +1¥) =0 in D, (2.1.30)

si conditiile pe frontiera

7o (U9) =7, g,y (U9) = i1, £ (U9)) = L) pe oD (2.1.31)

1]
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in (2.1.30) si(2.1.31) am utilizat notatiile

fi(ﬁ) = [(Ciass + Giass) ¥ + (Fiakss + Diakss) Okpas] ,

£ = [(Ciass + Giass) + (Fiakss + Fiakss) Ok o »

1Y = = [e315 (Cians + Gians) 75 + €398 (Fiakys + Diakys) Ok3] 0
97 = [(Fijasaas + Asjarssbor) 28] » 953 = (Fijaaas + Asjarssbsr)
91‘(]') = — [e348 (Fijays + 03k Aijakys) 28] ,

1) = [(bass + dass) T3 + farssOrars] , — (ass + exssdks) 15,

1(3) = [(ba33 + da33) + fak335k‘3],o¢ - (8.33 + ek336k3) ’

l(4) = — [537B (b37a + d37a + fak’y?;) xﬁ]@ + €348 (a'yS + e'y3k5k3) 3 (2'1'32)
Ti(ﬁ) = — [(Ciazz + Gia33) 5 + (Fiakss + Diakss) 0xpxa] Na,
TNZ»(?') = — [(Cias3 + Gia33) + (Fiakss + Fiarss) 0k3] nas

~ (4
CTZ( ) = [6376 (CioryS + Gia'yS) T + €348 (Eak'y?) + Diakfy?)) 5/@3375] Na,
~ ~ (3
Mi(f) = [(Fijas3a8 + Aijak3sbsr) £g] Na, Mi(j) = (Fija3303 + Aijak3sbsk) Nas

Mi(f)z (€345 (Fijors + 03k Aijaky3) 28] Ny L= —[(bazs +da3s) 25+ fakasdkss] s

E(?)) = - [(ba33 + da33) + fak335k3] Na, -Z(4) = [53'\/5 (b3’ya + dS'ya + fak73) ‘Tﬁ] Ng.

Daci U®) sunt solutiile problemelor de mai sus, atunci putem scrie
4
U=> aU®), (2.1.33)
s=1

deoarece toate problemele formulate mai sus sunt liniare. Prin urmare, dacd W° = (u°, °, o) este
o solutie din clasa noastra, W° € (S — V), atunci are loc

4
=3 oW, (2.1.34)
s=1

unde componentele solutiilor sunt definite de

1
ulf) = —§x§5a5 + 0, u:(f}) =373 + v:(f}), ul® = o),

uég) = x5+ U( ) (4) = £38aT3T3 + 0(4)’ uz(;l) — U§4)’
1
8023) = _51‘3504/3 + wé@a ‘Pg:%) = Zpx3 + wi(%g)’ ‘PS)?)) - S?’ (21.35)

3 3 4 4
P =+ iy, whd = e3satps Wiy, Py = Wiy -

Potrivit relatiilor (2.1.34) si (2.1.27), componentele tensiunii devin
i (W) = S rms (W) (W) = 3 (W)
ik (W(O)) = ;armjk (W(T)) (W(O)) Za i (W(T)) (2.1.36)
4
0)) — (r)
s (W ) ;ars (W ) ,
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unde
7ij <W(°‘)> Cijsta + Fijassds3ta + 7ij (u<a>) ,
7ij (W<3>> Cijas + Fijpsadas + i (u<3>> ,
) = —€3apCija3Tp — €3y8Lijiy30K3T5 + Tij (U(4)) :
i (W) = Guiggra + Dijpssdasea +miy (UC))
Nij (W(3>> Gijzs + Dijp330p3 + i (U(3)) :
Tij (W(4)) = —€30pGija3ts — €3y5 Dijky30k37p + Nij (U(4)) ;
) Fijk33ta + Aijrszadssta + tijk (U(a)) :
ik (W(?’)) = Fijrss + Aijrp30ps + Hijk (U(?’)) ; (2.1.37)
gk W(4)> = —€305Lijka3Tp — 378 Aijhmy30m3Ts + Hijk (U(4)> :
= byia + fismsdasva + N (U))

= bszi + fips30ps + A (U( )),

s (W) = —agara — esapdpara +s (V)
) = —ass — eazadas +5 (UP)
s (W®) = esapanszs + espesppdnars + s (VD)
Din relatiile (2.1.30), (2.1.36) si (2.1.37) se poate deduce ci
oty o (W) + 0, 0 (W) =0, pragi, 0 (W) + 50 (W) =0,
Moo (W) 45 (WD) =07 D. (2.1.38)
in mod similar, din relatiile (2.1.31), (2.1.36) si (2.1.37) se poate deduce ci
Toi (W(S))na—i—nai (W(S)>na:0, uajk(W@))na:o, Ao (W(S)>na:0 pe OD. (2.1.39)

Luand in considerare relatiile (2.1.22), (2.1.36), (2.1.38) si (2.1.39), obtinem urmatoarele doua ecuatii

4
o (W) / Z 7o (W) + g0 (W) @4 —
- /D SZ:; { l‘a7'3ﬂ W s )} 5 + [xa%g (W(S))} ,ﬁ} dA =0, (2.1.40)

_ / iuw (W) da - /Dé [0 pg (W) _dA=0. (2141)

Seobservd cddaca (u’, ¢, o) este o solutie din clasa noastrd, adica (u’, ¢°, o) € (S—V)s, atundi,
prin utilizarea notatiilor

Css= /D[Tsza (W(S)> +733 (W(S))} dA,Cgs= /Dﬂfﬁ [733 (W(S)) +733 (W(s))} dA,

Cys = / €308%a [735 (W(S)) + 138 (W(s)ﬂ dA, s=1,2,3,4
D
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obtinem

4

Ry (W) = 24:@5035, M (W) = isgaﬁascﬁs, My (W) =3 a,Cus.
s=1

s=1 s=1

2.2 0O generalizare cu deformatie de ordin fractionar pentru medii termoe-
lastice dipolare cu dubla porozitate

Aceastd sectiune continua studiul materialelor termoelastice dipolare, care sunt un caz special al me-
canicii mediilor continue multipolare. Aceastd teorie permite considerarea unei structuri cu dubla po-
rozitate : 0 macroporozitate asociata porilor din material si o microporozitate care consta in fisurile
din scheletul poros. Construim un model matematic pentru materiale dipolare care au o structura du-
blu poroasa prin considerarea unei relatii Duhamel-Neumann intre tensiune si deformatie de ordin
fractionar. Conductia termica este descrisa de ecuatiile lui Cattaneo. Obtinem astfel ecuatiile consti-
tutive ale teoriei liniare a termoelasticititii cu deformatie de ordin fractionar. in final, consider&m cazul
izotrop in conditii de deformare pland pentru a realiza simuldri numerice pentru probe de cupru poros.

2.2.1 Preliminarii

Inaceastd sectiune studiem un mediu termoelastic dipolar cu dubli porozitate care ocup& un domeniu
marginit 2 al spatiului euclidian tridimensional R? cu frontiera 99 de clasa C'1. Inchiderea lui 2 se
noteaza cu 2.

Miscarea corpului este descrisa de vectorul deplasare u = (u;)1<i<3 Si de tensorul dipolar ¢ =
(¢ij)1<i,j<3. Cel de-al doilea apare deoarece presupunem [172] ca fiecare punct material este un mi-
cromediu care are un microvolum €. In cadrul acestui microvolum, pozitia este definit3 in raport cu un
nou sistem de axe Oz, care sunt paralele cu axele Oz;, respectiv sia cdror origine este fixatad in centrul
de masi al microvolumului si se mutd odat3 cu deplasarea ;. in cadrul lui €’ se defineste un vector
microdeplasare u; care, in cel mai simplu caz, este o functie liniara de pozitie in cadrul microvolumu-
|ui. Intrucat deformarea mediului este presupusd omogena [1712], are loc wi (i, ), ) = 270 (2, 1),
unde partea simetricd a tensorului ¢;; = u;z, este microdeformatia mediului, iar partea sa antisime-
trica este microrotatia mediului.

Presiunea datorata porilor este reprezentata prin functia ¢ si presiunea datorata fisurilor este carac-
terizata prin functia 1.

Ecuatiile de miscare pentru un mediu termoelastic dipolar cu dubla porozitate sunt [64], [94]

(tji +mji)j + poki = poti; In 2 x (0, 00)

. (2.2.1)
Pijki + Njk + poMjr = Ipsdjs TN x (0,00)
Ecuatia fortelor echilibrate este [94]
oii+ &4 poG = k19 in Q2 x (0,00
1,0 5 P0 190 ( ) (222)
Tii + C+ poLl = ka1 in Q x (0, 00)
Variabilele din ecuatiile de mai sus au interpretdrile fizice descrise in Tabelul 2.1 si Tabelul 2.2.
In contextul teoriei liniare, ecuatia energiei este [94]
P11 = qii + po@, N Qx (0,00). (2.2.3)

Utilizam notatiile

ti i= (tji + nji)nj, fhjk = PijkNi, O i= 03N, T i= Ting, q := q;n; pe 051, (2.2.4)
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Tabelul 2.1 — Interpretare fizica

tij componentele tensorului de tensiune Cauchy

Nij componentele tensorului de tensiune relativ

Lijk componentele tensorului de tensiune dublu

£0 densitatea constantd a mediului in configuratia de referinta

Iy coeficientii de microinertie

F; forta masica pe unitate de masa

Mj,,  forta masicad dipolara pe unitate de masa

o vectorul tensiune echilibrata asociata porilor

T vectorul tensiune echilibrata asociata fisurilor

13 forta masica echilibrata intrinseca asociata porilor

¢ forta masica echilibrata intrinseca asociata fisurilor

G forta masica echilibrata extrinseca pe unitate de masa asociata porilor
L forta masica echilibrata extrinseca pe unitate de masa asociata fisurilor

k1, ko coeficientii inertiei echilibrate

Tabelul 2.2 — Interpretare fizica

u;  componentele campului vectorial deplasare
¢;; componentele campului tensorial dipolar
presiunea din pori

presiunea din fisuri

temperatura

vectorul flux de cdldura

entropia

sursa de cdldurd pe unitate de masa

sursa de cdldura pe unitate de volum, S = poQ@

iR SRS

NO= R

unde n; sunt componentele versorului normalei exterioare la suprafata.
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Tensorul de deformatie ¢;;(u) (macrodeformatia), tensorul de deformatie relativa «;; (u, ¢) si tensorul
de pantd a microdeformatiei x;;(¢) asociate cu u si ¢ sunt definite prin intermediul urmatoarelor

ecuatii

2ei5(u) = wij +wji,  kij(u, @) = uji — iy, Xijr(@) =

care sunt numite ecuatii geometrice.

La sistemul de ecuatii de mai sus se adauga urmatoarele conditii initiale

wi(z,0) = uf(x),  ai(z,0) = uj(z),

¢ij(,0) = ¢?j($)v éij(%O) = @13‘(37)7
p(2,0) =¢"(2), @(2,0) = (2),
U(@,0) = ¢°(x), P(x,0) = ¢! (x),
T(x,0) =To(x), =€

si conditii la limita
ui(z,t) =i, dij(a,t) = by,
pr,t) =@, P(x,t) =1,
T(z,t) =T, (x,t) €N x (0,00).

in(2.2.6)si(2.2.7) uf,up, 0, b, @0, 0t 0, Wt Ty si i, ¢ij, , ¥, T sunt functii cunoscute.

(2.2.5)

(2.2.6)

(2.2.7)



28

Definitia 2.2.1 Se numeste solutie a primei probleme la limita cu date initiale, in contextul termoelasticitatii
dipolare cu dubla porozitate, o multime ordonata (u, ¢, @, 1, T') care satisface sistemul de ecuatii de
baza (2.2.1), (2.2.2), (2.2.3), conditiile initiale (2.2.6) si conditiile la limita (2.2.7) in cilindrul © x (0, co).

Observatia 2.2.1 O alta posibilitate este considerarea celei de-a doua probleme la limita cu date

initiale, care consta in inlocuirea conditiilor la limitd (2.2.7) prin conditiile la limita

t
t)y=¢o, 7(x,t)=T, (2.2.8)

undet;, fijk, 0, T $Iq sunt functii cunoscute.

Legea de conservare a masei este [1711]

d
— dV =0 2.29
o on ( )

de unde se poate deduce conditia de continuitate in forma

d
7 (podV) =0. (2.2.10)

Energia internd pe unitatea de masd se noteaza cu e. Principiul conservdrii energiei este [94]
/Q(Pomili + Inshjndys + K193 + rgt)) dV + /oné dV =
= /Q(PoFiiLi + poMrdjk + poGp + poLih + S) dV+ (2.2.11)
+ /m(tmi + ki + 0P + T+ q) dA.

Ecuatiile Cattaneo de conductie a caldurii sunt

qi +10q; = —Ki;T;, 1,j=1,2,3, (2.2.12)

unde K;; este tensorul de conductivitate termica si 7y este timpul de relaxare. Aceste ecuatii inlo-
cuiesc legea lui Fourier.

Caputo a introdus derivata fractionara in raport cu timpul

1 Lof(r)
D;/f(t)_r(l_v)/o(t_ﬂvdv-, 0<~<1. (2.2.13)

Energia libera Helmholtz ¢ se exprima in functie de energia interna si de functia entropie si este de-
finita astfel
p=e—"Tn. (2.2.14)

Propunem urmadtoarele ecuatii constitutive pentru un material termoelastic dipolar cu dubla porozi-
tate

¢ = O(Eijs Kigy Xijhs P> Pis s 0.0, T, Tii),
e = e(Eij, Kijs Xijks s L.in V> 00, T, Ti),
N = n(Eijs Kijy Xijhs P> Pis s iy T, Thi),
q = q(Eij, Kig, Xijhs 0, i s 0,0 T, i)

(2.2.15)



2.2. MEDII DIPOLARE CU DUBLA POROZITATE 29

unde

ENZ'j = (1 —i—T’yDz)Eij (2.2.16)
si T este parametrul de relaxare mecanica.
Inegalitatea Clausius-Duhem este indeplinita daca ¢, n nu depind de T';.

Energia liberd poate fi reprezentatd astfel [21]
- 1 - -
Po®(Eijy Kijs Xijks @ P.ir 0,04, 0) = §Cijmn5ij5mn + Gijmn€ijkmn+
+ -Fijmnréinmm" + §Bijmn’iij/€mn + Dijmnr”inmnr'}_

1 - - -
+ iAijkmnTXiijmnr + Aij€ijp + Bijijth — qiéijt + Cijrijp+ (2.217)
+ Dijkijh — Bijkiit + EijkXijee + FijkXijk¥ — YijeXijk0+

1 1 1 1
+ 3% P.i P +bijp i+ §Cij1/1,z‘¢,j + 5041<P2 + §O¢2¢2 + azp—

1
— Y198 — 2900 — 5692
undeT =Ty + 6.

In expresia energiei libere, coeficientii caracteristici materialului considerat sunt functii de clasa C'*(Q)
si satisfac urmdtoarele relatii de simetrie

Cijmn = Cmnij = Cjimna Bijmn = anija Gijmn = Gjimny

Ejmnr = Fjimn’r, Aijkmm" = Amnrijkv Aij = Aji7 (2218)

Bij = Bji, aij = aji, Cij = Cji,  Qhj = Qi

Functiile utilizate sunt considerate suficient de netede.

2.2.2 Cazul anizotrop

Lema 2.2.1 Derivata energiei libere in raport cu timpul este data de urmatoarea formula
pod = (tji + Mji)ij + MijrPiki — Njkbj + 0105 — Ep+

S . , (2.2.19)
+ 7tpi — QY+ qii + po@ — ponT — poT).

Teorema 2.2.1 Ecuatiile constitutive ale teoriei termoelasticitatii generalizate cu deformatie de ordin
fractionar pentru materiale dipolare anizotrope cu dubla porozitate sunt urmatoarele
tij = CijmnEmn + GijmnEmn + Fijmnr Xmnr + Aije + Bijb — a0 =
= Cijmn(1 + 77 D])emn + Gijmnbmn + Fijmnr Xmnr+ (2.2.20)
+ Aijp + By — 50,
Nij = Gunij€mn + Bijmntmn + DijmnrXmnr + Cij + Dijih — B;;0 =
= Gmnij(1 + 77 D) )emn + Bijmntimn + Dijmnr Xmnr+ (2.2.21)
+ Cijp + Dijyp — Bi;0,
tijk = Frmijk (1 4+ 77D} )emn + Dnijkbmn + Aijlemnr Xmnr+ (2.2.22)
+ Eijie + Fijpth — vigi0,
Si
£ =—Aij(1+77D])eij — Cijkij — Eijixijr — o1 — azp + 710,
¢ = —Bij(1 +17D])eij — Dijrij — Fijixijr — a2t — azp + 720,
0; = ;0.5 + bij j, (2.2.23)
Ti = bjipj + cijib
pon = aij(1 + 77D )eij + Bijkij + YijrXijk + 119 + 721 + ab.
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Teorema 2.2.2 In contextul teoriei termoelasticitétii generalizate cu deformatie de ordin fractionar
pentru materiale dipolare cu dubla porozitate, din ecuatiile Cattaneo ale caldurii se deduce urmatoa-

rea formula )
0 0
(KiTj)i = — < + 70

ot 8t2) [Tocijésj + ToBijrij+

(2.2.24)

0
+ TovijrXajk + Tovie + Toye + aToT] + po (1 + Toat> Q.

2.2.3 (azulizotrop

Pentru realizarea unor simulari numerice reducem problema termoelasticitatii dipolare cu dubla po-
rozitate la cazul izotrop. Consideram expresia energiei libere (2.2.17). in cazul unui material izotrop cu
simetrie fata de centru numarul coeficientilor independenti se reduce semnificativ si se poate consi-
dera cad tensorii izotropi de rang impar sunt zero. De aceea consideram ca Fijmnr, Dijmnr, Eijks Fijk
si ;1 se anuleaza. Astfel obtinem

Cijmn = A0ij0mn + p10im0jn + H20in0jm, (2.2.25)
Gijmn = glfsij(smn + 925im5jn + 935in5jm7 (2226)
Bijmn = b10i§0mn + b20im0jn + b30indjm, (2.2.27)

Ajjkmnr = 010ij0kmOnr + a20ij0kn0rm + 3050k Omn + @40 jk0im Onr+
+ a55jk6in5rm + a65jk5ir5mn + a75ki6jm5nr + a85ki5jn6rm+

(2.2.28)
+ a90ki0jrOmn + a100im0jn0kr + a110jmOknOir + A120km0indjr+
+ a130im0jrOkn + 0140 jmOkrOin + A150km0irOjn,
Aij = dldij, Bz'j = dg(sij, Oéij = Otdij, Cij = d35ij, Dij = dézj, (2.2.29)
Bij = Bdij, aij = dsbij, bij = ds6;5, cij = debij, Lrs = I0ps, (2.2.30)

unde d;; este simbolul lui Kronecker. Utilizand relatiile (2.2.18), simetriile Cyjmn = Cmnij = Cjimn
implicd 1 = po = p, simetriile Gijmn = Gjimn IMplica g2 = g3, iar simetriile A;jxmnr = Amnriji
|mp||cé a] = ag, a2 = a9, a5 = ay $I ail = ai2.

Teorema 2.2.3 Ecuatiile constitutive ale teoriei termoelasticitatii generalizate cu deformatie de ordin
fractionar pentru materiale dipolare izotrope cu dubla porozitate sunt

tpg = Aiidpg + 2UEpg + G10pghnn + G2Kpg + Gokgp + d10pgp + dadpgh — adpel, (2.2.31)
Mpg = glén'cqu + 2g2§pq + blliii(qu + bzfﬂpq + b3l€qp + dg(qu(p + dcqu’l/} — ﬁépqe, (2.2.32)
Hpqgr = a1 (Xiipéqr + Xrnn(qu) + QZ(Xiiq(;pr + ermépq) + 013Xii7“((5pqﬁL

+ a4kak:5qr + CLS(quk(Spr + memfsqr) + CLSXiqi(;pr + a10Xpgr+ (2.2.33)
+ all(erq + erp) + a13Xprq T A14Xqpr + @15Xrgp>

€ = —(d1€i; + d3ki; + ar1p + agp — 716), (2.2.34)

¢ = —(do&si + dry + ) + azp — 720), (2.2.35)
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o; = dyp; + ds), (2.2.36)
Ti = dsp i + det) 4, (2.2.37)
pon = Qi + Brii + 119 + 2t + ab. (2.2.38)

Inlocuim formulele de mai sus in ecuatiile (2.2.1) si (2.2.2) pentru a obtine urmatoarele ecuatii in
functie de u, ¢, ¢, ¥ si 6 in cazul izotrop.

Lema 2.2.2 Ecuatiile satisfacute dew, ¢, p, 1 sif in cazul termoelasticitatii generalizate cu deformatie
de ordin fractionar pentru materiale dipolare izotrope cu dubla porozitate sunt

(1t + 292 + ba)ugpp + (A + p+ 291 + 292 + b1 + b3)up gpt

+ (1 + 92)7" Dfugpp + (A + i+ g1+ 92) 7" D upgp — (91 + b1)Ppp.g—
— (92 + b2)pgp — (92 + b3)Pgpp + (d1 + d3)p g + (d2 + )b g~
(ot B)0g + poFy = poily,

(2.2.39)

a1Gip,ipOqr + @1Pnnrq + 02Giqir + a2Prmmq + a3Giriq + A4Pkk ppOgr+
+ a5Pkk,gr + A5Ppm,mpOgr + 8P ir + A10Pgrpp + 11 Ppg,rpT

+ a11Prp.gp + A13Prgpp + A14Ppr.gp + A15PgprpT

+ g1 (1 + 77D )i idgr + g2(1 + 77 DY) (ugr + tr )+

+ b1(us; — ii)0gr + b2(Urg — Pgr) + b3(Ugr — brq) + d3dgr+

+ dbgrp — 8640 + poMyr = 194y,

dap i + dstp i — (di + d3)u;; — diT" D} w; ; + dsdii — a1p — agp+
+ 710 + poG = K19,

(2.2.40)

(2.2.41)

ds i + detii — (da + d)u; i — dom" D wi; + dopii — aeth — ago+

- (2.2.42)
+ 720 + poL = ka1p.
in continuare, simplificdm modelul matematic prin considerarea acestor ecuatii in conditiile de de-

formare plana, la fel cain [112]. In acest caz, au loc [112], u3 = v}, = 0 si 8%3 = 85, = 0, ceeace
3/

conduce laes; = €i3 = 0, ¢35 = ¢i3 = 0, k35 = K3 = 0, X355 = Xw3j = Xwiz = 0, ti3 = 13, = 0
pentrui = 1,2, intimp ce t33 # 0,m;3 = 135 = Opentrui,j = 1,2, iar n33 # 0, pp3j = priz = 0
pentrui,j, k = 1,2, iar ugs3 # 0 pentru k = 1, 3. in general [112], doar sase variabile independente
sunt diferite de zero : uy, ug, ¢11, P22, P12 Si P21. Consideram ca F; = 0, My, =0,G =0si L = 0.

in continuare considerdm problema deformarii plane (biaxiale) a unei probe dreptunghiulare dupa
modelul din [1712] pentru 7 = 0 si pentru starea de echilibru din elasticitatea dipolara izotropd cu
dubla porozitate.

Teorema 2.2.4 (Solutia exacti in cazul izotrop) In cazul stationar al elasticitatii dipolare izotrope cu
dubla porozitate siin conditii de deformare plang, solutia exacta este

1 ~
up = Z(b2 + b3)2(_2a3d1d2 + oqd% + a?))/\ + a2(d% — Ny, (2.2.43)
1
uy = —— (b + b3)(—2as(by + b3)didy + ay(by + b3)d5+

A
+ a2 (—4g3 + (ba + b3)(A + 2u))+ (2.2.48)

+ag(4a1gs + (df — ar(A + 2p)) (b2 + by )Eas,
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1 -
$11 = Z(b2 + b3) (b2 + b3 + 2g2)(—2a3dida + a1d3 + a3\ + az(df — an\)) s, (2.2.45)

1
P22 = _Z(b2 + b3 + 2g2)(—2a3(bg + b3)dyda + oy (by + b3)d3+

+a3(—4g3 + (b2 + bs) (A +21))+ (2.2.46)
+ az(dangs + (di — ar(A+2u)) (b2 + bs)))ia,
1 .

@ = ——(ba + b3)(aad; — agda)ts, (2.2.47)

241

1 -

) = ——— (b2 + b3)(a3dy — a1da)ts, (2.2.48)

241

unde
Ay = —2a3(by + b3)dida + a1 (ba + b3)d3+
+a3(—293 + (ba + b3) (A + 1))+ (2.2.49)
+az(20195 + ba(df — a1 (A + p)) + b3(df — ar(A + ),

A = 4(2g5 — (by + b3)u)A1. (2.2.50)

2.3 Simulari numerice pentru medii termoelastice dipolare cu dubla poro-
zitate

in aceasta sectiune studiem din punct de vedere numeric solutia sistemului de ecuatii cu derivate
partiale asociate teoriei termoelasticitatii dipolare cu dubla porozitate in cazul izotrop. Scriem for-
mularea variationald si introducem aproximari discrete utilizand metoda elementului finit pentru a
aproxima domeniul si schema lui Euler implicita pentru a discretiza derivatele de ordinul intai in ra-
port cu timpul. Cu ajutorul acestor algoritmi, realizam simuldri numerice pentru a arata comportarea
solutiei. In acest sens, utilizim programul specializat FreeFem++. Rezultatele din aceastd sectiune
sunt cuprinse in lucrarea [24].

2.3.1 Modelul matematic care se discretizeaza cu ajutorul metodei elementului finit

\Vom studia comportamentul unui corp care se supune urmatoarelor ecuatii de miscare pentru vec-
torul deplasare, tensorul de microdeformatii, presiunea din pori, presiunea din fisuri si temperatura

(tji +n5i).j + poks = potiis,

Wijki + ik + po Mk = Iksjs,

oii + &+ poG = K19, (2.3.1)
Tii+ C+ poL = Ko,

poTon = qii + po@
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in © x (0, 00). Mai jos sunt ecuatiile constitutive in forma izotropa [26]

tpg = A€iiOpq + 21€pq + 910pghinn + g2kipg + g2kgp + d1dpgp + dadpgth — Adpgd,
Npg = 91€ii0pq + 2926pq + D1Kii0pg + bakipg + b3kgp + d30pgep + dopgth — Bopgl,
pgr = a1 (XiipOqr + XrnnOpq) + a2(XiiqOpr + XmrmOpg)+
+ a3XiirOpq + a4XpkkOqr + a5(XqkkOpr + XmpmOqr) + asXiqiOpr+
+ a10Xpgr + @11 (Xrpg + Xqgrp) + @13Xprq + @14 Xgpr + @15 Xrgps
£ = —(digii + dgkii + a1 + azp — 16),
¢ = —(dagi; + dki; + agth + asp — y20),
o; = dap,; +dst,
T = dsp,i + det,
pon = agq; + Bri; + Y10 + Y29 + ab.

(2.3.2)

In expresiile de mai sus, am utilizat urmadtoarele relatii geometrice

2ei5(w) = i + ujy,
Kij(u, @) = uj; — ¢ij, (2.3.3)
Xijk(®) = Djki-
Variabilele independente din sistemul de ecuatii cu derivate partiale satisfac urmatoarele conditii
initiale
i

¢ij(x,0) = ¢ij(x>7 @'j(iﬂ’o) = (bzlj('r)7

ui(z,0) = ud(z), (x,0) =u(z),
0

@z, 0) = (2), (2.3.4)

(z)
1/}(3370) = ¢O(aj)) ¢($,0) = ¢1($)a

si conditii la limita
uz(‘r’t) :Oa qblj(xat) :07 So(x?t) :Oa

Wlz,t) =0, Oz, t)=0, (z,t)€ 0 x(0,00), (2.3.5)

unde uy, uj, 9%, dis 07, ', 90, 41, 6° sunt functii date.

2.3.2 Formulare variationala

Pentru a realiza simulari numerice, este necesara formularea variationala corespunzdtoare sistemu-
lui de ecuatii cu derivate partiale. Aceasta se obtine prin inmultirea ecuatiilor cu functii test adecvate,
prin integrarea pe €2 si prin utilizarea teoremei divergentei. Vom studia intregul sistem, aceastd abor-
dare fiind necesarain FreeFem++ pentru aimpune conditiile la limita adecvate. Spatiile pentru solutie
si pentru functiile test vor fi specificate in cele ce urmeaza.

VVom scrie formularea variationald pentru u; corespunzdtoare sistemului de ecuatii (2.3.1);

/onﬁpzpdv + /Q {N+ g1)uiizpp + (1 + g2) (Up,g + Ugp)2gpt
+ (gl + bl)ui,izp,p + (92 + b2)uq,pzq,p + (92 + bS)up,qzq,p} dV =
= /onszpdV + /89(% + Npg) 2qnpd A + /Q {(g1 + b1)Piizp p+

+ (92 + b2) Ppgzqp + (92 + b3) Pgpzqp — (d1 + d3)p2pp—
—(dg + d)tzpp + (0 + 5)021771)} dv.

(2.3.6)
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In formularea de mai sus, z(x) este o functie suficient de neteda si satisface conditii la limita omo-
gene.

Luand in considerare rezultatele de existentd si unicitate, alegem conditii la limita nule pentru w;.
Astfel, nu avem deplasare la frontierd, este fixata. Daca in loc de conditii la limita Dirichlet omo-
gene alegem conditii la limita Neumann neomogene, atunci inseamna ca este aplicatd o forta de
suprafatd externd. La fel ca in [50], alegem spatiul [HZ ()] pentru functia test si definim Q,, =
L? (0, T; [HF ()]?).

In continuare, scriem formularea variationald pentru ¢;;, cu functia test ¢ () suficient de neteda

/ Iéqr@qrdv + / (alﬁbip,i@qq,p + a1¢nn,r¢pr,p + a2¢iq,i$0qp,p+
Q Q

+ a2¢rm,m<ﬂpr,p + a3¢z’r,z’80pr,p + a4¢kk,p(/7qq,p + a5¢kk,q§0qp,p+
+ a5Ppm,mPaq,p + a8Pqgi,iPap,p + A10Pgr,pPar,p + A11Ppg,rParpt+
+a11Prp,gParp T A13Prq.pParp + A14PqrpPprg + A15PgrpPap,r) AV +

(2.3.7)
+ /g; (blqsiicpqq + bQ¢qT‘qu + bS(z)rqSqu) dv =

= / PpqrPgrnpd A + / [91%i,i0qq + 92(Ugr + Urg)Pgr + b1 iPgq+
o0 Q
+boty g Pgr + b3Ugrpgr + d3ppeq + dibpeq — BOpqeq] AV + / poMgrpgrdV.
Q

Alegem spatiul [H3(2)]**® pentru functia test si definim Qg = L? (0, T; [H3(Q)]**3).

in continuare, consideram formularea variationald pentru cAmpurile care descriu modificarea porozitatii
din ecuatiile (2.3.1)3 si (2.3.1)4, lafel cain [74]. In acest sens, definim urmadtoarele produse scalare

a(p, w) :/ (dapw; + arpw) dV,
Q0 (2.3.8)

b(v,w) = /Q (e jw i + agypw) dV.

in expresiile de mai sus, functiile w(z) si w(x) sunt suficient de netede.

La fel cain [74], notdm cu spatiul Hilbert H,,($2) inchiderea multimii de functii w € C*(Q) in norma
generata de produsul scalar a(p, w) din (2.3.8);. In mod similar, notam cu spatiul Hilbert H,(2) in-
chiderea multimi de functii w € C1(£2) in norma generata de produsul scalar b(), w) din (2.3.8)s.

La fel ca in [74], reamintim cd pentru X un spatiu Banach cu norma || - ||x, spatiul L?(0,T; X)
este spatiul de functii definit pe [0, 7] cu valori in X care satisfac conditia (fOT |f(t)H§(dt)§ =
f1| 22(0,7;x) < oo. Definim spatiile de functii Q, = L* (0,T; Hy(Q)) si Qy = L* (0, T; Hy ().
Scriem formularea variationala pentru ¢
/mgbde—/ aiwnidA—i-/ (dap w; + dsp w ;) AV +
Q 09 Q

(2.3.9)
+ / (diezw + dskiw + arpw + agpw — y10w) dV — / poGuwdV = 0.
Q Q

Scriem formularea variationald pentru ¢

/ liglﬁwdv — Twn;dA + / (dsgoﬂw,i + d6¢7iw’i) dV+
+ / (dgsi,w + drjw + aspw + a3pw — 729(4}) dV — / poLde = 0.
Q Q
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Scriem formularea variationald pentru 6 cu x () o functie suficient de neteda

/Q [(Oé + B)ii i Tox — BoiTox + meTox + 12yTox + aéToX} dv =

:/ qixnidA—/k@}iX’idV—i—/poSXdV.
o0 Q Q

La fel cain [50], alegem spatiul Hj () pentru functia test si definim Qp = L* (0,T’; Hg(2)).

(2.3.11)

Luand in considerare rezultatele de mai sus, functiile u € Qu, @ € Qg ¢ € Qu. ¥ € Qy, 0 € Qg
sunt solutiile slabe ale problemei dinamice a termoelasticitatii dipolare cu porozitate dubla in cazul
izotrop dacd au loc conditiile initiale (2.3.4) si ecuatiile (2.3.6), (2.3.7), (2.3.9), (2.3.10) si (2.3.11) sunt
satisfacute oricare ar fi t € [0, 7] si oricare ar fi z € [HZ(Q)]3, ¢ € [HE(Q)]>*3, ¢ € Hy(Q), ¥ €
Hy (@) six € HY(Q).

in continuare, vom studia problema plana. Vom considera conditiile din [112]. Mai precis,  este o
regiune pland din R? si @ = (z1,29). In plus, w = (u1,u2), u; = uj(z1,29) pentru j = 1,2,
d = (d11, P22, P12, 921), bij = ¢iz(w1,22) pentrui,j = 1,2, ¢ = p(z1,22), ¥ = P(21,22) Si
0= (9(:E1,£L’2).

De exemplu, formularea variationala pentru ¢ devine in conditiile de deformare plana
/Qm@wdv + /Q (dap 1w + dapow o + dstp w1 + dstppw ) dV —
— /{m oiwn;dA + /Q [ur1w(dy + d3) + ug2w(dy + d3) — dgpriw— (2.3.12)
—dzpoow + arpw + agpw — y10w] dV — /Q,ooGde =0.
in plus, formularea variationala pentru ¢ devine in conditiile de deformare plana
/inﬂ}WdV + /Q (dsp1w1 + dspowo + deth 1w 1 + detp pw 2) AV —

— / Tiwn;dA + / [uLlw(dg + d) + 'LL272w(d2 + d) — d¢11w— (2.3.13)
o0 Q

—dprow + agthw + azpw — yabw] dV — / poLwdV = 0.
Q
Formularea variationala pentru 6 devine in conditiile de deformare plana

/ [(oz + B) (1,1 + t22)Tox — B(d11 + Paz)Tox + 119Tox + V29 Tox+
@ (2.3.14)

—i—aéde dV = /{m gixnidA — /Q (kO1x 1+ kbO2x2)dV + /onSde

Functiile test si solutiile slabe sunt alese in spatii de functii adecvate, pe baza alegerilor corespunza-
toare cazului tridimensional.

2.3.3 Simuladri numerice

in Tabelul 2.3, rezumam pasii principali care sunt necesari pentru a calcula o solutie numericd a pro-
blemei la limitd cu date initiale pentru termoelasticitatea dipolara cu dubla porozitate in cazul izotrop.
Pornim de la discretizarea formularii variationale a sistemului de ecuatii cu derivate partiale cores-
punzadtor in conditii de deformare pland, care a fost dedusa in sectiunea anterioara. Pentru simularile
numerice utilizam programul specializat pentru metoda elementului finit FreeFem++ 3.54.

Alegem o triangulare adecvata pentru a discretiza domeniul plan. Utilizam spatiul P1 de elemente
finite continue si liniare pe portiuni, unde gradele de libertate sunt valorile in noduri. O descriere de-
taliatd a spatiilor de elemente finite adecvate pentru modelul elasticitatii dipolare este datain [112].
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Tabelul 2.3 — Pasi in implementarea din FreeFem++

1. Definim frontiera domeniului prin utilizarea cuvantului cheie border.

2. Discretizam domeniul prin utilizarea cuvantului cheie mesh.

3. Alegem spatii de elemente finite adecvate prin utilizarea cuvantului cheie fespace.
4. Definim constantele.

5. Alegem conditii initiale adecvate.

6. Scriem formularea variationald pentru vectorul deplasare,

tensorul de microdeformatie, presiunea din pori, presiunea din fisuri

si temperatura prin utilizarea cuvantului cheie problem.

7. Scriem un ciclu for pentru a actualiza valorile campurile fizice implicate

la fiecare moment de timp si trasam graficul solutiei.

Valorile pentru coeficientii elastici sunt luati din [26] si [1712]. Utilizam variabile adimensionale pentru
simuldrile numerice.

Alegem conditia initiald u1 (0, z,y) = — 155, pentru (z, y) € Q. Celelalte conditii initiale sunt nule.

Schema Euler implicita este utilizata pentru discretizarea derivatei in raport cu timpul, la fel cain [50].
VVom utiliza formularea variationala a problemei in functie de vectorul viteza «, viteza tensorului de
microdeformatie ¢, viteza porozititii din pori ¢, viteza porozitétii din fisuri ¢ si temperatura 6. Prin
urmare, campurile deplasare, microdeformatie si porozitate sunt recuperate din relatiile

t t
u@zéu@@+w,¢m=4¢@m+w,
(2.3.15)

t t
¢@=A¢@w+w,wmzé¢@ﬁ+w.

Pentru discretizarea in timp, vom considera o partitie uniforma a intervalului de timp [0, 7] cu lungi-
mea pasului dt = % sinodurilet, =t,—1 +dtpentrun=1,...,Nastfelincat0 =tp < t; < --- <
ty=1T.

in Graficul 2.1 se infatiseaza temperatura.

TsoValue

Figura 2.1 — Temperatura 6

in Graficul 2.2 se traseaza deplasarea u; pentru valori diferite ale parametrilor dipolari. Mai precis,
pentru al doilea grafic se inmultesc valorile corespunzatoare primei imagini din Graficul 2.2 cu 10 si
se observa ca rigiditatea corpului creste prin cresterea lungimii de scald interne. Aceasta proprietate
a fost observata siin [112].

In continuare vom considera un domeniu dreptunghiular cu un orificiu circular in mijloc si vom infatisa
discretizarea domeniului in Graficul 2.3 si vom trasa deplasarea u; in Graficul 2.4.
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IsoValue IsoValue

-0.0141667
-0.0125
00108333
-0.00916667
0.
0.0

0075
0583333
7

Figura 2.2 — Deplasarea u; pentru valori diferite ale parametrilor dipolari la aceeasi iteratie

wAVaY

Figura 2.4 — Deplasarea u;

2.3.4 Discutie si concluzii

Potrivit sursei[ 78], aborddrile bazate pe mecanica mediilor continue generalizate sunt necesare astazi,
intrucat multe materiale inovative din inginerie sunt caracterizate de o microstructurd interna.

Am tratat formularea variationala pentru sistemul de ecuatii cu derivate partiale care caracterizeaza
problema dinamica a termoelasticitatii dipolare cu dubla porozitate in cazul izotrop. Am discretizat
prin aplicarea metodei elementului finit pentru variabila spatiala si aplicarea schemei Euler implicita
pentru derivata in raport cu timpul. Pentru a calcula o solutie numericd, am scris un program in Free-
Fem++.

Am tratat cazul deformadrii plane. In primul rand, am studiat un domeniu dreptunghiular si am trasat
graficul deplasarii pentru diferite valori ale lungimii de scala internd. Am trasat si graficul temperaturii.
Inal doilea rand, am considerat un orificiu circular in centrul domeniului siam trasat grafic deplasarea.

Putem concluziona ca mecanica mediilor continue generalizate este un domeniu al matematicii apli-
cate in care se studiaza sisteme de ecuatii cu derivate partiale care pot fi discretizate cu ajutorul
metodei elementului finit. Aceastad tehnica conduce la algoritmi numerici variati, care depind de tipul
de ecuatii cu derivate partiale implicate (fie parabolice sau hiperbolice).



Capitolul 3

Medii termoelastice dipolare cu
microtemperaturi

3.1 O extindere a rezultatelor lui Dafermos pentru corpuri cu structura di-
polara

inacest capitol studiem modelul termoelasticititii dipolare cu microtemperaturi. Neglijim efectele de
microrotatie si consideram doar deplasarea, temperatura si microtemperaturile, acestea din urma
fiind motivate de structura interna a mediului. Pentru problema la limita cu date initiale mixta co-
respunzatoare obtinem rezultate de unicitate. Unul dintre rezultate este dedus prin generalizarea
abordarii lui Dafermos din [42]. Demonstram existenta si unicitatea solutiei cu energie finita si de-
ducem o estimare prin care se poate ardta stabilitatea solutiei problemei mixte [90]. Rezultatele din
aceastd sectiune au fost publicate in [85].

3.1.1 Preliminarii

Consideram un material omogen si anizotrop. Acesta este un corp elastic dipolar cu microtemperaturi
si la momentul de timp ¢ = 0 ocupa o regiune regulatd B a spatiului euclidian R3. Vom nota cu 9B
frontiera domeniului B si cu B inchiderea domeniului B, B = B U 0B, unde OB este presupusa o
suprafatd neteda pe portiuni.

Ecuatii

In continuare studiem un corp solid a cdrui miscare este descrisa utilizand componentele u; ale vec-
torului deplasare si componentele ¢;; ale tensorului deplasare dipolara.

Putem utiliza procedeul propus de Green si Rivlin si sa consideram o miscare suplimentara care di-
ferd de miscarea initiald a corpului rigid prin suprapunerea unei rotatii de viteza unghiulara uniforma
(adica printr-o miscare rigidd). Subliniem ca prin suprapunerea unei astfel de miscari rigide, toate ca-
racteristicile corpului corespunzitoare miscirii initiale riman neschimbate. in acest mod, obtinem
urmatoarele relatii geometrice, care exprima tensorii de deformatie ;;, ;5 Si x5 ca functii de varia-
bilele de miscare

1
5 (Wig +ujia) s vij = wji = @ijy Xijk = @ik (3.1.1)

VVom scrie ecuatiile de miscare in forma

Eij =

(7ij + mij) ; + oF; = o,
Wijki + Mk + 0G ik = LjsPrs. (3.1.2)

38
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In contextul corpurilor cu structurd dipolar, ecuatia energiei este
0€ = (Tij + Mij) €5 + MijVij + MijkXijk + Qii + 0T, (3.1.3)
si ecuatia primului moment al energiei este
08; = Wjki€jk + Qjij + ¢ — Hi + oR;. (3.1.4)
in ecuatiile (3.1.2) - (3.1.4) am utilizat notatiile din Tabelul 3.1.

Tabelul 3.1 — Interpretare fizica

0 densitatea de masa de referinta
F;  fortamasica

G, forta masicd dipolara

€ densitatea energiei interne

& primul moment al energiei

G componentele vectorului flux de caldura

r sursa de caldura

¢i;j ~ componentele tensorului primul moment al fluxului de cdldura
H;  componentele vectorului flux de caldura mediu

R;  componentele vectorului primul moment al sursei de caldura

VVom nota densitatea entropiei cu n, temperatura absoluta cu 7' si componentele vectorului de micro-
temperaturi cu T;. Atunci principiul entropiei va avea urmatoarea forma locala (de exemplu, in [55]) :

. 1 1 1
on — (T%' + qu'jTj> . - 7? (r+ RT;) > 0. (3.1.5)

)

Relatii constitutive

in continuare, vom exprima energia liber& ¥ sub forma unei relatii intre densitatea energiei interne ¢,
primul moment al vectorului energie de componente ¢; si densitatea entropiei 7 :

U=c+Tie; —Tn. (3.1.6)

\Vom nota cu Ty temperatura absoluta in configuratia de referintd, care este o constanta datd si vom
defini temperatura relativa ¢ prin

0=1T—-"1Ty. (3.1.7)

Vom presupune cd mediul dipolar este fara tensiuni in configuratia de referinta si ca are forte masice
nule si cuplu masic zero. in plus, ne vom limita la teoria liniard si prin urmare vom presupune ci den-
sitatea energiei poate fi scrisa ca o forma patratica in raport cu variabilele sale independente. Prin
urmare, se poate utiliza principiul conservarii energiei pentru a exprima energia liberd in urmdtoarea
forma

1

U= §Aijmn5ij5mn + Gijmn€ijYmn + Fijmnr&ijXmnr +

1 1
+§Bijmn’7ij’7mn + Dijmm“'Yinmnr + ioijk:maniijmnr - (3.1.8)
1 1
—a;€ij8 — bijyii0 — cijrXijet — 5092 — 50 1T
in plus, vom utiliza inegalitatea entropiei in forma

kii0 0 ; + (Kij + ToK;;) 0T + ToMi TiTj + Togijru Tk > 0. (3.1.9)
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In consecintd, vom obtine masuri ale tensiunii ca functii de masuri ale deformarii, adica ecuatiile
constitutive, care au urmatoarele expresii

Tij = AijmnEmn + GmnigYmn + FnnrijXmnr — ai50,
Nij = GijmnEmn + BijmnYmn + Dijmnr Xmnr — bij0,
tijk = FijkmnEmn+ Dmnijt Ymn +Cijemnr Xmnr — Cijk0,
on = aijeij + bigij + CijrXijr + ab, (31.10)
oe; = —ay;T},
4 = kiz0j + KT,
H; = (kij — Kij) 05 + (Kij — M;;) T}
Gij = —Gigki Ll k-

Coeficientii constitutivi au urmatoarele proprietati de simetrie

Aijmn = Ajimn = Amnij; Gijmn = Gjimnv
Fz’jmnr = Fjimnr, Qij = Qji, Qjj = Q. (3.1.11)

in cazul liniar, ecuatia energiei (3.1.3) devine
oTon = qii + o, (3.1.12)
si ecuatia primului moment al energiei (3.1.4) devine
0€; = @jij +q; — H; + oR;. (3.1.13)

Tractiunile superficiale, care se noteaza cu ¢;, m;, ¢ Si A;, suntasociate cu vectorul deplasare de com-
ponente u;, tensorul deplasare dipolara de componente ¢, fluxul de cdldura g; si cu primul moment
al fluxului g;; si sunt definite astfel

(Tij + mj)nj =t;, MijeTg = Mjk, 4N =, i = A;.

Mai sus, n = (n;) este versorul normalei exterioare la suprafata 0B.
VVom adauga la ecuatiile de baza de mai sus, conditii la limitd in urmdtoarea forma generald (neomo-
gend)

ui(zv,t) = ﬂi(l',t), (l‘,t) € 0By x [O,to), ti(:v,t) = Ei(l‘,t), (w,t) S 0Bf X [O,to),

(pij(l', t) :gbij(:z:, t), (ZE, t) 6832 X [0, to), mij(a:, t) :mij(l‘, t), (l’, t) EOng [0, to),

O(z,t) =0(x,t), (x,t) € 0B3 x [0,10), q(x,t) = §(x,t), (x,t) € 0B5 x [0, o), (3.1.14)

Ti(xz,t) = Ti(x,t), (x,t) € OBy x [0,t0), Ai(x,t) = Ai(x,t), (x,t) € OB x [0,1p).

Mai sus, suprafetele 0B1, 0 Bs, 0 B3 si 0By, cu complementele lor 0 Bf, 0B, 0 BS si 0B, sunt submultimi
ale suprafetei 0B si au urmatoarele proprietati

OB UdBS = 9By U dBS = B3 U dBS = 9B, U 0B = 9B,
0B1 NOBf = 0B, NOBS = dB3 N 9B = 0B, N OB = .

in plus, in ecuatiile (3.1.14), @, t;, Pijr Mij, 0;, Gir T;, A; sunt functii date si regulate in fiecare punct al
domeniului lor de definitie. Problema mixta va fi completa prin considerarea datelor initiale, in forma
de maijos

ui(,0) = uf(x), iz, 0) = v)(z), @i;(x,0) = @)(x),
$ij(2,0) = ¢i(x), 6(x,0) = °(z), T;(z,0) =T (z), x € B, (3.1.15)

0 L0 0 40 g0 j 0 i i in B
unde u;, ¢z, v;, @5, 0 i T sunt functii date si regulate in B.

\Vom nota cu P problema mixta formata din ecuatiile de miscare (3.1.2), ecuatiile energiei (3.1.12) si
(3.1.13), datele la limita (3.1.14) si datele initiale (3.1.15).
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3.1.2 Rezultate de unicitate si existenta

Vom nota cu u o solutie a problemei, adica u = (u;, @;j, 0, T;).
Rezultatul de unicitate pentru solutia problemei mixte P va fi obtinut cu ajutorul urmatoarei forme
patratice, definite pe B x (0, ty) prin

1
Q(u) = §Aijmn5ij(u)5mn(u) + Gijmngij(u)an(u) +

1
JF-Fijmnreij(u)anr(u) + §Bijmn/7ij(u)7mn(u) + (3116)

1
+Dijmnr7ij (U)anr(u) + §CijkmnTXijk(u)an7”(u)v

oricare ar fiu € B x (0, tg). Mai sus am utilizat notatiile

1
gij(u) = 3 (uij +uji) s Yij(U) = wji — @ij, Xijk(U) = jk.i-

Un prim rezultat, inclusin urmdtoarea teorema, se refera la unicitatea solutiei pentru problema notata
mai sus cu P.

Teorema 3.1.1. Vom presupune ca au loc urmatoarele conditii
Hi. o, I;; sia sunt strict pozitive;

H,. tensorul o;; este un tensor pozitiv definit;

Hs. forma pdtratica 2(u) este pozitiv semi-definita.

Atunci problema mixta P nu poate avea mai mult de o solutie.

in continuare vom obtine existenta unei solutii cu energie finita pentru problema 7. O solutie cu ener-
gie finita este o solutie generalizatd a problemei P si va fi definita in cele ce urmeaza. Vom demonstra
si un rezultat de unicitate analog cu cel din Teorema 3.1.1, dar pentru o solutie cu energie finita. O
multime ordonata (u, ¢,6,T), unde u = (w;), ¢ = (i), T = (T), se numeste proces admisibil in
cilindrul B x [0, tp) dacd indeplineste urmadtoarele conditii

NueC*(Bx[0,t));u, 4, U, gradu, grad i € C (B x [0,t));

2)p e C2 (B x [0,t0)); @, ¢, ¢, grad ¢, grad ¢ € C' (B x [0,t)) ;

3)0 € C% (B x [0,t9)); 6, grad 6 € C (B x [0,t0)) ;

L)TeC?(Bx[0,t));T, T, grad T € C (B x [0,%0)).

In continuare vom considera problema mixta P, dar in cazul particular in care conditiile la limita sunt
omogene, adicd

ui(z,t) =0, @ij(z,t) =0, 0(z,t) =0, Ti(z,t) =0, (x,t) € OB x [0,1). (3.1.17)

VVom nota aceasta problema cu Py.
Sd considerdm (U', ', 0, T') un proces admisibil si 0 solutie a problemei omogene Py, adica (u, ¢, 0, T).
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\Vom utiliza urmatoarea identitate

1
= guzug + Ik:j(,bjr(/b?gr + aéH’ + OéijTiTZ-/ —

7{0%9' - ¢;;T; ) +
+Aijmn5ij5;nn + Gijmn [&‘j’Y;rm + ng’}/mn] + (3.1.18)
+Fijmnr (€ Xmnr + E{L'ijm"] + BijmnYij Ymn +
+Dijmnr [Yij Xonnr + VigXmnr | + Cijkmnr Xijk Xomnr +
+aij (650" — €530) + big (Y30 — 7530) + cij (kijnd” — Xijub) +
+1{0 [kij0.:0; + (Kij + ToKi5) 0T + ToMyTiT; + TogijuTy.T) 1)

= {(Tij + i) Wy + pijrn +

care se obtine prin combinarea ecuatiilor de miscare (3.1.2) cu ecuatiile constitutive (3.1.10) si ecuatiile
energiei (3.1.12) si (3.1.13).

Sa consideram un spatiu Hilbert H. Notatia C™ ([0, t); H) va desemna multimea de functii f cu
urmadtoarele proprietdti: f : [0,t9) — H, f admite derivate in raport cu timpul in H pana la ordinul
m si ultima derivata (cea de ordinul m) este o functie continua pe [0, ¢o).

Pentru termenii de incdrcare vom utiliza notatiile vectoriale F = (F;),G = (G;;),R = (R;) siu =
(ui), ¢ = (¢ij), T = (T3), astfel incat putem utiliza notatiile

Cy(B)={feC!B): f=0pedB}, Cj(B)={fe C(B):f=0pedB},
CO( ) ={(F.G,nR) : (F.G,n,R) € C°(B) x C°(B) x C*(B) x C°(B)},
CHB) = {(u,¢,0,T): (u,,0,T) € C}(B) x C3(B) x C3(B) x C)(B)}.

in plus, in cazul cilindrului Q = B x (0, ¢y), avem

c(Q) = ¢ ([0.0):C1(B))
Co(Q) = {(u,,0,T): (u,0,0,T) €C(Q), u=0, o =0pe B x {0}}.

Dacad (u, ¢, 0, T) este o solutie pentru Py si (U, ¢, 0, T) este un element arbitrar din C°(£2), atunci vom
scrie identitatea (3.1.18) utilizand substitutia

U =(t—t)) 0, =(t—1to)p, 0 =(t—1t0)0, T = (t—to)T.
Atunci egalitatea obtinuta este integratd in cilindrul 2 si vom obtine relatia

to 1 = ~
/ / (t —to) <F u; + GUgoU ?7“(9 — RZ-TZ-) dVdt =
0

g 0/ |:Q’U Uz + Ikyﬁ%ﬁ@ﬂ' + a9 0 + OKZ]TO ] ’t [)dV + (3.1.19)
B

+lo /B [aijug; + big (uf; — @) + cijrele,] li=odV,
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oricarear fi 8 = (u,,0,T) sia = (0, ,0,T) € CO().
Pentru simplificarea redactarii, am utilizat mai sus notatia

tO . . ~ ~
E(8,a) = / / [guiai + Ly ojrGrr + abl + aijTiTj} dvdt +
0 B
1 to t - _ - .
-1?0/0 /5/0 [kije,ie,j+(lcij +T0Ki;) 0T +T0Mijﬂjy+TﬂgijklI},iﬂ,k} dtdVds
tO . . ~ ~
+ / / (t = to) |oitith + Injpyrar + 80 + i TiT5 | dVdt (3.1.20)
0 B
to
_/ / [Aijmngijémn+Gijmn (5ij’?mn+éij7mn)+ﬂjmnr (5ij)2mnr+5~inmnr)+
0JB
+Bijmn77lj:7mn+Dijmnr (’Yijf(mnr +ﬁinmn7“)+Cz'jkmanijk>~(mm“] avdt
inplus, in (3.1.19) (u?, v, o, 5,60, Tio) sunt datele initiale din (3.1.15).

in cazul particular 8 = a, mai exact (u, ¢,6,T) = (0, , 0, T), obtinem pentru E(c, &) urmatoarea
expresie

to 11 . . . - .
Blasa) = [ [ 5 [ofii+ Ty + b + oy BT avar +
o JB
to 1 o o o
+//2[Aijmngijgmn+2Gijmn€ij7mn+2F1ijmn7‘5inmnr+
0JB
+Bz]mn:)/zg:)/mn+2Dzjmn'r'%]>~(mn'r+Cz]kmnr>21jk>2mnr] dvdt + (31 21)
1 to t o o o o
470/// [kij9,i9,j+(Kij+ToKij)9,iTi+T0Mijﬂ7}+Tog¢jk57},iﬂ,k dtdVds
0JBJO
t L L2 s s ~ L XX
+20/ [Quiui+ij¢jr90kr+a02+aijﬂ1}} lt=o dV, Yy=(0,,0,T)eC’(Q).
B
Cu ajutorul acestei expresii pentru E(«a, o) vom obtine inegalitatea
1 [lo .. . ~o .
E(o, o) > 2/ / [Qﬂz’fbrl-fkj@jr@kr-i-w +Oéz'sz'Tj] dVdt +
o JB
1 [l . . .
+2//[Aijmngijgmn+2Gijmn5ij7mn+2F’z'jmnr€inmnr+ (3.1.22)
0JB
+Bijmnﬁ/ij'7mn+2Dijmnr'7ij>2mnr+Cijkmnr>2ijk>~(mnr] dVdt +
to t 1 o 1 o o o
+/// T kij00 5+ \ - Kij+ K5 )0, T+ Mig T T+ gigia L, T k| dtdV ds
oJBJo Lo To

oricare ar fia = (0, @, 0, T) €CO(Q).
VVom propune urmatorul produs scalar

((U@.0.T), (0,6,0,T)) =

to ~ ~ . .
://[Uiﬁi‘i‘(ij@jk‘i‘ee+TiTz“f‘Uz‘,jai,j+¢jk,i@jk,i+aiﬂi+¢jk¢jk} dvdt (3.1.23)
0./B

to t _ N N
+ / / / [e,ieﬂ- +T,T, + TJTJ} dtdVds.
0 B JO

\Vom nota cu ||.|| norma indusa de acest produs scalar. in plus, fie U/(Q) un spatiu Hilbert inzestrat
cu aceastd normd ||.||. Astfel, putem considera spatiul U(£2) ca fiind completatul spatiului C°(£2) in
raport cu norma ||.||.

in plus, prin utilizarea inegalititii lui Korn, putem deduce c& existd o constanta reald pozitiva ¢; astfel
incat

E(a,a) > claf?, Ya = (0,4,0,T) € U(Q). (3.1.24)
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Datele initiale ale problemei P ne sugereaza sa consideram multimea
Ho(B) = {(u,v,cp,da,&,T) (U, 0,0,T) € CY(B), v, € C})(B)} ,

unde (U, V, o, ¢7 97 T) = (ui7 Vi, Pij, (bl]y 97 E)
Pe multimea H(B) vom considera urmdtoarea norma

1
[(u,v, 0, 6,0, T)|5 = 2/3 [0viv; + Injdjrdpr + ab® + ayy T, T;] AV +

1
+§ / [Aijmnfijgmn + 2Gijmn€ij7mn + 2Ejmnr€inmnr+
B
+Bijmn')/ij'7mn + 2Dijmn7"7inmnr + Cijkmm"Xiijmnr] av.

Mai jos vom defini o solutie cu energie finita.

Definitia 3.1.1. O multime ordonata (u, ¢, 0, T) € U(Q2) se numeste solutie cu energie finitd a proble-
mei P, corespunzdtoare conditiilor la limita nule (3.1.17), datelor initiale § = (u®,v°, %, ¢°,60°,T%) €

Hy(B) siincarcarilory=(F,G,r,R) € L, ([O, to); C° (B)) , dacdindeplineste urmatoarele doud conditii

i 0 _ 0 7 10 (B -
1!'_%“(75) u,tlmga(t) ©°, in spatiul C° (B) ;

-E(8,a) = F(v,0) + G(6,a), Yo = (4,$,0,T) € U(Q),

unde E(3, ) estedefinitin(3.1.20) si F' (v, o), G(6, o) au urmatoarele expresii conform relatiei (3.7.19)

to . . 1 - -
F(’y, a) = —/ / 0 (t — to) <Fl’l~tl + Gijﬁij + —7rf — Rsz) dV dt,
o JB Th
G5, ) = to / [gvgai + I, G + a0 + aiijTj} le—odV + (3.1.25)
B

+to /B [aijug,; + bij (uly — &05) + cijptie] =odV.

Urmatorul rezultat se referad la existenta unei solutii cu energie finita pentru problema mixta P.

Teorema 3.1.2. Vom presupune ca sunt indeplinite conditiile standard H,-Hs si cad sursele satisfac
v=(F,G,r,R)e L, ([0, to); C’O(B)) . Daca conditiile initiale sunt omogene, atunci problema P are cel
putin o solutie cu energie finita, definita pe 2.

Corolarul 3.1.1. Fie 3 o solutie cu energie finita a problemei mixte P, corespunzatoare unor conditii
initiale omogene si incarcarilor . Atunci 3 satisface estimarea

Jeg > 0, astfelincat || 5] < col|y]|-

3.2 Un model pentru medii termoelastice cu microtemperaturi

in aceasta sectiune studiem o problemi la limita cu date initiale mixt3 pentru un material termoelas-
tic dipolar cu particule materiale care poseda microtemperaturi. Aceasta problema mixta este trans-
formatad intr-o problema Cauchy formata dintr-o ecuatie temporala de evolutie pe un anumit spatiu
Hilbert. Existenta si unicitatea solutiei problemei se obtin cu ajutorul unor rezultate specifice teoriei
semigrupurilor de contractii [91]. Astfel se demonstreaza si un rezultat de dependentd continud de
datele initiale si de incarcari. Rezultatele din aceasta sectiune sunt cuprinse in lucrarea [38].
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3.2.1 Notatii, ecuatii si conditii de baza

Consideram un domeniu marginit B al spatiului euclidian tridimensional R? care este ocupat de un
material elastic dipolar. Notdm cu B inchiderea lui B si cu 9B frontiera domeniului B si presupunem
ca 0B este o suprafata neteda pe portiuni. Componentele versorului normalei exterioare la suprafata
0B se noteazd cu n;. Campurile vectoriale si tensorii se noteaza cu litere bold. Notatia w; desemneaza
componentele vectorului w. Derivatain raport cu timpul se reprezinta cu ajutorul unui punct deasupra
unei litere. Se utilizeaza conventia uzuala de diferentiere : un indice precedat de o virgula reprezinta
derivarea partiald in raport cu variabila corespunzdtoare. Se utilizeaza conventia de insumare pentru
indici care se repetd si indicii iau valorile intregi (1, 2, 3). Miscarea corpului se raporteazd la un sistem
fix de axe carteziene Ox;, i = 1,2, 3.

Pentru a caracteriza comportarea unui material termoelastic dipolar cu microtemperaturi, vom utiliza
variabilele (u;, ¢ij,6,T;), unde u; sunt componentele vectorului deplasare, ¢;; sunt componentele
tensorului de deplasare dipolard, T; sunt componentele vectorului de microtemperaturi si 6 este tem-
peratura mdsurata de la temperatura absoluta constanta 7p a corpului in configuratia de referinta.
Vom nota cu 9; microtemperaturile mdsurate de la microtemperaturile 7 in configuratia de referintd,
sianume, 9; = T; — T?.

Comportarea corpurilor termoelastice dipolare cu microtemperaturi poate fi caracterizata cu ajutorul
variabilelor mentionate mai sus w;, v;;, 0, T; si a variabilelor x si 7;, definite de

t
X(X, ) :/t 0(x, s)ds, T;(x,t) = /tt 9i(X, s)ds, (3.2.1)

unde ¢, este timpul de referintd. in aceste relatii, y este deplasarea termicd introdusé de Green si
Naghdi si 7; sunt deplasarile microtermice [32].

Definim tensorii de deformatie ;;, ;; Si x5 Cu ajutorul ecuatiilor geometrice

gij = 5 (wjq + uig),
Yij = Uji — Pij, (3.2.2)
Xijk = Pjk,i-

Ecuatiile constitutive pentru un corp dipolar omogen si anizotrop cu microtemperaturi sunt

Tij = Aijmn €mn + GijmnYmn + Frnri Xmnr — QX + digmnTm,n,
Nij = Gijmn €mn + BijmnYmn + DijmnrXmnr — BijX + €ijmnTm,n,
Pijk = Fijkmn €mn + DmniikYmn + CijkmnrXmnr — 0ijkX + fijkmnTm,no
on = auj €ij + BijYij + OijkXijk + ax + lijTij, (3.23)
oni = AijTi + BijX
Si = =By + Kijx j,
Aij = dijmnEmn + €ijmnYmn + fijmnrXmnr — liiX + GijmnTmn-
Ecuatiile de miscare pentru un material termoelastic dipolar cu microtemperaturi sunt (conform lesan
si Nappa [69])

(7ij +mij) ; + oF; = oty
Mijk,i + Njk + 0G ik = Trr @i (3.2.4)

Coeficientii A;jmn, Bijmn, - Lji S gijmn SUNt coeficienti elastici caracteristici si satisfac urmatoarele
relatii de simetrie

Aijmn = Amnij, Bijmn = Bmnijs Cijkmnr = Cmnrijk, Bij = Bji,

Kij = Kjia Q45 = Qg dijmn = dmnija €ijmn = €mnij, Jijmn = Imnij- (3.2.5)
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Tabelul 3.2 — Notatii

F; componentele fortei masice clasice

Gij elementele fortei masice dipolare

0 densitatea de masad constanta in configuratia de referinta
Ii; = 1j; coeficientii de microinertie

Tij> Mij Si pijr ~ componentele tensorului de tensiune

n entropia specifica pe unitate de masa

N vectorul primul moment al entropiei

Si vectorul flux de entropie

Ayj tensorul primul moment al fluxului de entropie

Sa notam cu &; rata internd de producere a entropiei pe unitate de masa si prin H; vectorul fluxului
de entropie mediu. Stiind ca vectorul fluxului de entropie are componentele S;, deducem din ecuatia
energiei ca

0 +S; — H; = 0. (3.2.6)

Notam cu r rata externa a sursei de entropie pe unitate de masa si cu R; primul moment al ratei
externe pentru sursa de entropie. Datorita prezentei microtemperaturilor, obtinem inca doua ecuatii
ale energiei

on = Si; + or,
o = Nj; j + oR;. (3.2.7)

Dacainlocuim ecuatiile geometrice (3.2.2) si ecuatiile constitutive (3.2.3) In ecuatiile de miscare (3.2.4)
siin ecuatiile energiei (3.2.7), obtinem urmadtorul sistem de ecuatii cu derivate partiale

(Aijmn+Gijmn) tmpn+(Gmnij+ Bijmn) (Un,m —@mn) + (Fmnrij + Dijmnr) @mn,r] ; —
— (a4j + Bij) X.j + (dijmn + €ijmn) Tmnj + 0F; = oliy,
[Fijrmntmn + Dimnijk (tnm = ©mn) + Cijkmnrmn,e — 0ijkX + fijkmnTmmn] ; +
+ijmnum,n+Bjkmn (un,m_wmn)+Djkmnr80mn,r_5jkx+€jkmn7m,n+Qij :Ikr¢jr7 (3.2.8)
(Bij + lij) 75 — KijX,ij + ujtij + Bij (i — @ij) + 0ijijn,i + axX = or,
dijrmnUm,nj + €ijmn (Un,mj - @mn,j) + fijmnrPmn,rj —
— (Bij + lij) X.j + GigmnTmnj — AijTj = —oRi.
Pentru acest sistem, functiile necunoscute sunt u;, ¢;;, x Si 7.

Potrivit problemei Dirichlet asociate sistemului de ecuatii (3.2.8), vom considera conditiile pe frontiera
in forma

ui(x>t) = 'L_Li(l',t), (Pij('rat) = Sbij(x>t)>
X(l’,t) = X(:Eat)a Ti(x>t) = 7__i($7t)7 (l‘,t) € 0B x (0,00), (329)

functiile @;, ¢4, x si 7; fiind date.

Vom utiliza notatiile ¢;, mx, S si A; pentru tractiunile fortelor de suprafatd, care corespund deplasa-
rilor u;, deplasarii dipolare ¢, vectorului flux de entropie \S; si tensorului primul moment al fluxului
de entropie A;j, si anume

(Tij + nij) nj = ti, pajens = mjg, Sing =S, Aijnj = A;.

\Vom considera pentru sistemul de ecuatii (3.2.8) o problema la limita in care conditiile pe frontiera
(3.2.9) sunt

ti =, mjr =myr, S=2S5, Ay =A;, pe OB x (0,00). (3.2.10)
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in (3.2.10) functiile #;, .z, S si A; sunt date.

in cele ce urmeaza, vom asocia sistemului de ecuatii (3.2.8) doar conditii de tip Dirichlet si anume, de
forma (3.2.9).

Pentru a completa problema la limitd cu date initiale mixtd asociata sistemului (3.2.8), consideram
urmatoarele conditii initiale

ui(z,0) = u?($)> ui(z,0) = uzl(:v)? (Pij($,0) = (p?j('r)y
@ij(2,0) = ¢i;(x), x(2,0) = x°(x), X(x,0) = x'(2), (3.2.11)
7i(x,0) = 72(x), 7(z,0) = 7} (z), Vo € B,

unde functiile u?, u!, ©V., 1., \°, ¥, 70 si 7} sunt date.

3.2.2 Rezultate de baza

in aceastd sectiune obtinem existenta si unicitatea solutiei pentru problema la limit& cu date initiale
corespunzdtoare. lom obtine si un rezultat de dependenta continua in raport cu datele initiale si
incarcdri. Vom considera ca functiile utilizate satisfac conditii suficiente de regularitate pe domeniul
lor de definitie.

In cele ce urmeazd, vom studia doar teoria liniara. Vom nota cu ¢ urmdtoarea forma patratica

1

Q(I) = §Aijmn€ij5mn + Gijmngij’}’mn + Ejmnrginmnr +

1 1
+§Bijmn7ij'7mn + DijmnrYij Xmnr + icijkmaniijmnr + (3.2.12)
+dijmn€ijTmn + €ijmnYijTmn + fijkmnXijkTmn +

1 1 ..
5 KijXiX.g + GigmnTmnTij + 5 Ai it

In urmdtoarea teorema vom demonstra un rezultat auxiliar care va fi util in obtinerea uncitatii solutiei
pentru problema mixta.

Teorema 3.2.1. Pentru orice solutie a sistemului de ecuatii (3.2.8) are loc urmdatoarea egalitate
Tij€ij + MijVij + HigkXijk + @NX + 0miTs + Sixi + NijTij =
= Aijmngijgmn + 2Gijmn5ij/7mn + 2Fijmnr5inmnr + Bijmn')/ij’)’mn + (3.2.13)

+2DjjmnrYij Xmnr + Cijkmnr XijkXmnr + 2dijmn€ijTmmn + 2€ijmnYijTmn +
+2 fijkmn XijhTmn + KijXiX j + GijmnTmnTij + ax’ + Aijfit.
In urmitoarea teorema vom demonstra unicitatea solutiei pentru problema la limitd cu date initiale
mixtd. Vor fi necesare urmadtoarele ipoteze standard :
Hi. o, 1;; si coeficientul constitutiv a sunt strict pozitive;
Ho. forma pdtratica ® definitd in (3.2.12) este pozitiv semi-definita ;
Hs. tensorul de conductivitate K;; si tensorul constitutiv A;; sunt pozitiv definite.

Urmadtorul rezultat se refera la problema la limita cu date initiale formata din ecuatiile (3.2.8), conditiile
initiale (3.2.11) si conditiile la limitd (3.2.9). Vom nota cu P aceasta problema mixta.

Teorema 3.2.2. Daca sunt indeplinite conditiile standard H, — H3 si relatiile de simetrie (3.2.5), atunci
problema P nu poate avea mai mult de o solutie.
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VVom trata problema existentei solutiei pentru problema P. Vom transforma problema P intr-o pro-
blema Cauchy formata dintr-o ecuatie de evolutie pe un spatiu Hilbert. Vom considera problema P in
cazul conditiilor la limitd omogene

Ui(x,t) = @ij(z,t) = X(z,t) = 7i(x,t) = 0, (z,t) € OB x (0, 0). (3.2.14)
Spatiul Hilbert H va fi definit cu ajutorul spatiilor Hilbert W,* si L2, astfel
H=W}? x L2 x Wy? x L2 x Wy? x L2 x Wy? x L x W* x L2,

unde am utilizat notatiile Wy* = W, > x Wy* x W,* = [Wol 2] si, respectiv, L? = L? x L? x L? =

[L2]3. Spatiul H este inzestrat cu urmatorul produs scalar
<(Uiavia(Pijv\Ijij7XauvTi7Vi) ) ( Uy, 17901]7\1]/]7)( :u ) z? z/)> =

1
- 92 / (QUZU + Ijk‘lJ]T\Ijkr + GHM + BZ]V’L ) av +
B
1
+5 / [AijmnEij€mn + Gijmn (€ijVmn + €ijYmn) + (3.2.15)
B
+Fijmnr (5in',rrmr + dszmnr) + BijmnYij Von +
"‘Dijmm“ (’yin;nm" + ’Yz{ijnr) + Cz‘jkmaniij;nnT +
+dijmn (€ijThn + €1iTm, n) + €ijmn (VijTrm + %{jrm n) +
+ fijemn (XijkTmn + XijeTmn) + GijmnTmaTi ;] dV.

Acest produs scalar induce o normd pe H care este echivalenta cu norma initiald pe spatiul Hilbert
H.

Luand in considerare (3.2.8), vom defini operatorii

1
Ailu = E (AZJmn + Gmm'j + Bzgmn) Um,ng,
1

AZQ(P = 0 {_ (Gmmj + Bz]mn) Pmn,j T (anrij + Dijmm") @mn,rj] )

le,u = (az] + /87,]) M5, Cle - (dz’jmn + eijmn) Tm,nj,

A?U = fk {(Ejkmn + Dmnzjk) Un,mi + (G]kmn + B]kmn) um,n] )
J
1

A?SO = Tk [_Dmm'ijOmn,i + Cijkmnr@mn,ri - Bjkmn(Pmn +Djkmnr90mn,r] ) (3.2.16)
J

By = — (Gigisvi + Birft) s Cjxm = fijkmnTmni + €jkmnTmn,

1 1 1
Nx = _Kijxij, Qv =~ (B + lij) vji, R'v = o (g + Big) vii,

R*W = =B, Wij + 64t Vi, AN=Tsi (dijmn + €ijmn) Um.nj,
ASp = T fijmnrPmnris Xsit = —Lsi (Bji +1i) tj, YT =LsiGijmnTmnj-
Matricea I'; este definitd cu ajutorul tensorului Bj; si al ecuatiei
L'sj Bik, = Ok,
unde §;;, este simbolul lui Kronecker.

VVom nota cu ¢/ matricea functiilor necunoscute
U= (UiaviaWija\PijaXaﬂa Tz’ﬂﬁ) :
Matricea U, corespunzdtoare datelor initiale este

UO—(U”U”QOZJ,‘I’U,X /'L) zJ 10)
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\Vom nota cu F matricea de incarcari
‘F - (07 E:? 07 GZ]) 07 37 07 QZ) .

\Jom construi operatorul matricial .4 ale cdrui componente sunt operatorii definiti in (3.2.16). Ast-
fel, problema la limita cu date initiale mixta este transformata intr-o problema Cauchy asociata unei
ecuatii de evolutie

Y )+ 70)
U0) = Up. (3.2.17)

Domeniul de definitie al operatorului A este
D(A) = (W5 NW22) x WG x (W™ nW22) x W?
X (WOI’2 N W2’2) x Wy? x (W(l)’2 HWM) x W52,

unde spatiile Sobolev W12, W22, W2 si W22 au semnificatiile cunoscute.
T 0 » 0 T

Pentrua demonstra existenta solutiei problemei abstracte (3.2.17), va fi necesard caracterizarea ope-
ratorului A din teorema urmadtoare.

Teorema 3.2.3. Presupunem ca sunt indeplinite ipotezele standard H, — H3 si relatiile de simetrie
(3.2.5). Atunci are loc

(AU UY = 0, YU € D(A). (3.2.18)

VVom aplica teorema Hille-Yosida operatorului A. In acest sens, mai este necesara o conditie demons-
trata in teorema urmatoare.

Teorema 3.2.4. Daca sunt indeplinite aceleasi conditii ca in Teorema 3.2.3, atunci codomeniul opera-
torului A este intregul spatiu H.

Teorema 3.2.5. Dacd sunt indeplinite aceleasi conditii ca in Teorema 3.2.3, atunci pe spatiul Hilbert H,
operatorul abstract A poate genera un semigrup de contractii pe spatiul Hilbert H.

Cu ajutorul corolarului Lumer-Phillips se poate obtine si un rezultat de unicitate.

Teorema 3.2.6. Presupunem ca sunt satisfacute conditiile din Teorema 3.2.3, ca datele initiale Uy
apartin domeniului operatorului A si ca incarcarile satisfac conditia

Fi,Gijy5,Q; € CY([0,00), L?) N C°([0, 00), Wy ).

Atunci problema abstracta (3.2.17) admite unica solutielU (t) € C1([0, 00), H).

Un alt rezultat important se referd la dependenta continua a solutiei de incarcari si de datele initiale.

Teorema 3.2.7. Presupunem ca sunt satisfacute conditiile din Teorema 3.2.3. Atunci solutia U =
(u,, X, T) a problemei (3.2.17) depinde continuu de incarcari F;, G;, s, Q; si de datele initiale Uy
astfel

t
U < /0 |(Fo Gy 5, Q) ds + o).
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3.2.3 Simulari numerice

In continuare, vom realiza simuldri numerice in cazul izotrop, care este mult mai simplu decat cel
anizotrop deoarece numarul de coeficienti descreste in mod semnificativ. In primul rand, vom scrie
ecuatiile constitutive in forma izotropa. In acest sens, avem nevoie de urmatoarele ipoteze asupra

coeficientilor.
Aijmn = A0ij0mn + 110im0jn + 12050 jm,

Gijmn = 910ij0mn + 920imdjn + 936in0jm,

Bijmn = b15ij5mn + b25im6jn + b36in5jma

Cijkmm" = aldijékm(snr + a25ij6kn5rm + a3éij5kr5mn + a45jk5im5nr+

+ a56jk6in5rm + a66jk5ir6mn + a76ki5jm5nr + a86ki5jn6rm+
+ a90ki0jrOmn + @100im0jn0kr + @110jmOknOir + a120kmdindjr+
+ a130im 07 Okn + 0140 jmOkrOin + a150km0irOjn,

dijmn = d10ij0mn + d20im0jn + d30indjm,

Cijmn = €10;j0mn + €20im0jn + €30in0jm,

Gijmn = N10i0mn + h20imdjn + h30indjm,

oy = adij,  Bij = Bdij, lij = 10y,

Aij = f1dij,  Bij = f20i5,  Kij = f30i;.

Prin inlocuirea coeficientilor de mai sus in ecuatiile constitutive (3.2.3), obtinem

Tij = Aij€mm + H1€i5 + [2€ji + 9103 Ymm + 92Yij + 937ji—

— Oé(sij).( + dléiﬂm,m + d27-@'7j + d3’7'j72',

Nij = 910ij€mm + g2€ij + g3€ji + b10iYmm + b27vij + b3ji—

— B0ijX + €10ijTm,m + €2Tij + €3Tji,

Hijk = 103§ Xknn + @205 Xmkm + 0305 Xmmk + @40k Xinn+
+ a50k Xmim + @60k Xnni + @70k X jnn + A80ki Xmjm+

+ a90kiXnnj + @10Xijk + A11Xjki + Q12 Xkij+

+ a13Xikj + @14Xjik + Q15X kjis

pn = acgi; + By +ax + U1,

pni = fiti + faX.is

Si = —foTi + f3X.;

Aij = dibijenn + dogij + dseji + €10ivnn + €27%ij + €375i—
— léijx + hl(sianm + haij + h3Tj;.

(3.2.19)

(3.2.20)

(3.2.21)

(3.2.22)

(3.2.23)

(3.2.24)

(3.2.25)

(3.2.26)

(3.2.27)

(3.2.28)

(3.2.29)

(3.2.30)

(3.2.31)

(3.2.32)

(3.2.33)

(3.2.34)
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Pentru analiza numericd a problemei sunt necesare formularile variationale ale ecuatiilor de miscare.
Prin urmare, sunt necesare anumite spatii de functii.

Fie Y un spatiu Banach cu norma || - ||y. Se defineste spatiul L?(0, T;Y) ca fiind spatiul functiilor

definite pe [0, 7] cu valoriin Y care au o norma finitd, unde norma este definitd astfel ||g| 2o 1,v) =
1

. 1
(Jo gl t)* 1741,

Fiez € [HZ(Q2)]? si sa definim spatiul Qu = L?(0,T; [H3(2)]3) [50]. Atunci formularea variationald
pentru vectorul deplasare u; este

. 1
/ pliiz;dV + / {(A + 91)0jitm,mzi + (B + p2 + g2 + 93)5(%}1’ + wij)zi g+
B B

+ (g1 + b1)0jiummzi; + (92 + b2)uijzij + (g3 + b3)ujizi 5] dV =
2/ PFizidV+/ (75 +7]ji)2injdA+/ [(g1 + b1)6jiPmmzij+
B aB B

+ (g2 + b2)jizij + (93 + b3)wijzij + (a + B)0jix2ij—
—(d1 + €1)0jiTmm#zij — (da + €2)Tjizi; — (ds + e3) 7T jzi ;] dV.

(3.2.35)

Se considerd ca ¢ € [Hg (€2)]**? si se defineste spatiul de functii Q, = L? (0, T; [H3 (22)]3*?). Atunci
formularea variationala a tensorului de deplasare dipolard ¢;; este
- / 1§ pjdV + / [— (@165 Pnn,k + a20ijQkm.m + 4305 Pmik,m~+
B B

+ @40k Pnn,i + a505kPim,m + @60k Pnin + 070k Pnnj + 80k Pjm,m+
+ a90kiPnjn + A10Pjk,i + A11Pki,; + Q12055 k + A13Pk i + Q14K+
+a150jik) Pjki — b10jkPmmPjk — b2k ik — b3k Pk AV =

(3.2.36)
= — / [(g10kEmm + 926k + 93€k; + b10jkUm m + boug ; + b3 i —
B
—B0jkX + €105 Tm,m + €Tk + €37k ;) Gji + pGirdjr] AV —
- / HijkPirnidA.
OB

Se considerd ca ¢ € H(Q) si se defineste spatiul de functii Q, = L? (0, T; H3(£2)). Atunci formu-
larea variationald pentru temperatura y este

/ (i + Bii + aX + 17:) pdV + / (—fotii + fax,iv:)dV =
B B
= / pT?[)dV + / Slnﬂ/JdA

B OB

in final, consideram cd w € [HZ(Q)]® si definim spatiul de functii @, = L? (0,T; H3(%)). Atunci
formularea variationald pentru vectorul de microtemperaturi 7; este

(3.2.37)

/B (hl(sjiTn,n + hQTN‘ -+ hgTiyj) wi,jdV + /B (flﬂ‘ + fg)'(’i) w;dV =
= / pRyw;dV — / (dl(SjiEnn + dgé‘ji + dgeij + 61(53'@"}’”” + e2vji+ (3.2.38)
B B

+es3vij — léﬂx) wiyjdV + /aB Aﬂwm]dA

Pentru a realiza simulari numerice, vom reduce problema la cazul deformarii plane, asa cum este
definitin [1712]. Prin analizarea rezultatelor din [112], concluziondm cd putem utiliza elemente finite
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Figura 3.1 — Deplasarea u;

Figura 3.2 — Deplasarea u;

P1 pentru deplasari si microdeformatii si o divizare mai find a domeniului. Utilizam coeficientii elastici
din[112].

Potrivit rezultatului de dependenta continua din sectiunea anterioard, vom utiliza conditii pe frontiera
nule pentru variabile. Vom utiliza conditia initiald u1 (0, z, y) = — 155, pentru (z,y) € B.

Pentru schema numericd, vom utiliza abordarea din [10] si [51] si programul FreeFem-++. Simuldrile
numerice sunt realizate pe un domeniu dreptunghiular plan.

Graficul rezultat din simuldrile numerice realizate in FreeFem++ pentru deplasarea u; este descris
in Figura 3.1. Deplasarea u; este trasata si cu ajutorul gnuplot 5.2 pentru a obtine reprezentarea 3D
corespunzatoare din Figura 3.2. Observam cd avem o propagare de unde.

Microtemperatura 1, este descrisa in Figura 3.3. Se observa si in acest caz propagarea undelor.

Figura 3.3 — Microtemperatura 9,

Temperatura este infatisata in Figura 3.4. Se observa cum se propaga unda termica.

Figura 3.4 — Temperatura ¢



Capitolul 4

Medii elastice microstretch cu efecte
termice si de difuzie la nivel macro si micro

Analizam un model matematic pentru termoelasticitate microstretch cu difuzie, in care fiecarui ele-
ment i se asociazd microtemperaturi si microconcentratii. Studiem cazul liniar si anizotrop. in primul
rand, demonstram unicitatea solutiei pentru problema la limitd cu date initiale corespunzdtoare in
cazul non-centro-simetric.

Analizam comportarea spatiald a termoelasticitatii microstretch cu efecte de difuzie cu microtempe-
raturi si microconcentratii in cazul liniar, anizotrop si non-centro-simetric. Definim o functie cu o pon-
dere care depinde de timp si descrie principalele caracteristici ale modelului si studiem proprietatile
sale si deducem o inegalitate diferentiala. Obtinem o descrestere spatiald exponentiala care este in-
dependenta de timp si este validd pentru corpuri nemarginite.

Problema mixta se reduce la o problema abstracta pe un spatiu Hilbert in cazul cu centru de simetrie.
Un rezultat de dependenta continuad este aratat cu ajutorul unui semigrup de operatori liniari. Studiem
cazul anizotrop si aplicim corolarul Lumer-Phillips al teoremei Hille-Yosida. in cazul centro-simetric,
tensorii de rang impar sunt nuli si modelul pe care il analizam devine mai simplu.

Dependenta continud a solutiei de date initiale si incarcari a fost deja demonstrata in cazul izotrop
pentru termoelasticitatea microstretch cu efecte de difuzie cu microtemperaturi si microconcentratii
in [22] cu ajutorul inegalitatii Gronwall.

4.1 Preliminarii

Considerdam un corp care la un anumit moment in timp ocupd un domeniu marginit Q al spatiului
euclidian tridimensional cu frontiera neteda pe portiuni 0.

Ecuatiile de miscare ale teoriei liniare a termoelasticitatii microstretch sunt [67]

tiig + pfi = plii, (4.1.1)
hhk—i—g—i-pl = Jgo (4.1.2)
Si
Myjij + Eirstrs + pgi = LijPj. (4.1.3)
Are loc [7] .
C = Mii- (4.1.4)
Tensorii de deformatie sunt
€ij = Uj; + €jik Pk, Kij = ¥, Gi = @, (4.1.5)
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Tabelul 4.1 — Notatii pentru functiile mecanice

componentele vectorului deplasare in €2
componentele tensorului tensiune

densitatea mediului in configuratia de referinta
forta masica

functia de microdilatare

componentele vectorului microrotatie
componentele vectorului microstretch
componentele tensorului micromoment

forta masica interna

incdrcarea masicd externd microstretch

cuplul masic

simbolul Levi-Civita

simbolul lui Kronecker

densitatea energiei interne pe unitatea de masa
componentele vectorului de prim moment al energiei

Ecuatiile energiei si ale primului moment al energiei pot fi exprimate sub forma

peé = tijéij + mij/%ij + hjéj —go+ Q.5 + ps (4.1.6)
Si
PEi = Gji,j + ¢ — Qi + pGi. (4.1.7)
Tabelul 4.2 — Notatii pentru functiile termice
G componentele vectorului flux al caldurii
S sursa de cdldura pe unitate de masa
qij componentele tensorului de prim moment al fluxului de caldura
Qi componentele vectorului de medie a fluxului de microcaldura
G componentele vectorului de prim moment al sursei de caldura
T temperatura absoluta
T temperatura absolutad in configuratia de referinta
0=T-"T
T; componentele vectorului de microtemperaturi

Primul moment al difuziei masei este [7]

pw; = Njij + M — 0. (4.1.8)

Tabelul 4.3 — Notatii pentru functiile de difuzie

componentele vectorului flux de difuzie a masei

concentratia

componentele tensorului de prim moment al fluxului de difuzie a masei
componentele vectorului de medie a fluxului de difuzie a micromasei
microentropia

potentialul chimic al particulei

componentele vectorului de microconcentratii




4.1. PRELIMINARII

Consideram & in teoria liniara pentru cazul anizotrop si non-centro-simetric de forma [7], [
20 = Ajjrs€ijers + 2Bjjrs€ijhirs + Cijrskijhrs + 2D;j €550+
+ 2Eij/£ij<p + 2Fijk€ijCk — 20,1‘]‘6@‘]‘9 + 2Lijk€ika+
+ 2G ki Ce + Aij GG — 2bik450 + 2M 1545 T), + 2B Go—
— 2d;(;0 — 2Ny GTy + €p* — 2F b + 2R, oT; — ab*—
— 2b,0T; — By TiTj — 2w0C + oC* — 2R;;T;C; — Ci;C;Ci+
+ 2dijei]~C + 2fijliijc + 2]?1@0 + 2§1(p0 + 2L;jk€ij0k+
+ 2Mi’jk/<;ij0k — 2N{J<ZC] + 2R;<,OCZ — 2b;901*
— leTZC — QmQCiC,
unde coeficientii elastici satisfac urmdtoarele relatii de simetrie
Aijrs = Arsij,  Cijrs = Crsijy  Aij = Aji,  Bij = By,
Cij = Cji, Rij= Ry;.
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(4.1.9)

(4.1.10)

in continuare, vom urméri strategia din [7] si vom introduce difuzia si microconcentratiile in modelul
matematic propus in [67] pentru termoelasticitatea microstretch cu microtemperaturi. Pentru teo-
ria liniard a difuziei in termoelasticitatea microstretch cu microtemperaturi si microconcentratii vom

deduce ecuatiile constitutive in cazul anizotrop si non-centro-simetric

tij = Aijrsers + Bijrskirs + Dij + FijrC + 65,
mij = Bysijers + Cijrstirs + Eijo + G +myj,
hi = Frsiers + Grsikirs + AijCj + Bip + hi,
9= —Dije;j — Eijkij — BiG; — o + g,
pS = aijeij + bijki; + diGi + Fo + 57,
pei = Lysiers + Mysikirs — NjiCj + Rip + €7,
P = dijeij + fijhij + fiGi + 1o + P*,
!/

pwi = Lygiers + Mygitins — Nj;Gj + Riep + w7,

81 81

unde termenii care exprima efectele termice si de difuzie sunt dati de

ti; = Liji Tk — aij0 + dijC + Li;,Cr,  mi; = MypTy — b0 + fi;C + Mj;,,Cy,
hi = —NyT; —dif + f;,C — N/;C;, ¢* =—-RT;+F0— §1C — R|C;,
S* =b;T; +ab + wC + b;CZ, 6; = —BijTj — b0 — RZ‘J’C]' —m;C,
P = —wb + QC - mlTZ - m;Cl, w;" = _Cijcj - Rﬂjy - b;@ - m;C
La fel cain [7], deducem ca
4 = kij0j + KigTy,  mi = hijPj + Hiy;Cy,
qij = —PijraTyk, Nij = —FijCu,

Qi = (kij — kij)0 j + (Kij — Kig)Ty,  6i = (hij — hig) Pj + (Hij — Hij)Cj,

),

unde au loc urmdtoarea inegalitate
71107%9,19,; + <1{0Kij + zh’j) 0.T) + PijrTixTyi + Ky TiTj+
+ H;;CiCj + (hij + Hij) PiCj + hijPiPj — FjigyC;Ci > 0
si relatiile de simetrie
Pijri = Prij, Fijki = Frij, K;j = Kj;, H;; = Hyj;, kij = kjs,
hij = hji, K § ] ]

5
Il
=

2
&
Il
[ <
2
Sl
S

Il
<

2
=
S

Il
>
<

N

(4.1.11)

(4.1.12)

(4.1.13)

(4.1.14)

(4.1.15)
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Lafelcain [7]si[67], consideram cd

pToS = gii + ps. (4.1.16)
Din (4.1.11)7 rezultd ca putem exprima concentratia astfel
QC =P - dijeij — fij/ﬁ:ij — ]EZQ - §1(,0 + wb + mlTZ + mng (4.1.17)

Propunem urmdtoarele notatii

dijdrs fijfrs

dii f,
AZ]'TS - Ai‘jTS o Q ’ B;'ijS = Bist - ’LJQ T57 C'ijrs = CijTS - Q 3
D;kj = Dl] - ng ) ,;;k ka B , EZ*] =B — ’ng ’
;,kjk = Gz]k - fl]fk7 a;-‘j = a5 — ZJw, b:‘] = sz _ wa7
AL = Ay — fifj7 B —Bi— fi91’ g —d; flw,
9 Y
Q@ g1 w? dijmi
Fr=F-== &=  a=at—, Ly =L+ ,  (&1.a8)
Lije = Lij + iy e = Mg + Jig M, = ML, + figmy,
g T Y ) gk — 1] 5 ijk = ij ,
Y 0 0
NAmA f'm’~ N 4
N{;‘:Ni‘—fz ], N{;:N{j_ ! ]7 R::Ri—i-glmZ’
o 0 0
. ‘ /'
R§*=R2+91;n’, b?zbﬂrw;nz, b;*:b§+w;nl,
Bij=Bij + o Cij = Cij + 2 R, = Rij + ——

Cu notatiile de mai sus si utilizand formula (4.1.17) pentru a exprima concentratiain functie de potentialul
chimic, ecuatiile constitutive devin in cazul anizotrop si non-centro-simetric

tij = Afjrsers + Bijrstins + Dijo + Fijple + 135,

Myj = B:sz‘jers + C;jrsﬁTS + E;jSD + G;jka + mé}i

hi = Flgiers + Glikrs + A5G + Bio + by

9= —Djjei; — Ej;kij — BiGi — "¢+ ¢", (4.1.19)
pS = ajjeij + bjjrij + diG + Frp + 8™,

pei = Lygiers + Mikrs — N3G+ R0 + €7,

rsi rsi
T I I - I I
pwi = LrsieTS + Mrsi’%rs - Nji CJ + Rz ©+w,

unde efectele termice si de difuzie sunt descrise de

ti; = LTk — aj;0 + fP + L3Ok, mi; = M5 Ty — b0 + fz)]

j 7 ] P+M,L/*ka,

J

B = —NT; — d6 + fip _ N:C;, §* = -RTi+F9—2P_RrC,
0 o (4.1.20)
i —P,
Y

S™ =bIT; +a*0 + %P +0;°Cy, e = —BjT; — b;6 — R;;C; —

!/

Wi = —C5C — RETy — b0 — Lp,
0



4.2. UNICITATEA SOLUTIEI IN CAZUL ANIZOTROP 57

cu urmadtoarele simetrii pentru coeficienti

Afjps = Alyiisy Chiyps=Clusy Al =A%, B =By, Ch=Ch (4.1.21)

1JTrs T‘SZ]’ rs T’S’L]’ ]’L? Jv

Prin urmare, ecuatiile de baza ale teoriei difuziei in termoelasticitatea microstretch cu microtempe-
raturi si microconcentratii sunt ecuatiile de miscare (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3), ecuatiile energiei (4.1.6)
si (4.1.7), ecuatiile de difuzie (4.1.4) si (4.1.8), ecuatiile constitutive (4.1.19) si ecuatiile geometrice
(4.1.5). In plus, se considera conditii initiale si la limitd. Conditiile initiale sunt
ui(x,0) = uf(z),  w(2,0)=ui(z),  @i(,0)=¢l(2),  ¢i(2,0)=p;(2),
o(x,0) = (), o(x,0) = o' (), 0(z,0) = 0°(2), Ti(z,0) = T?(x), (4.1.22)
P(z,0) = PD(:U , Ci(x,0) = CP(x), T €Q,
unde uf, u}, ¢?, gpl % b, 69, T2, P° si CY sunt date. Fie S, r = 1, ..., 14 submultimi ale frontierei
0N astfel incat Sl USy; = 53 U S4 = 55 U SG S7 U Sg = Sg U Sy = 511 U Sig = 513 U S14 = 902
$I S1NSy=83N8,=5N5s=57N8Sg= 59N 510 =511NS12 =513N Sy = . COI’]dItI”e la
limitd sunt
u; = u; pe Sy x I, @i = @ipe Sy x I, ¢ =ppeSs xI,
0 =0peS; x1I, T; =T;pe Sy x I, P=PpeSy x1I,
Ci = Cl pe 513 X L tjmj = {z pe SQ X I, mjing = m; pe 54 X I, (4.1.23)
hiny, = hpe Sg x I, qin; = qpe Sg x I, qrink = q; pe Sio x I,
ning =1 pe Sz X I, Nkituk = 7i Pe S14 X 1,

unde @;, @;, @, 0, T;, P, C;, t;, my, h, @, G, 7, 0; sunt functii date si I = (0, co).

4.2 Unicitatea solutiei in cazul anizotrop

in aceast sectiune vom demonstra unicitatea solutiei pentru problema termoelasticitatii micros-
tretch cu microtemperaturi si microconcentratii in cazul anizotrop si non-centro-simetric. In acest
sens, examinam procesul admisibil

D= {ui7 Li, P, 9) E7 Pu C’Lv tl]v mij, hi) 9, Sa €iyqi, Qi) Gij, Wi, i, 7’7,]} (421)
Utilizam strategia din [67]. Definim functiile W), I',, si D, pe 2 x I prin

1
W = Az]rseljeTS + Bzgrsemﬁrs + CZJTSKZ]K’TS + DZJGZJSO + EZ‘]K/ZJQO—’_

(4.2.2)
+ ijezJCk + Gz]kK’Z]Ck + B SOCZ + A* Cij + 5

unde efectele termice si de difuzie sunt caracterizate de urmatoarele expresii

* 1 * N2 1 * w 1 * *
11 m; ml (4.2.3)

- 5432 + b 0C; + —PT; + —-PC;,
0 0 e
1 1 - -
D), = ?kije,ie,j + K+ Ky 015 + PijaTik Ty + Ky TiTs+

0 0 (4.2.4)

+ H;;C,Cj + <iLij + Hij) P;Cj+ hijPiPj — FjiCry;Ci.
Observatia 4.2.1 Oricare ar fi procesul admisibil p, are loc urmdatoarea inegalitate motivata de (4.7.14)

D, > 0. (4.2.5)
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La fel cain [67], vom avea nevoie de urmdtoarele ipoteze
(H1) p si J sunt strict pozitive,

(H2) I;; este un tensor pozitiv definit,

(H3) W, este o forma patratica pozitiv semidefinitd,

(H4) I, este pozitiv definita oricare ar fi procesul admisibil p.

Teorema 4.2.1 Sapresupunem caau locipotezele (H1), (H2), (H3) si (H4). Atunci problema termoelasticitatii
microstretch cu microtemperaturi si microconcentratii are cel mult o solutie.

4.3 Comportarea spatiala a solutiei

Rezultatele din aceasta sectiune sunt cuprinse in lucrarea [25].

La fel cain [36], notdm cu Dy suportul datelor initiale si pe frontier si al fortelor masice in problema
P. Utilizam conventia ca D7 este un domeniu regulat si marginit. Definim multimea Dg, R > 0, prin

Dgr = {CL’ e ‘ bT N Z(ZL', R) #+ @}, (4.3.1)

unde X(x, R) este bila deschisa de razd R si cu centrul in x. La fel ca’in [36], vom presupune cd Br
este parte din Q inclusdin Q \ Dg si cd B(Ry, Ro) este multimea B, \ Br,, R1 > Ro.1n plus, vom
utiliza notatia Sy pentru partea din suprafata 0By inclusa in interiorul lui €2 si pentru care versorul
normalei exterioare este directionat spre exteriorul multimii Dr. Observam ca Bp, este parte din (2
unde datele initiale si pe frontiera si fortele masice sunt zero.

In continuare vom introduce cateva notatii utile. In primul rand, W este exprimat in functie de tensorii
de deformare

1 1
W(S) = §A2<j7's€1”5(8)6ij (S) + B:jrseij(s)ﬂrs(s) + icfjrsﬁ’m(s)ﬁ’ij(s)—’_
+ Djjeij(s)p(s) + Ejjrij(s)p(s) + Fijpeij (s)C(s) + Gijprij (s)Ch(s)+ (4.3.2)

+ Bo(s)Gls) + 5€()° + 3 AL (5)G(s)

si este utilizat in expresia pentru I'. Efectele termice si de difuzie sunt considerate in expresiile de mai
jos

Ds) = g pia(s)ia(s) + 5J3(5)” + 5 Tybi(s)es(s) + W(s) + Tls), (6:33)

unde 11 .
I'p(s) = a*fG(zs)2 + EﬁP(s)Q + §B;“]

+0;Ti(s)0(s) + %H(S)P(S) + R;C5(s)Ti(s) + bi70(s)Ci(s)+ (4.3.4)

Ty(s)T(s) + %c;jci<s)0j(s)+

Si
_ 1 1 -
K(s) = —kij0:(s)0 j(s) + <Kij + kz‘j) 0.:(s)T;(s)+
Th Th

+ PijuiTye(8)T5i(s) + KigTi(s)T(s) + Hi;Cils)Cj(s)+ (4.3.5)
+ (f%j + Hz'j) P;(s)Cj(s) + hijPi(s)P;(s) — FjiriCurj(s)Ci(s).

Are loc urmatoarea inegalitate
K(s) > 0. (4.3.6)
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Urmatoarele ipoteze vor fi necesare pentru obtinerea unor rezultate despre comportarea spatiald a
solutiei

(H1) p si J sunt strict pozitive;

(H2) I;; este pozitiv definit;

(H3) W este o forma pdtraticd pozitiv semidefinita ;
(H4) T, este pozitiv definita;

(H5) W este o formd patraticd pozitiv definitd, prin urmare existd constantele pozitive y,, si 1157 astfel
incat

Iy Jo
Hm (eijeij + (,02 + Eliij/’iij + .QCZCZ> <2W <

I 7 (4.3.7)
< pm <€ij€ij + o + Shijhij + OCiCi) :
0 0
in plus, presupunem c& K (s) este o fom3 pétraticd pozitiv definitd, prin urmare
_ 1 -
K(s) < 7kn0i(s)0 Py ;(s)T5,5 KuTi(s)T;
() = qkwOu00:(5) + PUT T (5) + KT ()T () s8]
+ HyCi(s)Ci(s) + ha Pi(s)Pi(s) + FuCij(s)Cij(s)
Si
_ 1 .
K(s) > —k,0:(8)0;(8) + P,T; :(8)T;.:(8) + K, T;(8)T;(s)+
(92 gkndula)0i) + i ()Tisto) + KnT (51T 3]
+ HmCZ(S)CZ(S) + hmPJ(S).PJ(S) + chi7j(8)ci7j(8).
Fie A > 0 un parametru real dat. Definim
B t
M= [ e oy (s)in(s) + hlomi(s)ele)+
1 (4.3.10)

T
— qji(s)n;(s)T;(s)] dads,

+mji(s)n;(s)¢i(s) + 7i(s)na(s)0(s) + mis)na(s) P(s) -

o functie care va fi utilizata in evaluarea comportdrii spatiale prin considerarea integralei interioare
pe submultimea Sg. In urmatoarea lema vom studia principalele proprietati ale acestei functii.

Lema 4.3.1 Presupunem ca un corp elastic microstretch cu conductie termica si difuzie masica la ni-
vel macro si micro este modelat cu ajutorul ecuatiilor de miscare (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3), (4.1.4), (4.1.16),
(4.1.7), (4.1.8) si al ecuatiilor constitutive (4.1.19), cu relatiile geometrice (4.1.5). Cu notatiile de mai
sus siin anumite conditii de regularitate, are loc urmatoarea identitate

t
/ e MD(t)dv + / / [ef)‘s)\f(s) + ef)‘sl_((s)] dvds =
Q 0 Ja
t
= [T@dv+ [ [ M) o6 Fpnlsatsr 6310
Q 0 Ja
+ —ps(s)0(s) — pGi(s)Ti(s)] duds + Ay (t).
in lema de mai jos deducem o estimare care ne va fi utild in urmitoarea teorema pentru a demonstra

o inegalitate diferentiald pentru o functionala cu o pondere care depinde de timp si care va fi utilizata
pentru caracterizarea comportdrii spatiale a solutiei.
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Lema 4.3.2 In conditiile Lemei 4.3.1 si oricare ar fie > 0 constant, are loc urmatoarea inegalitate

0 0
tijti; + &hihi + p—mijmzj <
Jo Iy

<2up(l+e)W+

(1 1) {0 + Vi? + (01507 TR+

+ (0 + (@) + 0)] 02+ 312
2 7\ 2 2

+ <d”> +<fi> +<f”> Pt

0 0 0
+ [(L5e)? + (Ne)? + (M75)?] Ci -

Fie A un parametru pozitiv dat. Definim functia
t
ME == [ [ s 9)inls) + hilsIn(s)8(s)+
0 SR
1 (4.3.13)

+ myi(s)n;(s)gi(s) + foqz‘(s)nz‘(s)ﬂs) + ni(s)ni(s)P(s)—

— g;i(s)n;(s)Ti(s)] dads, R>0,t€]0,T],

care va fi utila in analizarea comportdrii spatiale. In urmdtoarea teorema vom studia proprietdtile
acestei functii.

Teorema 4.3.1 (Proprietdtile functiei A1 (R, t)) Presupunem ca au loc conditiile din lema 4.3.1, ipote-
zele (H1), (H2), (H3), (H4) si (H5) si considerdm cd datele externe prescrise ale problemei’P au suportul
madirginit D in intervalul de timp [0, T]. Atunci pentru fiecare t € [0,T), functia A1 (R,t) are urma-
toarele proprietati

(i) pentru0 < Ry < Ry, are loc

Al(Rl,t) — Al(RQ,t) = —/ €_Atf(t)dv—
. Bl ) (4.3.14)
—/ / [e*)‘s)\l_“(s) + 67)\SK(8)} duds;
0 JB(R1,R2)
(i) A1 (R, t) este o functie continud si diferentiabild in raport cu R > 0 si
A _ ¢ _ _
Q(R,t) = —/ e MD(t)dv —/ / [€_>\S)\F(S) + e_)‘sK(s)} dvds; (4.3.15)
OR Sk 0 Jsg
(i) A1 (R, t) este o functie descrescatoare in raport cu R > 0;
(iv) A1(R,t) satisface urmdtoarea inegalitate diferentiala
A O\
—|A —-— t) < > 4.3.16
k| 1(R7t)|+ aR(Rv )—07 R >0, ( )
cu
1
k= M’ (4.3.17)

P0

unde e este rdddcina pozitiva a ecuatiei

4 MTok2 4
£2+6(1— M2 _ PoAlo m> _ A2y, (4.3.18)
aofny Aok, aofim
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Pe baza proprietatilor din teorema anterioard, stabilim estimari care descriu comportarea spatiala
pentru corpuri nemarginite. Se observa ca functia exponentiala nu depinde de timp.

Teorema 4.3.2 (Comportare spatiald pentru domenii nemérginite) in conditiile teoremei 4.3.1 si pen-
tru fiecaret € [0, T, au loc

(i) daca A1 (R, t) > 0, oricare ar fiR > 0, are loc

A (R, t) < A1(0,t)e * B, R>0; (4.3.19)

(i) daca existd o valoare Ry > 0 astfelincat A1 (R1,t) < 0siAi(R,t) < 0 oricarear fi R > Ry, atunci
are loc R
—A1(R,t) > —Ay(Ry, t)er Bl R > Ry (4.3.20)

4.4 Dependenta continuain cazul anizotrop

Inaceastd sectiune, vom demonstra un rezultat de dependenta continui pentru problema termoelasticititii
microstretch cu microtemperaturi si efecte de difuzie la nivel macro si micro in cazul anizotrop si cu
centru de simetrie. In acest sens, vom deduce expresii pentru derivata in raport cu timpul a vecto-
rului de microtemperaturi si pentru derivata in raport cu timpul a vectorului de microconcentratii.
Vom scrie ecuatiile constitutive si ecuatiile de miscare in functie de potentialul chimic si vom alege
un spatiu Hilbert potrivit pentru a obtine o problema abstracta din problema Ia limita cu date initiale.
\Vom utiliza strategia descrisa in [6] si [7]. Rezultatele din aceasta sectiune sunt cuprinse in lucrarea

[23].

Pentru materiale cu centru de simetrie, ecuatiile constitutive devin [103]

d. -
tij = Afjrsers + Dijo — aj;0 + %P,
m’L] — Cz‘jrsli’I‘S’

hi = Aj;¢; — NjT; — Nj; Cj,

* * * ~1
g=—Djje;; — o+ F —%R

= (4.4.1)
pS = aj;eij + F o+ a0 + EP,
pwi = —C5C5 — RyT; — Nj G,
1 d P
C = fP——”eij—ﬂngrEH.
0 0 Y 0
Din formulele (4.4.1)6, (4.1.13)1 3 5 i (4.1.7) obtinem
BTy + Ri;Cy = (P Tig) 5 — kij0j — KijTj — pGi — N3G (4.4.2)
Cu ajutorul formulelor (4.4.1)g, (4.1.13)2,4,6 Si (4.1.8) obtinem
R Ty + C5C5 = (FjCug) j — hi Py — HiyCj — NG (4.4.3)

De fapt, in cazul cu centru de simetrieauloc B;; = B;; R;; = R;Fj, Cij = C;;
Vom utiliza notatia

A~ (B R) , T

ATk i NI — ATIE
Nij = Nij $|Nij = NZ]

R C
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unde B = B;j, R = R;j; si C= Cij. in plus, vom considera ca A este o matrice pozitiv definitg, ceea
ce conduce la

BZ]TlT] + CHCZC] + 2RijTiCj > 0. (4.4.5)
Matricea A este pozitiv definitd dac& si numai daci C si A/C = B — RC~'R sunt ambele pozitiv
definite [7], [12]. In acest caz, solutiile ecuatiilor (4.4.2) si (4.4.3) pot fi date sub forma

=(A/C)7? {(sz‘lel,k),j — kij0j — KijTj — pG; — N;iélj_

—RC™ |(BjaCi) g — hig Py — HiCy = NG| } (4.416)
4.4.6
C) = ~CR/C) ™ [(PaTin) — iy — KTy — pGi = Ny | +

4 (C7 4 CRA/E)RE™) [(FaaCia)s — b Py — HigCy — Ny .

Matricea A este pozitiv definitd dacd si numai dacd B si A/B = C — RB~!R sunt ambele pozitiv
definite [7], [12]. In acest caz, solutiile ecuatiilor (4.4.2) si (4.4.3) pot fi reprezentate sub forma

Tj = —E_1R(A/B)_1 {(Fjile’l,k),j — iLz]P H C N/*<j1|

(IB% +B'R(A/B)'RB- ) [( PiinTix)j — kij0; — Kif Ty — pGi _N;ig'j], )
44,7
C;=(A/B)~ {(Fjiklcl,k),j — hijPj — H;jCj — NJ3¢j—

—RB™! [(Pjilel,k),j —kijf 5 — Kij Ty — pGi — N;}Cj} } :

inlocuim noua forma a ecuatiilor constitutive in ecuatiile de miscare (4.1.1), (4.1.2), (£.1.3), (&.1.4),
(4.1.16), (4.4.2) si (4.4.3), ceea ce conduce la un sistem de 15 ecuatii cu 15 necunoscute, sianume cele
trei componente ale vectorului deplasare, functia de microdilatare, cele trei componente ale vecto-
rului de microrotatie, variatia temperaturii, potentialul chimic, cele trei componente ale vectorului de
microtemperaturi si cele trei componente ale vectorului de microconcentratii. Prin urmare, ecuatiile
de miscare pentru functiile u;, ¢, ¢4, 0, P, T; si C; sunt

dii
pul = pfl + (A;‘firse'rs + D;(Z(P — a;‘ﬁ + jP) R
¢ 79 (4.4.8)
J§ = (A5;¢ — NT; — N Cj) , + ( Djjeij — o+ F 0 — ‘?P) 1l

. . d
Iij(pj = (Cjzrsﬂrs) + Eimn <A;knm"seT‘S + D;’LTLQO - amng + T;mP> + pgia

1. d

59 + QP = ? zj + 80 + (hz]P + Hle )

a’0+ —P = —a;;éjj — F7¢ —i— (kwﬂj + Ki;Tj) ; + —ps,
0 To

Bi;Tj + Ri;Cj = (P, k) — kij0; — KijT; — pGi — Njidj,
RijT + CiCj = (FjiuCu) 4 — hijP; — HijCj — NjsG;.
Pentru ecuatiile de mai sus, pastram conditiile initiale (4.1.22), dar impunem conditii pe frontiera nule,

sianume
0, i =0, 0 =0,

- v (4.4.9)
P =0, T, =0, C; =0 pe 02 x I.

in continuare, transform&m problema la limita cu date initiale intr-o problema abstracta pe un spatiu
Hilbert potrivit. Utilizam notatiile @; = v;, ©; = 9; Si ¢ = . Fie
H = {(U’Zv Vi, P, w7 Pi, ,l/)lﬁ 97 Ea P7 CZ) P Ug, P4 € W572(9)7 Vi, 1/%‘7 CTia CZ S L2(Q)7

$,0,P € L), 0 € W ()],



4.4, DEPENDENTA CONTINUA IN CAZUL ANIZOTROP 63
unde Wol’Q(Q), L?(£2) sunt spatii Sobolev si
1,2 12,0013 2 2713
wet() = Wgr@] A9 = [A@)°
in spatiul #, definim urmé&torul produs scalar

<(uiavi7¢)w7§0ia¢ivevﬂ7pa CZ) 3 (U:vvf’¢*7¢*a@:v¢;=0*7ﬂ*>P*vC;)> =

/[pvlv +J¢¢ +Ily¢2w +Az]rse7'se +C;<]7"s’€7"5’%z<j+

(4.4.10)
+ Aj;CC + Dy (pei; + o eig) + Erpp* + a* 00 + EPP*+

o = (0P* +0°P) +Bi;T;T; + Ci;CiCj + Rij (TI;C} + T;C;) ] dV.
in continuare, definim niste operatori, a ciror forma este motivata de forma ecuatiilor de miscare.

Acestia vor forma un operator matricial .4, pentru care vom arata cd este un semigrup de contractii
C) cu ajutorul corolarului Lumer-Phillips. Ecuatia (4.4.8); conduce la

Azl (u) = p_lAjirsuS,Tj7 AQ(‘:O) =p IDJZQD,J’

A(p) :PilA;irssserOk,ja A} (0) = —p 1a;<z‘9w (4.4.11)
dj;

A}(P) = p~t =2 P
%

Ecuatia (4.4.8)9 pentru functia de microdilatare motiveaza forma operatorilor de mai jos
B'(u) = —J ' Djju;i, B(p)=J A0 — T,
B¥p) = —J 'Dijejmpn, BY0)=J'F*6, B(P)= J‘lggl (4.4.12)
BYT) = —J'NjiT;;, B'(C)=—J 'N/;Cj;.

Urmatorii operatori sunt definiti pe baza ecuatiilor (4.4.8)3 pentru cele trei componente ale vectorului
de microrotatie

le(u) = IileimnA:nmsus T 032(90) = IigleimnD;m%

033(90) = I 10 17"5908 rj + IjlgimnA:;’mrsgsrkSDkv (4413)
_ . _ d
C}(0) = =1 cimnay,,0, C3(P)= Iijlsimn%P.
Cele doua seturi de operatori de mai jos sunt motivate de ecuatiile (4.4.8), si (4.4.8)5 pentru tempe-

ratura si potentialul chimic. Dacd impunem conditia ¢ 7é 0, atunci are loc

DI(U) = —ailaijvj,i, D2(1,Z)) = —ailFlﬁ,
-1
— a
D) = —a"layjejintn, DY) = 71{?13'9,3‘2',

1 (4.6.14)
a
D*(P) = —a"'whyPji, D(T)= 1, KirTia
D7(C) = —a_leijCj,i
Si
El(v) = (dU + a_lwaij)vj@ E2(¢) = (f]l + CL_IZDF)T/),
E3(¢) = (dij + a 'way)ejiwthy, EO) = —a? “ k‘zﬂ,ﬂ,
5 1_2 6 1w (4.4.15)
E°(P)=(0e+a @ )hijPji, E°(T)=-a" T K”TN,

E7(C) = (Q + a*1w2)Hl~jCj7i.
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in final, pentru ecuatiile (4.4.8)g si (4.4. 8)7 pentru mlcrotemperaturl si microconcentratii, vom consi-
dera doud cazuri. In primul caz, dacd C si A/C = B — RC~'R sunt ambele pozitiv definite, atunci
definim operatorii

F2(y) = (A/C) =Nyt + RCTH(NJw ), FHO) = (A/C) " (—kij0,5),
F(P) = (A©)RE (i Py), FAT) = (MO BTy — KTy, (64.16)
F{(C) = —(A/C)"RC™ (FjinCrx; — HijCy)

Si
GH(w) = ~CTR(A/C) T (~Njiwg) — (€71 + CTR(A/C)T'RE) (N )
GH(0) = —CTIR(A/D) 7 (~Fiy0,y),
G5(P) = (C—l + @—1R(A/@)—1R@—1) (—hiiP;), (4.4.17)
GH(T) = —CT'R(A/C) " (Pt Tinj — KifTy),
GI(C) = (C7' + C'R(A/C)'RC™) (FiauCp — HiyC).

in al doilea caz, dacd B si A/B = C — RB~'R sunt ambele pozitiv definite, atunci definim operatorii

F2(y) = (B + BT'R(A/B)'RB™ ) (—Njip,) + BTR(A/B) ™ (N, ),

Fi(9) = (B~ + B~'R(A/B)"'RB™" ) (~ky0,5),
F2(P) = —B'R(A/B) ! (~hy; P), (4.4.18)
FS(T) = (15%‘1 n B—I]@(A/B)—lm—l) (PiwiThi; — KifT)),
F[(C) = =B~ 'R(A/B) " (FjuCrx; — HijCy)
Si
GZ () = (A/B) ' [=Njip; — RB™H (= Njiwp )],
G}(0) = (A/B)'RB ™ (ky;65),
G2(P) = (A/B) ' (~hyPy), (4.4.19)
GH(T) = —(A/B)'RB™ (P Tij — KisT)),
GI(C) = (A/B) " (FjiraCrrj — HijCj).

Problema la limita cu date initiale poate fi transformata in urmatoarea ecuatie in spatiul Hilbert H

du

5 = AUG+FR), U0) =, (4.4.20)

unde
U= (Uiavz‘v%wa%,%a@,f’,ﬂ, CZ) ,
Uy = (ug, v, °, 00, @7 7, 6°, P, TO,CO),

_1 _ _
F = (00,0010, s s~ o s~ (A/E) 7 0G), ERAND) 66

in primul caz si

—ps,—a” —ps, (B~ +B'R(A/B)'RB ) (—pGy),

—1
= i? ) l 7‘[ (3
F <O,f 0,J7"pl, 0, ;" pyi T

(A/B)"'RB™ (pG)

T
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in al doilea caz. Avem

0 Id 0 0 O O 0 O 0 O
Al 0 A2 0 AP 0 A A 0 0
0O 0 0 Id 0 0O 0 O 0 O
B 0 B> 0 B* 0 B* B> BS BT
O 0 0 0O O Id 0 O 0 ©0
A= ct 0 C2 0 ¥ 0 CHCPoo 0 (4.4.21)
o D' 0 D> o D> D* D5 DS D7
O E' 0 E* 0o E3 E* E° ES E7
O 0 0 F* 0 0 F' FE> FS F
O 0 0 G 0 0 G} G GY GF

in continuare vom verifica conditiile din corolarul Lumer-Phillips. Vom arata cd A este un operator
disipativ si ca H este codomeniul operatorului Id — A. Daca operatorul este disipativ, atunci energia
sistemului este descrescdtoare, potrivit sursei [81]. Prin definitie, un operator este disipativ daca
satisface inegalitatea din lema de mai jos.

Lema 4.4.1 In cazul termoelasticititii microstretch cu difuzie, microtemperaturi si microconcentratii,
operatorul A satisface inegalitatea
(AU U) <0

oricarear fild € D(A).

Pentru a demonstra a doua conditie din corolarul Lumer-Phillips, va fi necesar sa rezolvam un sistem
cu ajutorul lemei Lax-Milgram. Prin urmare, vom arata cda o anumita forma biliniara este marginita
inferior, ceea ce rezulta daca presupunem cd

di'drs ijJrs ~z f
/ <Aijrs - ) ers€ij + <Cijrs - f]f > Kijkrs + (A’Lj - ff]) C’LC]+
Q o o 0
Gids: =2
Lo (Dij _ 91@1) eij0 + ( _ 9@1) s@Q] a > (4.4.22)

> Co/ (eijeij + wijrij + GiGi + ¢%) dV.
Q

Lema 4.4.2 In cazul termoelasticitatii microstretch cu difuzie, microtemperaturi si microconcentratii,
operatorul A satisface urmatoarea proprietate

Range(ld — A) = H, (4.4.23)

unde Id este operatorul identitate pe H.
Teorema 4.4.1 Operatorul A genereaza un semigrup de contractii pe H.
Rezultatul de mai jos este o aplicare a teoremei din [57, p. 84].

Teorema 4.4.2 53 presupunem ca A genereaza un semigrup de contractii Cy in H, Uy € D(A) si
F € C ([0,00),H). Atunci existd o unicd solutield € C* ([0, 00),H) cu valoriinD (A).

Observatia 4.4.1 Avem urmadtorul rezultat de dependenta continud a solutiei de datele initiale si de
incarcari ,
Ol < [Whll+ [ 17 e (6..20)
0

deoarece A genereaza un semigrup de contractii Cy.
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4.5 Dependenta continua a solutiei de datele initiale si externein cazul izo-
trop

Rezultatele din aceasta sectiune au fost publicate in [22].

Vom deduce ecuatiile constitutive in cazul corpurilor izotrope si omogene, cu centru de simetrie. in
acest scop, vom urmari [77] si vom considera

Aijkm = )\5ij5km + (M + H)(Sikdjm + /L(siméjk,

Cijkm = C10ij6km + Cobikbjm + Ca0im0jk,

Dij=Di§yj,  Eyj=E&;j,  ay=Ady,  Nj=Ndy, (4.5.1)
Aij = Asdyy, bij = Badyj, Nij = N16yj,

Bij = Bs6ij,  Rij=Rdy,  Ciyj=Cidij,  dij = Dabij.

Ecuatiile constitutive pentru materiale cu un centru de simetrie in cazul izotrop sunt

D3 Dsg
tij = Nijerr + (1 + n)eij + pej; — 7@2 err0ij + <D1 — 2991> 0ijp—
D D
- <A4 - zj”) 5,0 + f&ijp,

mij = é]_él'jlﬁrr + GZHij + égﬂji’
hi = A5G — N1T; — N1 G,

Dsi 5 7 7
g:—(Dl— le)en-—<g—gl)¢+<F—glw)9—91P, (4.5.2)
0 0

D = 2
pS:(A4— 2w>eii—|—(F—glw)(p+(a+w)9+wP,
0 0 © o

pei = —NiGi — BsT; — RC;,
pwi = —C4C; — RT; — N1,
1 D 91

C=-P-2e,; - Ly %y
% 1% 1% %

Si
g = k0; + k1 T;,
ni = hP; + hCj,
Qi = (k —k3)0,; + (k1 — k2)T5,

R (4.5.3)
o; = (h — hg)Ri + (h1 — hg)Ci,
Gij = —kaTkr0ij — ksTij — ke T},
nij = —haCy 10i; — hsC; j — heC;
Ecuatiile de miscare devin
. D3 D -D
piiy = (4 k) Au; + <)\ +pn— 2) Wjji — <A4 - 2w> 0i— —2Pi+pfit
¢ ¢ ¢ (4.5.4)
5D, 5.
+ KEijkPk,j T <D1 — glg > P
~2 ~ D ~
<A5A - gl) o+ (91 2_ Dl) wii — NiTi; + <F - 91“) 6
° e e (4.5.5)

— N{Ciy — Py pl = Jg,
0
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CQAQOZ' + (él + C’g) Yj4i T KEjRUL,; — 2k0; + pgi = 11§y, (4.5.6)
2 . Ty - D
<a + w) T+ Z2p = — <A4 - 2“) Toits; + kA + by T + ps-+
e ¢ ¢ (4.5.7)
- (wgl - F) Tog,
o
A -D J
Zhy 2P = -T2 + hAP + Iy Cyy + L, (4.5.8)
% 0 1 1
BsTy, + RCy = kg ATy, + (ka + ks) Ty jx — koTi — k3 — pG — N1g g, (4.5.9)
RT; + C4C; = he AC; + (hg + h5)Cj ji — hoCi — haPy — Ni,;. (4.5.10)
Urmand pasii din [67], vom folosi marimile adimensionale
1 c 1
i = 7% th= Tltv uj = 70 o @i = @i, ¢ =,
! 0 ° (4.5.11)
0 = TOG, T! = T;lo, P = ?OP, C! = Cilo,
unde [y este o lungime standard. Prin renuntarea la semnul de apostrof, ecuatiile devin in forma adi-
mensionald ) .
a1Au; + aaujji + NEijkPk,; T Y20, + k10 + s P+ Fi = iy, (4.5.12)
asAp — youi; — k3T ; + K40 — pP — ﬁ’lCi,i + asp+ H = Jop, (4.5.13)
o Ap; + a3p;j i + NEijkUk,; — 2719 + P = Lo, (4.5.14)
KAQ + 5Ty + Rl — kap — €10 — 6P = —Qu, (4.5.15)
ke ATy, + K'7Ti,ik - Hg(p,k — €3Tk — EC'k — §4Q’k — &Ty, = Rk, (4.5.16)
ETZ + H()Cl = HzAC; + H4Cj,ji — Hng — HyC; — ﬁll()b’i, (4.5.17)
@1 P+ 760 — 5t — pp = g1 AP + gsCiy, (4.5.18)
unde coeficientii au urmatoarele expresii
+ K - 1 2 K
O[:'ugv a1:2<>\+ _2)7 71 PR
Py pPey Py
1 g1 D Ty (D
72—2<D1—gl 2>, ~_02< 2w—A4>,
pPcy 0 pPcy 0
75:D2P0 o lofi L= As L= N M_TO<F_§1W>
opc?’ ! 2’ Bc2p’ B2c2p’ cip ’
1 (g} > l
a5 = —5— 7_6 ’ H:77 Jo_iv
cip ( 0 o I§p
91F Co 1 < ~ gi
= : = , 3 Cy + Cg> . D=2 (4.5.19)
octp lgetp Iget b
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I L kTy
0= 9,
pl(Q) lopey
kl 2 w2 wT[)P() los
K5 3 &1 = 702 < +—, Y6 = 2 Qo = 3
lopey pey 0 opcy A
. ke kq+ ks ¢ B5 - R P G
6 ) 3= s Cc = ) k= ~3>
pl3c pl3c3 pl3c? pl3c? 3
k3T ko Cy he ha
&= ;o &= —7I, Hy = He = , o Hy=-—5,
ploc} plocs l%pc1 lgpci” lopc3
hg + hs h3 Py p? hP? h1 Py
Hy = 3 ) Hj3 = 3 QI:702, q7 = 03a qs8 = 3 -
lpcs lopcy opcy lopcy lopey

Alaturi de ecuatiile de mai sus vom considera conditiile initiale (4.1.22) si conditiile la limitad
U =U Qi =@; @@= 0=20 T =1T; P=P CZZC_’Z (4.5.20)

pe 9N x [0, 1], unde @;, @;, @, 0, T;, P, C; sunt functii date si ¢, este o constanta pozitiva data. Vom
considera doud solutii {u!*), o\, (@ (@) T p@) ()1 ale ecuatiilor de mai sus, corespunza-
toare sistemului de incarcari Z(®) = {F(a) Q>(a),H(a),Qéa),Rga),ai,@,@, 9,T;, P, Cy,u?@,u;(o‘),
0@, H p0(@) 1) go(e) @) po(a) cO@)Y ynde o = 1,2. Se considera functiile u; = u'") —
ul?, o = otV — soE >, o = S0() 0,0 =00 — 9@, 1, =7V —7®, P = PO _ PO,
C; = C(l) C’( ) .Prinurmare, {uz,goz,goﬁ E,P C’}esteosolut|eaprobleme| corespunzatoare Sis-
temului de date extern T = {F;, ®;, H,Qo, R;,0,0,0,0,0,0,0, ul,ul,gol,tpl,cp o, 00,10, PY CY}

unde F; = £V — F?, ¢, = oV — 0P g = O — g®, @y = Q" — 62),R1 — R _ RY

o _ o) 0@ (1) 1(2) 0 _ ) 1) lee) 0@2)

up = U U, U = o) = = g — et = "W —
ol = 901(1) _ 901(2), 90 — §O(1) _ go(2 )’ Tio =T (1) _ i0(2)’ PO — po(1) _ po2), Cio _ C?(l) _ CZF)(?)_
Aceasta problemad va fi notata cu P.

In continuare vom stabili un rezultat de dependent3 continud pentru problema P. Ecuatiile de mai
sus pot fi scrise in forma descrisa in lema urmatoare.

Lema 4.5.1 Ecuatiile difuzieiin termoelasticitatea microstretch cu microtemperaturi si microconcentratii
in cazul izotrop sunt

i + FZ = ;,

sjj+ f+H=Jyp,

Wjij + €Tk + P = Iogi,

II=3%;;+ Qo (4.5.21)

Xk = Ak + Sk — Th + R,

Q = Njij + M — Eza

= 71;.iQ;
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unde
i = (&1 — oq + 71)erdij + arej; + (a1 — y1)eij+
+ Y2045 + k108i5 + 75 Py,
[ = —mer + K40 — pP + a5 + v,
i = o4 — k3T + Sersikirs — Vi — 11 G,
Wi = Therdij + (a3 — T)kij + a2kji + S€5ikCr,
¥ = K0,; + rsT;,
Il = —Riep + kg + 10 + 6 P,

Xk = —K3Ck — §3T — cCy,, (4.5.22)
Iy = (K —&)0 %+ (ks — &) Tk,
Njkw = —keTkj — (k7 — kg) T 1 — k8T 10k,

Q; = —¢T; — HoC; — iy,

7 = HyP; + HoCj,

Y = (Hs — H3)P; + (Ho — H2)C;,

nji = —HeCsj — H10Cji — (Hs — H19)Ch 1045,
Z =qP + 70 — yserr — pp.

Definim urmatoarele functii, care vor fi utile in cele ce urmeaza

2U = (a1 — a1 + 71)erress + areijeij + (a1 — y1)ejieij+
+ 2v90€er, + (053 — %)I’ijiliij + qoKijKi; — Oé5g02 — 2u;0Ci+ (4.5.23)
+ 26CkkijEijn + aull + 28C; T, + 2P0G + Fhyppkiy;
Si
D = K0,;0,; + (k5 + £4)0,;T; + &TT; + keThp Ts s + (k7 — k8) 1515 5+
+ k6Ty;T;; + (QHy + H3)P;C; + HyCiCi + QHs P Pyt (4.5.24)
+ H¢C; ;jC; j + H10C;,Cs j + (Hy — Hi9)Cr i Cs s
Definim functia ¥ pe [0, ¢1] sub forma
1
Y= / (ites + To@ii + Jog® +2U + &16% + ET,Ti+
Q

2 (4.5.25)

t
+ HoC? + 1 P* + 2/ Ddt> dv
0

in plus, se considerd ca U si D sunt forme pétratice pozitiv definite. Se definesc constantele pozitive
W1, 992, A1, A astfel incat

V10,0, + T;T; + T; jT; ; + P, Py + C;C; + C; ;C; ) <D <

(4.5.26)
<9200 + T.T; + 15 j 15,5 + PiPi + CiCi + Cy ;C; )

A1(esjeij + Kigkij + GG + @) <U < Aa(eijeij + mijhij + GG + %)

oricare ar fi €ij; Kij, CZ', @, 9,1', T;, TZ‘J', Ri7 CZ‘, C@j SI oricarearfit [O, tl].
Teorema 4.5.1 Fie {u;, i, p, 0, T;, P,C;} o solutie a problemei P. Atunci

) = / (Fu + @0 + Hp + Qob) — RZ-TZ») dv (4.5.27)
Q
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Pentru urmadtoarea teorema definim urmadtoarele functii pe intervalul [0, ¢;]
D s o 1/2
P= [/ (Fze + @ + H> + Q2 + RiRi) dV] (4.5.28)
Q
Si
T = {/ [uzuz + @ipi + @2 + €ij€i5 + Kijkij + GG+ (P2 + 022 + p? n 02 T
Q

t » (.5.29)
—I-/ 040+ TT; +T; ;T; j + PiP; + CiC; + C; ;C ) dt} dV}
0

Teorema 4.5.2 Dacd constantele p, 1y, Jo, &1, &3, Ho, q1 sunt strict pozitive siU si'D sunt pozitiv de-
finite, atunci exista constantele pozitive p, si po astfel incat

t
T(t) < p1Y(0) + p2/0 P(s)ds (4.5.30)

oricare ar fit € [0,t1).

4.6 Propagare de unde in medii elastice microstretch

Rezultatele din aceasta sectiune sunt cuprinse in lucrarea [27].

Consideram, conform [18], [31]

up (@, t) = R{A XD} g 1) = R{CeX(menmrD)}

Ty (x,t) = R{BreX @) - (g, 1) = R{TeX (@1} w6
SDT( : ): %{}— ezx(zsns l/t)} P(ib,t) _ %{geix(msns—ut)}’ o
Cr(m, 1) = R{H X1},

unde A = (.A1,.A2, .A3), B= (81,62, 83), F = (./r1,f2, }-3) $i H = (7‘[1,7‘[2, 7‘[3).Tn formula de mai
sus, n este un vector unitate real care da directia de propagare.

Discutam cazul unu dimensional. Obtinem urmatorul sistem de ecuatii pentru constantele Ay, C, By,
7, F1,G siH1 care aparin expresiile pentru deplasare, temperaturd, microtemperaturd, microdilatare,
microrotatie, potential chimic si microconcentratie.

DQW

[pv2—<u+f~e)—<A+u>+lﬂ A1+<

DN Dl
+<D1—91 ““)Zuz-zg:o,
0 X 0 X

- A4> ‘et
X (4.6.2)

~ D . P 1

¢ 2 ? ~ (4.6.3)
+I[ As— =+ 4w ] - gy,
X QX oX
9
7 [— (02 - “) (01 +03)} —0, (4.6.4)
x>
2
A <wD2 — A4> Tov +C [(a—i— w) 0z — k::| + B1/€1*
e e X X (.6.5)

. T
_i_z'{_ <w91_F>TOW] +gZ0. 2207
1% X 0 X
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b . . ‘
2uA1+WC+I( “’) n (w—h>g+’H1h12 —0, (4.6.6)
Y oX 0 X oX X
; ~ k
—Chs~ + By {—(kﬁt tks) 4 ( ko + Bs Y — Z)} —INyv+HiRiZ =0, (4.6.7)
X X X X
. . - .
BIR% — ghgi + H1 |:—(h4 + h5) + <C4Z; — hg — X;)] — N{IXQV =0. (4.6.8)

Se observa ca F; este zero. Deoarece acest sistem algebric este omogen, este necesar ca determi-
nantul matricei sistemului sa fie zero pentru a obtine solutii diferite de zero. Prin urmare, vom obtine
0 ecuatie polinomiald in necunoscuta v.

Utilizand Mathematica, determinantul matricei in cazul decuplat pentru elasticitatea microstretch
este

1
AW) = —g, (=i + xhe)(=A = 2u + v2p)(xrk — iavTp)-

ko 4 x2 (k4 + k5 + k6) — vivBs | [ha + x2(ha + hs + he) — xivCual- (4.6.9)

(= Asx® + TV =€)

in cazul decuplat,cu Dy =0,k =0,D; = 0,44 =0,1 =0,N; =0,F =0,N] =0, =0,k =0,
hi=0,R=0,k;=0.

in cazul decuplat, ecuatia A(v) = 0 are urmatoarele radacini care satisfac conditiile Re(v) > 0 si
Im(v) <0, sianume

. A2 ixk
vy = —ixho, vy = , U3 = ———,
p aTpy
vy = (ko + x*(ka + ks + ke)], v5 = [ha + X (ha + hs + he)), (4.6.10)
ixBs xiCy
1
Ve = — j(A5X2 +£)
Pentru valoarea v, avem
ulV = 0,00 = 0,71 = 0,0 =0,
PO =R {XZ(hz +x*ha + x°hs + x*he — X2h9(74)6""(’“”1_”1t)} : (4.6.11)
3
Cfl) — %{Cleix(mlnl—mt)}.
Pentru valoarea v, avem
— R{c eix(xlru—ugt) ’
tez J (4.6.12)

6 = 0,7 =0, =0,P? = 0,0 =
Pentru valoarea v3, avem

( ) — 0, 9 §R{036 x(z1n1— VSt)},

(4.6.13)
Tl( ) — 0,<p< ) =0,P® =0,c® =0

Pentru valoarea 4, avem

ug4) = 0,«9( ) = 0, T = R{cy e xlnl_”‘*t)},

@ @ ()_ (4.6.14)
e\ =0,P" =0,C" =
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Pentru valoarea vs, avem

u§5) —0, 90) — O,T1(5) =0, cp(5) =0, pB) — 0,

4.6.15
C£5) _ %{05672)((:51711—%15)}‘ ( )

Pentru valoarea g, avem

ul® = 0,00 = 0,1 =0,
‘ 6) (4.6.16)
cp(6) = %{c(;ew(“”l*”ﬁt)}, PO =, Cf =0.

4.7 Cazul particular al termoelasticitatii cu microtemperaturi si microconcentratii

Ecuatiile de miscare pentru modelul termoelasticitatii cu microtemperaturi si microconcentratii in
cazul izotrop si omogen sunt
pii; = pAu; + (1 + MNujji — b —v2Pi + pfi,
cd+ kP = —mi; + K A+ k1T + ps,
KO +mP = o1 ; + h*AP + hi G, (4.7.1)
aTy + k1C; = kAT, + (ka + r5)Tj.ji — woTi — #3605 + pii,
1Ty + m1Ci = he AC; + (hy + h5)Cjji — haCy — haP;

VVom calcula solutii de tip unda plana progresiva armonicad in timp pentru materiale descrise de acest
model matematic. Prin urmare, consideram solutii ale sistemului de ecuatii cu derivate partiale de

forma A A
up(@, t) = R{ALXEm DY (1) = R{C eX(meme Y

Tp(,t) = R{BLeX@ms—VDY P, t) = R{G X (@)Y (4.7.2)
Cr(@, t) = R{H X (Foms =Y

unde A" = (A}, A5, A5), B = (B, B3, B5) si H' = (H],H5, H5) sunt constante si au valori com-
plexe. in formula de mai sus, n este un vector unitate real care di directia de propagare. in plus, v
este un numdr complex de forma

v==Rv)+iS(v), (4.7.3)

cu
R(v) >0, S(v) <O0. (4.7.4)

VVom considera cazul unu dimensional. Vom presupune ca axa x; coincide cu directia de propagare.

Matricea sistemului algebric liniar si omogen este

et W T B
-y c% — K* /{{i li% 0
_ v v i
YoV K 0 m h hy X (4.7.5)
i —(ka+rs)+ .y T
0 TR3Y (cmetarZ—13) 0 K117
. . —(ha+hs)+
w 2 .
0 0 5 Tha m—ne-23)

Aceastd matrice se inmulteste cu vectorul (A}, C’, B}, G', H}).

in Mathematica, se defineste matricea, iar determinantul se calculeazd in cazul decuplat cu ajuto-
rul instructiunii Det. Se calculeaza valorile lui v pentru care determinantul este nul. Pentru fiecare
valoare a lui v, evaluam matricea si calculam solutia asociata sistemului liniar de ecuatii cu ajuto-
rul instructiunii NullSpace. in Mathematica, timpul necesar pentru aceste evaluari este calculat cu
ajutorul instructiunii AbsoluteTiming si este 0.00925124 secunde.
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Consideram cad avem coeficienti de cuplare nuli

71207 72:07 IiZO, KT:07

(4.7.6)
hi=0, kK1 =0, k3=0, hg=0.

Cu ajutorul Mathematica, obtinem urmatoarea expresie pentru determinantul matricei in cazul de-
cuplat

1
Ao(v) = —i (—xK* +icv) (ika + ix2ka 4+ ix2ks + ix? ke + c1xV) -
) x6< )( ) (4.7.7)

(=hg — Y2ha — x%hs — x2he + ixmiv) (A +2p — pl/2) (—xh* +ivm).

in cazul decuplat, obtinem urmatoarele radacini ale ecuatiei Ag(v) = 0, care satisfac conditiile Re(r) >
0siIm(v) <0

XK" . K
V1=—ZX ) V2=—ZX<HJ4+H5+K6+X§>7

C C1
. X
—1—

h A+2 h* (478
(h4+h5+h6+§>, =[S, =it
my X p m

Pentru valoarea v, avem

V3 =

ugl) — 0’ 9(1) — %{ﬁ/eix(msns—ylt)},

(4.7.9)
7V =0, PMW =0,cM =0
Pentru valoarea v, avem
ugZ) _ O7 (9(2) _ 07 T1(2) _ é}fe{672/61')((:1:5715—1/215)}7
) (4.7.10)
P® =0,c? = 0.
Pentru valoarea 5, avem
u? = 0,00 = 0,7 =0,
3 . (4.7.11)
PB — 0, C{ = %{glew(“”s_%t)}.
Pentru valoarea v4, avem
ug4) = R{cy eX(ons—rat)y g4) — O,Tl(4) =0,
w0 (4.7.12)
PW =0,c\ =o.
Pentru valoarea vs, avem
u = 0,00 = 0,7 =0,
(4.7.13)

P(5) _ %{gleix(azsns—yst)}’ C§5) —0.

Consideram valorile pentru constante din Bazarra et al. [10].

Pentru valoarea constantei v, obtinem 0(x,t) = e cos(x). Pentru valoarea constantei v, obtinem
Ti(x,t) = e *cos(x). Pentru valoarea constantei v, obtinem C(x,t) = e~ *cos(x). Pentru va-
loarea constantei vy, obtinem w1 (z,t) = cos(50v/3t — x). Pentru valoarea constantei vs, obtinem
P(z,t) = e tcos(x).

Mai jos este codul cu ajutorul cdruia se traseaza graficul functiei temperatura.
nul = —i x chi x kappas/c;
theta = Simplify [Re [Complex Expand[l x Exp[l % chi * (x — nul x t)]]],
Element[{x,t}, Reals]]
Plot3D][theta,{z,0,10},{t,0,10}]

(4.7.14)

Obtinem graficele de mai jos pentru comportarea functiilor care descriu temperatura si deplasarea.
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Figura 4.2 — Deplasarea

4.8 Concluzie

Noutatea acestei sectiuni consta in introducerea conceptelor de difuzie si microconcentratii in mo-
delul matematic al termoelasticitatii microstretch cu microtemperaturi. Aceasta cercetare poate fi
continuata prin studierea in detaliu a tuturor proprietatilor caracteristice ale modelului.



Capitolul 5

Medii termo-electro-elastice poroase
pentru studiul procesului de remodelare
0soasa

Dezvoltam o teorie a mediilor continue termo-electro-elastice pentru un model al procesului de re-
modelare osoasd care il extinde pe cel din [40] prin includerea campurilor electrice. Vom utiliza abor-
darea termodinamica de tip Green-Naghdi care utilizeaza conceptul de deplasare termica si o egali-
tate a entropiei in loc de o inegalitate a entropiei [37]. Pornind de la [40] si [56], studiem procesul de
remodelare osoasa in contextul termo-electro-elasticitatii si propunem noi legi ale impulsului, ener-
giei si entropiei. Deducem legi locale de echilibru, ipoteze constitutive, restrictii constitutive si studiem
cazul corpurilor cu izotropie transversald. Demonstram un rezultat de dependenta continua pentru
un model matematic in cazul neliniar prin utilizarea inegalitatii Gronwall. Putem utiliza inegalitatea
Gronwall pentru demonstrarea unui rezultat de dependentad continua siin cazul liniar [22].

Capitolul este organizat in cinci sectiuni, prima fiind introducerea. A doua sectiune prezinta ecuatiile
de echilibru nou introduse, iar a treia sectiune prezinta ipotezele constitutive si restrictiile. In a patra
sectiune analizam cazul cu izotropie transversala pentru a studia propagarea de unde, iar in a cin-
cea sectiune demonstram un rezultat de dependenta continua in cazul neliniar. Rezultatele din acest
capitol sunt publicate in [28].

5.1  Ecuatii de echilibru

Inaceasta sectiune vom propune ecuatiile de echilibru pentru masa, moment, energie si entropie care
rezultd prin extinderea definitiilor din [40] si [56]. Vom aplica aceste ecuatii matricei poroase B fard
fluid. Vom adduga termeni de transfer in fiecare ecuatie pentru a modela interactiunea dintre B si
fluidul intern. Notam cu 9B suprafata lui B si cu m normala unitate la suprafata 0B.

Matricea osoasa B este modelata ca un mediu continuu elastic care este finit deformabil, conduce
cdldura, este polarizabil din punct de vedere electric si interactioneaza cu campul electric. in plus,
ocupa la momentul de timp ¢ regiunea inchisa (multimea de puncte conexd) B = By in spatiul eucli-
dian R3. Regiunea B, ocupata de B laun moment de timp (initial) fixat ¢, va fi considerata configuratia
de referintd. Punctele materiale & sunt asociate cu pozitiile lor X € R3 in By,.

Un punct deasupra unei litere semnifica derivata materiala in raport cu timpul. Notam cu 'V, - .../
operatorul spatial de divergentd sicu 'V x -..." operatorul material de divergenta. Simbolul d/dt indica
derivata materiald in raport cu timpul, dv este elementul de volum infinitezimal si ds este elementul
de arie de suprafata.

Pentru notiunile de mai jos vom utiliza definitiile din [40]. Miscarea x (¢, X ) da pozitia  a particulei

75
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Tabelul 5.1 — Definitii ale cantitatilor mecanice

B structura matriciala poroasa si solida

B=5B; configuratia spatiala la momentul de timp ¢ pentru B

By configuratia de referinta pentru B

v fractiunea de volum a materialului matricial in B

y densitatea materialului din care este constituit B

p densitatea medie p pentru B (p = yv)

c rata la care masa pe unitate de volum este adaugata sau indepdrtata din B
T tensorul de tensiune Cauchy

b forta masica pe unitate de masa

P forta pe care o aplica fluidul asupra structurii matriciale poroase B

X lamomentul de timp ¢

xz=x(t, X). (5.1.1)
Viteza este datd de 9
. X
=x=-= 51.2
v=i = (5.1.2)
si gradientul de deformatie F' de
Ix
F=——. 5.1.3
59X (5.1.3)
inplus, J = det F > 0 pe B x I. Gradientul vitezei L este dat de
Ov
L=_— 51.4
B (5.1.4)

si prin formula de derivare a functiilor compuse obtinem
F=LF. (5.1.5)
In plus, obtinem
(Vg -v)detF = (trL) det F =det F' . (5.1.6)
Partea simetricd D a lui L este tensorul care descrie rata de deformatie
| T
D:i(L—FL ). (5.1.7)
La fel cain [40] si [58], vom presupune cd densitatea p a matricei poroase B este exprimata in forma

o= v, (5.1.8)

unde  este densitatea materialului din care este constituit matricea poroasa si v, astfel incat 0 <
v < 1, este fractiunea de volum a acestui material. La fel cain [58], atat ~, cat si v pot fi considerate
variabile.

5.1.1 Forme integrale ale ecuatiilor de echilibru

Ecuatia de echilibru pentru masa structurii matriciale poroase B fara fluid este datd de

d
7 B'yudv:/Bcdv. (5.1.9)

Calculand derivata in (5.1.9), obtinem ecuatia

AU AV v = c, (5.1.10)
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Tabelul 5.2 — Definitii pentru cantitatile electrice [56]

0] potentialul electric pe unitate de volum

€0 permitivitate electrica in vid

EM = _V_¢ camp electric Maxwell quasistatic [109, p.589]
P vector de polarizare electrica pe unitate de volum
w=P/p vector de polarizare electrica pe unitate de masa
D=¢qEM+P vector de deplasare electrica

TF tensor de tensiune Maxwell

care prin (5.1.6) este echivalenta cu

yv det F = c det F. (5.1.11)

Se adauga masa corpului, deci teorema de transport clasica trebuie scrisd in forma modificata [40]

d

pn B’yufdvz/3(’yuf+cf)dv, (5.1.12)

unde f este o functie arbitrard. Aceasta se reduce la teorema de transport uzuala a lui Reynolds cand
c este zero. Putem demonstra (5.1.12) utilizand (5.1.10).

Vom introduce legea lui Gauss (ecuatia sarcinii electrice)
/ Ve Ddo =0 (5.1.13)
B
si legea lui Faraday in forma quasistatica

/ EM .41 =0. (5.1.14)
C

Prin extinderea definitiilor din [40], [56] si [109], vom considera ca structura matriciald poroasa sa-
tisface urmatoarea ecuatie de echilibru a momentului

d
— "}/I/’UdU:/ Tnds—l—/'yybdv—i—
dt Jp OB B

(5.1.15)
+/(p+cv)dv+/P-VmEMdv.
B B

Prin extinderea definitiilor din [40], [56] si [109], vom presupune ca structura matriciald poroasa sa-
tisface urmatoarea ecuatie a energiei

1
d/p(e+v.v)dv:/p(b-’v—i-r)dv—k
dt Jp 2 B
1 _
+/ (v"rn—q'n)ds—i—/(p-'v—i—cv-v—i—ce—i—h)dv—i— (5.1.16)

oB B 2
+/EM-p7'1'dU+/ (P-VLEY) vdv.

B B

Extinzand definitia din [60], vom presupune cd egalitatea entropiei are forma

d h
— pndv:/p(s+§)dv—/ kd8+/ —+cn | dv. (5.1.17)
dt Jp B OB B\/Y

Nu Tn ultimul rand,
k=p-n. (5.1.18)
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Tabelul 5.3 — Definitii pentru cantitdtile termice [56]

«@ deplasare termica [60]

B=Vxa gradientul material al deplasarii termice [60]

T=cd« temperatura empirica (‘rata deplasdrii termice’ [60])
v=V.T gradientul spatial al temperaturii empirice

0 temperatura absoluta

Q
Il
<

8
>

gradientul spatial al temperaturii absolute

forta masica externa pe unitate de masa

rata externd a sursei de caldura pe unitatea de masa
rata externd a sursei de entropie pe unitate de masa
rata internd a sursei de entropie pe unitate de masa
vectorul flux de caldura pe unitate de arie

vectorul flux de entropie pe unitate de arie

vectorul flux de entropie suplimentara pe unitate de arie
densitatea entropiei pe unitatea de masa

densitatea energiei interne pe unitate de masa
transfer de energie intre matrice si fluid

parte din h care contribuie la producerea de entropie
parte din h care nu contribuie la producerea de entropie

=

Il
<
~
)

SN0 IS SR Q M e 3
Il
>
|
>

5.1.2 Legi de echilibru locale

Considerand cd avem conditii suficiente de regularitate si utilizand (5.1.12), teorema divergentei si
teorema de localizare, formele integrale ale legilor de echilibru pentru masa, moment liniar, moment
al impulsului, entropie si energie, adica ecuatiile (5.1.9), (5.1.15), (5.1.17), (5.1.16), (5.1.13) si (5.1.14)
conduc la sistemul de ecuatii

p+pVe-v=c,
p=Vg -T+pb+p+ P -V EM
skw T + skw TF = 0,

pii = p(s+&) — Vg -p+h/0, (5.1.19)
pé=7-L—Vg-q+pr+h+EM. psi,

V. x EM =0,

Ve D=0,

unde densitatea energiei interne e este data de
_ M
e=vY+6n+ E" - 7. (5.1.20)
Potrivit sursei [56], tensorul de tensiune Maxwell T'F este
1
TE:D®EM—§EO (EM - EM)I (5.1.21)
si tensorul de tensiune totala o este

o=1+TF. (5.1.22)

\Jom obtine ecuatia redusa a energiei prin eliminarea lui r din ecuatiile (5.1.19)4, (5.1.19)5 si utilizand
(5.1.20)

p()+0n) +pE —7 - L+Vy-q—0Vg-p—h+EM. P =0, (5.1.23)
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unde transferul de energie intre matrice si fluid este caracterizat de termenul de producere a entropiei

=

h=h-— (5.1.24)

Pentruapunein evidentd faptul ca nu tot transferul de energie h contribuie la producerea de entropie,
vom presupune ca h > h, adica

h > 0. (5.1.25)
La fel cain [56], definim deplasarea termicd
t
a=a(X,t)= / T(X,7)dT + ap(X), t>0. (5.1.26)
0
in teoria Green-Naghdi de tip Il avem
q(X,t) = =A\Va(X,t), A>0, (5.1.27)
iar in teoria Green-Naghdi de tip Il avem
q(X,t) = -AVa(X,t) — kVa(X,t). (5.1.28)

5.2 |poteze constitutive si restrictii

Densitatea energiei libere Gibbs specifice pe unitatea de masa este datd de

w:e—ﬂn—EM-w. (5.2.1)

Vom formula ipoteze constitutive similare cu cele pentru solide elastice, dar vom adduga totodata o
variabila independenta care reprezinta o mdsura a fractiunii de volum a structurii matriciale. Conform
[40], vom considera ca

vo=vd (5.2.2)

reprezinta fractiunea de volum a materialului din matrice in configuratia de referinta fara deformare
siin ipoteza c& v este constantd. intr-adevar, definitia (5.2.2) este valabild doar pentru o densitate ~
constantd a structurii matriciale. Dacd inlocuim definitia (5.2.2) in ecuatia de echilibru a masei (5.1.11),
atunci obtinem o relatie intre v si ¢ conform [40]

oo = . (5.2.3)
vy

Dorim sd punem in evidenta cd 1 este o noud notatie pentru & din [40], care este motivatd de egali-
tatea standard py = pJ, unde J = det F'.

VVom avea nevoie de ecuatii constitutive pentru energia libera specifica ¢, entropie ), temperatura 6,
vectorul flux de entropie pe unitatea de arie p, vectorul flux de cdldura pe unitatea de arie g, tensorul
tensiune pe unitatea de arie 7, rata internd a sursei de entropie pe unitate de masa &, termenul de
producere a entropiei h, rata c la care masa pe unitate de volum este addugata sau indepdrtata si
vectorul polarizare electrica pe unitate de volum P. Vom presupune ca fiecare dintre urmatoarele
cantitati

/l/}’ /'77 g? p7 q7 T? g? h7 c7 P (5'2'4)
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este o functie obiectiva de variabilele (T, 3, v, F, EM, vg)

Il
>

(T, B,~, F, EM, 1),
(T7 167 v Fv EM7 VO)a
T, B,~, F, EM 1),
T, B,~, F, EM, 1),
(T, B,~, F, EM, 1), (5.2.5)
(Tv /Ba Y, Fv EM7 V0)7

WT, B, v, F, EM 1),

é(Ta 167 v, Fa EM7 VO)a

P=P(T, 3, ~, F, EM 1)

I Il
R D

O > 9Q M3
1

si vom considera urmatoarea forma generala a relatiei constitutive pentru fluxul de entropie

1 .
p=ga+i (5.2.6)

unde ¢ este de obicei numit flux de entropie suplimentar
i=1(T, B, v, F, EM ). (5.2.7)
Din relatia (5.2.6) vom obtine, la fel cain [56]
Ve q—0Vg -p=g-p— V- (61) (5.2.8)
si egalitatea redusd a energiei (5.1.23) conduce la

p(p+0n)+pbE —T-L+g-p—Vg-(0i)—h+EM.P=0. (5.2.9)

VVom presupune cd pentru temperatura constanta si forte masice nule exista o configuratie de referinta
unica cu deformatie zero oricare ar fi vy si vom scrie aceasta ipoteza constitutiva astfel

T = +(T07 /607 07 Ia 07 VO) =0. (5210)

In continuare vom prezenta niste restrictii constitutive. Vom analiza restrictiile impuse asupra functiilor
rdspuns in cazul ¢ = 0, vom stabili conditii pentru a satisface principiul obiectivitatii materiale si vom
utiliza principiul disiparii pentru a obtine restrictii asupra ratei interne de producere a entropiei.

Dacd presupunem cd ¢ = 0, atunci egalitatea redusd a energiei (5.2.9) conduce la

p(b+0n)+pbé —7- L+g-p—h+EY.P=0. (5.2.11)

La nivel formal, noutatea acestei aborddri fatd de rezultatele din [56] constd in introducerea variabilei
independente vy pentru a masura fractiunea de volum a structurii matriciale.

In continuare, vom avea nevoie de urmatoarea ipoteza din [60, (7.2)]

90

9T > 0. (5.2.12)

Observatia 5.2.1 Functiaé este inversabild din ipoteza(5.2.12), prin urmare putem inlocui dependenta
de T prin 6 in orice functie raspuns [56].

Propozitia 5.2.1 53 presupunem cd ecuatiile constitutive (5.2.5) satisfac

q=0p(i=0) (5.2.13)
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si (5.2.12). Prin urmare, daca ecuatia redusa a energiei (5.2.9) are loc pentru orice proces p suficient
de neted, atunci avem urmatoarele restrictii asupra functiilor raspuns

b =1y(T, B, F, EV 1), 0=0(T), (5.2.14)
. oY L L
T—pFaF, P = PoE 1=—2p (5.2.15)
) ) .
wa'FT’YJrPiV’o%-p@erp-g—h:O, (5.2.16)
8,8 81/0
unde
I./O = 7_1é(T7 187 v, F7 EM7 V())J’
90 . (5.2.17)

In continuare vom studia principiul obiectivitatii. In acest sens, vom considera urmdtoarele cantitati

B=FTy=FTvV,T, (5.2.18)

1
E= (FTF-1I), W=FT"E", (5.2.19)

unde E este tensorul de deformatie Green-Lagrange. Daca ¢ este o functionala arbitrara care de-
pinde de cantitdtile de referinta 7', 3, 3, E, W v, atunci este invarianta in raport cu o rotatie rigida.
Invarianta functionalelor constitutive in raport cu rotatiile rigide ale corpului deformat si polarizat asi-
guré satisfacerea principiului obiectivitdtii. Prin urmare, fiecrei functii rispuns obiective Q din (5.2.5)

ii asociem o functie rdspuns invarianta Qe {@E, 7, 6, é, q,T, h,é, 15} prin intermediul egalitatii

T, B,8,E,W 1) = QT, 8,7, F,E ), (5.2.20)

unde legétura dintre (v, F, EM) si (3, E, W) este dati de ecuatiile (5.2.18) si (5.2.19) si 8, E, W
sunt independente. In continuare, vom utiliza ipoteza

90

— > 0. 5.2.21
oT ( )

Propozitia 5.2.2 Sa presupunem ca functionalele constitutive nu depind de reper si sunt invariante

in raport cu rotatiile rigide ale corpului deformat si polarizat, adica sunt de forma

O=0T,B,8,E,W,u). (5.2.22)

53 consideram ca au loc relatiile
q="0p (5.2.23)

si (5.2.21) si sa definim functia rdspuns energie internd é ca in ecuatia (5.1.20). Daca ecuatia redusa
a energiei (5.2.11) are loc pentru orice proces care este suficient de neted, atunci functiile raspuns
satisfac urmatoarele conditii

v =(T, B, E,W,1), 6=0(T), (5.2.24)

W oo, O o 0D I B
p aEF +6W®E +8V0udet(F) (F) F'7 =0, (5.2.25)
pa—wFT +P =0, (5.2.26)

ow
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- 81p

=== (5.2.27)
8¢ o o0
pag Bt g0+ pIE—hrpe o (FT) "B=o. (5.2.28)

in continuare vom stabili restrictii asupra ratei interne a entropiei & prin intermediul principiului di-
siparii, care rezulta din al doilea principiu al termodinamicii. Din (5.2.28) se obtine

- N o . 90
pg = [ o8 B+ 0871/0 h+p- a7 (F') /3 . (5.2.29)
Inegalitatea disipdrii £ > 0 si ipoteza (5.1.25) conduc la
o . O
- 4 2= . —L g —h< 2.
<6ﬂ+8TF ) B+pa vy —h < 0. (5.2.30)
La fel ca’in cazul legii Fourier, consideram ca
o B . -
—_— —_— = — = > L
85+ 8TF kB3, k=Fk(T)>0, (5.2.31)
M _ — k1o, k1 =k (T) >0, (5.2.32)
8V0

astfel incat inegalitatea de mai sus si fie indeplinita. Putem defini ' = ! deoarece functia § este
inversabila. Prin urmare, obtinem

- 5 N -
=-TF — +k 5.2.33
P <p8ﬂ + ﬂ) ; ( )
unde T’ = ?j:g Astfel, rezultd cd
-1 h
§== ( BB+ kg + ) (5.2.34)
in plus, obtinem
~ 2l 81[} .T
q=-0T"(O)F p% +kF vy ). (5.2.35)

In comparatie cu modelul definitin [56], in acest model al termo-electro-elasticitatii pentru remode-
lare osoasd am introdus un termen care descrie producerea de entropie si derivata in raport cu timpul
a fractiunii de volum a structurii matriciale in expresia ratei interne a entropiei pe unitatea de masa.

In continuare, vom utiliza definitia pentru tensiunea elastica din [56]

T:=7+PgEV, (5.2.36)
unde EM = (FT) W. Prin urmare, obtinem
- o 3¢ M i& -\ T
7 =pF [aEF + o ©F +ay0ydet( ) (F~1)7 |, (5.2.37)
- o
P=_pF_—— 5.2.38
PE aw ( )
Rezultd ca
_ oz T % -1\T
T =pF |o5F" + o’ vdet(F) (F~')" |. (5.2.39)

La fel cain [56], avem .
o=T+e¢qEM o EM - 50 (EM . EM)I. (5.2.40)
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5.3 Dependenta continua

in continuare vom utiliza strategia din [66] pentru a arita dependenta continud de date in cazul ne-
liniar. Fie s
P = (p.u,T,6,0.n,7, P,q.c,p,b,r.h,h) (53)

Si

P= (ﬁ, w,T,¢,¢,7,7,P,q,¢,p,b,7,h, @) (5.3.2)

doua procese definite pe B x [0, 1] care satisfac legile de echilibru pentru masd, moment liniar, mo-
mentul momentului, entropie si energie. In plus, definim functia D pe [0, ¢1] prin

D= [ {500~ 0+ s~ D) + pun(6 - 6)-

(5.3.3)
— #(F - F)+ P(EM — EM)} dv.
in plus, presupunem cé functiile pe care le utilizim sunt suficient de netede.
Introducem urmdtoarea definitie
oricarear fi (X, t) € B x [0, t1].
Teorema 5.3.1 53 presupunem cd exista o constanta § > 0 astfel incat
I(X,t) <o, (X,t)e Bx][0,t],
_ _ 1, ~ (5.3.5)
(Tki — Tki)<’vi — vi)nk + a(qk - qk)(H — G)Hk =0 pe 0B x (O,tl)
Atunci exista constantele M > 0, N > 0 siay > 0 astfel incat
|| ('U -0, F — FaEM - EM79 - 9_77/0 - ﬂO?ﬁ _Ba'y _’7) ("t)HLQ(B) <
< [MH (U - ﬁaF - F> EM - EMve - 57 Vg — 77076 - /6.77 - :Y) (70)||L2(B)+ (536)

t
N [ 116 =bp =5 = 7))l ds |

oricarearfit € [0,;].



Capitolul 6

Concluzii finale. Contributii originale.
Diseminarea rezultatelor. Directii viitoare de
cercetare

6.1 Concluzii finale si contributii originale

in aceastd tezd de doctorat am analizat modele matematice care descriu procese fizice complexe.
Acestea sunt caracterizate de sisteme de ecuatii cu derivate partiale cu conditii initiale si la limita. Am
demonstrat rezultate de unicitate, dependenta continud, am studiat comportarea spatiald a solutiei
si propagarea de unde si am realizat simulari numerice. Expunem in continuare principalele contributii
originale.

Am prezentat o abordare noua de demonstrare a uncitatii solutiei pentru medii micropolare. Am ex-
tins modelul matematic al mediilor micropolare prin considerarea unei deformatii de ordin fractionar.

Am studiat solutiile problemei Saint-Venant pentru medii elastice dipolare poroase. Am studiat pro-
blema plana in cazul mediilor dipolare cu dubla porozitate si am realizat simuldri numerice cu ajutorul
software-ului FreeFem++.

Am propus o extindere a rezultatelor lui Dafermos pentru medii termoelastice dipolare cu microtem-
peraturi si am studiat solutia cu energie finita. Am realizat simulari numerice in FreeFem++ pentru
un model matematic care caracterizeaza astfel de medii.

Am propus un model matematic pentru a caracteriza procesele termice si de difuzie la nivel macro si
micro in medii continue microstretch. Am demonstrat unicitatea solutiei si am studiat comportarea
spatiald a solutieiin cazul anizotrop si non-centro-simetric. Am aratat dependenta continuad a solutiei
de datele initiale si de incarcari in cazul in care materialul are un centru de simetrie si este fie anizo-
trop, fie izotrop. in plus, am analizat propagarea undelor in cazul izotrop si am utilizat software-ul
Mathematica pentru calcule si realizarea unor simulari numerice.

In final, am studiat procesul de remodelare osoasa in contextul mediilor termo-electro-elastice po-
roase. Am propus forme integrale si locale pentru ecuatiile de miscare, am analizat anumite ipoteze
constitutive si restrictii si am studiat corpurile cu izotropie transversala.

6.2 Diseminarea rezultatelor cercetarii

Cercetarea inclusa in teza de doctorat s-a concretizat in 12 articole, din care 6 publicate in reviste
de specialitate (din care 5 cotate ISI si unul indexat BDI), unul publicat sub forma de capitol de carte
(indexat BDI), unul acceptat sub forma de capitol de carte si 4 articole inca nepublicate. Rezultatele

84
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cercetdrii au fost prezentate la 11 conferinte internationale si alte manifestari stiintifice din Cehia
(Olomouc), Italia (Padova), Polonia (Varsovia), Romania (Brasov, Craiova, Poiana Brasov).

6.2.1 Articole incluse in teza de doctorat

—_—

8.

9.

1

1

. Adina Chirilg, Ravi P. Agarwal, Marin Marin, Proving uniqueness for the solution of the problem
of homogeneous and anisotropic micropolar thermoelasticity, Boundary Value Problems, 2017
(2017), no. 3, 1-14, https :/link.springer.com/article/10.1186/5s13661-016-0734-0 (Springer In-
ternational Publishing Switzerland) (cotat ISI)

— inanul 2019, factor de impact : 1.637, scor relativ de influentd : 0.537, zona 1 (dupa IF) si zona
3 (dupd AlS) in subdomeniul Mathematics, zona 1 (dupa IF) si zona 3 (dupad AlS) in subdomeniul
Mathematics, Applied

— WO0S: 000396134700001, Zbl 1357.35005, MR3591513, Scopus

. Adina Chirila, Generalized micropolar thermoelasticity with fractional order strain, Bulletin of the
Transilvania University of Brasov, Series lll : Mathematics, Informatics, Physics, 10(59) (2017), no.
1, 83-90 (indexat BDI)

— Zbl1399.74010, MR3680884

. Marin Marin, Rahmat Ellahi, Adina Chirild, On solutions of Saint-\Venant’s problem for elastic di-
polar bodies with voids, Carpathian Journal of Mathematics, 33 (2017), no. 2, 199-212 (cotat ISI)
— inanul 2018, factor de impact : 0.878, scor relativ de influentd : 0.250, zona 2 (dupa IF) si zona

3 (dupa AIS) in subdomeniul Mathematics, zona 3 (dupa IF si AlS) in subdomeniul Mathematics,
Applied

— WOS: 000411780600009, Zbl 1399.74007, MR3701222, Scopus

. Adina Chirild, Marin Marin, The theory of generalized thermoelasticity with fractional order strain
for dipolar materials with double porosity, Journal of Materials Science, 53 (2018), no. 5, 3470-
3482 (Springer US) (cotat ISI)

— inanul 2019, factor de impact : 3.442, scor relativ de influentd : 1.292, zona 2 (dupa AIS si IF) in
subdomeniul Materials Science, Multidisciplinary

— WOS : 000417731300029, Scopus

. Adina Chirild, Marin Marin, Diffusion in microstretch thermoelasticity with microtemperatures and
microconcentrations, in Cristina Flaut, Sarka Hoskova-Mayerova, Daniel Flaut (eds.) Models and
Theories in Social Systems. Studies in Systems, Decision and Control, 179 (2019), 149-164 (Sprin-
ger Cham) (indexat BDI)

— Scopus

. Adina Chirild, Marin Marin, Adriano Montanaro, On adaptive thermo-electro-elasticity within a
Green-Naghdi type Il or Ill theory, Continuum Mechanics and Thermodynamics 31 (2019), no. 5,
1453-1475 (Springer Berlin Heidelberg) (cotat ISI)

— inanul 2017, factor de impact: 2.529, scor relativ de influentd : 2.863, zona 1 (dupa AIS si IF) in
subdomeniul Mechanics, zona 1 (dupd AlS si IF) in subdomeniul Thermodynamics

— WOS : 000477680700009, Scopus

. Marin Marin, Adina Chirila, M. I. A. Othman, An extension of Dafermos’s results for bodies with

a dipolar structure, Applied Mathematics and Computation, 361 (2019), 680-688 (Elsevier) (cotat

ISI)

— inanul 2019, factor de impact : 3.092, scor relativ de influentd : 0.978, zona 1 (dupa IF) si zona

3 (dupd AIS) in subdomeniul Mathematics, Applied

— WOS : 000474545500055, Scopus

Adina Chirila, Marin Marin, Numerical algorithms in mechanics of generalized continua, in Cristina

Flaut (ed.) Algorithms as an approach of applied mathematics (2020), acceptat spre publicare

Marin Marin, Adina Chirila, Lavinia Codarcea-Munteanu, On a thermoelastic material having a di-

polar structure and microtemperatures, 2019, in recenzie

0. Adina Chirild, Marin Marin, Spatial behaviour of microstretch elastic materials with thermal and
mass diffusion, 2019, in recenzie

1. Adina Chirild, Marin Marin, Model equations of diffusive microstretch thermoelasticity with mi-
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crotemperatures and microconcentrations, 2019, inca nepublicat
12. Adina Chirild, Marin Marin, Wave propagation in diffusive microstretch thermoelasticity, 2019,
inca nepublicat

6.2.2 Prezentarea rezultatelor cercetarii

B Workshop de Matematica si Informatica, a treia editie, Brasov, 2017/02/28
— organizator : Universitatea Transilvania din Brasov
— prezentare : Proving uniqueness for the solution of the problem of homogeneous and anisotro-
pic micropolar thermoelasticity (articolul 1)
B BraMat 10" International Conference on Materials Science and Engineering, Brasov, 2017/03/8-
11
— organizator : Universitatea Transilvania din Brasov
— prezentare : The theory of generalized thermoelasticity with fractional order strain for dipolar
materials with double porosity (articolul 4)
— sectiune : Ceramics, polymers and composite materials
B 3¢ International Conference for Doctoral Students IPC 2017, Brasov, 2017/06/22-23
— organizatori : Universitatea Transilvania din Brasov si Universitatea Lucian Blaga din Sibiu
— prezentare : Generalized micropolar thermoelasticity with fractional order strain (articolul 2)
— sectiune : Mathematics-Informatics
B Workshop de Matematica si Informaticd, a patra editie, Brasov, 2018/02/28
— organizator : Universitatea Transilvania din Brasov
— prezentare : Diffusion in microstretch thermoelasticity with microtemperatures and microcon-
centrations (articolul 5)
B Seminar stiintific de Fizica Matematica la Departamentul de Matematica Tullio Levi-Civita, Uni-
versitatea din Padova, Italia, 2018/05/08
— organizator : Universitatea din Padova
— prezentare : Model equations of diffusive microstretch thermoelasticity with microtempera-
tures and microconcentrations (articolele 5 si 11)
B International Conference on Mathematics and Computer Science 3" edition MACOS 2018, Brasov,
2018/06/14-16
— organizator : Universitatea Transilvania din Brasov
— prezentare : Diffusion in microstretch thermoelasticity with microtemperatures and microcon-
centrations (articolul 5)
— sectiune : Differential equations and applied mathematics
B 41 Solid Mechanics Conference SolMech 2018, Varsovia, Polonia, 2018/08/27-31
— organizator: Institute of Fundamental Technological Research of the Polish Academy of Sciences
— prezentare : Model equations of diffusive microstretch thermoelasticity with microtempera-
tures and microconcentrations (articolul 11)
— sectiune : Elasticity, plasticity and phase transition
B International Conference on Applied Mathematics and Numerical Methods 2"¢ edition ICAMNM,
Craiova, 2018/10/19-20
— organizator : Universitatea din Craiova
— prezentare : On adaptive thermo-electro-elasticity within a Green-Naghdi theory (articolul 6)
— sectiune : Applications using methods from geometry, mechanics, convex and numerical ana-
lysis
B Workshop de Matematica si Informaticd, a cincea editie, Brasov, 2019/02/28
— organizator : Universitatea Transilvania din Brasov
— prezentare: Spatial behaviour in microstretch elastic materials with thermal and mass diffusion
(articolul 10)
B BraMat 11*" International Conference on Materials Science and Engineering, Poiana Brasov, 2019/03/13-
16
— organizator : Universitatea Transilvania din Brasov
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— prezentare : Microstretch elastic materials with thermal and mass diffusion (articolul 10)
— sectiune : Biomaterials
B International Conference on Mathematical Modelling and Computational Methods in Applied Sciences
and Engineering, Modelling 2019, Olomouc, Cehia, 2019/09/16-20
— organizatori : Institute of Geonics of the Czech Academy of Sciences, Institute of Mathematics
of the Czech Academy of Sciences, Technical University of Ostrava
— prezentare : Wave propagation in diffusive microstretch thermoelasticity (articolul 12)
— sectiune : Modelling of coupled processes in porous media and other multiphysics problems

6.2.3 Alte articole elaborate in timpul studiilor doctorale

B Marin Marin, Sorin Vlase, Lavinia Codarcea-Munteanu, Adina Chirild, A generalization of the mi-
nimum principle energy for Cosserat porous materials, Acta Technica Napocensis, Series : Applied
Mathematics, Mechanics, and Engineering, 60 (2017), no. 4, 479-484 (indexat ISI)

— WOS : 000428901100006

B Marin Marin, Lavinia Codarcea, Adina Chirild, Qualitative results on mixed problem of micropolar
bodies with microtemperatures, Applications and Applied Mathematics, 12 (2017), no. 2, 776-789
(indexat ISI)

— WOS: 000418606200009, Zbl 1386.74005, MR3737186

B Adina Chirild, A new type of g-Szasz-Mirakjan operators, Filomat 31 (2017), no. 18, 5617-5628
(cotat ISI)

— Tnanul 2017, factor de impact : 0.695, scor relativ de influentd : 0.423, zona 2 (dupa IF) si zona
3 (dupa AlS) in subdomeniul Mathematics, zona 3 (dupa IF si AlS) in subdomeniul Mathematics,
Applied

— WOS : 000428734700010, MR3744165

B Lavinia Codarcea-Munteanu, Adina Chirild, Marin Marin, Modeling fractional order strain in dipolar
thermoelasticity, 9th Vlienna International Conference on Mathematical Modelling, IFAC-PapersOnLine,
51(2018), no. 2, 601-606 (Elsevier) (indexat ISI)

— WOS: 000435693000103, Scopus

B Marin Marin, Adina Chirila, Lavinia Codarcea, Sorin Vlase, On vibrations in Green-Naghdi thermoe-
lasticity of dipolar bodies, Analele Stiintifice ale Universitatii Ovidius Constanta - Seria Matematica,
27 (2019), no. 1, 125-140 (cotat ISI)

— Tnanul 2019, factor de impact : 0.638, scor relativ de influentd : 0.232, zona 3 (dupa IF si AlS) in
subdomeniul Mathematics, zona 3 (dupa IF si AlS) in subdomeniul Mathematics, Applied

— WOS : 000465369400007, Scopus

B Marin Marin, Adina Chiril4, Andreas Ochsner, Sorin Vlase, About finite energy solutions in ther-
moelasticity of micropolar bodies with voids, Boundary Value Problems, 2019 (2019), no. 89, 1-14
(Springer International Publishing Switzerland) (cotat ISI)

— inanul 2019, factor de impact : 1.637, scor relativ de influentd : 0.537, zona 1 (dupa IF) si zona
3 (dupa AlIS) in subdomeniul Mathematics, zona 1 (dupa IF) si zona 3 (dupa AlS) in subdomeniul
Mathematics, Applied

— WOS: 000468144800001, Scopus

6.2.4 Premierea rezultatelor cercetarii

Premierea rezultatelor cercetarii - articole de catre UEFISCDI pentru articolele publicate

— in Boundary Value Problems in 2017 (PN-I1I-P1-1.1-PRECISI-2017-17243) (articolul 1)

— 1n Carpathian Journal of Mathematics in 2017 (PN-1lI-P1-1.1-PRECISI-2017-19457) (articolul 3)
— in Filomatin 2017 (PN-IlI-P1-1.1-PRECISI-2018-21660)

— 1nJournal of Materials Science in 2018 (PN-1I-P1-1.1-PRECISI-2018-24480) (articolul 4)
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6.3 Directii viitoare de cercetare

O posibila directie de cercetare este studiul comportarii spatiale si temporale a solutiei pentru medii
termoelastice cu difuzie, microtemperaturi simicroconcentratii, fard a considera efectele de microrotatie,
dilatare si contractare pentru microelemente.

Un alt subiect de cercetare este realizarea unor simuldri numerice pentru problema plana asociata
elasticitatii microstretch in care se considera efecte termice si de difuzie la nivel de macroelement si
de microelement. in plus, se pot propune diferite configuratii geometrice, conditii pe frontierd Dirichlet
si Neumann si diferite conditii initiale.

Oalta posibila directie de cercetare este studiul propagarii undelor intr-un cilindru in contextul vascoelasticitatii
cu efecte termice si electrice pentru modelarea comportarii mecanice a unui material cu memorie, de
exemplu, osul.
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Anexe

Rezumatul tezei
Teza de doctorat Studiul problemelor mixte pentru medii continue generalizate cuprinde un studiu

amplu al corpurilor elastice cu microstructura. Lucrarea este structuratd in sase capitole, exceptand
introducerea, primele cinci cuprinzand rezultate originale si ultimul prezentand concluziile finale si
directiile viitoare de cercetare. in primul capitol sunt studiate propriet&ti ale mediilor termoelastice
micropolare. Se demonstreaza unicitatea solutiei Tn anumite conditii asupra coeficientilor elastici si
se prezinta o generalizare cu deformatie de ordin fractionar, in care conductia caldurii este descrisa
de ecuatiile Cattaneo. in al doilea capitol se studiazi mediile dipolare cu porozitate simpla si dubld. Se
prezinta solutii ale problemei Saint-Venant pentru medii elastice dipolare poroase si se realizeaza si-
muldri numerice pentru medii termoelastice cu dubli porozitate. in al treilea capitol se studiazd medii
termoelastice dipolare cu microtemperaturi. Se prezintd o extindere a rezultatelor lui Dafermos pen-
tru corpuri cu structura dipolara. Cu ajutorul corolarului Lumer-Phillips se deduc existenta, unicitatea
si dependenta continud a solutiei de datele initiale si de incirc&ri. Se realizeaza simulari numerice. in
al patrulea capitol se studiaza mediile elastice microstretch in contextul efectelor termice si de difuzie
la nivel de macroelement si de microelement. in cazul corpurilor non-centro-simetrice si anizotrope,
se aratd uncitatea solutiei si se analizeaza comportarea spatiala a solutiei. Pentru corpuri cu centru
de simetrie se demonstreaza dependenta continud a solutiei de datele initiale si de incarcari in cazul
anizotrop si in cazul izotrop cu ajutorul corolarului Lumer-Phillips si al inegalitatii Gronwall, respec-
tiv. In ultima sectiune se studiazd propagarea undelor. in al cincilea capitol se analizeazi procesul de
remodelare osoasa in contextul mediilor termo-electro-elastice poroase. Se propun forme integrale
si locale ale legilor de echilibru, se impun anumite ipoteze constitutive si restrictii si se studiaza cor-
purile cu izotropie transversald. in ultima sectiune se deduce un rezultat de dependent& continud in
cazul neliniar cu ajutorul inegalitatii Gronwall.

The PhD thesis entitled The study of mixed problems for generalized continua contains an ample
study on elastic bodies with microstructure. The thesis is organized in six chapters, except for the in-
troduction, with the first five chapters containing original results and the last one presenting the final
conclusions and future research directions. The first chapter studies properties of micropolar ther-
moelastic media. Uniqueness of the solution is proven under some conditions on the constitutive
coefficients and a generalization with fractional order strain is proposed, with the heat conduction
being described by Cattaneo’s equations. The second chapter studies dipolar media with simple and
double porosity. Solutions of Saint-Venant's problem are derived for dipolar elastic media with voids
and numerical simulations are performed for thermoelastic media with double porosity. The third
chapter studies dipolar thermoelastic media with microtemperatures. An extension of Dafermos’ re-
sults is presented for bodies with a dipolar structure. By means of the corollary of Lumer-Phillips,
existence, uniqueness and continuous dependence of the solution on initial data and body loads are
derived. Numerical simulations are performed. The fourth chapter studies microstretch elastic me-
dia in the context of thermal and diffusive effects at the macrolevel and microlevel. In the case of
non-centro-symmetric and anisotropic media, uniqueness of the solution is shown and the spatial
behaviour of the solution is analysed. For bodies with a center of symmetry, the continuous depen-
dence of the solution on initial data and body loads is proven in the anisotropic and isotropic case
by means of the corollary of Lumer-Phillips and the inequality of Gronwall, respectively. In the last
section, wave propagation is studied. In the fifth chapter, the bone remodelling process is analysed
in the context of porous thermo-electro-elastic media. Integral and local forms are introduced for
the equilibrium laws, constitutive hypotheses and restrictions are imposed and transversely isotro-
pic bodies are studied. In the last section a continuous dependence result is derived in the nonlinear
case by means of the inequality of Gronwall.
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