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Prefata

n ultimii ani au fost intens studiate noi modele continue de medii deformabile. Este
bine cunoscut faptul ca raspunsul materialului la stimulii externi depinde in mare
masura de miscarile structurii sale interne. Bazele teoriei continuumului orientat
au fost introduse de fratii Cosserat in 1909, [13]. Truesdell si Noll au evidentiat
importanta acestei teoriiin 1965, [69]. Modelul Cosserat a fost folosit pentru studiul
comportarii unor materiale de interes in tehnica si in special in biomecanica. Eringen
a introdus teoria termoelasticitatii neclasice pentru materialele micropolare. Teoria
materialelor elastice solide cu microstructurd a fost introdusd tot de Eringen in
1990. Teoria elasticitatii materialelor elastice solide care contin pori sau goluri
a Tnceput sa devina foarte interesanta datorita aplicatiilor ei in diferite domenii.
Astfel, Goodman si Cowin au dezvoltat o teorie pentru materialele granulare, iar
Cowin Tmpreuna cu Nunziato au introdus teoria neliniara a materialelor cu gauri.
Ecuatiile de baza pentru materialele termoelastice cu goluri, au fost obtinute de
lesan folosind metoda lui Green si Rivlin. Teoria liniara a difuziei termoealstice in
medii poroase pe baza notiunii de fractiune de volum a fost obtinuta de Aouadi.

Marin a dezvoltat cateva teoreme de baza in elastostatica materialelor micropolare
cu goluri. Utilizdnd rezultatele lui Cowin si Nunziato, precum si teoria lui
Eringen pentru termoelasticitatea micropolara, Pasarella a obtinut cateva rezultate
remarcabile cu privire la termoelasticitatea micropolara, obtindnd ecuatiile
fundamentale pentru medii micropolare termoleastice cu goluri omogene si
izotrope.

Bazele studiilor privind materialele poroase sunt stabilite de Goodman si teoria
granulara a lui Cowin, [33]. Modelul mecanic ce stad la baza acestei teorii este un
mediu continuu a carui densitate de masa se reprezinta ca produsul a doua functii:
densitatea materialului si functia porozitate. Cu ajutorul acestei reprezentari,
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Nunziato si Cowin, [61] au stabilit o teorie neliniara a mediilor elastice poroase,
considerand functia porozitate ca fiind o noua variabila cinematica. Investigatiile
continua studiile lui Cowin si Nunziato, [14], [16] care au imbunatatit modelele
de medii continue existente prin introducerea de pori mici atribuind un grad
suplimentar de libertate fiecarei particule. Raspunsurile mecanice elastoplastice ale
materialelor poroase sunt investigate pe baza principiilor micromecanicii de catre
Huang et al., [B7].

in cazul porozititii duble a unui material, mediul poros poate fi prezentat ca
suprapunerea a doua medii: un mediu care sustine proprietatile de transport ale
corpului solid, in timp ce cel de-al doilea mediu furnizeaza volumul in care este
stocat lichidul. Interesul fata de materiale cu porozitate dubla dateaza cu mai mult
de cincizeci de ani in urma. Barenblatt si colaboratorii, [5], [4] au propus un model
matematic pentru corpurile cu structura dubla de porozitate. Aceste tipuri de solide
sunt frecvente in geofizica rocilor si ceramica, [B] si foarte intalnite Tn mecanica
osului, [15]. Aceasta teorie a solidelor cu structura dubla poroasa se intemeiaza
pe legea lui Darcy. Zhao, [[70], Svanadze, [68] si Straughan, [?] au stabilit ecuatiile
de baza pentru materialele elastice cu structura dublad poroasa legatd de campul
vectorului de deplasare, presiunea asociata porilor si presiunile asociate fisurilor.

Lucrarea de fata este structurata in 7 capitole, un capitol introductiv, 5 capitole care
contin rezultate originale si un capitol cu concluzii si directii viitoare de cercetare.

n primul capitol sunt prezentate notiuni introductive din termoelasticitatea clasica.

n capitolul 2 este prezentat un studiu cu privire la comportamentul temporal al
solutiilor in cazul corpurilor poroase micropolare. Acest studiu realizat impreuna cu
domnul profesor Marin Marin a fost publicat Tn Analele Universitatii din Constanta,
seria Matematica. A fost considerat un corp poros termoelastic cu date initiale si
pe frontiera, pentru care s-a analizat comportamentul temporal al solutiilor. Au
fost utilizate mediile Caesaro pentru componentele energiei si a fost demonstrata
echipartitia asimptotica a energiilor cinetica si de deformare.

n capitolul 3 este obtinutd o relatie de tip De Hoop - Knopoff pentru campul
deplasarilor, in contextul termoelasticitatii corpurilor cu microstructura. Acest
studiu realizat impreuna cu domnul profesor Marin Marin si Sammy R. Mahmoud
a fost publicat in jurnalul Mathematical Problems in Engineering si are aplicatii in
studiul dislocarilor seismice.

Capitolul 4 prezintd studiul comportamentului spatial al solutiilor in cazul
termoelasticitatii corpurilor cu porozitate dubla. Acest studiu a fost publicat
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in International Journal of Applied Mechanics. Au fost abordate doua situatii:
pentru domeniile marginite a fost obtinuta imposibilitatea localizarii in timp a
solutiilor, prin demonstrarea unicitatii solutiilor pentru problema fnapoi in timp,
iar cel de-al doilea studiu a constat in obtinerea alternativei Phragmen—-Lindelof in
cazul cilindrilor semi-infiniti si aflarea limitei superioare a amplitudinii. Capitolul
este continuat cu un studiu al problemei inapoi in timp privind materialele dublu
poroase cu microtemperaturi. Acest studiu este trimis spre publicare si se
ocupa cu imposibilitatea localizarii in timp a solutiilor si determinarea alternativei
Phragmen-Lindelof pentru mediile cu dubla porozitate si microtemperaturi.

Studiul vibratiilor armonice Tn dinamica termoelastica a corpurilor cu structura dubla
poroasa a fost publicat Tn jurnalul Mathematics and Mechanics of Solids si este
prezentat in capitolul 5. A fost studiata amplitudinea vibratiilor pentru problema
fnapoi in timp obtinand legile de conservare.

Capitolul 6 prezintda doud aplicatii ale mediilor poroase in medicind. Primul
studiu realizat Tmpreuna cu lleana Constanta Rosca a fost publicat in Acta
Tehnica Napocensis, Seria Matematica Aplicats, Mecanica si Inginerie. in aceastd
lucrare a fost dezvoltat un studiu asupra dinamicii discurilor intervertebrale.
Principalele trei proprietati ale osului, precum rezistenta materialului, anizotropia
si neomogenitatea au fost luate in considerare. A fost abordata vibratia torsionala a
unui inel intervertebral sub actiunea unui moment. Utilizand metoda transformatei
Laplace s-a obtinut solutia generala a componentelor deplasarilor elastice de-a
lungul directiilor radiale, transversale si axiale. Utilizand mediul Simulink din
cadrul pachetului de simulare numerica Matlab au fost reprezentate grafic solutiile
sistemului. Cel de-al doilea studiu realizat impreuna cu lleana Costanta Rosca si dr.
ortoped Radu-Dan Necula este trimis spre publicare. Aceasta lucrare se ocupa de
studiul uneifracturi femurale din punctul de vedere al modelarii matematice. Scopul
principal al autorilor este de a gasi o expresie analitica pentru microdeplasarile
si microrotatiile in fractura diafizala femurald. Consideram problema cu date
pe frontierda pentru un material microporant elastic izotrop pentru cazul unu
dimensional. Solutiile pentru microdeplasare si microrotatie sunt obtinute folosind
transformarea Laplace.

Ultimul capitol contine concluziile finale fiind prezentate contributiile originale si
directiile viitoare de cercetare.



8 CUPRINS

Aduc multumiri domnului Profesor Dr. Habil. Marin Marin, coordonatorul acestei
teze de doctorat, pentru increderea pe care a avut-o in mine, pentru rabdarea si
intelegerea de care a dat dovada de-a lungul anilor de pregatire a studiilor mele
doctorale si pentru faptul ca a fost mereu alaturi de mine si m-a stimulat sa public
rezultatele mele in reviste bine cotate.

Aduc multumiri domnului Profesor Dr. Ramon Quintanilla de la Universidad de
Catalunia, care a avut bunavointa de a ma primi intr-un stagiu de cercetare de
2 saptamani in noiembrie 2016 si care m-a initiat Tn studiul mediilor cu dubla
porozitate.



Capitolul 1

Termoelasticitatea clasica

Se numeste configuratie de referintd a unui corp continuu C, un domeniu 2
din spatiul euclidian tridimensional F5 cu proprietatea ca intre punctele lui C' si
punctete lui €) exista o corespondenta biunivoca.

Fie D un domeniu ocupat de un corp la momentul ¢y, a carui frontiera este notata
OD. Definim o miscare a corpului, aplicatia X : D x I — E3, unde I este intervalul
detimp [to, t1),cut; > to. Acestinterval poate fiinfinit, iar E'3 este spatiul Euclidian
tridimensional. Ecuatiile de miscare sunt:

r=X(X,t),XeD,tel (1.1)

cu proprietatea ca pentru (V)t € I, t fixat, X(+, ) este injectivd si bicontinua.

Domeniul, D = X(D,t) ocupat de corpul considerat la momentul ¢ se numete
configuratie actuala. Consideram sistemul de coordonate carteziene rectangulare
OXk(K = 1,2,3), unde Xk (K = 1,2,3) sunt coordonatele punctului X €
D. Pentru punctul X vom considera vectorul de pozitie R. Raportam corpul
in configuratia actuala D la un alt sistem de coordonate carteziene rectangulare
ox1xows in care z;(i = 1,2, 3) sunt coordonatele punctului z € D, 7 este vectorul
de pozitie al punctului z, X se numesc coordonate materiale, iar x; se numesc
coordonate spatiale, [38]. Miscarea ([L.T) se scrie:

v = x;(Xg, 1), Xx € Dt el (1.2)
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Pentru orice t € I fixat avem:
XK:XK(.’L‘i,t),JJi EX(D,t),tEI (1.3)

Presupunem ca functiile care descriu miscarea sunt de clasa C?,p > 2 in raport cu
variabilele de care depind. Determinantul functional va fi:

8(%1'
JdEt<8XK> #0,peD x [

Daca ¢ este fixat, atunci functiile (L.2) descriu trasformarea geometricd care duce
domeniul D in . Versorii axelor O X}, se noteaza cu Ek, iar versorii axelor ox; se
noteazad cu €;, astfel incat produsul scalar al vectorilor in cele doua configuratii va fi
egal cu simbolul lui Knonecker:

Ex - Ey = 0ku; €; - €j = 0y
Tinand cont de notatiile de mai sus putem scrie:
R= XKE_}(,F: ;65
Daca luam pentru ¢ constant diferentialele dR si 7, avem:
dR = ExdXy = Xk Exdry;  dF = &dr; = 2, x&dX g

unde X ; = aafo; Tik = a%?;- Matricea F' = (z; k) se numeste gradientul

deformatiei. Astfel au loc relatiile:

i,k XK j = 0ij; Xk,i%iL = 0KL
Se poate observa ci inversa lui F este F'~! = (X ;).

Vom nota in continuare: Cx = 7 = z; g€;; ¢ = R; = X ; L}, atunci avem:
dR = ¢;dx;, di = CgdX . Marimea vectorului dR se noteaza cu dS, iar marimea
vectorului di” se noteaza cu ds si au urmatoarele expresii:

dS? = cjjdridry;  ds® = CxrdXgdXy

unde Cij = CiCj = XK,iXK,j: CKL = CKCL = X4, KT L-

Functiile ¢;; si Ckxr se numesc tensorul de deformatie al lui Cauchy, respectiv
tensorul de deformatie al lui Green. Acesti doi tensori sunt de ordinul al doilea,
simetrici si pozitiv definiti.
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Functile Exr = 5 (Cxr —0k1) $i eij = 35 (0i5 — ¢i;) sunt componentele unor
tensori simetrici numiti tensorul de deformatie lagrangean, respectiv tensorul de
deformatie eulerian, ceea ce conduce la:

ds® — dS? = 2¢;jdx;dr; = 2Bk dX gd X,

Fie vectorul deplasare

Tinand cont ca:

G=R;="7T;—U; =€ — us;€s
Se obtin relatiile dintre deformatii si deplasari, cunoscute si sub numele de relatii
geometrice:
Ckr =0kt +Uk+Urxk +Unmkx -UnL
Cij = 0ij — Ujyi — Wij + Usi " Us,j
26@' = Uj; + Uij — Usyg * Us,j (1.4)
28k, = Uk, +Urk +Unx - Unmi 1,

in cazul micilor deformatii, ecuatiile (.4) se liniarizeaza pentru tensorii Ex 1, si €ij,
astfel ca se obtin relatiile:

1 8UK 8UL 1 (“)uz a’LLj
E — — i':7 1.5
KL 2<8XL+8XK>’ 6] 2(8.13]—’—8.731) ( )

in teoria micilor deformatii, tensorul de deformatie lagrangian si tensorul de
deformatie eulerian coincid. Vom nota componentele acestui tensor cu ¢;;:

1 8u,~ 8uj _ 1
A (axj - 8XZ-) = 5 (i + ) (el

Teorema 1.1. Tensorul deformatie €;; € C?(D) satisface relatiile:
€ij,kl + Eklyij — Eik,jl — Ejlik = 0 (1.7)

Dacd domeniul D este simplu conex, iar tensorul ;; este simetric de clasd C?(D)
care satisface ([L.7) atunci existd functiile u; € C3)D) care satisfac ([L.8).

Conditiile de compatibilitate (f.7) se numesc relatiile lui Saint-Venant.
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1.1 Principiile termodinamicii

Fie f; componentele unui vector fnumit forta masicd la momentul ¢. Scalarul f;v;
reprezintd puterea pe unitatea de masa, oricare ar fi vectorul viteza de componente
v;. Daca t; sunt componentele unui vector £ numit forta superficiala sau tensiune,
atunci scalarul t;v; reprezinta puterea pe unitatea de arie asupra JP, frontiera
domeniului P.

Presupunem ca f; sunt functii continue, ¢; sunt functii continuu diferentiabile.
Puterea fortelor poate fi scrisa:

W(P) = /pfwivar/twq:da (1.8)

P oP

Consideram 0P frontiera domeniului P C D, N versorul normalei exterioare la oP,
dA elementul de arie al acestei suprafete, atunci vom putea scrie vectorul tensiune
fub forma:

TdA = ida

Tn acest caz, puterea fortelor aplicate portiunii P va fi:

w(P) :/pofmvar/TividA (1.9)
P apP

unde T; :f~€i.

Un sistem de surse termice asociat corpului este caracterizat prin debitul surselor de
caldurd pe unitatea de mas3, care este o functie continud s(x,t),x € D, respectiv
prin flux de caldura care este de fapt cantitatea de caldurd pe unitatea de arie,
reprezentat prin functia h(z,t), x € D.

Cantitatea totald de caldura este formata din cantitatea de caldurd transmisa in
domeniul P prin radiatie, respectiv cantitatea de caldura ce intra prin frontiera P
prin conducta:

Q(P) = /psdv—l—/hda (1.10)
oP

P

Functia H cu proprietatea HdA = hda reprezinta fluxul de caldura ce actioneaza pe
suprafata JP si este raportatd la unitatea de arie a suprafetei O P. Cantitatea totala
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de cdldura poate fi scrisa:
Q(P) = /pst—l— /HdA (1.12)
P oP
Energia cinetica a mediului continuu ce ocupa domeniul P la momentul ¢ este:
1 —2
K(P) = 5[ PY dv (1.12)
P

Functia e(x,t) reprezinta energia internd pe unitatea de mas3, ea fiind o functie
continuu diferentiabild. Energia internd a portiunii P la momentul ¢ este:

E(P) :/pedv (1.13)
P

Functia n(z, t) reprezinta entropia pe unitatea de masa, ea fiind o functie continuu
diferentiabila. Entropia portiunii P la momentul t este:

I'(P) = /pndv (1.14)

P

Primul principiu al termodinamicii este principiul energiei: pentru orice portiune P
din D si orice moment ¢, are loc egalitatea:

K(P) + E(P) = W(P) + Q(P) (1.15)

Folosind formulele de mai sus, ecuatia (L.15) devine:
/pvﬂ}idv—k/pédv:/pfividv—i—/tivida—!—/psdv+/hda (1.16)
P P P oP P P

Din (??) si (L.16) se obtine principiul impulsului: pentru orice portiune P din D si
orice moment ¢ are loc egalitatea:

/pi}idv:/pfidv—ﬁ—/tida (1.17)

P P oP
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Daca t este tensiunea ce actioneaza la momentul ¢ in punctul = al unei suprafete
orientate OPP a carei normald exterioara in = este i = n;¢&;, atunci relatia (L.17)
conduce la:

t=tn, (1.18)

unde t; este tensiunea ce actioneaza in punctul x pe planul de normala exterioara
€;. Relatia (L.18) se numeste formula lui Cauchy, iar tensorul Cauchy al tensiunii
este:

—

tij = tié} (1.19)

Fie Sy o suprafata orientata din configuratia de referln’ga care pr|n deformare devine
suprafata S din D cu normala exterioara la Sy: N = NkEk T este tensiunea ce
actioneazainz € S:

T = TNy (1.20)

unde T} este tensiunea ce actioneaza la suprafata din ID. Primul tensor
Piola-Kirchhoff al tensiunii are forma:

Tyi = Tié; (1.21)
Formulele (L.19) si (L.21)) pot fi scrise astfel:
ti = tjinj rfz = T]”Nk (1.22)

Deoarece D este un domeniu arbitrar, iar functiile de sub integrald sunt continue
putem scrie ecuatiile de miscare ale mediului continuu:

tjij + pfi = poi (1.23)

Deoarece P este un domeniu arbitrar, iar integrandul este o functie continua se
obtine ecuatia energiei:

pé =10 + ps+ i (1.24)

Principiul entropiei (a doua lege a termodinamicii)spune cd: orice proces
termodinamic trebuie sa satisfaca inegalitatea:

1 1
/pi)dv — fpsdv — / Thda >0, (1.25)
P P
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oricare ar fi portiunea P la un moment dat. Inegalitatea ([.25) se numete
inegalitatea Clausius-Duhem. Deoarece domeniul IP este arbitrar, putem scrie forma
locald a inegalitdtii Clausius-Duhem:,

1 1
: —(Z2¢) >0 1.26
P — ps (Tq> > (1.26)

N

1.2 Ecuatii constitutive ale teoriei liniare a
termoelasticitatii

Notam cu T temperatura absoluta pe care o are mediul in configuratia de referinta
si presupunem ca T}, este o constanta pozitiva. Se considera ca in stare naturalg,
mediul este liber de tensiuni si are entropia zero. Variatia de temperatura este data
de, [B2]:

0=T—T, (1.27)

Fiecare din functiile u;,0,%;5,q;,n sunt presupuse de forma ¢ unde ¢ este un
parametru ale carui puteri mai mari sau egale cu 2 vor fi neglijate, iar ¢ nu depinde
de e. Atunci au loc relatiile:

€= 5 (uiy +uy)

Consideram energia libera de forma:
1 1 5
oc=cy—c10+ Cij€i5 t+ Ecijklgijgkl — &jsiﬂ — 5&9 (1.28)

unde co,c1,¢ij, Cijri, Bij sunt coeficienti caracteristici ai materialului, cu
proprietdtile de simetrie:

Cij = Cji; Cijrt = Criij = Cjints Bij = Bji-

Cantitatea ¢, = ioToa este caldura specifica pe unitatea de masa corespunzatoare
stdrii naturale (¢;; = 0,60 = 0) in timp ce ¢ = Tya este cdldura specificd pe unitatea
de volum.

Coeficientii din (L.28) sunt functii ce depind de z;. Dacd mediul considerat este
omogen atunci acestia sunt constanti. Deoarece tensorii tensiunii Piola-Kirchhoff si
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tensorul Cauchy coincid avem:

tij = Cijrier — Bij0 + cij
pon = Bijeij +ad + c1 (1.29)
n teoria clasicd a termoelasticitatii se fac urmétoarele presupuneri: dacd g; =0

si 0 = 0 atunci t;; = 0, iar Ty este constant. Fdra a restrange generalitatea vom
presupune:

e dacde;; =0,0 =0atuncioc =0,n = 0.

e dacde;; = 0,0 = Oatuncit;; = 0,0 = 0,7 = 0,0 ; = 0iar configuratia de
referintd se numeste stare naturala.

Deoarece am presupus ca starea naturald a corpului este libera de tensiuni si are
entropia zero, avem ¢;; = c¢o = ¢ = 0 astfel incat energia libera devine:

1 1
g = §Cijklaijskl — 6@'52‘]‘9 — 50492 (1.30)
Relatiile (L.29) se scriu sub urmatoarea forma:
tij = Cijricr — Bij0
pon = ﬂijéij + ab (1.31)

Teorema 1.2. Dacd gradientul temperaturii este nul, atunci vectorul flux de caldurd
este nul.

Tn teoria liniard pe baza teoremei de mai sus avem:
q; = mijﬁ,j (1.32)

unde r;; sunt componentele tensorului de conductivitate termica.
Teorema 1.3. Un proces termodinamic admisibil satisface inegalitatea Clausius
-Duhem dacd si numai daca:

/iijQiH,j Z 0 (1.33)

Ecuatiile (L.33) si (L.32) se numesc ecuatiile constitutive ale teoriei liniare a
termoelasticitdtii.



Capitolul 2

Comportamentul temporal al
solutiilor in
termoelasticitatea corpurilor
poroase micropolare

Temperaturile ridicate care actioneaza asupra materialelor induc asupra acestora,
la un moment dat, un flux de caldura. Tensiunea termica este determinata de
distributia de temperaturd indusa de fluxul de caldura.

Amplitudinea tensiunii termice poate fi influentata de proprietdtile materialului,
precum si de celelalte variabile care apar la schimbarea proprietatilor materialelor.

Aceste notiuni au un caracter aplicativ in diferite domenii de activitate, care trateaza
materialele poroase, cum ar fi materialele geologice, in special rocile si solul, precum
materialele fabricate, in special granulele solide ambalate, ceramica si pulberea
presata. Primii cercetatori care au facut investigatii asupra materialelor poroase
au fost Goodman si Cowin [33], care au prezentat teoria granulara. Acelasi studiu
a fost studiat de Cowin si Nunziato, [[14], al carui scop a fost acela de a descoperi
comportamentul mecanic al solidelor poroase atunci cand materialul este elastic si
interstitiile sunt goluri de materal. Pentru a respecta aceasta idee, ei au introdus un

17
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grad suplimentar de libertate.

Teoria lui Cowin si a lui Nunziato [61] poate fi aplicatd materialelor termice fara
conductibilitate. Tn acest studiu sunt considerate materiale in care densitatea poate
fi scrisa ca produsul a doua campuri: campul de densitate a materialului si campul
fractiunii de volum, studii intalnite de altfel si in [40], [42], [12]. lesan a studiat teoria
materialelor termoelastice cu goluri [40], facand o generalizare directa a corpului

material.

Chirita si Ciarletta au folosit metoda pentru functia de suprafatd ponderata in timp.
in [65] a fost studiat comportamentul asimptotic al solutiilor pentru sistemele
periodice de difuzie. Functiile clasice ale lui Liapunov sunt modificate prin
cateva functii continue pe portiuni, obtinand conditii suficiente pentru stabilitatea
asimptotica a solutiilor [56].

Un studiu elegant al comportamentului temporal al solutiilor pentru corpurile
termoelastice cu microstructura a fost realizat in lucrarea [56], iar in lucrarea [57]
s-a demonstrat disiparea uniforma a energiei pentru corpurile termoelastice cu
microstructura.

n studiul publicat in [50] am extins teoria lui Cowin si Nunziato pentru materiale
micropolare termoelastice prin addugarea in setul variabilelor constitutive a
derivatei golului de material in raport cu timpul pentru a include efectele inelastice.

2.1 Ecuatiile de baza ale mediilor micropolare

Consideram ca la momentul ¢t = 0 un corp ocupda o anumita regiune din
spatiul Euclidian tridimensional R3, notatd cu B. Deoarece se doreste aplicarea
teoremei divergentei, vom considera cd frontiera regiunii considerate, notata 0B,
este o suprafata suficient de neteda. Inchiderea lui B este notatd cu B. Vom studia
miscarea mediului continuu generalizat intr-un sistem de axe rectangular Cartezian
Ox;, (i = 1,2, 3) si vom folosi notatia tensoriald carteziana.

Indicii italici vor avea mereu valorile 1, 2, 3, in timp ce indicii grecesti vor lua valorile
1si2.

Derivata in raport cu timpul este notata cu punct, iar derivatele partiale in raport cu
coordonatele spatiale sunt reprezentate cu virgula.
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Densitatea p poate fi scrisa ca un produs de doua campuri: campul de densitate a
matricei materialului «y si fractiunea de volum v:

0=,

unde g si Vg sunt constante spatiale. Miscarea corpului micropolar termoelastic
este descrisa de urmatoarele variabile independente:

-ui(z,t), i(z,t) - cAmpurile de deplasare si microrotatie;

- 6 - schimbul de temperatura de la temperatura absoluta din configuratia de
referinta Ty, astfel incat 0(x,t) = T'(z,t) — To;

- 0 - schimbul din fractiunea de volum masurata de la valoarea fractiunii de volum
din configuratia de referinta vy, astfel incat o (z,t) = v(z,t) — vp.

Tn contextul teoriei liniare, vom considera cd mediul este lipsit de tensiuni, nu existd
forte care s3 actioneze asupra lui, iar fluxul este nul. Tn aceasta situatie, energia
libera se poate scrie sub forma:

1 1
U= 7Aijmn5ij5mn + Bijmngij’ymn + Eczgmn’YZj’ymn +

2
+Bijoei; + Cijovyij + Dijrdrei + Eijrdryij —
—oyjlei; — Bij0vi; — mbo + diod; + vi0d; — (2.1)
1 1 1 1 .
*?192 + 5502 + §Aij¢i¢j - §WU2~

Conform [14], f = —w0o este disiparea care tine cont de comportamentul inelastic
al golurilor. De altfel, w este o constanta pozitiva.

Tindnd cont de expresia energiei libere, s-au obtinut urmatoarele ecuatii
constitutive:

tij = Cijrnnsmn + Bijmn’)/mn + Bija + Dijk¢k - 61']'03

mi; = B77Lnij€m7L + Cijmn’)/mn + Cijo' + Eijk¢k' - O‘ijev

hi = Dyni€mn + EmniYmn + dio + Agjd; — 70 (2.2)

g = —DBijeij — Cijvij — o — didi +mdb,

on = agjeij + Bijyiy + mo + yigi + ab,
@ = kij0 ;,

unde €;5, 75 §i ¢s sunt carcateristicile cinematice ale tensiunii si sunt definite prin
urmatoarele relatii geometrice:

Eij = Uj, i T EjikPhs Vij = Pj,i» @i =0, 0 =T =Tp, o =v—vg. (23)
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Tindnd cont de metoda utilizata de Nunziato and Cowin in [61], se obtin urmatoarele
ecuatii fundamentale (similar in [57])
- ecuatiile de miscare:

tijj + oFi = o,
mijj + €ijktix + oM = Lij¢j; (2.4)
- ecuatiile de echilibru ale fortelor aflate in echilibru:

hii+ g+ oL = pKo; (2.5)

- ecuatia energiei:

oTon = g + 0S. (2.6)

Inegalitatea entropiei presupune ca:
kijﬁ, 19 j > 0. (27)
Vom considera cd, coeficientii functiilor o, x, a si coeficientii constitutivi de mai sus

sunt functii continue diferentiabile pe inchiderea B Iui B. Mai mult, vom presupune
ca o, K si a sunt functii strict pozitive pe B, si anume:

o(z) > 00 >0, po = const
k(z) > Ko > 0, Ko = const (2.8)

a(x) > ag >0, ag = const

Tensorul de conductibilitate k;; se presupune ca este simetric, pozitiv definit si
satisface inegalitatile:

kmé’, Z-G’ j S kijﬁ} 7;9’ j S kMQ, i9’ je (29)
Vom nota cu k., si kys minimul, respectiv maximul tensorului de conductibilitate.

Presupunem ca functia de energie libera ¥ definita in (2.7) este o forma patratica
pozitiv definitd, atunci exista constantele pozitive ., si pas astfel incat

tim (€i5865 + YigYij + Pi®s +07) < 20 < pung (e456i5 + vijvi; + Pi®; + 07]2.10)
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Algturi de sistemul de ecuatii (2.4)-(2-6) ludm in considerare urmatoarele conditii
initiale:

ui(2,0) = ul (), u;(x,0) = u} (z), v € B,

pi(x,0) = P (x), ¢i(2,0) = ¢;(z), v € B, (2.12)
0(x,0) = 0°(x), o(z,0) = 0(x), ¢(x,0) = o' (z), z € B,
si urmatoarele conditii la limita:
u; = U; on 0By X [0,00), t;, = tijnj = 22 on an X [0,00),
;i = @i on 0By x [0,00), m; = m;jn; = m; on 0B5 x [0,00), (2.12)
o0 =& ondB3 x [0,00), h = h;n; = h on 0BS x [0,0),
0 =6 on 0By x [0,00), ¢ = qin; = qon OBS x [0,00),

unde 0B;,0B3,0Bs si  0B4 cu complementele 0BY,0BS,0B5 si 0B§ sunt
submultimi ale lui 9B, iar n; sunt componentele normalei exterioare la 0B.

Notdm cu P problema cu date initiale si la limitd ce constd in sistemul de ecuatii
(2:4)-(p-6), cu conditiile initiale (2.11) si conditiile le limita (2.12).

Vom demonstra unele identitati integrale care sunt importante pentru a dovedi
rezultatele privind comportamentul temporal al solutiilor problemei P.

Teorema 2.1. Pentru orice solutie (u;, v;, o, 8) a problemei P are loc urmdtoarea
lege de conservare a energiei totale

/ e {; [gul( Viii (t) + Lij i ()¢5 (1) + ord” ()] + W(E(t)) + %a@Z(t)} dv +
/ / [0t ()i (s) + Lijpi(s)@;(s) + oKG> (s)] dvds + (2.13)

+/0 /B e [)\\IJ(E(S)) + %aGQ(s) + Tiokije, i(s)e,j(s)} Vs =

:/ {; [01:(0)is(0) + Ty 4:(0) 2 (0) + 0k (0)] +W(E(0))+%a92(0>}d"+
// { Fi(s) + @ils )Mi(s)+d(s)L(s)+%9<s)S(s)} dVds +
[ e [t + (6o + he)5(6) + a(e)0(s)] aaas,

pentrut € [0, 0o). Aici \ este un parametru pozitiv dat.
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Teorema 2.2. Fie (u;, @;, o, ) o solutie a problemei cu date mixte initiale si pe
frontierd ce constd in ecuatiile (2.4)-(2.6), conditile la limitd (2.17) si conditiile initiale
(2-17)). Atunci avem urmdtoarea identitate:

2/3 {Qui(t)ui(t)JrIijgoi(t)go]()+QI€0 ki </ 0., )(/Ote,j(s)ds)}dvz

— 9 / / [0t (8)iti () + Ly i (5)25 () + 0r6™(s) — 2U(E(s)) — ab?(s)] dVds +

+2/ / on(0 dVdS-|-2/jg[gui(O)ﬁi(O)-i-Iz‘ngi(O)gbj(O)"‘QKLO’(O)O"(O)] dV +
+2/ / [ 8) + M;(s)pi(s) + L(s)a(s) + T%@(s)/oS S(z)dz] dVds +
/ [ enos)vias +2 [ ou0)iu0)+1u6:0),0) +err(0)5(0)] v +

+2/ /BB {tl $)us(s) + ma(s)pi () + h(s)o(s) + 9( )/Osq(z)dz} dAds

Teorema 2.3. Fie (u;, @;, o, 0) o solutie a problemei mixte cu date initiale si pe
frontierd P. Urmdtoarea identitate are loc:

2 /B {Qui(t)m(t)+Iijg0i(t)gbj(t)+ oro (1o () + Tiokj < /0 "o, i(s)ds) ( /O 0., (s)ds)} v =

- /B { 0 [ms(0)its(20) + us(O)uus(26)] + Iy [ i (0) 05 (20) + ¢j<o>soi<zt>1} dv +

—|—/ ok [0(0)a(2t) + o (2t) ]dV+/ / on(0) [0(t — s) — O(t + s)] dVds +
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+/OtLg[ui(t+s)Fi(t—s) —ui(t — s)Fi(t + 5)] dVds +
+/t/ L [oi(t + ) Mi(t = ) = i(t — 5) Mi(t + )] dV ds +
/ / [o(t+8)L(t = s) = o(t = )L(t + 5)]dVds + (2.14)
//To{ t_S/O SS(Z)dZ—9(t+5)/0t785(z)dz} dVds +
+/0 /aP; [wslt + s)ts(t — 5) — wilt — s)ti(t + 5)] dAds +
+/o /aB [t + s)mi(t — s) — i(t — s)mi(t + 5)] dAds +

+/o /aB [o(t + $)h(t — ) — o (t — s)h(t + s)] dAds +

+/Ot /33 Tio {0(1& —3) /Ot+s q(z)dz — 0(t + s) /Ot—s q(z)dz} dAds

2.2 Comportamentul temporal al solutiilor

Pentru a demonstra rezultatele importante ale acestui studiu, si anume
comportamentul temporal al solutiilor problemei P, definita in sectiunea
anterioara, sunt necesare cateva rezultate suplimentare.

Consideram problema P, definita de ecuatiile constitutive (R.7), ecuatiile
geometrice (2.3) si ecuatiile de miscare (2.4)):

tij.g = 0l
M5 + ijrtin = Lij Py
his + 9= oKk, (2.15)

oTon = g
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conditiile pe frontiera:

u; = 0on 0B; x [0,00), t; = t;jn; =0 on 0B} x [0,00),

i =00n 0By x [0,00), m; =m;;n; =0on JBS x [0,00), (2.16)
o=0o0ndB3 x [0,00), h =h;n; =0 on dBS x [0, 00),

6 =0o0n dBy x [0,00), q = gin; =0 on IBY x [0, 00),

si conditiile initiale din (2.11)).

Consideram (u;, v;, o, 0) o solutie a problemei Py si introducem media Cesaro
pentru toate componentele energiei:

1. Media Cesaro pentru energia cinetica este:
I , . . , .
K= 5 / / [0t (s)ii (s) + Lij¢i(s)¢i(s) + oko>(s)] dVds (2.17)
o JB
2. Media Cesaro pentru energia de deformatie este:

1 t
S= %/O /B [Aijmnsij(s)gmn(s) + 2Bijmn51j (S)an(S) + Cijmn'Yij(S)’Ymn(S)"'

+2B7;j0'(8)€ij(8) + 2C”J(S>’72](S) + 2Dijk¢k<s)gij (8) + 2Ezgk¢k(s)’7w(8) -I-(218)
+2d;0(8)¢i(s) + 2602 (s) + Aijdi(s)9;(s) — we?(s)] dVds

3. Media Cesaro a energiei termice este:

1 t
T = 7/ / af?(s)dVds (2.19)
4. Media Cesaro a energiei de difuzie este:
Lt
T = 7 7]43”'9, 1(2)9, ](Z)dVdZdS (2.20)
tJo Jo JBTo
in cazul in care meas(9B;) = 0 atunci existd o familie de deplasari rigide,

microrotatii rigide, temperatura nuld si schimb nul in volumul fractionar care

satisfac ecuatiile (2.2), (2-3), (2:19) si conditiile pe frontierd (2.16). Astfel putem

descompune conditiile initiale dupa cum urmeaza:
ud =ul + U2, u} :u;‘+U§
0P =g + @7, o = @f + @] (2.21)
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unde deplasarile rigide u; and %} si microrotatiile rigide ¢} and ¢ sunt determinate
astfel incat:

/ oUPdV =0, / ocijra;USdV = 0, / oUPdV =0, / ocijra;USdV = 0,
B B B B

/ 1;®%dV =0, / 1;99dV =0, (2.22)
B B

unde, ca de obicei, £, este simbolul lui Ricci.

Pe baza ipotezei (2.10) obtinem urmatoarea inegalitate de tip Korn, [34].

1
B B

pentru orice v € W' (B). Aici, m; este o constanta pozitiva.

De asemenea, ludnd in considerare ipoteza (.17), deducem cd existd o constantd
pozitiva astfel incat urmatoarea inegalitate de tip Poincare sa aiba loc:

1
*/ kij0, 0, ;dV Zm2/ 6%dv, (2.24)
2 /s .

pentru orice 6 € W (B).
in cazul in care meas(0B1) = 0 si meas(0Bz) = 0 descompunem solutia
(ui, @i, o, ) dupd cum urmeaza

unde (vs, i, ¢, 7) € WH(B) x W(B) x W(B) este solutia problemei Py care
corespunde urmatoarelor conditii initiale:

'Ui:Uzov Ul:Uzo? Xi:q)?7 Xi:ci)?agzaoa’)/:eov att=20 (226)

n cele ce urmeaza vom folosi energia totala definita astfel:

€= % / [ ot ()i (t) + Lijpi(t)p; (t) + ord®(t) + 20 (E(t)) + a@%)} av +
B

b
+/ / —kijﬁ i(z)H, J(Z)dVdZ (2.27)
o JB 1o

Pe baza rezultatelor preliminare, vom demonstra in cele ce urmeaza partitia
asimptotica a energiei totale, utilizand media Cesaro. Acest lucru va fi facut cu
ajutoul urmatoarei teoreme:
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Teorema 2.4. Considerdm o solutie (u;, p;, o, 0) a problemei cu date initiale si pe
frontierd Py. Dacd presupunem ca:

(u, ¢f) € Wi(B), (uj, ¥;) € Wo(B),
(6, 6°) € Wi(B) x Wi(B), o' € Wy(B),

atunci are loc urmdtoarea relatie

lim T(t) = 0. (2.28)

t—o0

De asemenea, avem urmdtoarele:

i. Dacd meas(0By) # 0 simeas(0Bs) # 0, atunci:

Jlim 7(t) = lim S(t) (2.29)
Jlim D(t) = £(0) =2 lim K(t) = £(0) =2 lim S(t) (2.30)

ii. Dacd meas(0By) = 0 simeas(0Bg) = 0, atunci

lim K@)::JQLS@)+—%/;{guﬁﬁ-+fm¢nﬁ}dV' (2.31)

t—o0

. . 1 kw7 ko _
lim D(t) = £(0) —QtlngolC(t)—Fi/B {guiui —|—I,]<pi<pj} dv =

t—o0

:am—Qynaw+%/
— 00 B

[ Ut + Iijgb;»k(pﬂ av (2.32)
Concluzie. Remarcam ca relatiile (2:29) si (2.37), restrictionate la clasa de date
initiale pentru care u; = ¢} = 0, demonstreaza echipartitia asimptotica pentru
energiile cinetica si de deformatie.



Capitolul 3

Dislocari seismice in corpuri
termoelastice cu microstructura

Teoria corpurilor solide termoelastice cu microstructura a fost elaborata pentru
prima oara de catre Eringen [18].

Aceasta teorie include rotatii intrinseci si extinderi si contractii microstructurale.
Scopul acestei teorii este de a elimina discrepantele dintre elasticiatatea clasica
si experimente, deoarece elasticitatea clasica nu a reusit sa prezinte rezultate
acceptabile atunci cand efectele materialelor cu microstructura s-au dovedit a
contribui semnificativ la deformarile generale ale corpului, de exemplu, in cazul
corpurilor granulare cu molecule mari (de exemplu, polimeri), grafit sau oase
umane.

Aceste cazuri devin din ce in ce mai importante in proiectarea si fabricarea
materialelor moderne, intrucat efectele acestei tehnologii devin esentiale Tn
predictia comportamentului mecanic general al acestor materiale. Alte aplicatii ale
acestei teorii sunt materialele compozite si diverse materiale poroase.

Aceasta teorie poate fi utila in aplicatiile care se ocupa cu materialele poroase
precum materiale geologice, materiale granulate solide si multe altele.

Acest capitol reprezinta un prim pas catre o mai buna intelegere a notiunii de
microstructura si tensiune termica in studiul materialelor enumerate mai sus.

27
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Relatiile de reciprocitate care apar in acest studiu constituie un instrument teoretic
puternic in studiile legate de propagarea undelor seismice. De asemeena, aceasta
abordare a mediilor cu microstructura este foarte utila in intelegerea problemelor
cutremurelor.

Scopul acestui studiu este de a obtine o relatie de tip Hoop-Knopoff pentru campul
deplasarilor in contextul mediilor termoelastice cu microstructura. Apoi, ca o
consecinta este obtinuta o expresie a incarcarilor mediului, echivalenta cu dislocarea
seismica.

3.1 Ecuatii de baza

Consideram wu; componenetele vectorului deplasare si ¢; componentele
vectorului micrototatie. Vom nota cu w functia microstructura si cu # temperatura
masurata de la temperatura absoluta din configuratia de referinta T : 0 = T — Tp.

Vom nota cu t;; componentele tensorului tensiune si cu m;; componentele
tensorului cuplu tensiune care actioneaza asupra regiunii B a spatiului Euclidian
tridimensional. De asemenea, cu A; vom nota componentele vectorului
microtensiune.

Ecuatiile de baza din teoria dinamica a corpurilor termoelastice cu microstructura,
[A8], (9], [50], sunt:

- ecuatiile de miscare:
tji; + oF; = oii;,
Mjij + Eijrtin + 0Gi = LijPj; (3.1)
- ecuatiile de echilibru ale fortelor care actioneaza asupra corpului
Xii—s+ oL =Jw. (3.2)
Ecuatia energiei este data de:

oTon = qii + or. (3.3)
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Pentru un material termoelastic cu microstructura anizotropc si omogen, ecuatiile
constitutive au urmatoarea forma:

tij = Aijrs €rs + Bijrsirs + Dijryr + aijw — Eyj0,
Mij = Brsij €rs + Cijrspirs + Eijryr + bijw — D0,
/\i = Dyg; €rs + Ersi,u'rs + C’L]’Y] + diw - Lzey
S = aij 52’]’ + bij,uij + dz'yz + mw — a97 (34)
a
n =10+ Eij €ij + Dijpi; + Livi + aw + T()@,
q; = k;ijt?,j.
unde A;jrs, Bijrs, Cijrs) Dijry Eijr, ai, bij, cij, diy Eij, Dij, Ly, m, o, a si k;j sunt
coeficientii constitutivi caracteristici.
Componentele tensorului deformatie &;;, p;; si v sunt definiti de ecuatiile
geometrice:
€ij = Uj,i + €ijkPhs Mij=Pjir Vi = Wi, (3.5)
unde ¢;;;, este simbolul alternant.

Coeficientii constitutivi respecta urmatoarele relatii de simetrie:
Ajjrs = Arsij, Cijrs = Crsij, Cij = Cis, kij = kjs. (3.6)
Se poate considera o constanta pozitiva \g care exista astfel incat:
1€ > Mo&i&in V.
De asemenea, legea a doua a termodinamicii implica ca:
ki;&i&5 > 0, V&;. (3.7)

Vom nota in continuare cu t¢; componentele tractiunii de suprafatd, m;
componentele cuplului de suprafatd, p tractiunea de microsuprafata si ¢ fluxul
termic. Aceste cantitati sunt definite de:

ti = tjing, miy =mjing, p= AN, ¢ = ¢;Ni,

n punctele regulate ale suprafetei 9B.
Aici, n; sunt componentele normalei exterioare la suprafata 5.
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impreund cu sistemul de ecuatii (B-1)-(B:5) vom considera urmatoarele conditii
initiale:

ui(x,0) = u(z), 0i(z,0) = u; (),
@i(z,0) = @) (x), ¢i(z,0) = ¢;(x), v € B (3.8)
w(z,0) = w’(z), w(z,0)=w'(z)
0(x,0) = 6°(x),

si urmatoarele conditii pe frontiera:

u; = u; pe By x [0,tg), t; =1t; pe OBf x [0,ty),
vi = @; pe 0Ba x [0,tg), m; =m; pe OB x [0,ty), (3.9)
w=w pe 0Bs x[0,ty), p=p pe IBS x [0,1g),

0 =0 on 0By x [0,ty), =g pe OB x [0,tg),

unde ty este un moment de timp care poate fi infinit.

Prin solutie a problemei mixte cu date initiale si pe frontiera pentru corpurile
dipolare termoelastice cu goluri intr-un cilindru Qo = B x [0,t9) se intelege
multimea ordonata (u;, ¢;, w, 0) care satisface ecuatiile (B-1), (B-2) si (B-3) pentru
orice (z,t) € Qo, conditiile pe frontiera (B.9) si conditiile initiale (B-§).

3.2 Rezultate principale

Fie u si v functii definite pe B x [0, 00) si continue pe [0, 00) in raport cu variabila
timp t, pentru fiecare variabila spatiala © € B.
Notam cu u * v produsul de convolutie al lui u cu v, care este dat de relatia de mai
jos:

(u*v)(z,t) = /0 u(x,t — T)v(x, 7)dr. (3.10)
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Introducem in continuare notatiile:

g(t) =1, h(t) =1,
fi =09 % F; + o [tuj () + u)(2)] ,
gi = 09 * Gi + I [t@;(ﬂf) + 909(55)] ) (3.11)
l=o0gxL+J[tw'(z)+w’(2)],
w = ph x 1+ Ty

Urmand aceeasi procedura folosita de lesan in [41], este usor sa se demonstreze
urmatorul rezultat, care ne permite sa oferim o formulare alternativa a problemei
initiale si cu date pe frontiera in care datele initiale sunt incorporate in campul de
ecuatii. Teorema urmatoare are ca scop eliminarea factorilor de inertie.

Teorema 3.1. Functiile u;, @ji, o, 0, Tij, Nij, Wik Si g; satisfac ecuatiile (B.7)),
(B:2), (B:3) si conditiile initiale (B.8) dacd si numai dacd satisfac urmdtorul sistem de
ecuatii:

g*tji;+ fi=ou;
g* (myij + €ijitix) + gi = Lijp; (3.12)
gx(Nii—s)+l=Jw

h*gii +w = ¢Ton

in urmétoarele estiméri, vom folosi formularea (B.12) a problemei mixte. Dorim s&
gasim comportamentul mediului considerat atunci cand este inclus in B si exista
o suprafata discontinua X pentru vectorii deplasari si microrotatie, pentru functia
microstructurd si temperaturd. Partile lui ¥ sunt notate cu =~ si 7.

Fie v; componentele versorului normala la suprafata X, avand sensul de parcurgere
de la (—) citre (+).
In aceasta situatie, pe suprafata X avem conditiile

- o

u —u; =U;, tyn; =t;n;
+ - _ +o

o, — ¢ =Pi, min; =mn; (3.13)
+ - o\

wh —wT =W, Ain; = An;

ot — 6~ =0, anj =q; n,

unde f* si f~ sunt limitele functiei f(z) cdnd z atinge un punct al partii (+) sau
(—) al suprafetei ¥ si U;, ®;, ¥ si © sunt functii predefinite. Tn acest mod putem
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considera ecuatiile (B:12) in domeniul B \ X.
Consideram in continuare doua sisteme diferite de incarcari ale corpului:

g(a) = {Fz(a)y Gz(a)a L(a)7 ,,,(a)7 ﬂ('a)v @Ea)v a)z(a)7 é(a)a

{z(a)a mz(a)a B(a)v q(a)’ Ui7 (I)i; \Ijv 6}7 a = 132
si doua solutii corespunzatoare:

S<a>:{u§“), ol W@, ), EE?)7 NE?), tﬁ?), mg;-l), A, 5@ qﬁ")},a:m

Pentru usurarea calculelor, introducem notatiile:

ti =ting, T; = tn;

m; = myng, M;=mjn; (3.14)
A= n;, A= )\jni

q=qini, Q=gq;n;

Tn teorema urmatoare demonstram o relatie de reciprocitate de tip Betti care
constituie un rezultat teoretic puternic in evaluarea teoriei producerii cutremurelor
si In studiile legate de propagarea undelor seismice. Acest rezultat poate fi
interpretat astfel: un efect asupra unui mediu poate fi stabilit pe baza unui efect
cunoscut deja.

Teorema 3.2. Dacd un corp termoelastic cu microstructurd este supus la doud
sisteme de incdrcdri G'®) atunci intre solutiile corespunzdtoare S(®) existd
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urmdtoarea relatie de reciprocitate:

/ <f<1 @) g0, 6@ ), @ Tiog e « 9<2>> aV 4+
+/a g * (tgl)*“§2)+m§”*s0§ ) 4D 4,2 h*q(l)*e(Q)) dA —
B
- /E g* (T}” «UP 4+ MDY 0P 4 AW 4 g@ Toh £ QW x @<2>> dA =(3.15)
= / (fi(Q) * ugl) + gi@) * (pl(,l) + 12 4 @
B

+/ g * (tz@ * ugl) +m( * %(1) + 0@ oM ih*q@) « 0(1)) dA —
B To

1
Tog*w()*ﬁl)>dv+

_/ g * (Ti(Q) % Ui(l) + Mi(2) % q)gl) +A®@ g _ Tih % Q(z) " @(1)> dA
by 0

Pentru a ilustra rezultatele teoretice obtinute Tn sectiunile anterioare, prezentam
cateva rezultate numerice ludnd in considerare conditiile initiale date in relatiile

(B.8).

Fig. 3.1 arata variatia 3D a deplasarii in raport cu timpul si spatiul. Deoarece noi
suntem interesati doar de valorile pozitive ale timpului, se observa ca deplasarea
creste rapid.

Variatia 3D a functiei microstructura in raport cu timpul si spatiul este prezentata in
figura 3.2. Se observa ca pentru o crestere a timpului functia microstructura tinde
sa devina constanta si suprafata microstructura devine paralela cu planul zOt.
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Figura 3.1: Variatia deplasarii
u(x,t) Figura 3.2: Variatia lui w(z, t)

n figura 3.3 este reprezentata variatia functiei microrotatie, iar in figura 3.4 este
reprezentata variatia temperaturii cu cresterea lui x.

Figura 3.3: Variatia lui ¢(x, t) Figura 3.4: Variatia lui 6(z, t)



3.2. REZULTATE PRINCIPALE 35

5 0 5 10 15 20
x
-20 -10

[—el—= =3 —— t=4 — =1l — =2 =3 —— =4

Figura 3.5: Comportamentul Figura 3.6: Comportamentul
deplasarii u(x, t) la diferite valori functiei microstructurd w(z,t) la
de timp diferite valori de timp

Fig. 3.5 prezintd profilul deplasdrilor u(z,t) pentru x la diferite valori de timp.
Deplasarea atinge un maxim pentru toti timpii alesi pentru z € (—2.5;—2.35).
Deplasarea este o functie crescdtoare in raport cu spatiul pentru z € [—5; —2.5] U
[3.4;6.3], si este o functie descrescatoare pentru 2z € (—2.5; 3.4) si tinde la o stare
stabila.

Fig. 3.6 prezinta profilul microstructurii w(x, t) in raport cu z la diferite momente
de timp. Microstructura este o functie crescatoare in raport cu timpul.

Profilul functiei microrotatie ¢(x,t) este prezentat in figura 3.7 pentru patru
momente de timp. Functia microrotatie este o functie descrescdtoare in raport cu
timpul, asa cum se poate observa in figura 3.7.

Fig. 3.8 prezinta profilul temperaturilor §(z, t) pentru x la diferite momente de timp.
Temperatura corpului este o functie crescatoare in raport cu timpul pentru x > 0.
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o 5 10
& -4 2 2
x

[—el—== =3 —— t=4
_;T_FZ =3 —— t=4]
Figura 3.8: Profilul
Figura 3.7: Profilul microrotatiei temperaturilor 6(x,t) la diferite
¢(x,t) la diferite valori de timp valori de timp
Se observa cda pentru valori mai mari decat * = 3.2 vectorul deplasare

devine constant pentru un anumit timp considerat. Functia microstructura creste
asimptotic pentru x = 5. Vectorul microrotatie se stabilizeaza pentru orice moment
de timp cand z este in intervalul (3.6, 3.85). Temperatura creste pentru xz €
(=5, —3.5), descreste pentru x € (—3.5, 0) si creste asimptotic pentru z = 5.

in absenta discontinuitatilor obtinem generalizarea in contextul termoelasticitatii
corpurilor termoelastice cu microstructurd, a rezultatelor anterioare stabilite in
termoelastodinamica clasica.

Deducem ca efectul discontinuitatilor de-a lungul suprafetei 3 poate fi reprezentat
de sarcini suplimentare externe ale corpului si de alimentarea cu caldura.

Desi aceste discoontinuitati ar trebui sa actioneze intr-un mediu ideal si este evident
ca nu pot reprezenta forte reale care actioneaza in mediul real, ele pot furniza totusi,
asa cum s-a aratat in lucrarile [35], [36] si [44], un instrument teoretic util deoarece
daca doua dislocari au aceeasi forta echivalentd, ele emit aceeasi radiatie.



Capitolul 4

Comportamentul spatial in
termoelasto-dinamica corpurilor
cu dubla porozitate

Mediile elastice poroase sunt un caz special de solide cu microstructura. Bazele
studiilor privind materialele poroase sunt stabilite de Goodman si teoria granulara
a lui Cowin, [B3]. Tn aceastd teorie, densitatea de mas3 este scrisd ca produsul
dintre doua functii: densitatea materialului matrita si functia porozitate (fractia
volumetrica).

Tn cazul porozititii duble a unui material, cele doud tipuri de porozitate sunt date
de: o macroporozitate legata de porii corpului si o microporozitate data de golurile
existente n corpul solid. Interesul fata de materiale cu porozitate dubla dateaza cu
mai mult de cincizeci de ani in urma. Barenblatt si colaboratorii, [5], [4] au propus
un model matematic pentru corpurile cu structurd dubla de porozitate.

Imposibilitatea localizarii in timp a solutiilor este demonstrata de Quintanilla, [65]]
in cazul termoelasticitatii liniare cu goluri, insd, nu a fost incd tratata in cazul
materialelor cu dubla porozitate.

Problema inapoi in timp a fost considerata prima datd de Serrin, [66], care a
stabilit rezultate de unicitate pentru ecuatiile Navier-Stokes thapoi in timp. Criterii

37
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de unicitate si stabilitate pentru ecuatiile Navier-Stokes Tnapoi in timp au fost
demonstrate mai tarziu de Knops si Payne, [45] si Galdi si Straughan, [31]].

n contextul teoriei liniare a dinamicii termoelasticititii, problema inapoi in timp
pentru medii poroase este considerata a fi o problema cu date pe frontiera, astfel
incat datele finale sunt atribuite la momentul ¢ = 0. Criterii de unicitate pentru
solutia problemeiinapoiin timp pentru medii poroase au fost obtinute de Pasarella&
co, [62].

Acest capitol este structurat astfel: sectiunea 2 descrie ecuatiile de bazd pentru
problema Tnapoi in timp in cazul materialelor cu structura dubla de porozitate si
enumera conditiile impuse parametrilor. Sectiunea 3 se refera la imposibilitatea
localizarii in timp a solutiilor pentru problema inapoi in timp. in sectiunea 4 este
obtinut3 o alternativd Phragmen-Lindelof pentru cazul cilindrilor semi-infiniti. Tn
finalul studiului se obtine o limita superioara pentru amplitudine atunci cand solutia
descreste in timp. In sectiunile 5-7 este tratatd problema fnapoi in timp in cazul
materialelor cu structura dubla de porozitate si micropemperaturi.

4.1 Ecuatii de baza

Ecuatiile de evolutie care guverneaza problema termoelasticitatii cu structura de
porozitate dubla sunt:

tjij = poili
o+ &=k (4.1)
Tjg + ¢ = kot

unde: pg este densitatea de masa, k1, ko sunt coeficientii de inertie echilibrata,
0;,T; sunt vectorii tensiune echilibrati, £, ¢ sunt fortele intrinseci echilibrate ale
corpului, t;; sunt tensorii tensiune, u; este deplasarea si ¢, sunt cdmpurile de
volum fractional din configuratia de referinta.

Ecuatia energiei are forma:

poTon = Qj; (4.2)

unde Ty este temperatura constanta absoluta a corpului din configuratia de
referintd, 1 este entropia, @; este fluxul de caldura.
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Consideram urmdtoarele ecuatii constitutive ale teoriei liniare pentru materile
centrosimetrice:

tij = Cijriuk,g + Bijé + Dijy — 550
0 = ijp; + bijv;
i = 0jid 5 + Yijh
& = —Bjju;; — o1 — azp + 710 (4.3)
(= —Dyju;; — oz — 1) + 720
pon = Bijuij +y1¢ + 21 + ab
Qi = Hije,j

unde r;; este tensorul de conductivitate termica, 3;; este tensorul dilatarii termice,
Cijr este tensorul de elasticitate, B;j, D;j, oy, bij, vij, 01, 2, 3,71, 72, @ sunt
functii care sunt tipice Tn aceasta teorie.

Introducem ecuatiile constitutive in ecuatiile de evolutie. Obtinem sistemul de
ecuatii pentru termoelasticitatea cu porozitate dubla:

poti; = (Cjiriurs + Bjid + Djith — Bjif) (4.4a)

k1 = (ij i + bia) ; — Bijuij — a1 — asth + 716 (4.4b)
kot = (bijdi + 7ijthi) j — Dijuij — s — aoth + 720 (4.4¢)
. (’iije,i)d' . . . "

ad = T, Bijlsj — Y1¢ — Y2t (4d*)

Imposibilitatea localizarii solutiilor sistemului de mai sus constd demosntrarea
unicitatii solutiilor problemei inapoi in timp. Sistemul de ecuatii care guverneaza
problema intoarcerii inapoi in timp este descris de acelasi set de ecuatii (£.43d)-(#.44d)
in timp ce (Bd¥) devine

(ki)

af = — T L — Bt j — 1 — Yot (4d)

deoarece problema cu datele finale s-a transformat intr-o problema cu date initiale.
Coeficientii constitutivi sunt simetrici:

Cijrt = Chuiy Qi = Qs bij = bji; Vij = Vis; Kik = Kji
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Tn cele ce urmeazi trebuie s3 impunem pozitivitatea tensorului de conductivitate
termica k;;:

KMy = konins (a.1)
pentru fiecare vector 7;, unde kg > 0.

Vom lua in considerare urmdtoarele ipoteze privind densitatea de masa p,
coeficientii de inertie k1 si ko si capacitatea termica a:

px) = po>0;  ki(x) > kg >0 ka(x) =k >0 a(z)>a>0
(a.2)

Vom considera a > 0 deoarece energia trebuie sd fie pozitiva. Astfel, avem
urmatoarea inegalitate

Cijriti jup, + i@ id 5 + Vi, 5 + 2bi;d i + 2Biju, jo+ (a.3)
+2D;u; 0 + a16* + asp? + 2az61 >
> C*(uijuij + ¢ib,: + 10 + ¢ +1?)

Ipoteza (p.1) este legatd de inegalitatea produsului de entropie care se ia in
considerare la efectul termic. Presupunerea (p.2) este legatd de pozitivitatea
functiilor specifice, iar presupunerea (p.3) ne da informatia cd energia interna este
pozitiv dfinita.

4.2 Imposibilitatea localizarii in timp

n aceastd sectiune demonstrdm, pentru un domeniu marginit B cu frontiera 9B,
imposibilitatea localizarii Tn timp a solutiei care constd in demosntrarea unicitatii
solutiei pentru problema fintoarcerii temporale. Presupunem ca frontiera 0B
a domeniului B este suficient de neteda pentru a aplica teorema divergentei.
Propunem conditiile initiale:

ui(X,0) = 4;(X,0) = ¢(X,0) = $(X,0) =0 (4.5)

P(X,0) =(X,0) =0(X,0) =0, XenB
si conditiile pe frontiera:

Ui(Xat):d)(th):w(th):a(th):Ov X €0B,t>0 (4.6)
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Tn urmatoarele calcule vrem s3 obtinem expresia energiei interne. Folosind
principiul conservarii energiei, avem urmatoarea egalitate:

1 o . )
Eq(t) =5 / (pouiui + k19? + ko0 + ab® + Cyjriui jur, + Oéz‘j¢,z‘¢,j) dv+
B

+ / (i, +2bij¢ 0 j + 2Biju; j¢ + 2Djju; 3+ (4.7)
B

+ 1¢? + ag + 9% 4 2a390) dV = //mj@,i@,jdVdS

respectiv:

Eo(t

1
5/ poulul—l—quﬁ + kat? — af? + Cipui jugs + i, ¢J> dV+
B

+ / (Vig,i,j +2bij¢ it j + 2Bijui j¢ + 2Djju; i+ (4.8)
B
+ o1d® + ag + 97 + 2a31) dV =

— // (Iﬂje,igyj — 2"}/19¢) - 2"}/291[) - Q’U,l(ﬁ”e),j) dVds
0 B

Luand in considerare ecuatiile de baza (£.44)-(#d), conditiile initiale (£.5) si conditiile
pe frontiera (£.6)obtinem egalitatea:

/ (Puiﬂi + k1¢? + kotp? — a02) dV = /(Cijk-lui,juk,l + b0 5+

B B

+ 7,5 + 2bij i j + 2Biju; jé + 2Djjui b+ (4.9)
+ 1¢® + ag? + 20390) dV

Tn urmatoarele calcule vrem s3 demonstram imposibilitatea localizarii solutiilor in
teoria cu dubla porozitate.
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Din (£.8) si (B.9) avem urmatoarea expresie pentru Es(t):

Ey(t) = /(Cijklui,juk,z + iP5+ Vi + 2bi0 50 4+ 2B u, jo+
B
+ 2Dyju; 51 + o1 ¢® + aop? + 2a3¢np) DV =

t
= _// (Hijlg,ie,j — 271% — 2729¢ — 21, (@‘j@)’j) dVds
0 B

Dacd consideram ¢ o constantad pozitiva destul de mica, putem scrie expresia energiei
sub forma:
E(t) = Ea(t) + eE1 (1), e€(0,1)

Pentru e € (0, 1) avem urmdtoarea relatie:

t t
E(t) = —(1 —6)//Hijayiajd‘/ds-i-Q//’ylggi)dVdS“r
0 B 0 B

t t
+2//729¢dvczs+2//ui (80) , dVds
0 B 0 B

de unde:

dE(t) , , .

“dt =—(1—¢) | £4;0,0,;dVds+2 | v10pdVds+2 [ v200dVds+2 | ; (Bije)}j dVds
B B B B

Folosind inegalitatea mediilor aritmetica si geometrica pentru integralele de mai
sus, exista o constanta pozitiva C astfel incat:

E . .
dE _ c/ (puﬂli + k12 + kot)? + a92) av
dt

B

care este echivalentd cu estimarea: E(t) < Ce®’*. Pentrut = 0 vom avea
estimarea: E(t) < E(0)e“ ‘. Dar, conditiile initiale conduc la E(t) = 0 pentru
fiecare t > 0 care este echivalent cu:

=00 =00 =0;0 =0 u; = Cp;¢ = Co;1p = C3;0 =0
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Tinand cont de conditiile initiale (£.5) obtinem ca solutia pentru problema noastra
este solutia nula:

u; =0;¢0=0;¢=0;0=0

Acum, putem trage concluzia ca dacd (u;, ¢, 1, 0) este o solutie a problemei inapoi
in timp (E-49)-(#d) cu conditiile initiale (B.5) si conditiile pe frontiera (B.6), atunci
singura solutie a problemei reduse la o problema cu date initiale este solutia nula
u,=¢p=19v=60=0.

4.3 Alternativa Phragmen-Lindelof

Considerdm c& solidul ocupd un cilindru prismatic semi-infinit B = D x [0, 00)
unde am notat cu D o sectiune transversald in acest cilindru. Presupunem ca
frontiera acestei sectiuni este o curba continuu diferentiabila pe portiuni notata cu
0D suficient de neteda pentru a aplica teorema divergentei. Notam cu I suprafata
laterald a cilindrului: IT = 9D x (0, c0).

Cilindrul este considerat a fi liber de sarcini pe suprafata lateralda a frontierei.
Conditiile pe frontiera laterala sunt:

wi(X,t) = 0;6(X, 1) = 0; (X, £) = 0;6(X, £) = 0, (X, 1) € Il x (0,00)  (4.10)
Pe baza cilindrului sunt considerate urmatoarele conditii la limita:

u’i(‘x17x2707t) = Ui;¢($1,$270,t) = Q;a

(21, 2,0,t) = ; (21, 22,0,t) = (4.11)

in aceastd sectiune vom obtine o alternativd Phragmén-Lindeléf, (5.19), pentru
solutia dintr-o anumita clasa a problemei determinata de sistemul (£.43)-(Ad) cu
conditiile pe frontierd (B.17) si cu conditiile initiale nule (B.I0). Propunem sa
estimdm valoarea absolutd a unei functii considerate, H,(z.t) prin intermediul
derivatelor sale spatiale.
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Definim functia:

Ciskitk, ) + Bisd + Dizip — B3:0] w;dads+

<:>\N
T

S
&

e 2% [z i + biz ;] ddads+ (4.12)

+
o)
O

€725 [ba;di + vinth ;] Ydads+

)
s
n
X

8_2“)5 [Kige)i] édads

+

+
Tt — . T — i T

)
~

)
N2

unde Kij = %07

Aici, notdm cu D(z) sectiunea transversald a cilindrului la o distantd z de bazd, care
este:
D(z) = {X € B|zs = z}

Mai mult, vrem sa estimam valoarea absoluta a lui H,, in functie de derivata sa
spatiald, pentru a obtine o inegalitate diferentiala, astfel incat:
0H,

Y 0z

Aceasta inegalitate este cunoscuta in studiul estimarii spatiale si reprezinta o
alternativa Phragmén-Lindel6f.

(4.13)

Pentru urmatoarele calcule este necesar sa se ia in considerare ipoteza (p.3), in
aceasta situatie, energia interna ne conduce la urmatoarea inegalitate:

O > pigil; + k1 d® + katp® + ab? + C* (wijui; + ¢ + V0, + ¢ + b2

Din inegalitatea (£.13) obtinem dubla inegalitate:

0H, 8H
“ 0z Y 0z
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care este echivalenta cu urmatoarele inegalitati:

0H,, 1
— < —H, 4,14
0z — C, ( )
0H,, 1
> —H, 4,15
0z — C, ( )

Daca exista zg > 0 astfel incat H,,(zo,t) > 0 atunci H,(z,t) > 0 pentru z > z.
Cu ajutorul lui Flavin, [22], din (£.15) obtinem:

H,(z,t) > Hy(z0,t)e oo (4.16)

Aceasta estimare ofera informatii Tn ceea ce priveste masura definita in cilindru. Pe
baza acestei considerente, observam ca termenul de mai jos:

t
—2wt
5 / (I)(t)der/ / e 2 wd(s) + K;;0.,0 ;] dads

R(0,2)) 0 R(0,z)

e

cu R(0,2) = {X € B|zz < z} tinde exponential spre infinit. Tn caz contrar,
H,(z,t) <0 pentru orice z > 0.

Conform cu Flavin, [22], o cuadratura pe (@.14) conduce la inegalitatea:
—H,(z,t) < H,(0,t)e” T (4.17)

Ultima inegalitate implicd cd H,,(z,t) — 0 pentru z — co. Pe baza acestei estimari
observam ca:

E,(z,t) < E,(0,t)e Ta,2>0 (4.18)
unde
t
672wt
E,(z,t) = 5 / <I>(t)dz+/ / e 2 wd(s) + K,;0.,:0 ;] dads
R(2)) 0 R(2)

siR(z) ={X € Blz < x3}.



46 CAPITOLUL 4. MEDII CU DUBLA POROZITATE

4.4 Limita superioara a lui £, in ceea ce priveste
conditiile la limita

Pentru a avea o descriere completd a estimdrii (£.17) trebuie s3 obtinem o limita
superioard pentru E,, (0, t) in ceea ce priveste conditiile la limitd(f.10). Consideram
in cele ce urmeaza functiile v;(x, t), u(x,t),v(x,t),&(x, t) astfel incat acestea sa
indeplineasca conditiile la limita si sa tinda catre zero atunci cand x5 tinde catre oc:

t
—H,(z,t) = — / / €29 [Cispun, + Bisp + Digh — Bsi0] v;dads+
0 D(0)

t
+ / / e [z i + bzt 4] fudads+ (4.19)

0 D(0)

¢
+/ / e 2% [bs¢,; + Yis®,i] vdads+

0 D(0)

/ / 2‘“](139 i&dads

0 D(0)

Aplicand teorema divergentei si ludnd in considerare sistemul de ecuatii (£.43)-(fd),
ecuatia (f.19) va avea urmatoarea forma:

(2,t) // pUuzvz <k1¢ + Bijuij + a1 + azy — 719> U+
+ <k21/J + Dyjuij + a3+ ot — 729) i+
+ (aé + Bijts,; + Y1+ ’721/}> E} dads+ (4.20)
t
"1'//6_2“)q zykluk l'Uz,y + BZj(bvlj + Dz_]wUZJ -
0 R

— Bijb0ij + aijd v + big v + bijd v i+
+’)’ij’¢7il./’j + Kije’ifyj] dads
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Luand in considerare inegalitatile mediilor aritmetice si geometrice, noua forma
pentru —H,, (0, t) va fi:

—H,(0,t) < —e* — H,(0,t) + €1 /e 2ws bividads—l—az//e 208 bidads+
0 R 0
t

+5£§672“)t/vzvzda+€4//e 2W51/2dads+s5//e 20552 dads+
0

+5Z5672“)t/92da+5;//6 2“’§u2dads+58//672“’&1/2dads+
0 R 0 R

-

R
t
+ehe 2t /Vzda+510//e 2052 dads + 54 //e 2052 dads+
R 0 R o R
+59{2€72Wt/§2da+8>{3//672ws14)i,j1.]i,jdad5+59{4/\/€72wsﬂ,iﬂ)idad8+
R 0 R 0 R
t t
—|—5’{5//eﬂwsb,m,idads—i—ah//eizwsé,iéyidads
0 R 0 R

unde ¢* depinde de coeficientii descrisi mai sus. in continuare trebuie s& ludm in
considerare conditiile pe frontiera:

U = ai(xla T2, t)e_mrsa/’(‘ = (g(xlv T2, t)e—m.’tg; (421)

1/](1'1,1'27 ) "st;f = é(mthat)e_nm;s;m >0

Vom considera €* suficient de mic. Alegem &; suficient de mic, Tn mod particular



48 CAPITOLUL 4. MEDII CU DUBLA POROZITATE

considerdm €* = 2. Astfel vom obtine estimarea:

1

5-

t.

—H,(0,t) < i{sf/ e 2% G (1, wa, )i (1, w2, t)dads + efpe” 2" / 6% (1, z2, t)dads+
m 0 D(0) D(0)

* —2wt

t
+e5 / 6_2“)51-7:1'(:171,xg,t){ii(:zzl,rg,t)dads+63e
0 Do

ﬁi(ml, T2, t)’[‘ll (1,22, t)dads+

D(0)

+ t
-‘raZ/ /672ws(1~52($171'2;t)d{1ds+8;/ / e 2 ¢% (w1, B2, t)dads+
o plo 0 D(0)

t
—0—5;&72‘” / &2(11712,t)dad5+5;/ / e 22 (@1, wo, t)dads+
D(0) 0 D(0)
t
* —2ws 72 * —2wt 2
+€8/ / e Y- (z1, 2, t)dads + ege / P (z1, 2, t)dads+

0 D(0) D(0)

t
+EIO/ / eizwséz(wl,xg,t)dads-&-eil/ / e 202 (21, z2, t)dads+
0

0 D(0) D(0)
t "
+5I3/ / 672“}5[&,;,&(11,aa,t)ﬂ,;,(,(rl,zQ,t) +m2ﬁi(z1,zg,t)ﬁi(m1,zQ,t)]dads—i-
0 D(0)
K . . 3
+ €I4 _2w5[<;~$,a(w17a:2, t)q}a (z1,22,t) + m212>2(z1, z2,t)]dads+
0 D(0)

veis [ [ ¢ Buater o200 (or, 2, 0) + mP0 21, 52, )] dads)
Prin urmare, am obtinut o estimare pentru —H,, (0, t) care va conduce la estimarea

E,(z,t) pentru (£.17).

4.5 Ecuatii de baza pentru materiale cu dubla
porozitate si microtemperaturi

Scopul acestui studiu este de a arata ca in cazul termoelasticitatii cu structura
dubla de porozitate si microtemperaturi singura solutie care descreste dupa un
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timp finit este solutia nuld. Tn rezultatele anterioare, [7], [8], [47], [48], autorii
au demonstrat ca dupa o mica perioada de timp deformarile termomecanice sunt
foarte mici si pot fi neglijate. Prezentul studiu reprezinta o continuare a cercetarii
privind imposibilitatea localizarii in elasticitatea termoporoasa cu microtemperaturi
realizata de Quintanilla [64].

Ecuatiile de evolutie care guverneaza problema termoelasticitatii cu structura dubla
de porozitate pentru materialele cu microtemperatura in absenta termenilor de
alimentare sunt, [7], [8]:

tjij = plis; oii &=k T+ (= kot (4.22)

unde: p este densitatea de masd, k1, ko sunt coeficientii de inertie echilibrata,
0;,T; sunt vectorii de tensiune echilibrati, £, ( sunt fortele echilibrate intrinseci
ale corpului, t;; sunt tensorii de tensiune, u; este deplasarea, ¢, sunt cdmpurile
fractiunii de volum din configuratia de referinta.

Ecuatia energiei are urmatoarea forma:

pTon = Qj.5 (4.23)

unde T, este temperatura absolutd a corpului din configuratia de referinta
considerata constanta, i) este entropia, Q; este fluxul de caldura.

Ecuatia energiei poate fi exprimata ca:
pei = Qjij + Qi — ¢ (4.24)

unde ¢; reprezinta componentele gradientului de temperaturd si ¢; este media
fluxului de micro-caldurd, () ;; este primul tensor al momentului fluxului de caldura.

Introducand ecuatiile constitutive in ecuatiile de evolutie, se obtine sistemul de
ecuatii pentru termoelasticitatea cu porozitate dubla si microtemperaturi:

pii; = (Cjinurs + Bjid + Dijp — B;j0) (4.56.a)
ki = (ijé; +bijh; — Ni;Tj) ; — Bijuij — 19 — asp + 1160 (4.56.b)
koth = (biji +ijthi — MiyTy) ; — Dijui j — s — o) + 720 (4.56.€)

(4.56.d*)

. , Co1
0¥ = =Biiti; =16 = v + 7 (8305 + Lij Ty) 5

PyTy = (AijrsTer) ;= RigTj = Aijb 5 — Nig 5 — Mgt (4.56.e%)
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Imposibilitatea localizarii Tn timp a solutiilor sistemului de mai sus consta in
demonstrarea unicitatii solutiei problemei inapoi in timp. Sistemul de ecuatii care
descrie problema inapoi in timp este dat de acelasi set de ecuatii ca (4.56.a)-(4.56.c)
n timp ce (4.56.d*) si (4.56.e*) se transforma in:

: . : |
a9 = —ﬁijui’j — ’yl(b — ’}/22/} — TO (Iiije’j + LijTj)ﬁj (45d)
.PZ'jTj = — (Aij'r'sTs,’r‘),j + RijTj + )\ije,j — Nijq'ﬁ’j — Mij"/}g‘ (4.5.6)

Deoarece coeficientii constitutivi sunt simetrici, au loc relatiile:
Cijrt = Chiijs aij = i3 by = bji3 Bij = Bji, Dij = Dy

Pentru cazul materialelor anizotrope si omogene putem face presupunerea ca
tensorii Ajjrs, Pij, Nij, Mij, Lij, Rij, Aij sunt de asemenea simetrici:

Aijit = Awkij, Pij = Pji, Mij = Mji, Lij = Lji, Nij = Nji, Rij = Rji, hij = Aji.

in contextul teoriilor cu microtemperaturd ca o consecintd a inegalitatii lui
Clausius-Duhem, avem urmatoarea presupunere, [[7]:

Iﬁijoﬂ' + (LZJ + TO)\ij) e,jT’i + ToRijTiTj + TOAjirsn,jTG,r > 0 (425)

n cele ce urmeazi este necesard impunerea unor conditii pentru unele functii si
tensori:

p(X) > po >0; ki(X) >k >0; ka(z)>ky>0; a(z)>ao>0; Pi&; > poifi,po > 0

(a.1)
ki;€i&5 + (Lij + ToAif)€;¢i + ToRi;CiC; > Co(&ii + i), Co >0,  (V)&iGi (a:2)
Cijriwi,jup,i + aijd,id,j +vig¥ih,; + 2bij¢i,j + 2Bijus jé + 2Dju; j9 + ard” + azyp® + 2as¢p >
> C* (wiguiy + i+ + v+ 6" +97), @€ >0 bi&i; 20, (M (3)
Ajirs&ij&sr = C18i58i5,C1 > 0, (V)&i; (a:4)

Presupunerea (a.1) este legatd de caracteristicile termomecanice, (a.2) si (a.4) sunt
consecinte ale inegalitatii Clausius-Duhem, iar (a.3) da informatia ca energia interna
este pozitiv definita.
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4.6 Rezultate principale pentru medii dublu poroase cu
microtemperaturi

Sa consideram un domeniu marginit B cu frontiera dB. Studiul imposibilitatii
localizarii in timp a solutiilor problemei intoarcerii in timp este echivalent cu studiul
unicitatii solutiilor pentru problema mentionata data de sistemul de ecuatii (4.56.a)
- (4.56.e). Pentru a dovedi unicitatea solutiilor pentru problema inapoi in timp, este
suficient sa aratam ca numai solutia nula satisface problema noastra cu conditii
initiale si la limitd nule. Tn urmatoarele calcule presupunem c& domeniul B este
suficient de neted pentru a aplica teorema divergentei.

Conditiile initiale sunt:
ui(X,0) = i (X,0) = ¢(X,0) = $(X,0) =0  (4.26)
P(X,0) =(X,0)=6(X,00=0, T,(X,00=0 XeB

si conditiile pe frontiera:

ui(X,t) = ¢(X,t) = (X, t) = 0(X,t) =Ty(X,0) =0, X €dB,t>0
(4.27)

Folosind teorema divergentei si tinand seama de conditiile la limita, pe baza
principiului conservarii energiei, avem:

1 L. ; ;
Ei(t) =3 / (puiui + k16 + kotp® 4+ a0 + P TiTy + Cijrawi jug, + 2Bijdui j+
B
+ 2Dithui 4 b b+ ViU + 2bijh b+ ond” + 20801 + axyp®) dV =
(4.28)

t
1
= // [? (ij,iG’j + Lisz‘@,j) -+ AijTSTSJTZ'J =+ RijTiTj + Aijeiji dVds
0
0 B
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N | =

/ (puzuz + k1¢® + k21/12 —ab® — Py TiTy + Cijriur, v,y + 2Bijouij + 2Dij%u; +
B

+aijb b5 + 2bijb ¢ + 01d 2P + vijh Y, + axp®) dV =

(4.29)

s

[1

e

(Iim’e’je,j + LijTje,]‘ + AijTSTSJTJ"i + R”TJT} + )\UQJT‘]) dVv dS+

t
+// [(51‘3'9),]- i — (MiTy) v — (Nijﬂ)¢+719¢5+7291/3] dVds
0 B

Tn urmé&toarea teoremé dorim si demonstrdm imposibilitatea localizarii solutiilor in
teoria cu dubla porozitate si microtemperaturi.

Teorema 4.1. Fie (u;, ¢,v,0,T;) o solutie a problemei inapoi in timp (4.56.a) -
(4.56.e) redusd la o problemd cu date initiale, cu conditiile initiale (£.28) si conditiile
pe frontierd (.27). Singura solutie a problemei considerate este solutia nulG u; =
op=v=0=T,=N0.

4.7 Estimarea spatiala a mediilor cu dubla porozitate si
microtemperaturi

Consideram un cilindru prismatic semi-infinit B = D x [0, o) care este ocupat de un
corp cu structura de porozitate dubla si cu microtemperaturi. Cu Dnotam sectiunea
transversala in cilindru. Frontiera sectiunii este o curba continuu diferentiabila pe
portiuni notatd cu 0D pentru a permite aplicarea teoremei divergentei. Suprafata
laterald a cilindrului este IT = 9D x (0, 00). Cilindrul este considerat a fi liber de
sarcini pe suprafata laterala a frontierei.

Conditiile initiale sunt:

Ui(xa t) =0 (b(xa t) =0; 1/1()(775) =0; 9(X7t) = OQTi(X7T) =0; (Xv t) eIl x (07 OO)

(4.30)
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Pe baza cilindrului se presupun urmatoarele conditii pe frontiera:

ui(xhx% O7t)

U}
d)(zla'erOat) = 12;1 (Ila'IQaO t) :é

H(21,32,0,1) =T, (4.31)

Pentru problema determinata de sistemul (4.5.a) - (4.5.e) cu conditiile initiale (£.30)
si conditiile pe frontiera (£.37) vom obtine o alternativa Phragmen-Lindelof necesard
pentru interpretarea comportamentului solutiei problemei cu date pe frontiera.
Scopul nostru in aceasta sectiune este de a estima valoarea absoluta a functiei
definite H,, din (£.32) prin intermediul derivatelor spatiale.

Definim functia:

t
H,(z,t) = / / e 2ws [Ciskiuk,i + Bisp + Disp — B3:0] usdads+
D

0 D(2)
/ / "2 (s i + bisthi — NisTi] ¢dads+

0 D(z)

/ / 6_2“"5 [b3i¢,i + ’YiSw,i — ZSTZ] 1/)d(1d5+ (432)

0 D(z)

+/ / 6—2“ 5739,1+L13T}0dads+

0 D(z)

/ / E_QWS (A3iT‘STS',T‘ + RZJTZ + A”e,z) Tidads

0 D(z)

unde D(z) = {X € Blxs = z} reprezintd sectiunea transversald a cilindrului
la o distanta z de la baza. Prin intermediul teoremei divergentiei si prin utilizarea
ecuatiilor de camp, a conditiilior initiale si pe frontiera, obtinem:

Ho(z+ hyt) — Ho(z, 1) = ; / WAV, (DR >0  (433)

R(z+h,z)

unde R(z+ h,z) = {X € Blz < z3 < z+ h}.
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Energia interna este:

® = puu,; + k'ld.)Q + k)2¢2 + af? + IDijTjTj + C’ijklui7juk7l + +2Bijui7j¢> + 2Dijui,j¢+
(4.34)

+ bt +Yiji ;4 2bijd b + ar1d® + aoth® + 2a30Y

astfel incat

t
olt) =000+ [ e [200(e) 4 2520,(600,(5) + 220,730
1o ’ Tp
0

(4.35)
+ QAZ‘]‘TSTS’T(S)TLJ'(S) + 2R”TZ(S)TJ(8) + 2/\ij6"iTj (S)} ds

n continuare vom introduce urméatoarea estimare:

—2wt 1
E,(z,t) = € 5 / t)dz —|—/ / 2ws [ (s) + T (kij0,:0 ; + Li; T50 ;)
R(=)) 0 R(2)
(4.36)

+ Aijrsﬂ,jTr,s + RZJT;TJ + )\ZJT;GJ] dads
unde R(z) = {X € B|z < x3}. Observdm ca:
Eu(z,t) < E,(0,t)e Ta,z2>0 (4.37)

Acum, putem trage urmétoarele concluzii daca (u,,gb ¥,0,T;) este o solutie a

nule (f.26) si conditiile pe frontiera (#.27) atunC| eX|sta doua situatii: solutia

satisface conditia asimptoticd lim e @ | Xw(t)dv > 0 sau satisface estimarea
Z— 00 R(Z)
descresterii.



Capitolul 5

Vibratii armonice in dinamica
termoelastica cu dubla
porozitate

Comportamentul spatial al vibratiilor armonice in timp in termoelasticitatea liniara
clasica a fost studiat de Chirita in [9], evolutia spatiala a vibratiilor in contextul
termoelasticitatii fara disiparea energiei pentru corpurile dipolare a fost studiata
de Marin in [52], evolutia amplitudinii in cazul vibratiilor armonice ale corpurilor
micropolare a fost studiata de Marin in [53]. Comportarea in spatiu a solutiilor
problemei cu structurd dublad de porozitate din punctul de vedere al imposibilitatii
de localizare in timp a solutiilor si al unei alternative Phragmen-Lindelof pentru un
cilindru semi-infinit a fost studiat in [26].

Tn aceast capitol vom considera un material termoelastic cu structurd dubl3 de
porozitate care este supus unei vibratii armonice in timp. Rezultatul principal
consta in obtinerea unei relatii intre amplitudine si distanta axiala de la capatul
stimulat al cilindrului. Deducem estimari apriori pentru amplitudinea unei vibratii
armonice prin intermediul unor identitati auxiliare, [10], [11]. Aceste estimari prezic
0 anumita descrestere Tn timp sau proprietati de crestere pentru amplitudinea
vibratiilor armonice. Existda clase de vibratii armonice pentru care descresterea
spatiala in timp sau proprietatile de crestere sunt de tip exponential.

55
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Acest capitol este structurat dupad cum urmeazi. in sectiunea 2 sunt reamintite
ecuatiile de baz3 si stabilim sistemul general pe care vrem sa il analizim. Tn sectiunea
3 este considerat un cilindru prismatic format dintr-un material termo-elastic
dublu poros care este supus unei vibratii armonice in timp. Sunt obtinute unele
identitati auxiliare necesare pentru a dovedi rezultatul principal. Tn sectiunea 4 sunt
demonstrate doua legi de conservare care vor conduce la ultima teorema privind
estimarea amplitudinii vibratiilor in starea de echilibru.

5.1 Ecuatii de baza

Consideram un corp care ocupa la un moment dat de timp o regiune regulata B a
spatiului Euclidian tridimensional si care este delimitat de suprafata 0B. Sistemul
de axe cartezian este Oz, (i = 1,2,3). Indicii latini urmati de virguld reprezintd
derivarea partiala in raport cu coordonatele carteziene si punctul deasupra literei
reprezintd derivarea partiala in raport cu timpul.

n absenta termenilor de alimentare, ecuatia de evolutie care guverneazi problema
termoelasticitatii cu structura de porozitate dubla, este [54]:

tjij = pol
0j &=k (5.1)
Tjj + ¢ = kot

unde: pg este densitatea de masa, k1, k2 sunt coeficientii inertiei echilibrate, o, 7;
sunt vectorii tensiune de echilibru, £, ¢ sunt fortele intrinseci de echilibru care
actioneazd asupra corpului, ¢;; sunt tensorii tensiune, u; este deplasarea si ¢, 1 sunt
campurile de volum fractionar din configuratia de referinta.

Ecuatia energiei are forma, [54]:

poTlon = Qj (5.2)

unde Ty este temperatura absolutda constanta a corpului din configuratia de
referintd, n este entropia, @; este fluxul de caldura.

Consideram ecuatiile constitutive ale teoriei liniare a materialelor centro-simetrice,
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[54]:
tij = Cijriuk, + Bij¢ + Dijih — Bi;0
0 = ijp; + bijv;
i = ji¢,j +Yij Y.
§=—Biju;j —on¢ —azy + b (5.3)
¢ = —Djju;; — azdp — azy) + 720
pon = Bijui; + ¢ + Y21 + ab
Qi = Kijb
unde @ este diferenta de temperaturd in raport cu configuratia de referintd, «;; este
tensorul de conductivitate termicd, 3;; este tensorul de dilatetie termicd, C; ;1 este

tensorul de elasticitate, B;;, D;;, aij, bij, Vij, 01, 2, 03,71, Y2, @ sunt coeficientii
constitutivi care sunt functii caracteristice pentru materialul considerat.

Ecuatiile constitutive sunt introduse in ecuatiile de evolutie. Sistemul de ecuatii
pentru termoelasticitatea cu porozitate dubla se obtine prin introducerea ecuatiilor
constitutive (6.3)) in ecuatiile de evolutie (B.1):

poti; = (Clirtur,s + Bjid + Djith — Bib) (5.4.a)
k¢ = (aijoi + bz‘ﬂ/),i) . — Biju j — o — asp + 710 (5.4.b)
kot = (b zgcb +7i%) ; — Dijuij — azd — azth + 720 (5.4.c)

at) = TO ﬂwuz,y V1P — Y2up (5.4.d*)

Consideram o sectiune transversala B a unui cilindru prismatic si frontiera sectiunii
OB presupusd a fi continuu deferentiabild pe portiuni. Centrul sistemului de
coordonate este ales astfel incat sa fie in centrul bazei cilindrului si vom considera
ca axa pozitiva x5 este de-a lungul cilindrului. Vom nota cu [ lungimea cilindrului, in
acest caz frontiera lateald a cilindrului este S = 9B x [0, []. Tn interiorul cilindrului
prismatic se afla un mediu termoelastic care are o structura de porozitate dubl3,
omogena si anizotropd. Fortele externe care actioneaza pe frontiera laterald a
cilindrului sunt neglijate. Problema cu date pe frontiera care guverneaza problema
fnapoi in timp, Tn cazul termoelasticitatii cu dubla porozitate este formata din
sistemul de ecuatii (5.4.a)-(5.4.d), unde ecuatia (5.4.d*) devine:
(Kij0i)

ab = ,TJ — Bijtij — 11 — Y2t (5.4.d)
0
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Completam problema cu date pe frontiera pentru cilindrul considerat cu
urmdtoarele conditii pe frontierd V(z,t) € S x (0, 00)

ui(z,t) =0; ¢z, t) =0; Yz, t)=0; O(x,t)=0 (5.5)

Conditiile pe baza cilindrului sunt considerate a fi armonice in timp V(z1,22) €
B(0),t > 0:

ui(x1,22,0,) = @21, 22)e™";  B(x1,22,0,t) = ¢, z0)e™"; (5.6)

'l;[)(xlv X2, 07 t) = 1121(1.17 1'2)6th; 0(1'17 T2, 07 t) = é($17 xQ)eiwt

unde ;, q~$, 12), 6 sunt functii neede, i este unitatea complexa si w este o constanta
pozitiva.
Se presupune cd incdrcarile din (5.8) produc in interiorul cilindrului vibratii armonice
in timp avand forma:

wi(z1, 2, 23,t) = Uz (21, 22, 33)€™"; $(21, 22, 23, 1) = ®(21, T2, 73)™;
(5.7)
V(21 20, 3, 1) = V(1, 02,23)€";  O(31, 0, 73,t) = T(21, T2, 73)e™";

unde (z1,x2,z3,t) € B x (0,00).

Amplitudinea vibratiilor (U;, ®, ¥, T) satisface urmatorul sistem de ecuatii
diferentiale corespunzator problemei intoarcerii in timp, (5.4.q)-(5.4.d):

(CjirUs + Bji® + Dyi¥ — 3;;T) ; + poUiw® =0 (5.8.3)
(Oéijq)ﬂ' + bijlp,i)’j — BijUi,j — Oll(p - 053\11 + ’le + k1<I>w2 =0 (58b)
(bij(p’,; + 'Yij‘ll,i)_j - DijUi,j - Oégq) - 042\1/ + ’}/QT + ]CQ\I/WQ = 0 (58C)

(ki Ti) .
T + [,BijUi,j +’Y1<I)+’)/2\IJ+QT} iw=20 (5.8.d)
0

Conditiile frontierei lateale pentru x € S devin:
Ui(z) =P(z) =TV(x) =T(x) =0 (5.9)
si conditiile pe baza cilindrului cand z3 = 0 si (1, z2) € B(0) devin:

Ui(w1,22,0) = Ui(w1, 22); (21, 72,0) = B(21, 72);
\Il(xl,:vg,O) = @($1,$2);T(l’1,$2,0) = T(l’l,"ﬁg); (510)
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Tn continuare vom demonstra cateva estimdri asupra solutiei sistemului de ecuatii
(5.8.a)-(5.8.d) cu conditiile pe frontiera laterald (5.9) si conditiile pe baza cilindrului
(E.10).

Complex conjugatele functiilor U;, ®, U, T se noteazd cu U;, ®, ¥, T.

5.2 Identitati auxiliare si estimari apriori

n aceast sectiune vom deduce cateva rezultate necesare obtinerii a dou3 identitati
auxiliare care vor conduce la rezultatul principal al acestui capitol si anume
estimarea amplitudinii vibratiilor.

Teorema 5.1. fie (U;,®, ¥, T) o solutie a problemei cu date pe frontierd
determinatd de sistemul de ecuatii (5.8) cu conditiile pe frontierd (5.9). Atunci sunt
indeplinite relatiile :

2 / [CijiUnaUij + Bji (®U; j + ®U; j) + Dji (YU, + WU, ;) — pow®Ui U,
D(z3)
15\ = 1L\ — _ _
+ <a1 — iklw ) PP + (Oég — 5](120.1 ) YW + 0P ;P 5 + 0¥ ;P 5+
(5.11)
b B 40T — %ﬁﬁ (T, + TU.;) + a3 (2T + )

S E
—oN(T® + T®) — S9u(TT + T¥)| dA
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= d;lg [(Cj3klUk,l + Bj3® + Dj3¥ — ﬁng) U]] dA
D(x3)
+d;;l3 / [(Cj3rUp + Bjs® + DjsV — B;3T) U;| dA
D(zx3)
d — d _ _
+d$3 [(013]'(1)7]‘ + bSJ\I/,j) (I)] dA + d756'3 / [(013]'(1)7]‘ + bgj\I’J) @] dA
D(w3) D(z3)
d — d _ _
t iz, [(b3; @5 + 73,9 ;) P dA + Tos [(b3;® ; + 73,7 ;) ¥] dA
D(x3) D(z3)

/ [8,:(TU; — TU,;) + 31 (T® — T®) + 3o(TT — TW)] dA

D(mg)
d _
- / [(Cjsuilns + Bjs® + Djs¥ — BisT) ;] dA  (5.12)
D(I3)
d _ _ _ _
e | (ol + By + Dy — 5,5T) U] dA
D(Ig)
T [(as;®@,; + b3y 0 ;) ] dA — 4 [(3; @5 + b3; 0 ;) @] dA
d.]?g dl‘g
D(z3) D(z3)
+ d [(bgjq)d‘ + ’)/3]‘\If7j)a] dA — i [(bgjg,j + 73j§7j) \I’] dA
dl‘g d$3
D(x3) D(=3)

/ |:2I;_i'jT77;T’j + iwﬁij(TUiJ — TUi,j) + ’L'U.}’)/l (T@ — (I)T) + iwyg(T@ — \I/T> dA
0
D(z3)
-4 / 590, T +T,T)dA
dxs To J I
D(z3)

(5.13)
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[iwBij (TU; ; + TU; ;) + iwyi (TP + ®T) + iwye (TV + UT) + 2aiwTT| dA
D(x3)
d ng o —
= — (T ;T —T,;T)dA
o [ a1
D(=3)
(5.14)

Teorema 5.2. fie (U;,®, ¥, T) o solutie a problemei cu date pe frontierd
determinatd de sistemul de ecuatii (5.8), (6.9), (B:10). Atunci sunt satisfdcute
identitdtile auxiliare (5.15) si (5-16).

1 _ _ _ _ _
/ g Tl g+ ww@m[Bi (Ui g Tom + Ui g Tom) +71(2T m + @Tom )]+
0
D(z3)
+ iwTm [Y2 (T 1 + W) + a(TT ;m + TT.n)]dA = (5.15)
d

1 — — _
= _Tm / ?0 [mmfigj(ro,m + T,jt,m) — Iiij$3TyiT’j] dA+

D(z3)
1 0T 0T
+ KATm 7 = - Nsnads

To On On
9D (x3)

(CjikiUs,s + Biy® + DijV — B TVU ;5 + (@i + by ¥ ) D 5
D(x3)
+ (BijUij + on® + asV + 1T — kaw?®)® + (bi;® i + 7i; Vi) T
+ (DijUi,j + a3® + ax¥V — ’yQT — ksz\I’)@ + ﬁjz‘TUi,j}dA

+ / 2 [Bi(TnUi; — TinUij) + 1(Tin® + T®,m)
D(x3)
+%2(TC 1 — Tom V) — pow” (Ui,mU; + Ui,mUs)|dA

d _
= i / [(CjskiUk,i + Bjs® + Djs¥ — B;3T)xmUjm
D(z3)

(5.16)
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+ (CjaimUk, + Bjz® + D3V — B;3T)wmUs,m]|dA

BijUij + a1® + a3V + 1T + ki’ ®)®
D; Uz,] + as® + ¥ — ’YQT kgw )@

@i @i +bi V)P + (bij @i + i Vi)W 5 + B TU; j]dA

0ULOT; 003 oV b 0D 0P
an on T gn an T (anan onon) "

Jr
—+
Jr

D (z3)

(

(

(
+ / T Mom [C&,\L

0

U 9y

+ Ysam— Tﬂ] nsnads

on On

5.3 Estimarea amplitudinii

n aceastd sectiune sunt demonstrate doud legi de conservare necesare ultimelor
rezultate ale acestui capitol privind estimarea amplitudinii vibratiilor in starea de
echilibru.

Teorema 5.3. fie (U;,®,V,T) o solutie a problemei cu date pe frontierd
(5.8.a)-(5.8.d), (.9), (6.10). Urmdtoarele legi de conservare sunt obtinute:
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% / [p0w2UiU¢ + (k1w2 — Otl)q>6 + (k2w2 — 052)\1/@ + 043(<I>@ + 6‘1’)
3

D(z3)
_ _ i1 _ _ ] _
+72(TY +TY) — (TP +TP) + %T(Kgg,T,gT,g — kapT oT g+ iwalT)
0

+CiaksUi,3Uk,3 — CisinUi Uk, + Bis(TU 5 + TU; 5 — Bis(®U,5 + ®U; 5)
—Dis(VU; 5 + VUi 5) + azz® 3P 3 — aan®,a® .y + 733V 3V 3 — var ¥ o U 5

—b33(¥ 3P 5+ U 3@ 3) — bis(V ;@5 + ¥ ;P 5)|dA
(5.17)

= -2 / (ﬁijT,gUi,j + ’}/17’3@ + 72?73\P)d14 — / bij(\ll’:;EJ + ﬁ’gé’i)d/l

D(x3) D(x3)

2 / T(Bi;Ui; +n® + 1V + awT)dA =
D(x3)
= % [(CjskiUs,i + Bjs® + DjzV — B;3T) U] dA
D(x3)
d
dxzs

/ [(013]'@,]' + bgquﬂj)@ dA—
D(z3)

/ [(O{gj@d + b3]'®7j) @] dA
D(z3)

/ [(b3;®5 + 35V .5) W] dA—

D(z3)

d _
i / [(b3; @5 + 73,

D(x3)

_a
d:Cg

a
dibg

W

J) Y] dA

d 7 _ —_ —
T dzs / [(CisuiUni + Bjs® + Djs¥ — B;5T) Uj] dA+ (5.18)
D(z3)

1 d K3j — —

— = —(T ;T —T,;T)dA

+iw das / To( 2 i)
D(z3)

Pentru a obtine o anumitd masurd asociatd solutiei (U;, ®,¥,T) a problemei
intoarcerii in timp (5.8.a)-(5.8.d) cu conditiile pe frontiera laterala (5.9) si conditiile
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pe baza cilindrului (5.10), necesard pentru obtinerea unei estimari adecvate care
sa descrie evolutia spatiald a amplitudinii (U;, ®, ¥, T'), urmdtoarea teorema va fi
demosntrata.

Teorema 5.4. Dacd se considerd cd solutia problemei intoarcerii in timp cu date
pe frontierg (5.8.a)-(5.8.d), (B:9) si (-10) este (U;,®,V,T) atunci urmdtoarea
egalitate este indeplinitd:

/ I:B]z(TUz,] - TU@J') - 71T5 + 'YQT@ + kaz(q)@ + {/E)_
D(=z3)

@
2

— W (poUiU;i + =P + %\1@) + 2aTT} dA
- / T [Bji(TmUij — TomUi ) + 1 (Tn® + T® ) + 72 (T 1y — Ty ¥) —
D(x3)
_pOWQ(Ui,mUi +U;mU;)]|dA
aU, U, 00 9 oV 9%
o238, (25

B / Emlim {C‘””Tn on s on On + on 8n+

0D(z3)

00T , 0w I
on on Y8 on On

} nsnads
=—— / [(CjariUr,i + Bjz® + D3V — Bi3T)xmUjm + (Cizra Ui+

(5.19)
+B]'3$ =+ ng@ - 6j3T)CL‘mU]',m]dA7

—_ / [(a3j¢‘7j + bgj\I/,j)fL’m$7m + (0133'6,]' + b3j@7j)$mq>,m}dz4
D(z3)
d

~ s / (3@ 5 + 73V ) )Tm ¥ m 4 (b3;P 5 + 73,V ;)T ¥, 1n]dA

D(z3)
d

s / 23[(CjiniUs, + Bij® + DV — B, TVU; j—

D(z3)
prOwQUiUi =+ (BijUi,j -+ a1<I> + CE3\IJ -+ ’Y1T -+ k1w2<1>)6
+(DiUij + az® + ax¥ — 42T — kow® 0T + (vij®,i+
+big )P 5 + (bij®i +7i;V,)V 5 + 85 TU; j]dA
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+% / [(CijklUk,l + Bjz® + D3V — ﬁng)Uj} dA+
D(=z3)
+d;::’3 / [(Cijklﬁk,l + ng@ + ng@ - /ng,T)Uj} dA
D(z3)
d
TZT’, / [(agjq)J‘ + b3j‘l’,j)@ dA+
D(z3)
d _ _
Eg / [(agjq)’j + b3j\I/,j)(I)} dA
D(z3)
+dix3 / [(b3;®.j + 3,V ;) ¥] dA+
D(z3)
d — — i d K3;
+ i / [(b3;®; + 735V ;) ¥] dA — i, / T (T ;T —T;T)dA
D(=z3) D(=z3)

Din estimarea obtinutd in teorema 4, evolutia spatiala a problemei mixte poate fi
demonstrata. Prin urmare, se poate deduce urmatoarea inegalitate:

ouU, U, 0P 0% oV od 9P 0T
0< TmTim Cﬁz)\l + « 77—1—[)5)\ _——t+ — | +

on on ' °*on on on dn | on on
OD(x3)
L ov J
%,\a 8 nsgnyas

ou oU; 0% 90% 0¥ v
< A- i} -7z
4B / (an 8n+3n8n+8n8>d8
0D (x3)

unde A= sup /z?+ 23,
(z1,22)€EOD
B = /Csiani - Csing + sy - sy + bsx - bsx + Ysx - Vsa. Valoarea criticd pentru
frecventa vibratiilor este data de inegalitatea w > w*, unde
UL 9U; | 9P 9B | OV I¥
J (Tnl on T G on T %%) ds
1 ax dD(x3)

Po z3€[0,]] f (Uzﬁl + 0D + \If@) ds
D(z3)
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Capitolul 6

Aplicatii ale mediilor poroase in
medicina

6.1 Comportamentul mecanic si modelarea
matematica a unui disc intervertebral

Consideram (7,0, z) coordonatele cilindrice ale unui punct specific din corpul
vertebral.  Vom nota cu (&,+,€00,€.2,€0-Er2,Er9) COMponentele tensorului
deformare si cu (7yr, 90, T2z, To2Trz, Tro) COMponentele tensorului tensiune. Dacd
corpul vertebral este in echilibru, atunci 7;; = 75;.

67
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6.1.1 Ecuatii de baza

Luandin considerare proprietatile anizotrope si materialul de amortizare a tesutului,
ecuatiile constitutive ale corpului vertebral sunt [60]:

_ 857’7' 8590 aszz

Trr = Cn1 En +Ch2 En +Cis 5

_ 857’7' 8690 85zz

Too = C12 En +Ci D + Cis 5

_ O,y Ocoo e,
T2, = C13 ot +Ci3 ot +Cs3 ot (6.1)

8592

To. = Css 5

Oe.

Trz = 055 815

S Oerg  Cr11 — Cr2 Ocrg

e ot

Considerdm ci inelul intervertebral se afld sub actiunea unui moment M = e™? .
Asfel, componentele deplasarilor elastice vor fi:

Un(r,0,t) = [u1(r) 4+ uz(0)]e™"
Vin(r,0,t) = [v1(r) + UQ(H)]GM (6.2)
Wi (r,0,t) = [wy(r) + we(0)]e™"

unde, U,, este componenta deplasdrii elastice de-a lungul directiei radiale, V,,
este componenta deplasarii elastice de-a lungul directiei transversale si W,,, este
componenta deplasarii elastice de-a lungul directiei axiale.

Ay

="

Figura 6.1: Modelul unui discintervertebral actionat de un moment




6.1. MODELAREA MATEMATICA A UNUI DISC INTERVERTEBRAL 69

Ecuatiile de miscare in coordonate polare vor avea acum urmatoarea forma:

82u1 C12 61}2 012 8U1 012 82u2 81)2
{C“ o ‘?(%*““"”“Q@ o T e e )t
(6.3)
Ci2—C 0 .
22O (O 1)+ 1) )| = = (11 (1) + 100)

— 2 2
{L Cha {,1 (ai ) —v2<e>) _1owm 9 } 1 {cl (a vz ai) i

2 r2 \ 00 r or or? 002 00
(6.4)
1
+n=cm [ (G2 ni - u®) + G2 | b =-p @) + 20
0 1 10 0
Tt 3 (oot Gt + € G )| = = (0a() 4 wa0) (63)

6.1.2 Modelul matematic al comportarii dinamice a discului
intervertebral

Tn sistemul format de ecuatiile (6.3), (6.4), (6.5) vom considera ci: u1(r) = A - €,
v1(r) = B-e%;wi(r) = C-¢e? cu A, B, C parametrii reali. Noua forma a sistemului
va fi:

Cll - CIZ
+ 2r2

r2

Cr2 [ Ova 0

uz  Ovz n Ci2 — C11 [ Ove
002 o0

2 = 4+ A’ + ug(G)) — piw (Ae9 + ug(e)) =0

00
011 — 012 0’!,62 0
% (7 — Be” — v2(9)> +

00
(6.6)

1[Cu (0% | Ous Ci1i — Ciz (Oug 0 : 0 —
+- {T < 58+ W) A— <— — Be” —v2(0) | | — piw (Be +v2(9)) =0
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Componenta deplasarii elastice de-a lungul directiei axiale este:

+ a? a(l+ a?) +a

Wi (r,0,t) = (Ce‘9 -1 P

Primele doua ecuatii conduc la urmatorul sistem:

Ci2 —3C11 Ova  Ciy — Ci2 0%us Ci1 —2C2 . 0 Cu1
gv2 et e A

22 09 22 g Tu2(®) ( 2 p“”) e
_ C12 = 3C11 Ouz | Ci1 002 ) (—Cu +Ci2 piw) 1B’ <—Cu + Ci2

r2

272 00 r2 062 vz r2 2r2
(6.8)

Sistemul de mai sus va fi rezolvat utilizand transformata Laplace cu conditiile initiale
nule:

v2(0) = v5(0) = 0; u2(0) = u5H(0) = 0.

Folosind inversa transformatei Laplace obtinem solutia generald a componentei
elastice de-a lungul directiei radiale si transversale.

6.1.3 Rezultate numerice

Coeficientii de rigiditate C (in GPa) pentru oasele umane au fost obtinuti de Van
Buskirk & Asman, [71] prin masurarea proprietatilor elastice ale osului anizotrop,
folosind tehnici de propagare a undelor ultrasonice:

Ch1 = 20, Cos = 21.7, Cs3 = 30, Cus = 6.56,Cs5 = 5.85, Ceg = 4.74,
Cho = 10.9, C13 = 11.5, Co3 = 11.5.

Folosind analiza numerica in Matlab si a mediului Simulink au fost obtinute profilele
deplasarii elastice de-a lungul directiei axiale, respectiv radiale.

cosa@—LsinaG—Fsina@—k . B e9) et

piw) =0

piw) =0.
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[0

watheta)

Figura 6.2: Schema Simulink pentru deplasarea elastica de-a lungul directiei axiale
W

B w2theta) E@\
gF 220 AEEIEAR g

<u2ftheta), 2itheta)>

Figura 6.4: Schema Simulink pentru u,,, si w,,
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Bl scope ==
EE - =GR 5

Figura 6.5: Variatia depplasarii elastice de-a lungul directiei radiale w,,

Tn aceastd sectiune a fost dezvoltat un studiu asupra dinamicii discurilor
intervertebrale. Principalele trei proprietati ale osului, precum rezistenta
materialului, anizotropia si neomogenitatea au fost luate in considerare. A
fost abordata vibratia torsionala a unui inel intervertebral sub actiunea unui
moment. Utilizand metoda transformatei Laplace s-a obtinut solutia generald a
componentelor deplasarilor elastice de-a lungul directiilor radiale, transversale si
axiale. Utilizand mediul Simulink din cadrul pachetului de simulare numericd Matlab
au fost reprezentate grafic solutiile sistemului.

6.2 Modelarea matematica a micro deplasarilor
interfragmentare intr-o fractura de femur

Tnca din 1960, s-a aratat ca aparitia structurilor osoase de vindecare a fracturilor
depinde de sarcina mecanicd, [B3]. Exista studii importante privind directia micilor
miscari in fracturi care prezinta avantajele directiei axiale. De asemenea, este
prezentata influenta negativa a microdeplasarilor de torsiune si de forfecare in
focalizarea fracturilor, chiar daca exista o corelatie cu amplitudinile lor in raport cu
cele care favorizeaza vindecarea, [2], [B], [67] .
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6.2.1 Modelari ale microrotatiilor si microdeplasarilor in fractura

Pe baza [46] osul poate fi considerat ca un material elastic micropolar. Ecuatiile
constitutive [17] in cazul izotrop sunt:

tt = AerrOpr + (21 + K)ert + KEkim (Tm — Om) (6.9)
Mg = QPrr 01 + BPri + YP1k

1
Ekl = §(Uk’l + k)

Tk = lfgk:lmunL,k’
2
unde: ty; este tensorul de tensiune asimetric, my; este tensiunea de cuplu, j; este
deformarea mica, u este deplasarea, ¢ este microrotatia, r este macrorotatia, exim
este tensorul Ricci.
Pentru studiul solidelor elastice in trei dimensiuni, sunt necesare cateva constante
elastice: \, u, o, 8,7, K.

Ecuatiile de miscare sunt, [17]:

A+ u e + (1 + K)ugu + KEkim®m,i + pfr =plix (6.10)
(a+ B)rik + YDt + KErimUm, — 26Dk + ply =pjdi

Tn teoria liniard p si j sunt considerate constante, iar acceleratiile i, si ¢y, reprezinta
derivatele de ordinul al doilea ale deplasarii si microrotatiei in raport cu timpul, f
este forta ce actioneazd asupra corpului, iar [, este momentul.

Vom considera in cele ce urmeaza un corp omogen izotrop care ocupa regiunea finita
0 < z <lundel este lungimea partii superioare a osului fracturat.

Vom studia cazul unu dimensional, in care u = u(z,t), ¢ = ¢(x,t),z = (x1,0,0) .
Ecuatiile de miscare (.10) in cazul unu dimensional vor fi:

0%u p ) 0%u
@+)\+2u+mfx_/\+2,u+nﬁ (6.11)
9% 2K o1 p Lo pj 92¢

9x2  a+f+vy  a+B+y" a+pftyot?
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Conditiile initiale sunt:

u(z, 0) = uo(z); w(z,0) = vo(x) (6.12)

¢(z,0) = ¢o(), P(z,0) = vp(x)

unde ug, Vo, Yo, Yo sunt functii definite in domeniul considerat la momentul t = 0.
Conditiile pe frontiera sunt:

u(l, ) =0;  ¢(l,t)=0,l€S (6.13)

Utilizdnd transformata Laplace inversa vom obtine solutia generald pentru
deplasarea osului:

u(x t)—sinfcos<£t)+isin3—xsin 3—wt +isin5—x 1 —cos 5—wt
T2 2 3w 2 2 25w2 " 2 2

(6.14)
Pentru simplificarea calculeleor vom nota cu:
2 1
A_otBty g o 1
P PI J
Astfel, cea de-a doua ecuatie din devine:
0% 0%
-— =A—-B Cl, 6.15
o2 = Age PO (6.15)
Deoarece [, reprezintd momentul, vom considera ca:
5
ly = x - frsing; unde f, = sin g
Astfel, vom avea urmatoarea ecuatie:
0? 0? 5
a—ﬁ:Aa—ﬁ—B¢+C-x~sin§sin¢ (6.16)
cu conditiile initiale si pe frontiera:
0 3
¢(x,0) = xsin g, 8—? = zsin g (6.17)
0
60.0)=0; Lz =0
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Functia microrotatie va fi:

A+4B vVA+4B t) n (6.18)

(;S(ac,t):msin;cos( 1 t)—l—c %W in( 5

+#xsin3—xsin 9A+4B
vV9A+ 4B 2

L34 s \/9A+4Bsin \/9A+4Bt _9A+4B [ [9A+4B,
4 2 4 4 4 4
4C , 2 (V254 + 4B . bz
+ ————— |sint — sin t xsin —+
25A +4B — 4 V25A + 4B 2 2

N 20AC 4 sint 2 .in V25A + 1B \\ _
25A+4B —4 |25A+4B — 4 V25A +4B 2
1 (m <in (\/2514 + 4Bt) 3 t25A +4B (\/25,4 + 4Bt)>} c0s 2%
4

4 2 2 2 2

n figurile de mai jos sunt reprezentate variatiile deplasarilor si microrotatiilor
pentru diferite valori de timp Tn cazul in care lungimea osului fracturateste | = 7w =
3.14.

Displacement profile at t=0,0.1,0.5,1,2

1 2 3
X

[— =0 — 0.1 0.5 — =1 — =2]

Figura 6.6: Profilul deplasarii pentru valori de timp: ¢ = 0;0.1;0.5; 1.0
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Microrotation profile at t=0,0.1,0.5,1,2

24

[— =0 — 0.1 =0.5 — t=1 — =2

Figura 6.7: Profilul microrotatiei pentru valori de timp: t = 0;0.1;0.5; 1.0

Avand in vedere parametrii neomogeni cu structura armonica si dependenta de timp
si avand in vedere si deplasarea pe directia considerata x, putem observa o variatie
ca in figurile de mai sus. Luand in considerare conditiile pe frontiera (??) impuse
pentru deplasare si (b.17) pentru microrotatie, putem explica variatia reprezentatd
grafic ca deplasarea si rotatia se conditioneaza reciproc.

Cand deplasarea atinge limita impusa, apare rotatia si produce schimbarea directiei
sale, ceea ce duce la o variatie periodica.



Capitolul 7

Concluzii finale

Prezenta teza de doctorat intitulata Probleme mixte cu date la limitd si initiale pentru
medii continue generalizate este structuratd in 7 capitole propriu-zise si contine o
lista bibliografica cu 115 titluri.

Capitolul intai reprezinta o scurta introducere in termoelasticitatea clasica, notiuni
generale preluate din cartea domnului academician Dorin lesan. Lucrarea de fata
contine rezultate originale prezentate in capitolele 2, 3, 4, 5 si 6 care au fost publicate
sau care au fost trimise spre recenzie in reviste indexate ISI. Th continuare voi
enumera rezultatele originale, insotite si de jurnalul in care au fost publicate.

Rezultate originale publicate:

1. studiul realizat Tn capitolul 2 cu privire la comportamentul temporal al
solutiilor in cazul corpurilor poroase micropolare a fost publicat in lucrarea:
M. Marin, O. Florea, On temporal behavior of solutions in Thermoelasticity
of porous micropolar bodies, Analele Stiintifice ale Universitatii Ovidius
Constanta, Vol. 22(1), 2014, pp. 169-188 - jurnal indexat ISl cu Factor de
Impact 0.452 si SRI: 0.272

2. studiul realizat Tn capitolul 3 cu privire la dislocarile seismice care apar in
corpurile termoelastice cu microstructura a fost publicat in lucrarea: M.
Marin, O. Florea, S.R. Mahmoud, A Result regarding the Seismic Dislocations
in Microstretch Thermoelastic Bodies, Mathematical Problems in Engineering,
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Volume 2015, Article ID 850261, 8 pages - jurnal indexat ISI cu Factor de
Impact: 1.145 si SRI: 0.784

. studiul realizat in capitolul 4 cu privire la comportamentul spatial in cazul

termoelasticitatii corpurilor cu porozitate dubla a fost publicat in lucrarea:
O. Florea, Spatial behavior in thermoelastodynamics with double porosity
structure, International Journal of Applied Mechanics, 9(7), 2017 - jurnal
indexat ISI cu Factor de Impact 1.954 si SRI 0.84

. studiul realizat in capitolul 5 cu privire la vibratiile armonice in

termoleasticitatea corpurilor cu porozitate dubla a fost publicat in lucrarea:
O. Florea, Harmonic vibrations in thermoelastic dynamics with double
porosity structure, Mathematics and Mechanics of Solids 1-15, 2018(online)
- jurnal indexat ISI cu Factor de Impact 2.545 si SRI: 1.324

. studiul realizat in sectiunea 6.1 cu privire la comportamentul mecanic

si modelarea matematica a unui disc intervertebral a fost publicat in
lucrarea: O. Florea, |. Rosca, The mechanical behavior and the mathematical
modeling of an intervertebral disc, Acta Technica Napocensis, Series: Applied
Mathematics, Mechanics and Engineering Vol. 58, Issue Il, June, 2015 - jurnal
indexat in WOS insa fara factor de impact

Rezultate originale trimise spre publicare:

1. studiul din capitolul 4, sectiunile 4.5-4.7, privind abordarea problemei thapoi

in timp pentru medii dublu poroase cu microtemperatura se regaseste in
lucrarea: O. Florea, Backward in time problem of a double porosity material
with microtemperature - lucrare incdrcata pe platforma arXiv.org si trimisa
spre recenzie

. studiul din sectiunea 6.2 cu privire la studiul microdeplasarilor intr-o fractura

de femur se regaseste in lucrarea: O. Florea, |. Rosca, R. Necula, Mathematical
modeling of inter-fragmental microdisplacements in femoral fracture -
lucarare trimisa spre recenzie

Alte studii realizate de-a lungul studiilor doctorale sunt:

1. Un studiu al miscarii de rostogolire a unei sfere pe o suprafata rugoasa a fost

publicat in O. Florea, I.C. Rosca, Analytic study of a rolling sphere on a rough
surface, AIP Advances, 6(11), 2016 - jurnal indexat cu Factor de Impact 1.653
si SRI 1.061
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2. Studiul curgerii unui fluid nenewtonian intre doi cilindrii concentrici a fost
publicat in articolul O. Florea, A novel approach of the conformal mappings
with applications in biotribology, Universitatea Ovidius — Constanta, Romania,
Analele Stiintifice ale Universitatii Ovidius Constanta, Seria Matematicd,
volumul 23, fascicola 1, 2015, pp. 99-114 - jurnal indexat ISI cu Factor de
Impact 0.452 si SRI: 0.272

3. Modelarea matematica a ecuatiei lui Reynold a unui fluid compresibil a fost
publicata in M. Marin, R.P. Agarwal, O. Florea, A nonlinear equation for
fluids in multiconnected domain, Boundary Value Problems 2015, 2015:198
doi:10.1186/s13661-015-0461-y - jurnal indexat ISI cu factor de impact 1.156
si SR10.541

4. Un studiu cu privire la modelarea curgerii unui fluid micropolar incompresibil
cu alunecare utilizand conditii initiale si pe frontiera atunci cand viteza la
perete depinde de frecventa vibratiei a fost publicat in articolul O. Florea,
Rosca IC, Stokes’ Second Problem for a Micropolar Fluid with Slip. PLoS ONE
10(7): e0131860, 2015 - jurnal indexat ISI cu Factor de Impact 2.766 si SRI:
1.819

5. Un studiu cu privire la interpretarea bosonului composit, prin construirea
solutiei generale Dirac - Kahler pentru cazul spatiului sferic Riemann cu
curburd constanta a fost publicat in articolul A. Ishkhanyan, O. Florea, E.
Ovsiyuk, V. Red’kov, Dirac—Kahler particle in Riemann spherical space: boson
interpretation, Canadian Journal Physics, Volume 92, 2015 -jurnal indexat ISI
cu factor de impact 0.983 si SRI 0.56

Directiile viitoare de cercetare:
o studiul curgerii sdngelui prin arterele elastice

e studiul vibratiilor armonice in dinamica termoelastica cu structura tripla a
porozitatii

e studiul microdeplasarilor si al microrotatiilor in fracturile de sold si umar.
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Anexe

Anexal. Scurt rezumat al tezei

Teza de doctorat intitulata Probleme mixte cu date la limitd si initiale pentru
medii continue generalizate, este structurata in 7 capitole, un capitol introductiv,
5 capitole care contin rezultate originale si un capitol cu concluzii si directii
viitoare de cercetare. in primul capitol sunt prezentate notiuni introductive
din termoelasticitatea clasici. in capitolul 2 a fost considerat un corp poros
termoelastic cu date initiale si pe frontiera, pentru care s-a analizat comportamentul
temporal al solutiilor. Au fost utilizate mediile Caesaro pentru componentele
energiei si a fost demonstrata echipartitia asimptotica a energiilor cinetica si de
deformare. Tn capitolul 3 este obtinutd o relatie de tip De Hoop - Knopoff pentru
campul deplasarilor, Tn contextul termoelasticitatii corpurilor cu microstructura,
avand aplicatii in studiul dislocarilor seismice. Capitolul 4 prezinta studiul
comportamentului spatial al solutiilor Tn cazul termoelasticitatii corpurilor cu
porozitate dubla. Au fost abordate doua situatii: pentru domeniile marginite
a fost obtinutda imposibilitatea localizarii in timp a solutiilor, prin demonstrarea
unicitatii solutiilor pentru problema inapoi in timp, iar cel de-al doilea studiu a
constat in obtinerea alternativei Phragmen—Lindelof in cazul cilindrilor semi-infiniti
si aflarea limitei superioare a amplitudinii. Capitolul este continuat cu un studiu
al problemei inapoi in timp privind materialele dublu poroase cu microtemperaturi.
Studiul vibratiilor armonice in dinamica termoelastica a corpurilor cu structura dubla
poroasa este prezentat in capitolul 5. A fost studiata amplitudinea vibratiilor pentru
problema inapoi in timp obtinand legile de conservare. Capitolul 6 prezinta doua
aplicatii ale mediilor poroase in medicina. A fost dezvoltat un studiu asupra dinamicii
discurilor intervertebrale. Principalele trei proprietati ale osului, precum rezistenta
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materialului, anizotropia si neomogenitatea au fost luate in considerare. Cel de-al
doilea studiu se ocupa de studiul unei fracturi femurale din punctul de vedere al
modelarii matematice. Scopul principal al autorilor este de a gasi o expresie analitica
pentru microdeplasarile si microrotatiile in fractura diafizala femurala. Ultimul
capitol contine concluziile finale fiind prezentate contributiile originale si directiile
viitoare de cercetare. Rezultatele cuprinse Tn aceasta teza pot fi extinse in teoria
mediilor poroase cu tripla structura de porozitate. Teoriile prezentate in prezenta
teza se pot aplica pentru analiza comportamentului solutiilor mediilor poroase cand
sunt luate Tn considerare microtemperatura si microconcentratiile.

* *
*

The PhD thesis, entitled, Mixt problems with boundary and initial data for
generalized continua is structured into 7 chapters: an introductory chapter, 5
chapters that contain original results and a chapter with conclusions and further
research. In the first chapter are presented introductory notions regarding the
classical thermoelasticity. In the second chapter it was considered a porous material
with initial and boundary data, for which it was analyzed the temporal behavior of
the solutions. The Caesaro means for the energy components were used and it was
proved the asymptotic equipartition of the kinetic and strain energies. In the third
chapter it is obtained a De Hoop-Knopoff relation for the displacements field, in the
frame of the themoleasticity bodies with microstructure, having applications in the
seismic dislocations. Chapter 4 presents the study of the spatial behavior of the
solutions in the case of materials with double porosity. There were approached two
situations: for the boundary domains it was obtained the impossibility of localisation
in time of solutions, using the unicity of solutions for the backward in time problem,
and the second study consists in the obtaining of the Phragmen-Lindlof alternative
in the case of semi-infinite cylinders and finding the upper limit for the amplitude.
The chapter is ended with the study of the backward in time problem for the
materials with double porosity and microtemperatures. The study of harmonical
vibrations in the frame of the termoleasticity of materials with double porosity is
presented in chapter 5. For the backward in time problem there were obtained
some conservation laws. Chapter 6 presents two applications for the porous bodies
in medicine. It was developed a study on the inter-vertebral discs. The main
properties of the bone were taken into consideration: the resistance, anisotropy
and non homogeneity of the bone. The second study deals with the femoral
fracture form the point of view of mathematical modeling. The main aim is to
find an analytic expression for the microdisplacements and microrotations from
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the diaphisal femoral fracture. The last chapter contains the final conclusions,
being presented the original contributions and further research. The results
encountered in the present thesis may be extended into the theory of materials
with triple porosity structure. The presented theories can be applied to analyse the
behavior of the solutions for porous continua when are taken into consideration the
microtemperatures and microconcentrations.
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