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Prefaţă

În ulƟmii ani au fost intens studiate noi modele conƟnue demedii deformabile. Este
bine cunoscut faptul că răspunsul materialului la sƟmulii externi depinde în mare
măsură de mișcările structurii sale interne. Bazele teoriei conƟnuumului orientat
au fost introduse de fraţii Cosserat în 1909, [13]. Truesdell şi Noll au evidenţiat
importanţa acestei teorii în 1965, [69]. Modelul Cosserat a fost folosit pentru studiul
comportării unormateriale de interes în tehnică şi în special în biomecanică. Eringen
a introdus teoria termoelasƟcităţii neclasice pentru materialele micropolare. Teoria
materialelor elasƟce solide cu microstructură a fost introdusă tot de Eringen în
1990. Teoria elasƟcităţii materialelor elasƟce solide care conţin pori sau goluri
a început să devină foarte interesantă datorită aplicaţiilor ei în diferite domenii.
Asƞel, Goodman şi Cowin au dezvoltat o teorie pentru materialele granulare, iar
Cowin împreună cu Nunziato au introdus teoria neliniară a materialelor cu găuri.
Ecuaţiile de bază pentru materialele termoelasƟce cu goluri, au fost obţinute de
Ieşan folosind metoda lui Green şi Rivlin. Teoria liniară a difuziei termoealsƟce în
medii poroase pe baza noţiunii de fracţiune de volum a fost obţinută de Aouadi.

Marin a dezvoltat câteva teoreme de bază în elastostaƟca materialelor micropolare
cu goluri. UƟlizând rezultatele lui Cowin şi Nunziato, precum şi teoria lui
Eringen pentru termoelasƟcitatea micropolară, Pasarella a obţinut câteva rezultate
remarcabile cu privire la termoelasƟcitatea micropolară, obţinând ecuaţiile
fundamentale pentru medii micropolare termoleasƟce cu goluri omogene şi
izotrope.

Bazele studiilor privind materialele poroase sunt stabilite de Goodman și teoria
granulară a lui Cowin, [33]. Modelul mecanic ce stă la baza acestei teorii este un
mediu conƟnuu a cărui densitate de masă se reprezintă ca produsul a două funcții:
densitatea materialului și funcția porozitate. Cu ajutorul acestei reprezentări,
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6 CUPRINS

Nunziato și Cowin, [61] au stabilit o teorie neliniară a mediilor elasƟce poroase,
considerând funcția porozitate ca fiind o nouă variabilă cinemaƟcă. InvesƟgațiile
conƟnuă studiile lui Cowin și Nunziato, [14], [16] care au îmbunătățit modelele
de medii conƟnue existente prin introducerea de pori mici atribuind un grad
suplimentar de libertate fiecărei parƟcule. Răspunsurile mecanice elastoplasƟce ale
materialelor poroase sunt invesƟgate pe baza principiilor micromecanicii de către
Huang et al., [37].

În cazul porozității duble a unui material, mediul poros poate fi prezentat ca
suprapunerea a două medii: un mediu care susține proprietățile de transport ale
corpului solid, în Ɵmp ce cel de-al doilea mediu furnizează volumul în care este
stocat lichidul. Interesul față de materiale cu porozitate dublă datează cu mai mult
de cincizeci de ani în urmă. BarenblaƩ și colaboratorii, [5], [4] au propus un model
matemaƟc pentru corpurile cu structură dublă de porozitate. Aceste Ɵpuri de solide
sunt frecvente în geofizica rocilor și ceramică, [6] și foarte întâlnite în mecanica
osului, [15]. Această teorie a solidelor cu structură dublă poroasă se întemeiază
pe legea lui Darcy. Zhao, [70], Svanadze, [68] și Straughan, [?] au stabilit ecuațiile
de bază pentru materialele elasƟce cu structură dublă poroasă legată de câmpul
vectorului de deplasare, presiunea asociată porilor și presiunile asociate fisurilor.

Lucrarea de faţă este structurată în 7 capitole, un capitol introducƟv, 5 capitole care
conţin rezultate originale şi un capitol cu concluzii şi direcţii viitoare de cercetare.

În primul capitol sunt prezentate noţiuni introducƟve din termoelasƟcitatea clasică.

În capitolul 2 este prezentat un studiu cu privire la comportamentul temporal al
soluţiilor în cazul corpurilor poroase micropolare. Acest studiu realizat împreună cu
domnul profesor Marin Marin a fost publicat în Analele Universităţii din Constanţa,
seria MatemaƟcă. A fost considerat un corp poros termoelasƟc cu date iniţiale şi
pe fronƟeră, pentru care s-a analizat comportamentul temporal al soluţiilor. Au
fost uƟlizate mediile Caesaro pentru componentele energiei şi a fost demonstrată
echiparƟţia asimptoƟcă a energiilor cineƟcă şi de deformare.

În capitolul 3 este obținută o relaţie de Ɵp De Hoop - Knopoff pentru câmpul
deplasărilor, în contextul termoelasƟcităţii corpurilor cu microstructură. Acest
studiu realizat împreună cu domnul profesor Marin Marin şi Sammy R. Mahmoud
a fost publicat în jurnalul MathemaƟcal Problems in Engineering şi are aplicaţii în
studiul dislocărilor seismice.

Capitolul 4 prezintă studiul comportamentului spaţial al soluţiilor în cazul
termoelasƟcităţii corpurilor cu porozitate dublă. Acest studiu a fost publicat



CUPRINS 7

în InternaƟonal Journal of Applied Mechanics. Au fost abordate două situaţii:
pentru domeniile mărginite a fost obţinută imposibilitatea localizării în Ɵmp a
soluţiilor, prin demonstrarea unicității soluţiilor pentru problema înapoi în Ɵmp,
iar cel de-al doilea studiu a constat în obţinerea alternaƟvei Phragmen–Lindelof în
cazul cilindrilor semi-infiniţi şi aflarea limitei superioare a amplitudinii. Capitolul
este conƟnuat cu un studiu al problemei înapoi în Ɵmp privind materialele dublu
poroase cu microtemperaturi. Acest studiu este trimis spre publicare şi se
ocupă cu imposibilitatea localizării în Ɵmp a soluţiilor şi determinarea alternaƟvei
Phragmen–Lindelof pentru mediile cu dublă porozitate şi microtemperaturi.

Studiul vibraţiilor armonice în dinamica termoelasƟcă a corpurilor cu structură dublă
poroasă a fost publicat în jurnalul MathemaƟcs and Mechanics of Solids şi este
prezentat în capitolul 5. A fost studiată amplitudinea vibraţiilor pentru problema
înapoi în Ɵmp obţinând legile de conservare.

Capitolul 6 prezintă două aplicaţii ale mediilor poroase în medicină. Primul
studiu realizat împreună cu Ileana Constanţa Roşca a fost publicat în Acta
Tehnica Napocensis, Seria MatemaƟcă Aplicată, Mecanică şi Inginerie. În această
lucrare a fost dezvoltat un studiu asupra dinamicii discurilor intervertebrale.
Principalele trei proprietăți ale osului, precum rezistența materialului, anizotropia
si neomogenitatea au fost luate în considerare. A fost abordată vibrația torsională a
unui inel intervertebral sub acțiunea unui moment. UƟlizând metoda transformatei
Laplace s-a obținut soluția generală a componentelor deplasărilor elasƟce de-a
lungul direcțiilor radiale, transversale și axiale. UƟlizând mediul Simulink din
cadrul pachetului de simulare numerică Matlab au fost reprezentate grafic soluțiile
sistemului. Cel de-al doilea studiu realizat împreună cu Ileana Costanţa Roşca şi dr.
ortoped Radu-Dan Necula este trimis spre publicare. Această lucrare se ocupă de
studiul unei fracturi femurale din punctul de vedere almodelării matemaƟce. Scopul
principal al autorilor este de a găsi o expresie analiƟcă pentru microdeplasările
şi microrotațiile în fractura diafizală femurală. Considerăm problema cu date
pe fronƟeră pentru un material microporant elasƟc izotrop pentru cazul unu
dimensional. Soluțiile pentru microdeplasare și microrotație sunt obținute folosind
transformarea Laplace.

UlƟmul capitol conţine concluziile finale fiind prezentate contribuțiile originale şi
direcțiile viitoare de cercetare.

∗ ∗ ∗
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Capitolul 1

TermoelasƟcitatea clasică

Se numeşte configuraţie de referinţă a unui corp conƟnuu C, un domeniu Ω
din spaţiul euclidian tridimensional E3 cu proprietatea că între punctele lui C şi
punctete lui Ω există o corespondenţă biunivocă.

Fie D un domeniu ocupat de un corp la momentul t0, a cărui fronƟeră este notată
∂D. Definim o mişcare a corpului, aplicaţiaX : D× I → E3, unde I este intervalul
de Ɵmp [t0, t1), cu t1 > t0. Acest interval poate fi infinit, iarE3 este spaţiul Euclidian
tridimensional. Ecuaţiile de mişcare sunt:

x = X(X, t), X ∈ D, t ∈ I (1.1)

cu proprietatea că pentru (∀)t ∈ I , t fixat, X(·, t) este injecƟvă și biconƟnuă.

Domeniul, D = X(D, t) ocupat de corpul considerat la momentul t se numeţe
configuraţie actuală. Considerăm sistemul de coordonate carteziene rectangulare
OXK(K = 1, 2, 3), unde XK(K = 1, 2, 3) sunt coordonatele punctului X ∈
D. Pentru punctul X vom considera vectorul de poziţie R⃗. Raportăm corpul
în configuraţia actuală D la un alt sistem de coordonate carteziene rectangulare
ox1x2x3 în care xi(i = 1, 2, 3) sunt coordonatele punctului x ∈ D, r⃗ este vectorul
de poziţie al punctului x, XK se numesc coordonate materiale, iar xi se numesc
coordonate spaţiale, [38]. Mişcarea (1.1) se scrie:

xi = xi(XK , t), XK ∈ D, t ∈ I (1.2)

9



10 CAPITOLUL 1. TERMOELASTICITATEA CLASICĂ

Pentru orice t ∈ I fixat avem:

XK = XK(xi, t), xi ∈ X(D, t), t ∈ I (1.3)

Presupunem că funcţiile care descriu mişcarea sunt de clasă Cp, p ≥ 2 în raport cu
variabilele de care depind. Determinantul funcţional va fi:

J = det
(
∂xi
∂XK

)
̸= 0, peD × I

Dacă t este fixat, atunci funcţiile (1.2) descriu trasformarea geometrică care duce
domeniul D în D. Versorii axelor OXk se notează cu E⃗k, iar versorii axelor oxi se
notează cu e⃗i, asƞel încât produsul scalar al vectorilor în cele două configuraţii va fi
egal cu simbolul lui Knonecker:

E⃗K · E⃗M = δKM ; e⃗i · e⃗j = δij

Ţinând cont de notaţiile de mai sus putem scrie:

R⃗ = XKE⃗K , r⃗ = xie⃗i

Dacă luăm pentru t constant diferenţialele dR⃗ şi r⃗, avem:

dR⃗ = E⃗KdXK = XK,iE⃗Kdxi; dr⃗ = e⃗idxi = xi,K e⃗idXK

unde XK,i = ∂XK

∂xi
; xi,K = ∂xi

∂XK
. Matricea F = (xi,K) se numeşte gradientul

deformaţiei. Asƞel au loc relaţiile:

xi,KXK,j = δij ; XK,ixi,L = δKL

Se poate observa că inversa lui F este F−1 = (XK,i).

Vom nota în conƟnuare: C⃗K = r⃗,K = xi,K e⃗i; c⃗i = R⃗,i = XK,iE⃗k, atunci avem:
dR⃗ = c⃗idxi, dr⃗ = C⃗KdXK . Mărimea vectorului dR⃗ se notează cu dS, iar mărimea
vectorului dr⃗ se notează cu ds şi au următoarele expresii:

dS2 = cijdxidxj ; ds2 = CKLdXKdXL

unde cij = c⃗ic⃗j = XK,iXK,j , CKL = C⃗KC⃗L = xi,Kxi,L.

Funcţiile cij şi CKL se numesc tensorul de deformaţie al lui Cauchy, respecƟv
tensorul de deformaţie al lui Green. AceşƟ doi tensori sunt de ordinul al doilea,
simetrici şi poziƟv definiţi.



11

Funcţiile EKL = 1
2 (CKL − δKL) şi eij = 1

2 (δij − cij) sunt componentele unor
tensori simetrici numiți tensorul de deformaţie lagrangean, respecƟv tensorul de
deformaţie eulerian, ceea ce conduce la:

ds2 − dS2 = 2eijdxidxj = 2EKLdXKdXL

Fie vectorul deplasare
u⃗ = UKE⃗K = uie⃗i

Ţinând cont că:

C⃗K = r⃗,K = R⃗,K + u⃗,K = E⃗K + UM,KE⃗M

c⃗i = R⃗,i = r⃗,i − u⃗,i = e⃗i − us,ie⃗s

Se obţin relaţiile dintre deformaţii şi deplasări, cunoscute şi sub numele de relaţii
geometrice:

CKL = δKL + UK,L + UL,K + UM,K · UM,L

cij = δij − uj,i − ui,j + us,i · us,j
2eij = uj,i + ui,j − us,i · us,j (1.4)

2EKL = UK,L + UL,K + UM,K · UM,L

În cazul micilor deformaţii, ecuaţiile (1.4) se liniarizează pentru tensorii EKL şi eij ,
asƞel că se obţin relaţiile:

EKL =
1

2

(
∂UK
∂XL

+
∂UL
∂XK

)
, eij =

1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(1.5)

În teoria micilor deformaţii, tensorul de deformaţie lagrangian şi tensorul de
deformaţie eulerian coincid. Vom nota componentele acestui tensor cu εij :

εij =
1

2

(
∂ui
∂Xj

+
∂uj
∂Xi

)
=

1

2
(ui,j + uj,i) (1.6)

Teorema 1.1. Tensorul deformaţie εij ∈ C2(D) saƟsface relaţiile:

εij,kl + εkl,ij − εik,jl − εjl,ik = 0 (1.7)

Dacă domeniul D este simplu conex, iar tensorul εij este simetric de clasă C2(D)
care saƟsface (1.7) atunci există funcţiile ui ∈ C3)D) care saƟsfac (1.6).

Condiţiile de compaƟbilitate (1.7) se numesc relaţiile lui Saint-Venant.



12 CAPITOLUL 1. TERMOELASTICITATEA CLASICĂ

1.1 Principiile termodinamicii

Fie fi componentele unui vector f⃗ numit forţă masică la momentul t. Scalarul fivi
reprezintă puterea pe unitatea de masă, oricare ar fi vectorul viteză de componente
vi. Dacă ti sunt componentele unui vector t⃗ numit forţă superficială sau tensiune,
atunci scalarul tivi reprezintă puterea pe unitatea de arie asupra ∂P, fronƟera
domeniului P.

Presupunem că fi sunt funcţii conƟnue, ti sunt funcţii conƟnuu diferenţiabile.
Puterea forţelor poate fi scrisă:

W (P) =
∫
P

ρfividv +

∫
∂P

tivida (1.8)

Considerăm ∂P fronƟera domeniuluiP ⊂ D, N⃗ versorul normalei exterioare la ∂P ,
dA elementul de arie al acestei suprafeţe, atunci vom putea scrie vectorul tensiune
fub forma:

T⃗ dA = t⃗da

În acest caz, puterea forţelor aplicate porţiunii P va fi:

W (P ) =

∫
P

ρ0fividv +

∫
∂P

TividA (1.9)

unde Ti = T⃗ · e⃗i.

Un sistem de surse termice asociat corpului este caracterizat prin debitul surselor de
căldură pe unitatea de masă, care este o funcţie conƟnuă s(x, t), x ∈ D, respecƟv
prin flux de căldură care este de fapt canƟtatea de căldură pe unitatea de arie,
reprezentat prin funcţia h(x, t), x ∈ D.

CanƟtatea totală de căldură este formată din canƟtatea de căldură transmisă în
domeniul P prin radiaţie, respecƟv canƟtatea de căldură ce intră prin fronƟera P
prin conductă:

Q(P) =
∫
P

ρsdv +

∫
∂P

hda (1.10)

FuncţiaH cu proprietateaHdA = hda reprezintă fluxul de căldură ce acţionează pe
suprafaţa ∂P şi este raportată la unitatea de arie a suprafeţei ∂P . CanƟtatea totală
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de căldură poate fi scrisă:

Q(P ) =

∫
P

ρsdV +

∫
∂P

HdA (1.11)

Energia cineƟcă a mediului conƟnuu ce ocupă domeniul P la momentul t este:

K(P) =
1

2

∫
P

ρv⃗2dv (1.12)

Funcţia e(x, t) reprezintă energia internă pe unitatea de masă, ea fiind o funcţie
conƟnuu diferenţiabilă. Energia internă a porţiunii P la momentul t este:

E(P) =
∫
P

ρedv (1.13)

Funcţia η(x, t) reprezintă entropia pe unitatea de masă, ea fiind o funcţie conƟnuu
diferenţiabilă. Entropia porţiunii P la momentul t este:

Γ(P) =
∫
P

ρηdv (1.14)

Primul principiu al termodinamicii este principiul energiei: pentru orice porţiune P
din D şi orice moment t, are loc egalitatea:

K̇(P) + Ė(P) =W (P) +Q(P) (1.15)

Folosind formulele de mai sus, ecuaţia (1.15) devine:∫
P

ρviv̇idv +

∫
P

ρėdv =

∫
P

ρfividv +

∫
∂P

tivida+

∫
P

ρsdv +

∫
∂P

hda (1.16)

Din (??) şi (1.16) se obţine principiul impulsului: pentru orice porţiune P din D şi
orice moment t are loc egalitatea:∫

P

ρv̇idv =

∫
P

ρfidv +

∫
∂P

tida (1.17)
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Dacă t⃗ este tensiunea ce acţionează la momentul t în punctul x al unei suprafeţe
orientate ∂P a cărei normală exterioară în x este n⃗ = nie⃗i, atunci relaţia (1.17)
conduce la:

t⃗ = t⃗ini (1.18)

unde t⃗i este tensiunea ce acţionează în punctul x pe planul de normală exterioară
e⃗i. Relaţia (1.18) se numeşte formula lui Cauchy, iar tensorul Cauchy al tensiunii
este:

tij = t⃗ie⃗j (1.19)

Fie S0 o suprafaţă orientată din configuraţia de referinţă care prin deformare devine
suprafaţa S din D cu normala exterioară la S0: N⃗ = NkE⃗k. T⃗ este tensiunea ce
acţionează în x ∈ S:

T⃗ = T⃗kNk (1.20)

unde T⃗k este tensiunea ce acţionează la suprafaţa din D. Primul tensor
Piola-Kirchhoff al tensiunii are forma:

Tki = T⃗ke⃗i (1.21)

Formulele (1.19) şi (1.21) pot fi scrise asƞel:

ti = tjinj Ti = TkiNk. (1.22)

Deoarece D este un domeniu arbitrar, iar funcţiile de sub integrală sunt conƟnue
putem scrie ecuaţiile de mişcare ale mediului conƟnuu:

tji,j + ρfi = ρv̇i (1.23)

Deoarece P este un domeniu arbitrar, iar integrandul este o funcţie conƟnuă se
obţine ecuaţia energiei:

ρė = tjivi,j + ρs+ qi,i (1.24)

Principiul entropiei (a doua lege a termodinamicii)spune că: orice proces
termodinamic trebuie să saƟsfacă inegalitatea:∫

P

ρη̇dv −
∫
P

1

T
ρsdv −

∫
∂P

1

T
hda ≥ 0, (1.25)
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oricare ar fi porţiunea P la un moment dat. Inegalitatea (1.25) se numeţe
inegalitatea Clausius-Duhem. Deoarece domeniulP este arbitrar, putem scrie forma
locală a inegalităţii Clausius-Duhem:,

ρη̇ − 1

T
ρs−

(
1

T
qi

)
,i

≥ 0 (1.26)

1.2 Ecuaţii consƟtuƟve ale teoriei liniare a
termoelasƟcităţii

Notăm cu T0 temperatura absolută pe care o are mediul în configuraţia de referinţă
şi presupunem că T0 este o constantă poziƟvă. Se consideră că în stare naturală,
mediul este liber de tensiuni şi are entropia zero. Variaţia de temperatură este dată
de, [32]:

θ = T − T0 (1.27)

Fiecare din funcţiile ui, θ, tij , qi, η sunt presupuse de forma εϕ unde ε este un
parametru ale cărui puteri mai mari sau egale cu 2 vor fi neglijate, iar ϕ nu depinde
de ε. Atunci au loc relaţiile:

ε =
1

2
(ui,j + uj,i)

Considerăm energia liberă de forma:

σ = c0 − c1θ + cijεij +
1

2
Cijklεijεkl − βijεijθ −

1

2
aθ2 (1.28)

unde c0, c1, cij , Cijkl, βij sunt coeficienţi caracterisƟci ai materialului, cu
proprietăţile de simetrie:

cij = cji; Cijkl = Cklij = Cjikl; βij = βji.

CanƟtatea cε = 1
ρ0
T0a este căldura specifică pe unitatea de masă corespunzătoare

stării naturale (εij = 0, θ = 0) în Ɵmp ce c = T0a este căldura specifică pe unitatea
de volum.

Coeficienţii din (1.28) sunt funcţii ce depind de xi. Dacă mediul considerat este
omogen atunci aceşƟa sunt constanţi. Deoarece tensorii tensiunii Piola-Kirchhoff şi
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tensorul Cauchy coincid avem:

tij = Cijklεkl − βijθ + cij

ρ0η = βijεij + aθ + c1 (1.29)

În teoria clasică a termoelasƟcităţii se fac următoarele presupuneri: dacă εij = 0
şi θ = 0 atunci tij = 0, iar T0 este constant. Făra a restrânge generalitatea vom
presupune:

• dacă εij = 0, θ = 0 atunci σ = 0, η = 0.

• dacă εij = 0, θ = 0 atunci tij = 0, σ = 0, η = 0, θ,i = 0 iar configuraţia de
referinţă se numeşte stare naturală.

Deoarece am presupus că starea naturală a corpului este liberă de tensiuni şi are
entropia zero, avem cij = c0 = c1 = 0 asƞel încât energia liberă devine:

σ =
1

2
Cijklεijεkl − βijεijθ −

1

2
aθ2 (1.30)

Relaţiile (1.29) se scriu sub următoarea formă:

tij = Cijklεkl − βijθ

ρ0η = βijεij + aθ (1.31)

Teorema 1.2. Dacă gradientul temperaturii este nul, atunci vectorul flux de căldură
este nul.

În teoria liniară pe baza teoremei de mai sus avem:

qi = κijθ,j (1.32)

unde κij sunt componentele tensorului de conducƟvitate termică.
Teorema 1.3. Un proces termodinamic admisibil saƟsface inegalitatea Clausius
-Duhem dacă şi numai dacă:

κijθ,iθ,j ≥ 0 (1.33)

Ecuaţiile (1.31) şi (1.32) se numesc ecuaţiile consƟtuƟve ale teoriei liniare a
termoelasƟcităţii.



Capitolul 2

Comportamentul temporal al
soluţiilor în
termoelasƟcitatea corpurilor
poroase micropolare

Temperaturile ridicate care acționează asupra materialelor induc asupra acestora,
la un moment dat, un flux de căldură. Tensiunea termică este determinată de
distribuţia de temperatură indusă de fluxul de căldură.

Amplitudinea tensiunii termice poate fi influenţată de proprietăţile materialului,
precum şi de celelalte variabile care apar la schimbarea proprietăţilor materialelor.

Aceste noţiuni au un caracter aplicaƟv în diferite domenii de acƟvitate, care tratează
materialele poroase, cumar fimaterialele geologice, în special rocile şi solul, precum
materialele fabricate, în special granulele solide ambalate, ceramica şi pulberea
presată. Primii cercetători care au făcut invesƟgaţii asupra materialelor poroase
au fost Goodman şi Cowin [33], care au prezentat teoria granulară. Acelaşi studiu
a fost studiat de Cowin şi Nunziato, [14], al cărui scop a fost acela de a descoperi
comportamentul mecanic al solidelor poroase atunci când materialul este elasƟc şi
intersƟţiile sunt goluri de materal. Pentru a respecta această idee, ei au introdus un

17
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grad suplimentar de libertate.

Teoria lui Cowin și a lui Nunziato [61] poate fi aplicată materialelor termice fără
conducƟbilitate. În acest studiu sunt considerate materiale în care densitatea poate
fi scrisă ca produsul a două câmpuri: câmpul de densitate a materialului și câmpul
fracțiunii de volum, studii întâlnite de alƞel şi în [40], [42], [12]. Ieşan a studiat teoria
materialelor termoelasƟce cu goluri [40], făcând o generalizare directă a corpului
elasƟc liniar, neglijând modificările fracției volumice datorită disipării interne în
material.

Chiriţă și CiarleƩa au folosit metoda pentru funcția de suprafață ponderată în Ɵmp.
În [55] a fost studiat comportamentul asimptoƟc al soluțiilor pentru sistemele
periodice de difuzie. Funcțiile clasice ale lui Liapunov sunt modificate prin
câteva funcții conƟnue pe porţiuni, obținând condiții suficiente pentru stabilitatea
asimptoƟcă a soluțiilor [56].

Un studiu elegant al comportamentului temporal al soluțiilor pentru corpurile
termoelasƟce cu microstructură a fost realizat în lucrarea [56], iar în lucrarea [57]
s-a demonstrat disiparea uniformă a energiei pentru corpurile termoelasƟce cu
microstructură.

În studiul publicat în [50] am exƟns teoria lui Cowin și Nunziato pentru materiale
micropolare termoelasƟce prin adăugarea în setul variabilelor consƟtuƟve a
derivatei golului de material în raport cu Ɵmpul pentru a include efectele inelasƟce.

2.1 Ecuaţiile de bază ale mediilor micropolare

Considerăm că la momentul t = 0 un corp ocupă o anumită regiune din
spaţiul Euclidian tridimensional R3, notată cu B. Deoarece se doreşte aplicarea
teoremei divergenţei, vom considera că fronƟera regiunii considerate, notată ∂B,
este o suprafaţă suficient de netedă. Închiderea lui B este notată cu B̄. Vom studia
mişcarea mediului conƟnuu generalizat într-un sistem de axe rectangular Cartezian
Oxi, (i = 1, 2, 3) şi vom folosi notaţia tensorială carteziană.
Indicii italici vor avea mereu valorile 1, 2, 3, în Ɵmp ce indicii greceşƟ vor lua valorile
1 şi 2.
Derivata în raport cu Ɵmpul este notată cu punct, iar derivatele parţiale în raport cu
coordonatele spaţiale sunt reprezentate cu virgulă.



2.1. ECUAŢIILE DE BAZĂ ALE MEDIILOR MICROPOLARE 19

Densitatea ϱ poate fi scrisă ca un produs de două câmpuri: câmpul de densitate a
matricei materialului γ şi fracţiunea de volum ν:

ϱ = γν,

unde γ0 şi ν0 sunt constante spaţiale. Mişcarea corpului micropolar termoelasƟc
este descrisă de următoarele variabile independente:
- ui(x, t), φi(x, t) - câmpurile de deplasare şi microrotaţie;
- θ - schimbul de temperatură de la temperatura absolută din configuraţia de
referinţă T0, asƞel încât θ(x, t) = T (x, t)− T0;
- σ - schimbul din fracţiunea de volum măsurată de la valoarea fracţiunii de volum
din configuraţia de referinţă ν0, asƞel încât σ(x, t) = ν(x, t)− ν0.

În contextul teoriei liniare, vom considera că mediul este lipsit de tensiuni, nu există
forţe care să acţioneze asupra lui, iar fluxul este nul. În această situaţie, energia
liberă se poate scrie sub forma:

Ψ =
1

2
Aijmnεijεmn +Bijmnεijγmn +

1

2
Cijmnγijγmn +

+Bijσεij + Cijσγij +Dijkϕkεij + Eijkϕkγij −
−αijθεij − βijθγij −mθσ + diσϕi + γiθϕi − (2.1)

−1

2
aθ2 +

1

2
ξσ2 +

1

2
Aijϕiϕj −

1

2
ωσ̇2.

Conform [14], f = −ωσ̇ este disiparea care ţine cont de comportamentul inelasƟc
al golurilor. De alƞel, ω este o constantă poziƟvă.
Ţinând cont de expresia energiei libere, s-au obţinut următoarele ecuaţii
consƟtuƟve:

tij = Cijmnεmn +Bijmnγmn +Bijσ +Dijkϕk − βijθ,

mij = Bmnijεmn + Cijmnγmn + Cijσ + Eijkϕk − αijθ,

hi = Dmniεmn + Emniγmn + diσ +Aijϕj − γiθ, (2.2)
g = −Bijεij − Cijγij − ξσ − diϕi +mθ,

ϱη = αijεij + βijγij +mσ + γiϕi + aθ,

qi = kijθ,j ,

unde εij , γij şi ϕi sunt carcaterisƟcile cinemaƟce ale tensiunii şi sunt definite prin
următoarele relaţii geometrice:

εij = uj, i + εjikφk, γij = φj, i, ϕi = σ, i, θ = T − T0, σ = ν − ν0. (2.3)
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Ţinând cont demetoda uƟlizată de Nunziato and Cowin în [61], se obţin următoarele
ecuaţii fundamentale (similar în [57])
- ecuaţiile de mişcare:

tij,j + ϱFi = ϱüi,

mij,j + εijktjk + ϱMi = Iijφ̈j ; (2.4)

- ecuaţiile de echilibru ale forţelor aflate în echilibru:

hi,i + g + ϱL = ϱκσ̈; (2.5)

- ecuaţia energiei:

ϱT0η̇ = qi,i + ϱS. (2.6)

Inegalitatea entropiei presupune că:

kijθ, iθ, j ≥ 0. (2.7)

Vom considera că, coeficienţii funcţiilor ϱ, κ, a şi coeficienţii consƟtuƟvi de mai sus
sunt funcţii conƟnue diferenţiabile pe închiderea B̄ luiB. Mai mult, vom presupune
că ϱ, κ şi a sunt funcţii strict poziƟve pe B̄, şi anume:

ϱ(x) ≥ ϱ0 > 0, ϱ0 = const

κ(x) ≥ κ0 > 0, κ0 = const (2.8)
a(x) ≥ a0 > 0, a0 = const

Tensorul de conducƟbilitate kij se presupune că este simetric, poziƟv definit şi
saƟsface inegalităţile:

kmθ, iθ, j ≤ kijθ, iθ, j ≤ kMθ, iθ, j . (2.9)

Vom nota cu km şi kM minimul, respecƟv maximul tensorului de conducƟbilitate.
Presupunem că funcţia de energie liberă Ψ definită în (2.1) este o formă pătraƟcă
poziƟv definită, atunci există constantele poziƟve µm şi µM asƞel încât

µm
(
εijεij + γijγij +ΦiΦi + σ2

)
≤ 2Ψ ≤ µM

(
εijεij + γijγij +ΦiΦi + σ2

)
(2.10)



2.1. ECUAŢIILE DE BAZĂ ALE MEDIILOR MICROPOLARE 21

Alături de sistemul de ecuații (2.4)-(2.6) luăm în considerare următoarele condiții
inițiale:

ui(x, 0) = u0i (x), u̇i(x, 0) = u1i (x), x ∈ B̄,

φi(x, 0) = φ0
i (x), φ̇i(x, 0) = φ1

i (x), x ∈ B̄, (2.11)
θ(x, 0) = θ0(x), σ(x, 0) = σ0(x), σ̇(x, 0) = σ1(x), x ∈ B̄,

și următoarele condiții la limită:

ui = ūi on ∂B1 × [0,∞), ti ≡ tijnj = t̄i on ∂B
c
1 × [0,∞),

φi = φ̄i on ∂B2 × [0,∞), mi ≡ mijnj = m̄i on ∂B
c
2 × [0,∞), (2.12)

σ = σ̄ on ∂B3 × [0,∞), h ≡ hini = h̄ on ∂Bc3 × [0,∞),

θ = θ̄ on ∂B4 × [0,∞), q ≡ qini = q̄ on ∂Bc4 × [0,∞),

unde ∂B1, ∂B2, ∂B3 şi ∂B4 cu complementele ∂Bc1, ∂B
c
2, ∂B

c
3 şi ∂Bc4 sunt

submulţimi ale lui ∂B, iar ni sunt componentele normalei exterioare la ∂B.

Notăm cu P problema cu date iniţiale şi la limită ce constă în sistemul de ecuaţii
(2.4)-(2.6), cu condiţiile iniţiale (2.11) şi condiţiile le limită (2.12).

Vom demonstra unele idenƟtăți integrale care sunt importante pentru a dovedi
rezultatele privind comportamentul temporal al soluțiilor problemei P .
Teorema 2.1. Pentru orice soluţie (ui, φi, σ, θ) a problemeiP are loc următoarea
lege de conservare a energiei totale

∫
B

e−λt

{
1

2

[
ϱu̇i(t)u̇i(t) + Iijφ̇i(t)φ̇j(t) + ϱκσ̇2(t)

]
+Ψ(E(t)) + 1

2
aθ2(t)

}
dV +

+

∫ t

0

∫
B

e−λs λ

2

[
ϱu̇i(s)u̇i(s) + Iijφ̇i(s)φ̇j(s) + ϱκσ̇2(s)

]
dV ds+ (2.13)

+

∫ t

0

∫
B

e−λs

[
λΨ(E(s)) + λ

2
aθ2(s) +

1

T0
kijθ, i(s)θ, j(s)

]
dV ds =

=

∫
B

{
1

2

[
ϱu̇i(0)u̇i(0) + Iijφ̇i(0)φ̇j(0) + ϱκσ̇2(0)

]
+Ψ(E(0)) + 1

2
aθ2(0)

}
dV +

+

∫ t

0

∫
B

e−λsϱ

[
u̇i(s)Fi(s) + φ̇i(s)Mi(s) + σ̇(s)L(s) +

1

T0
θ(s)S(s)

]
dV ds+

+

∫ t

0

∫
∂B

e−λs

[
ti(s)u̇i(s) +mi(s)φ̇i(s) + h(s)σ̇(s) +

1

T0
q(s)θ(s)

]
dAds,

pentru t ∈ [0, ∞). Aici λ este un parametru poziƟv dat.
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Teorema 2.2. Fie (ui, φi, σ, θ) o soluţie a problemei cu date mixte iniţiale şi pe
fronƟeră ce constă în ecuaţiile (2.4)-(2.6), condiţile la limită (2.12) şi condiţiile iniţiale
(2.11). Atunci avem următoarea idenƟtate:

2

∫
B

[
ϱui(t)u̇i(t)+Iijφi(t)φ̇j(t)+ϱκσ(t)σ̇(t)+

1

T0
kij

(∫ t

0

θ, i(s)ds

)(∫ t

0

θ, j(s)ds

)]
dV =

= 2

∫ t

0

∫
B

[
ϱu̇i(s)u̇i(s) + Iijφ̇i(s)φ̇j(s) + ϱκσ̇2(s)− 2Ψ(E(s))− aθ2(s)

]
dV ds+

+2

∫ t

0

∫
B

ϱη(0)θ(s)dV ds+ 2

∫
B

[ϱui(0)u̇i(0)+Iijφi(0)φ̇j(0)+ϱκσ(0)σ̇(0)] dV +

+2

∫ t

0

∫
B

ϱ

[
Fi(s)ui(s) +Mi(s)φi(s) + L(s)σ(s) +

1

T0
θ(s)

∫ s

0

S(z)dz

]
dV ds+

2

∫ t

0

∫
B

ϱη(0)θ(s)dV ds+ 2

∫
B

[ϱui(0)u̇i(0)+Iijφi(0)φ̇j(0)+ϱκσ(0)σ̇(0)] dV +

+2

∫ t

0

∫
∂B

[
ti(s)ui(s) +mi(s)φi(s) + h(s)σ(s) +

1

T0
θ(s)

∫ s

0

q(z)dz

]
dAds

Teorema 2.3. Fie (ui, φi, σ, θ) o soluţie a problemei mixte cu date iniţiale şi pe
fronƟeră P . Următoarea idenƟtate are loc:

2

∫
B

[
ϱui(t)u̇i(t)+Iijφi(t)φ̇j(t)+ϱκσ(t)σ̇(t)+

1

T0
kij

(∫ t

0

θ, i(s)ds

)(∫ t

0

θ, j(s)ds

)]
dV =

=

∫
B

{
ϱ [ui(0)u̇i(2t) + u̇i(0)ui(2t)] + Iij [φi(0)φ̇j(2t) + φ̇j(0)φi(2t)]

}
dV +

+

∫
B

ϱκ [σ(0)σ̇(2t) + σ̇(0)σ(2t)] dV +

∫ t

0

∫
B

ϱη(0) [θ(t− s)− θ(t+ s)] dV ds+
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+

∫ t

0

∫
B

ϱ [ui(t+ s)Fi(t− s)− ui(t− s)Fi(t+ s)] dV ds+

+

∫ t

0

∫
B

Iij [φi(t+ s)Mi(t− s)− φi(t− s)Mi(t+ s)] dV ds+

+

∫ t

0

∫
B

[σ(t+ s)L(t− s)− σ(t− s)L(t+ s)] dV ds+ (2.14)

+

∫ t

0

∫
B

1

T0

[
θ(t− s)

∫ t+s

0

S(z)dz − θ(t+ s)

∫ t−s

0

S(z)dz

]
dV ds+

+

∫ t

0

∫
∂B

[ui(t+ s)ti(t− s)− ui(t− s)ti(t+ s)] dAds+

+

∫ t

0

∫
∂B

[φi(t+ s)mi(t− s)− φi(t− s)mi(t+ s)] dAds+

+

∫ t

0

∫
∂B

[σ(t+ s)h(t− s)− σ(t− s)h(t+ s)] dAds+

+

∫ t

0

∫
∂B

1

T0

[
θ(t− s)

∫ t+s

0

q(z)dz − θ(t+ s)

∫ t−s

0

q(z)dz

]
dAds

2.2 Comportamentul temporal al soluţiilor

Pentru a demonstra rezultatele importante ale acestui studiu, şi anume
comportamentul temporal al soluţiilor problemei P , definită în secţiunea
anterioară, sunt necesare câteva rezultate suplimentare.

Considerăm problema P0 definită de ecuaţiile consƟtuƟve (2.2), ecuaţiile
geometrice (2.3) şi ecuaţiile de mişcare (2.4):

tij,j = ϱüi,

mij,j + εijktjk = Iijφ̈j ;

hi,i + g = ϱκσ̈; (2.15)
ϱT0η̇ = qi,i
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condiţiile pe fronƟeră:

ui = 0 on ∂B1 × [0,∞), ti ≡ tijnj = 0 on ∂Bc1 × [0,∞),

φi = 0 on ∂B2 × [0,∞), mi ≡ mijnj = 0 on ∂Bc2 × [0,∞), (2.16)
σ = 0 on ∂B3 × [0,∞), h ≡ hini = 0 on ∂Bc3 × [0,∞),

θ = 0 on ∂B4 × [0,∞), q ≡ qini = 0 on ∂Bc4 × [0,∞),

şi condiţiile iniţiale din (2.11).

Considerăm (ui, φi, σ, θ) o soluţie a problemei P0 şi introducem media Cesaro
pentru toate componentele energiei:

1. Media Cesaro pentru energia cineƟcă este:

K =
1

2t

∫ t

0

∫
B

[
ϱu̇i(s)u̇i(s) + Iijφ̇i(s)φ̇i(s) + ϱκσ̇2(s)

]
dV ds (2.17)

2. Media Cesaro pentru energia de deformaţie este:

S =
1

2t

∫ t

0

∫
B

[Aijmnεij(s)εmn(s) + 2Bijmnεij(s)γmn(s) + Cijmnγij(s)γmn(s)+

+2Bijσ(s)εij(s) + 2Cijσ(s)γij(s) + 2Dijkϕk(s)εij(s) + 2Eijkϕk(s)γij(s) +(2.18)
+2diσ(s)ϕi(s) + 2ξσ2(s) +Aijϕi(s)ϕj(s)− ωσ̇2(s)

]
dV ds

3. Media Cesaro a energiei termice este:

T =
1

2t

∫ t

0

∫
B

aθ2(s)dV ds (2.19)

4. Media Cesaro a energiei de difuzie este:

T =
1

t

∫ t

0

∫ s

0

∫
B

1

T0
kijθ, i(z)θ, j(z)dV dzds (2.20)

În cazul în care meas(∂B1) = 0 atunci există o familie de deplasări rigide,
microrotaţii rigide, temperatură nulă şi schimb nul în volumul fracţionar care
saƟsfac ecuaţiile (2.2), (2.3), (2.15) şi condiţiile pe fronƟeră (2.16). Asƞel putem
descompune condiţiile iniţiale după cum urmează:

u0i = u∗i + U0
i , u

1
i = u̇∗i + U̇0

i

φ0
i = φ∗

i +Φ0
i , φ

1
i = φ̇∗

i + Φ̇0
i (2.21)
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unde deplasările rigide u∗i and u̇∗i şi microrotaţiile rigideφ∗
i and φ̇∗

i sunt determinate
asƞel încât:∫
B

ϱU0
i dV = 0,

∫
B

ϱεijkxjU
0
kdV = 0,

∫
B

ϱU̇0
i dV = 0,

∫
B

ϱεijkxjU̇
0
kdV = 0,∫

B

IijΦ
0
jdV = 0,

∫
B

IijΦ̇
0
jdV = 0, (2.22)

unde, ca de obicei, εijk este simbolul lui Ricci.

Pe baza ipotezei (2.10) obţinem următoarea inegalitate de Ɵp Korn, [34].
1

2

∫
B

[Aijmnεijεmn + 2Bijmnεijγmn + Cijmnγijγmn] dV ≥ m1

∫
B

[uiui + φiφi] dV,(2.23)

pentru orice v ∈ Ŵ1(B). Aici,m1 este o constantă poziƟvă.

De asemenea, luând în considerare ipoteza (2.17), deducem că există o constantă
poziƟvă asƞel încât următoarea inegalitate de Ɵp Poincare să aibă loc:

1

2

∫
B

kijθ, iθ, jdV ≥ m2

∫
B

θ2dV, (2.24)

pentru orice θ ∈ Ŵ 1(B).
în cazul în care meas(∂B1) = 0 şi meas(∂B2) = 0 descompunem soluţia
(ui, φi, σ, θ) după cum urmează

ui = u∗i + tu̇∗i + vi, φi = φ∗
i + tφ̇∗

i + χi, σ = ζ, θ = γ (2.25)

unde (vi, χi, ζ, γ) ∈ Ŵ1(B)× Ŵ 1(B)× W̃ 1(B) este soluţia problemei P0 care
corespunde următoarelor condiţii iniţiale:

vi = U0
i , v̇i = U̇0

i , χi = Φ0
i , χ̇i = Φ̇0

i , ζ = σ0, γ = θ0, at t = 0 (2.26)

în cele ce urmează vom folosi energia totală definită asƞel:

E =
1

2

∫
B

[
ϱu̇i(t)u̇i(t) + Iijφ̇i(t)φj(t) + ϱκσ̇2(t) + 2Ψ(E(t)) + aθ2(t)

]
dV +

+

∫ t

0

∫
B

1

T0
kijθ, i(z)θ, j(z)dV dz. (2.27)

Pe baza rezultatelor preliminare, vom demonstra în cele ce urmează parƟţia
asimptoƟcă a energiei totale, uƟlizând media Cesaro. Acest lucru va fi făcut cu
ajutoul următoarei teoreme:
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Teorema 2.4. Considerăm o soluţie (ui, φi, σ, θ) a problemei cu date iniţiale şi pe
fronƟeră P0. Dacă presupunem că:(

u0i , φ
0
i

)
∈ W1(B),

(
u1i , φ

1
i

)
∈ W0(B),(

σ0, θ0
)
∈W1(B)×W1(B), σ1 ∈W0(B),

atunci are loc următoarea relaţie

lim
t→∞

T (t) = 0. (2.28)

De asemenea, avem următoarele:

i. Dacămeas(∂B1) ̸= 0 şimeas(∂B2) ̸= 0, atunci:

lim
t→∞

T (t) = lim
t→∞

S(t) (2.29)

lim
t→∞

D(t) = E(0)− 2 lim
t→∞

K(t) = E(0)− 2 lim
t→∞

S(t) (2.30)

ii. Dacămeas(∂B1) = 0 şimeas(∂B2) = 0, atunci

lim
t→∞

K(t) = lim
t→∞

S(t) + 1

2

∫
B

[
ϱu̇∗i u̇

∗
i + Iijφ̇

∗
iφ

∗
j

]
dV (2.31)

lim
t→∞

D(t) = E(0)− 2 lim
t→∞

K(t) +
1

2

∫
B

[
ϱu̇∗i u̇

∗
i + Iijφ̇

∗
iφ

∗
j

]
dV =

= E(0)− 2 lim
t→∞

S(t) + 1

2

∫
B

[
ϱu̇∗i u̇

∗
i + Iijφ̇

∗
iφ

∗
j

]
dV (2.32)

Concluzie. Remarcăm că relaţiile (2.29) si (2.31), restricţionate la clasa de date
iniţiale pentru care u∗i = φ∗

i = 0, demonstrează echiparƟţia asimptoƟcă pentru
energiile cineƟcă şi de deformaţie.



Capitolul 3

Dislocări seismice în corpuri
termoelasƟce cu microstructură

Teoria corpurilor solide termoelasƟce cu microstructură a fost elaborată pentru
prima oară de către Eringen [18].

Această teorie include rotaţii intrinseci şi exƟnderi şi contracţii microstructurale.
Scopul acestei teorii este de a elimina discrepanţele dintre elasƟciatatea clasică
şi experimente, deoarece elasƟcitatea clasică nu a reușit să prezinte rezultate
acceptabile atunci când efectele materialelor cu microstructură s-au dovedit a
contribui semnificaƟv la deformările generale ale corpului, de exemplu, în cazul
corpurilor granulare cu molecule mari (de exemplu, polimeri), grafit sau oase
umane.

Aceste cazuri devin din ce în ce mai importante în proiectarea și fabricarea
materialelor moderne, întrucât efectele acestei tehnologii devin esențiale în
predicția comportamentului mecanic general al acestor materiale. Alte aplicații ale
acestei teorii sunt materialele compozite și diverse materiale poroase.

Această teorie poate fi uƟlă în aplicațiile care se ocupă cu materialele poroase
precum materiale geologice, materiale granulate solide și multe altele.

Acest capitol reprezintă un prim pas către o mai bună înțelegere a noţiunii de
microstructură şi tensiune termică în studiul materialelor enumerate mai sus.

27
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Relațiile de reciprocitate care apar în acest studiu consƟtuie un instrument teoreƟc
puternic în studiile legate de propagarea undelor seismice. De asemeena, această
abordare a mediilor cu microstructură este foarte uƟlă în înţelegerea problemelor
cutremurelor.

Scopul acestui studiu este de a obţine o relaţie de Ɵp Hoop-Knopoff pentru câmpul
deplasărilor în contextul mediilor termoelasƟce cu microstructură. Apoi, ca o
consecinţă este obţinută o expresie a încărcărilormediului, echivalentă cu dislocarea
seismică.

3.1 Ecuaţii de bază

Considerăm ui componenetele vectorului deplasare şi φi componentele
vectorului micrototaţie. Vom nota cu ω funcţia microstructură şi cu θ temperatura
măsurată de la temperatura absolută din configuraţia de referinţă T0 : θ = T − T0.

Vom nota cu tij componentele tensorului tensiune şi cu mij componentele
tensorului cuplu tensiune care acţionează asupra regiunii B a spaţiului Euclidian
tridimensional. De asemenea, cu λi vom nota componentele vectorului
microtensiune.

Ecuaţiile de bază din teoria dinamică a corpurilor termoelasƟce cu microstructură,
[18], [19], [50], sunt:

- ecuaţiile de mişcare:

tji,j + ϱFi = ϱüi,

mji,j + εijktjk + ϱGi = Iijφ̈j ; (3.1)

- ecuaţiile de echilibru ale forţelor care acţionează asupra corpului

λi,i − s+ ϱL = Jω̈. (3.2)

Ecuaţia energiei este dată de:

ϱT0η̇ = qi,i + ϱr. (3.3)
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Pentru un material termoelasƟc cu microstructură anizotropc şi omogen, ecuaţiile
consƟtuƟve au următoarea formă:

tij = Aijrs εrs +Bijrsµrs +Dijrγr + aijω − Eijθ,

mij = Brsij εrs + Cijrsµrs + Eijrγr + bijω −Dijθ,

λi = Drsi εrs + Ersiµrs + Cijγj + diω − Liθ,

s = aij εij + bijµij + diγi +mω − αθ, (3.4)

η = η0 + Eij εij +Dijµij + Liγi + αω +
a

T0
θ,

qi = kijθ,j .

undeAijrs,Bijrs,Cijrs,Dijr,Eijr, aij , bij , cij , di,Eij ,Dij ,Li,m, α, a şi kij sunt
coeficienţii consƟtuƟvi caracterisƟci.

Componentele tensorului deformaţie εij , µij şi γi sunt definiţi de ecuaţiile
geometrice:

εij = uj,i + εijkφk, µij=φj,i, γi = ω,i, (3.5)

unde εijk este simbolul alternant.

Coeficienții consƟtuƟvi respectă următoarele relații de simetrie:

Aijrs = Arsij , Cijrs = Crsij , Cij = Cji, kij = kji. (3.6)

Se poate considera o constantă poziƟvă λ0 care există asƞel încât:

Iijξiξj ≥ λ0ξiξi, ∀ξi.

De asemenea, legea a doua a termodinamicii implică că:

kijξiξj ≥ 0, ∀ξi. (3.7)

Vom nota în conƟnuare cu ti componentele tracțiunii de suprafață, mi

componentele cuplului de suprafață, p tracţiunea de microsuprafaţă şi q fluxul
termic. Aceste canƟtăţi sunt definite de:

ti = tjinj , mi = mjinj , p = λini, q = qini,

în punctele regulate ale suprafeței ∂B.
Aici, ni sunt componentele normalei exterioare la suprafaţa ∂B.
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Împreună cu sistemul de ecuaţii (3.1)-(3.5) vom considera următoarele condiţii
iniţiale:

ui(x, 0) = u0i (x), u̇i(x, 0) = u1i (x),

φi(x, 0) = φ0
i (x), φ̇i(x, 0) = φ1

i (x), x ∈ B̄ (3.8)
ω(x, 0) = ω0(x), ω̇(x, 0) = ω1(x)

θ(x, 0) = θ0(x),

şi următoarele condiţii pe fronƟeră:

ui = ūi pe ∂B1 × [0, t0), ti = t̄i pe ∂Bc1 × [0, t0),

φi = φ̄i pe ∂B2 × [0, t0), mi = m̄i pe ∂Bc2 × [0, t0), (3.9)
ω = ω̄ pe ∂B3 × [0, t0), p = p̄ pe ∂Bc3 × [0, t0),

θ = θ̄ on ∂B4 × [0, t0), q = q̄ pe ∂Bc4 × [0, t0),

unde t0 este un moment de Ɵmp care poate fi infinit.

Prin soluţie a problemei mixte cu date iniţiale şi pe fronƟeră pentru corpurile
dipolare termoelasƟce cu goluri într-un cilindru Ω0 = B × [0, t0) se înţelege
mulţimea ordonată (ui, φi, ω, θ) care saƟsface ecuaţiile (3.1), (3.2) şi (3.3) pentru
orice (x, t) ∈ Ω0, condiţiile pe fronƟeră (3.9) şi condiţiile iniţiale (3.8).

3.2 Rezultate principale

Fieu şi v funcţii definite pe B̄×[0,∞) şi conƟnue pe [0,∞) în raport cu variabila
Ɵmp t, pentru fiecare variabilă spaţială x ∈ B̄.
Notăm cu u ∗ v produsul de convoluţie al lui u cu v, care este dat de relaţia de mai
jos:

(u ∗ v)(x, t) =
∫ t

0

u(x, t− τ)v(x, τ)dτ. (3.10)



3.2. REZULTATE PRINCIPALE 31

Introducem în conƟnuare notaţiile:

g(t) = t, h(t) = 1,

fi = ϱg ∗ Fi + ϱ
[
tu1i (x) + u0i (x)

]
,

gi = ϱg ∗Gi + Iij
[
tφ1
j (x) + φ0

j (x)
]
, (3.11)

l = ϱg ∗ L+ J
[
tω1(x) + ω0(x)

]
,

w = ϱh ∗ r + ϱT0η0

Urmând aceeași procedură folosită de Ieşan în [41], este ușor să se demonstreze
următorul rezultat, care ne permite să oferim o formulare alternaƟvă a problemei
inițiale şi cu date pe fronƟeră în care datele inițiale sunt încorporate în câmpul de
ecuații. Teorema următoare are ca scop eliminarea factorilor de inerţie.
Teorema 3.1. Funcţiile ui, φjk, σ, θ, τij , ηij , µijk şi qi saƟsfac ecuaţiile (3.1),
(3.2), (3.3) şi condiţiile iniţiale (3.8) dacă şi numai dacă saƟsfac următorul sistem de
ecuaţii:

g ∗ tji,j + fi = ϱui

g ∗ (mji,j + εijktjk) + gi = Iijφj (3.12)
g ∗ (λi,i − s) + l = Jω

h ∗ qi,i + w = ϱT0η

În următoarele esƟmări, vom folosi formularea (3.12) a problemei mixte. Dorim să
găsim comportamentul mediului considerat atunci când este inclus în B şi există
o suprafaţă disconƟnuă Σ pentru vectorii deplasări şi microrotaţie, pentru funcţia
microstructură şi temperatură. Părţile lui Σ sunt notate cu Σ− şi Σ+.

Fie νi componentele versorului normală la suprafaţaΣ, având sensul de parcurgere
de la (−) către (+).
În această situaţie, pe suprafaţa Σ avem condiţiile

u+i − u−i = Ui, t
+
jinj = t−jinj

φ+
i − φ−

i = Φi, m
+
ijnj = m−

ijnj (3.13)

ω+ − ω− = Ψ, λ+j nj = λ−j nj

θ+ − θ− = Θ, q+j nj = q−j nj

unde f+ şi f− sunt limitele funcţiei f(x) când x aƟnge un punct al părţii (+) sau
(−) al suprafeţei Σ şi Ui, Φi, Ψ şi Θ sunt funcţii predefinite. În acest mod putem
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considera ecuaţiile (3.12) în domeniul B \ Σ.
Considerăm în conƟnuare două sisteme diferite de încărcări ale corpului:

G(α) =
{
F

(α)
i , G

(α)
i , L(α), r(α), ū

(α)
i , φ̄

(α)
i , ω̄

(α)
i , θ̄(α),

t̄
(α)
i , m̄

(α)
i , h̄(α), q̄(α), Ui, Φi, Ψ, Θ

}
, α = 1, 2

şi două soluţii corespunzătoare:

S(α)=
{
u
(α)
i , φ

(α)
i , ω(α), θ(α), ε

(α)
ij , µ

(α)
ij , t

(α)
ij , m

(α)
ij , λ

(α)
i , s(α), q

(α)
i

}
, α=1, 2

Pentru uşurarea calculelor, introducem notațiile:

ti = tijnj , Ti = t+ijnj

mi = mijnj , Mi = m+
ijnj (3.14)

λ = λini, Λ = λ+i ni

q = qini, Q = q+i ni

În teorema următoare demonstrăm o relaţie de reciprocitate de Ɵp Beƫ care
consƟtuie un rezultat teoreƟc puternic în evaluarea teoriei producerii cutremurelor
şi în studiile legate de propagarea undelor seismice. Acest rezultat poate fi
interpretat asƞel: un efect asupra unui mediu poate fi stabilit pe baza unui efect
cunoscut deja.

Teorema 3.2. Dacă un corp termoelasƟc cu microstructură este supus la două
sisteme de încărcări G(α) atunci între soluţiile corespunzătoare S(α) există



3.2. REZULTATE PRINCIPALE 33

următoarea relaţie de reciprocitate:

∫
B

(
f
(1)
i ∗ u(2)i + g

(1)
i ∗ φ(2)

i + l(1) ∗ ω(2) − 1

T0
g ∗ w(1) ∗ θ(2)

)
dV +

+

∫
∂B

g ∗
(
t
(1)
i ∗ u(2)i +m

(1)
i ∗ φ(2)

i + λ(1) ∗ ω(2) − 1

T0
h ∗ q(1) ∗ θ(2)

)
dA−

−
∫
Σ

g ∗
(
T

(1)
i ∗ U (2)

i +M
(1)
i ∗ Φ(2)

i + Λ(1) ∗Ψ(2) − 1

T0
h ∗Q(1) ∗Θ(2)

)
dA =(3.15)

=

∫
B

(
f
(2)
i ∗ u(1)i + g

(2)
i ∗ φ(1)

i + l(2) ∗ ω(1) − 1

T0
g ∗ w(2) ∗ θ(1)

)
dV +

+

∫
∂B

g ∗
(
t
(2)
i ∗ u(1)i +m

(2)
i ∗ φ(1)

i + λ(2) ∗ ω(1) − 1

T0
h ∗ q(2) ∗ θ(1)

)
dA−

−
∫
Σ

g ∗
(
T

(2)
i ∗ U (1)

i +M
(2)
i ∗ Φ(1)

i + Λ(2) ∗Ψ(1) − 1

T0
h ∗Q(2) ∗Θ(1)

)
dA

Pentru a ilustra rezultatele teoreƟce obţinute în secțiunile anterioare, prezentăm
câteva rezultate numerice luând în considerare condițiile inițiale date în relațiile
(3.8).

Fig. 3.1 arată variaţia 3D a deplasării în raport cu Ɵmpul şi spaţiul. Deoarece noi
suntem interesaţi doar de valorile poziƟve ale Ɵmpului, se observă că deplasarea
creşte rapid.

Variaţia 3D a funcţiei microstructură în raport cu Ɵmpul şi spaţiul este prezentată în
figura 3.2. Se observă că pentru o creştere a Ɵmpului funcţia microstructură Ɵnde
să devină constantă şi suprafaţa microstructură devine paralelă cu planul xOt.
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Figura 3.1: Variaţia deplasării
u(x, t) Figura 3.2: Variaţia lui ω(x, t)

În figura 3.3 este reprezentată variaţia funcţiei microrotaţie, iar în figura 3.4 este
reprezentată variaţia temperaturii cu creşterea lui x.

Figura 3.3: Variaţia lui ϕ(x, t) Figura 3.4: Variaţia lui θ(x, t)
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Figura 3.5: Comportamentul
deplasării u(x, t) la diferite valori
de Ɵmp

Figura 3.6: Comportamentul
funcţiei microstructură ω(x, t) la
diferite valori de Ɵmp

Fig. 3.5 prezintă profilul deplasărilor u(x, t) pentru x la diferite valori de Ɵmp.
Deplasarea aƟnge un maxim pentru toţi Ɵmpii aleşi pentru x ∈ (−2.5;−2.35).
Deplasarea este o funcție crescătoare în raport cu spaţiul pentru x ∈ [−5;−2.5] ∪
[3.4; 6.3], şi este o funcţie descrescătoare pentru x ∈ (−2.5; 3.4) şi Ɵnde la o stare
stabilă.

Fig. 3.6 prezintă profilul microstructurii ω(x, t) în raport cu x la diferite momente
de Ɵmp. Microstructura este o funcţie crescătoare în raport cu Ɵmpul.

Profilul funcţiei microrotaţie ϕ(x, t) este prezentat în figura 3.7 pentru patru
momente de Ɵmp. Funcţia microrotaţie este o funcţie descrescătoare în raport cu
Ɵmpul, aşa cum se poate observa în figura 3.7.

Fig. 3.8 prezintă profilul temperaturilor θ(x, t)pentrux la diferitemomente deƟmp.
Temperatura corpului este o funcţie crescătoare în raport cu Ɵmpul pentru x > 0.
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Figura 3.7: Profilul microrotaţiei
ϕ(x, t) la diferite valori de Ɵmp

Figura 3.8: Profilul
temperaturilor θ(x, t) la diferite
valori de Ɵmp

Se observă că pentru valori mai mari decât x = 3.2 vectorul deplasare
devine constant pentru un anumit Ɵmp considerat. Funcția microstructură crește
asimptoƟc pentru x = 5. Vectorul microrotație se stabilizează pentru oricemoment
de Ɵmp când x este în intervalul (3.6, 3.85). Temperatura crește pentru x ∈
(−5, −3.5), descrește pentru x ∈ (−3.5, 0) și crește asimptoƟc pentru x = 5.

În absența disconƟnuităților obținem generalizarea în contextul termoelasƟcității
corpurilor termoelasƟce cu microstructură, a rezultatelor anterioare stabilite în
termoelastodinamica clasică.

Deducem că efectul disconƟnuităților de-a lungul suprafeţei Σ poate fi reprezentat
de sarcini suplimentare externe ale corpului și de alimentarea cu căldură.

Deși aceste discoonƟnuităţi ar trebui să acționeze într-unmediu ideal și este evident
că nu pot reprezenta forțe reale care acționează înmediul real, ele pot furniza totuși,
așa cum s-a arătat în lucrările [35], [36] şi [44], un instrument teoreƟc uƟl deoarece
dacă două dislocări au aceeași forță echivalentă, ele emit aceeași radiație.



Capitolul 4

Comportamentul spaţial în
termoelasto-dinamica corpurilor
cu dublă porozitate

Mediile elasƟce poroase sunt un caz special de solide cu microstructură. Bazele
studiilor privind materialele poroase sunt stabilite de Goodman și teoria granulară
a lui Cowin, [33]. În această teorie, densitatea de masă este scrisă ca produsul
dintre două funcții: densitatea materialului matrită și funcția porozitate (fracția
volumetrică).

În cazul porozității duble a unui material, cele două Ɵpuri de porozitate sunt date
de: o macroporozitate legată de porii corpului și o microporozitate dată de golurile
existente în corpul solid. Interesul față de materiale cu porozitate dublă datează cu
mai mult de cincizeci de ani în urmă. BarenblaƩ și colaboratorii, [5], [4] au propus
un model matemaƟc pentru corpurile cu structură dublă de porozitate.

Imposibilitatea localizării în Ɵmp a soluțiilor este demonstrată de Quintanilla, [65]
în cazul termoelasƟcității liniare cu goluri, însă, nu a fost încă tratată în cazul
materialelor cu dublă porozitate.

Problema înapoi în Ɵmp a fost considerată prima dată de Serrin, [66], care a
stabilit rezultate de unicitate pentru ecuaţiile Navier-Stokes înapoi în Ɵmp. Criterii

37
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de unicitate și stabilitate pentru ecuațiile Navier-Stokes înapoi în Ɵmp au fost
demonstrate mai târziu de Knops și Payne, [45] și Galdi și Straughan, [31].

În contextul teoriei liniare a dinamicii termoelasƟcității, problema înapoi în Ɵmp
pentru medii poroase este considerată a fi o problemă cu date pe fronƟeră, asƞel
încât datele finale sunt atribuite la momentul t = 0. Criterii de unicitate pentru
soluția problemei înapoi în Ɵmppentrumedii poroase au fost obținute de Pasarella&
co, [62].

Acest capitol este structurat asƞel: secțiunea 2 descrie ecuațiile de bază pentru
problema înapoi în Ɵmp în cazul materialelor cu structură dublă de porozitate și
enumeră condițiile impuse parametrilor. Secțiunea 3 se referă la imposibilitatea
localizării în Ɵmp a soluțiilor pentru problema înapoi în Ɵmp. În secțiunea 4 este
obţinută o alternaƟvă Phragmen-Lindelof pentru cazul cilindrilor semi-infiniţi. În
finalul studiului se obține o limită superioară pentru amplitudine atunci când soluția
descrește în Ɵmp. În secțiunile 5-7 este tratată problema înapoi în Ɵmp în cazul
materialelor cu structură dublă de porozitate și micropemperaturi.

4.1 Ecuaţii de bază

Ecuațiile de evoluție care guvernează problema termoelasƟcității cu structura de
porozitate dublă sunt:

tji,j = ρ0üi

σj,j + ξ = k1ϕ̈ (4.1)

τj,j + ζ = k2ψ̈

unde: ρ0 este densitatea de masă, k1, k2 sunt coeficienții de inerție echilibrată,
σj , τj sunt vectorii tensiune echilibraţi, ξ, ζ sunt forţele intrinseci echilibrate ale
corpului, tij sunt tensorii tensiune, ui este deplasarea şi ϕ, ψ sunt câmpurile de
volum fracţional din configuraţia de referinţă.

Ecuaţia energiei are forma:

ρ0T0η̇ = Qj,j (4.2)

unde T0 este temperatura constantă absolută a corpului din configuraţia de
referinţă, η este entropia,Qj este fluxul de căldură.
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Considerăm următoarele ecuaţii consƟtuƟve ale teoriei liniare pentru materile
centrosimetrice:

tij = Cijkluk,l +Bijϕ+Dijψ − βijθ

σi = αijϕ,j + bijψ,j

τi = bjiϕ,j + γijψ,j

ξ = −Bijui,j − α1ϕ− α3ψ + γ1θ (4.3)
ζ = −Dijui,j − α3ϕ− α2ψ + γ2θ

ρ0η = βijui,j + γ1ϕ+ γ2ψ + aθ

Qi = κijθ,j

unde κij este tensorul de conducƟvitate termică, βij este tensorul dilatării termice,
Cijkl este tensorul de elasƟcitate, Bij , Dij , αij , bij , γij , α1, α2, α3, γ1, γ2, a sunt
funcții care sunt Ɵpice în această teorie.

Introducem ecuațiile consƟtuƟve în ecuațiile de evoluție. Obținem sistemul de
ecuații pentru termoelasƟcitatea cu porozitate dublă:

ρ0üi = (Cjikluk,l +Bjiϕ+Djiψ − βjiθ),j (4.4a)

k1ϕ̈ = (αijϕ,i + bijψ,i),j −Bijui,j − α1ϕ− α3ψ + γ1θ (4.4b)

k2ψ̈ = (bijϕ,i + γijψ,i),j −Dijui,j − α3ϕ− α2ψ + γ2θ (4.4c)

aθ̇ =
(κijθ,i),j

T0
− βij u̇i,j − γ1ϕ̇− γ2ψ̇ (4d*)

Imposibilitatea localizării soluțiilor sistemului de mai sus constă demosntrarea
unicităţii soluţiilor problemei înapoi în Ɵmp. Sistemul de ecuații care guvernează
problema întoarcerii înapoi în Ɵmp este descris de același set de ecuații (4.4a)-(4.4c)
în Ɵmp ce (4d*) devine

aθ̇ = −
(κijθ,i),j

T0
− βij u̇i,j − γ1ϕ̇− γ2ψ̇ (4d)

deoarece problema cu datele finale s-a transformat într-o problemă cu date iniţiale.
Coeficienții consƟtuƟvi sunt simetrici:

Cijkl = Cklij ; αij = αji; bij = bji; γij = γji; κik = κji



40 CAPITOLUL 4. MEDII CU DUBLĂ POROZITATE

În cele ce urmează trebuie să impunem poziƟvitatea tensorului de conducƟvitate
termică κij :

κijηiηj ≥ k0ηiηi (a.1)

pentru fiecare vector ηi, unde k0 > 0.

Vom lua în considerare următoarele ipoteze privind densitatea de masă ρ,
coeficienții de inerție k1 şi k2 și capacitatea termică a:

ρ(x) ≥ ρ0 > 0; k1(x) ≥ k10 > 0; k2(x) ≥ k20 > 0; a(x) ≥ a0 > 0
(a.2)

Vom considera a > 0 deoarece energia trebuie să fie poziƟvă. Asƞel, avem
următoarea inegalitate

Cijklui,juk,l + αijϕ,iϕ,j + γijψ,iψ,j + 2bijϕ,iψ,j + 2Bijui,jϕ+ (a.3)
+2Dijui,jψ + α1ϕ

2 + α2ψ
2 + 2α3ϕψ >

> C∗(ui,jui,j + ϕ,iϕ,i + ψ,iψ,i + ϕ2 + ψ2)

Ipoteza (a.1) este legată de inegalitatea produsului de entropie care se ia în
considerare la efectul termic. Presupunerea (a.2) este legată de poziƟvitatea
funcţiilor specifice, iar presupunerea (a.3) ne dă informația că energia internă este
poziƟv dfinită.

4.2 Imposibilitatea localizării în Ɵmp

În această secțiune demonstrăm, pentru un domeniu mărginit B cu fronƟera ∂B,
imposibilitatea localizării în Ɵmp a soluției care constă în demosntrarea unicităţii
soluției pentru problema întoarcerii temporale. Presupunem că fronƟera ∂B
a domeniului B este suficient de netedă pentru a aplica teorema divergenței.
Propunem condițiile inițiale:

ui(X, 0) = u̇i(X, 0) = ϕ(X, 0) = ϕ̇(X, 0) = 0 (4.5)

ψ(X, 0) = ψ̇(X, 0) = θ(X, 0) = 0, X ∈ B

şi condiţiile pe fronƟeră:

ui(X, t) = ϕ(X, t) = ψ(X, t) = θ(X, t) = 0, X ∈ ∂B, t ≥ 0 (4.6)
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În următoarele calcule vrem să obținem expresia energiei interne. Folosind
principiul conservării energiei, avem următoarea egalitate:

E1(t) =
1

2

∫
B

(
ρ0u̇iu̇i + k1ϕ̇

2 + k2ψ̇
2 + aθ2 + Cijklui,juk,l + αijϕ,iϕ,j

)
dV+

+

∫
B

(γijψ,iψ,j + 2bijϕ,iψ,j + 2Bijui,jϕ+ 2Dijui,jψ+ (4.7)

+ α1ϕ
2 + α2 + ψ2 + 2α3ϕψ

)
dV =

t∫
0

∫
B

κijθ,iθ,jdV ds

respecƟv:

E2(t) =
1

2

∫
B

(
ρ0u̇iu̇i + k1ϕ̇

2 + k2ψ̇
2 − aθ2 + Cijklui,juk,l + αijϕ,iϕ,j

)
dV+

+

∫
B

(γijψ,iψ,j + 2bijϕ,iψ,j + 2Bijui,jϕ+ 2Dijui,jψ+ (4.8)

+ α1ϕ
2 + α2 + ψ2 + 2α3ϕψ

)
dV =

= −
t∫

0

∫
B

(
κijθ,iθ,j − 2γ1θϕ̇− 2γ2θψ̇ − 2u̇i(βijθ),j

)
dV ds

Luând în considerare ecuațiile de bază (4.4a)-(4d), condiţiile iniţiale (4.5) şi condiţiile
pe fronƟeră (4.6)obţinem egalitatea:

∫
B

(
ρu̇iu̇i + k1ϕ̇

2 + k2ψ̇
2 − aθ2

)
dV =

∫
B

(Cijklui,juk,l + αijϕ,iϕ,j+

+ γijψ,iψ,j + 2bijϕ,iψ,j + 2Bijui,jϕ+ 2Dijui,jψ+ (4.9)
+ α1ϕ

2 + α2ψ
2 + 2α3ϕψ

)
dV

În următoarele calcule vrem să demonstrăm imposibilitatea localizării soluțiilor în
teoria cu dublă porozitate.
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Din (4.8) şi (4.9) avem următoarea expresie pentru E2(t):

E2(t) =

∫
B

(Cijklui,juk,l + αijϕ,iϕ,j + γijψ,iψ,j + 2bijϕ,iψ,j + 2Bijui,jϕ+

+ 2Dijui,jψ + α1ϕ
2 + α2ψ

2 + 2α3ϕψ
)
DV =

= −
t∫

0

∫
B

(
κijθ,iθ,j − 2γ1θϕ̇− 2γ2θψ̇ − 2u̇i (βijθ),j

)
dV ds

Dacă considerăm εo constantă poziƟvă destul demică, putem scrie expresia energiei
sub forma:

E(t) = E2(t) + εE1(t), ε ∈ (0, 1)

Pentru ε ∈ (0, 1) avem următoarea relație:

E(t) = −(1− ε)

t∫
0

∫
B

κijθ,iθ,jdV ds+ 2

t∫
0

∫
B

γ1θϕ̇dV ds+

+2

t∫
0

∫
B

γ2θψ̇dV ds+ 2

t∫
0

∫
B

u̇i (βijθ),j dV ds

de unde:

dE(t)

dt
= −(1−ε)

∫
B

κijθ,iθ,jdV ds+2

∫
B

γ1θϕ̇dV ds+2

∫
B

γ2θψ̇dV ds+2

∫
B

u̇i (βijθ),j dV ds

Folosind inegalitatea mediilor aritmeƟcă și geometrică pentru integralele de mai
sus, există o constantă poziƟvă C asƞel încât:

dE

dt
≤ C

∫
B

(
ρu̇iu̇i + k1ϕ̇

2 + k2ψ̇
2 + aθ2

)
dV

care este echivalentă cu esƟmarea: E(t) ≤ CeC∗t. Pentru t = 0 vom avea
esƟmarea: E(t) ≤ E(0)eC

∗t. Dar, condiţiile iniţiale conduc la E(t) = 0 pentru
fiecare t ≥ 0 care este echivalent cu:

u̇i = 0; ϕ̇ = 0; ψ̇ = 0; θ = 0 ⇔ ui = C1;ϕ = C2;ψ = C3; θ = 0
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Ţinând cont de condiţiile iniţiale (4.5) obținem că soluția pentru problema noastră
este soluția nulă:

ui = 0;ϕ = 0;ψ = 0; θ = 0

Acum, putem trage concluzia că dacă (ui, ϕ, ψ, θ) este o soluție a problemei înapoi
în Ɵmp (4.4a)-(4d) cu condiţiile iniţiale (4.5) şi condiţiile pe fronƟeră (4.6), atunci
singura soluție a problemei reduse la o problemă cu date iniţiale este soluția nulă
ui = ϕ = ψ = θ = 0.

4.3 AlternaƟva Phragmen-Lindelof

Considerăm că solidul ocupă un cilindru prismaƟc semi-infinit B = D × [0,∞)
unde am notat cu D o secțiune transversală în acest cilindru. Presupunem că
fronƟera acestei secţiuni este o curbă conƟnuu diferenţiabilă pe porţiuni notată cu
∂D suficient de netedă pentru a aplica teorema divergenţei. Notăm cuΠ suprafaţa
laterală a cilindrului: Π = ∂D × (0,∞).

Cilindrul este considerat a fi liber de sarcini pe suprafața laterală a fronƟerei.
Condițiile pe fronƟera laterală sunt:

ui(X, t) = 0;ϕ(X, t) = 0;ψ(X, t) = 0; θ(X, t) = 0, (X, t) ∈ Π× (0,∞) (4.10)

Pe baza cilindrului sunt considerate următoarele condiții la limită:

ui(x1, x2, 0, t) = ũi;ϕ(x1, x2, 0, t) = ϕ̃;

ψ(x1, x2, 0, t) = ψ̃; θ(x1, x2, 0, t) = θ̃ (4.11)

În această secţiune vom obţine o alternaƟvă Phragmén-Lindelöf, (5.15), pentru
soluția dintr-o anumită clasă a problemei determinată de sistemul (4.4a)-(4d) cu
condiţiile pe fronƟeră (4.11) şi cu condiţiile iniţiale nule (4.10). Propunem să
esƟmăm valoarea absolută a unei funcții considerate, Hω(z.t) prin intermediul
derivatelor sale spațiale.
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Definim funcţia:

Hω(z, t) =

t∫
0

∫
D(z)

e−2ωs [Ci3kluk,l +Bi3ϕ+Di3ψ − β3iθ] u̇idads+

+

t∫
0

∫
D(z)

e−2ωs [αi3ϕ,i + bi3ψ,i] ϕ̇dads+ (4.12)

+

t∫
0

∫
D(z)

e−2ωs [b3iϕ,i + γi3ψ,i] ψ̇dads+

+

t∫
0

∫
D(z)

e−2ωs [Ki3θ,i] θ̇dads

undeKij =
κij

T0
.

Aici, notăm cuD(z) secțiunea transversală a cilindrului la o distanță z de bază, care
este:

D(z) = {X ∈ B|x3 = z}

Mai mult, vrem să esƟmăm valoarea absolută a lui Hω în funcţie de derivata sa
spaţială, pentru a obține o inegalitate diferențială, asƞel încât:

|Hω| ≤ Cω
∂Hω

∂z
(4.13)

Această inegalitate este cunoscută în studiul esƟmării spațiale și reprezintă o
alternaƟvă Phragmén-Lindelöf.

Pentru următoarele calcule este necesar să se ia în considerare ipoteza (a.3), în
această situație, energia internă ne conduce la următoarea inegalitate:

Φ ≥ ρu̇iu̇i + k1ϕ̇
2 + k2ψ̇

2 + aθ2 + C∗ (ui,jui,i + ϕ,iϕ,i + ψ,iψ,i + ϕ2 + ψ2
)

Din inegalitatea (4.13) obținem dubla inegalitate:

−Cω
∂Hω

∂z
≤ Hω ≤ Cω

∂Hω

∂z
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care este echivalentă cu următoarele inegalități:

−∂Hω

∂z
≤ 1

Cω
Hω (4.14)

∂Hω

∂z
≥ 1

Cω
Hω (4.15)

Daca exista z0 ≥ 0 asƞel încât Hω(z0, t) > 0 atunci Hω(z, t) > 0 pentru z ≥ z0.
Cu ajutorul lui Flavin, [22], din (4.15) obţinem:

Hω(z, t) ≥ Hω(z0, t)e
z−z0
Cω (4.16)

Această esƟmare oferă informații în ceea ce privește măsura definită în cilindru. Pe
baza acestei considerente, observăm că termenul de mai jos:

e−2ωt

2

∫
R(0,z))

Φ(t)dz +

t∫
0

∫
R(0,z)

e−2ωs [ωΦ(s) +Kijθ,iθ,j ] dads

cu R(0, z) = {X ∈ B|x3 < z} Ɵnde exponențial spre infinit. În caz contrar,
Hω(z, t) ≤ 0 pentru orice z ≥ 0.

Conform cu Flavin, [22], o cuadratură pe (4.14) conduce la inegalitatea:

−Hω(z, t) ≤ Hω(0, t)e
− z

Cω (4.17)

UlƟma inegalitate implică căHω(z, t) → 0 pentru z → ∞. Pe baza acestei esƟmări
observăm că:

Eω(z, t) ≤ Eω(0, t)e
− z

Cω , z ≥ 0 (4.18)

unde

Eω(z, t) =
e−2ωt

2

∫
R(z))

Φ(t)dz +

t∫
0

∫
R(z)

e−2ωs [ωΦ(s) +Kijθ,iθ,j ] dads

şiR(z) = {X ∈ B|z < x3}.
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4.4 Limita superioară a lui Eω în ceea ce privește
condițiile la limită

Pentru a avea o descriere completă a esƟmării (4.17) trebuie să obținem o limită
superioară pentruEω(0, t) în ceea ce privește condițiile la limită(4.10). Considerăm
în cele ce urmează funcțiile vi(x, t), µ(x, t), ν(x, t), ξ(x, t) asƞel încât acestea să
îndeplinească condițiile la limită și să Ɵndă către zero atunci când x3 Ɵnde către∞:

−Hω(z, t) =−
t∫

0

∫
D(0)

e−2ωs [Ci3kluk,l +Bi3ϕ+Di3ψ − β3iθ] v̇idads+

+

t∫
0

∫
D(0)

e−2ωs [αi3ϕ,i + bi3ψ,i] µ̇dads+ (4.19)

+

t∫
0

∫
D(0)

e−2ωs [b3iϕ,i + γi3ψ,i] ν̇dads+

+

t∫
0

∫
D(0)

e−2ωsKi3θ,iξdads

Aplicând teorema divergenței și luând în considerare sistemul de ecuații (4.4a)-(4d),
ecuaţia (4.19) va avea următoarea formă:

−Hω(z, t) =

t∫
0

∫
R

e−2ωs
[
ρ0üiv̇i +

(
k1ϕ̈+Bijui,j + α1ϕ+ α3ψ − γ1θ

)
ν̇+

+
(
k2ψ̈ +Dijui,j + α3ϕ+ α2ψ − γ2θ

)
µ̇+

+
(
aθ̇ + βij u̇i,j + γ1ϕ̇+ γ2ψ̇

)
ξ
]
dads+ (4.20)

+

t∫
0

∫
R

e−2ωs [Cijkluk,lv̇i,j +Bijϕv̇i,j +Dijψv̇i,j −

− βijθv̇i,j + αijϕ,iν̇,j + bijψ,iν̇,j + bijϕ,iν̇,j+

+γijψ,iν̇,j +Kijθ,iξ,j ] dads
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Luând în considerare inegalitățile mediilor aritmeƟce şi geometrice, noua formă
pentru−Hω(0, t) va fi:

−Hω(0, t) ≤ −ε∗ −Hω(0, t) + ε∗1

t∫
0

∫
R

e−2ωsv̇iv̇idads+ ε∗2

t∫
0

∫
R

e−2ωsv̈iv̈idads+

+ ε∗3e
−2ωt

∫
R

v̇iv̇ida+ ε∗4

t∫
0

∫
R

e−2ωsν̇2dads+ ε∗5

t∫
0

∫
R

e−2ωsν̈2dads+

+ ε∗6e
−2ωt

∫
R

ν̇2da+ ε∗7

t∫
0

∫
R

e−2ωsµ̇2dads+ ε∗8

t∫
0

∫
R

e−2ωsν̈2dads+

+ ε∗9e
−2ωt

∫
R

ν̇2da+ ε∗10

t∫
0

∫
R

e−2ωsξ2dads+ ε∗11

t∫
0

∫
R

e−2ωsξ̇2dads+

+ ε∗12e
−2ωt

∫
R

ξ2da+ ε∗13

t∫
0

∫
R

e−2ωsv̇i,j v̇i,jdads+ ε∗14

t∫
0

∫
R

e−2ωsµ̇,iµ̇,idads+

+ ε∗15

t∫
0

∫
R

e−2ωsν̇,iν̇,idads+ ε∗14

t∫
0

∫
R

e−2ωsξ̇,iξ̇,idads

unde ε∗ depinde de coeficienții descriși mai sus. În conƟnuare trebuie să luăm în
considerare condițiile pe fronƟeră:

vi = ũi(x1, x2, t)e
−mx3 ;µ = ϕ̃(x1, x2, t)e

−mx3 ; (4.21)

ν = ψ̃(x1, x2, t)e
−mx3 ; ξ = θ̃(x1, x2, t)e

−mx3 ;m > 0

Vom considera ε∗ suficient de mic. Alegem ε̃i suficient de mic, în mod parƟcular
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considerăm ε∗ = 1
2 . Asƞel vom obţine esƟmarea:

−Hω(0, t) ≤
1

m
{ε∗1

t∫
0

∫
D(0)

e
−2ωs ˙̃ui(x1, x2, t) ˙̃ui(x1, x2, t)dads+ ε

∗
12e

−2ωt
∫

D(0)

θ̃
2
(x1, x2, t)dads+

+ ε
∗
2

t∫
0

∫
D(0)

e
−2ωs ¨̃ui(x1, x2, t)¨̃ui(x1, x2, t)dads+ ε

∗
3e

−2ωt
∫

D(0)

˙̃ui(x1, x2, t) ˙̃ui(x1, x2, t)dads+

+ ε
∗
4

t∫
0

∫
D(0)

e
−2ωs ˙̃

ϕ
2
(x1, x2, t)dads+ ε

∗
5

t∫
0

∫
D(0)

e
−2ωs ¨̃

ϕ
2
(x1, x2, t)dads+

+ ε
∗
6e

−2ωt
∫

D(0)

˙̃
ϕ
2
(x1, x2, t)dads+ ε

∗
7

t∫
0

∫
D(0)

e
−2ωs ˙̃

ψ
2
(x1, x2, t)dads+

+ ε
∗
8

t∫
0

∫
D(0)

e
−2ωs ¨̃

ψ
2
(x1, x2, t)dads+ ε

∗
9e

−2ωt
∫

D(0)

˙̃
ψ

2
(x1, x2, t)dads+

+ ε
∗
10

t∫
0

∫
D(0)

e
−2ωs

θ̃
2
(x1, x2, t)dads+ ε

∗
11

t∫
0

∫
D(0)

e
−2ωs ˙̃

θ
2
(x1, x2, t)dads+

+ ε
∗
13

t∫
0

∫
D(0)

e
−2ωs

[ ˙̃ui,α(x1, x2, t) ˙̃ui,α(x1, x2, t) +m
2 ˙̃ui(x1, x2, t) ˙̃ui(x1, x2, t)]dads+

+ ε
∗
14

t∫
0

∫
D(0)

e
−2ωs

[
˙̃
ϕ,α(x1, x2, t)

˙̃
ϕ,α(x1, x2, t) +m

2 ˙̃
ϕ
2
(x1, x2, t)]dads+

+ ε
∗
15

t∫
0

∫
D(0)

e
−2ωs

[
˙̃
ψ,α(x1, x2, t)

˙̃
ψ,α(x1, x2, t) +m

2 ˙̃
ψ

2
(x1, x2, t)]dads+

+ ε
∗
16

t∫
0

∫
D(0)

e
−2ωs

[
˙̃
ϕ,α(x1, x2, t)θ̃,α(x1, x2, t) +m

2
θ̃
2
(x1, x2, t)]dads}

Prin urmare, am obținut o esƟmare pentru−Hω(0, t) care va conduce la esƟmarea
Eω(z, t) pentru (4.17).

4.5 Ecuaţii de bază pentru materiale cu dublă
porozitate şi microtemperaturi

Scopul acestui studiu este de a arăta că în cazul termoelasƟcității cu structură
dublă de porozitate și microtemperaturi singura soluție care descreşte după un
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Ɵmp finit este soluția nulă. În rezultatele anterioare, [7], [8], [47], [48], autorii
au demonstrat că după o mică perioadă de Ɵmp deformările termomecanice sunt
foarte mici și pot fi neglijate. Prezentul studiu reprezintă o conƟnuare a cercetării
privind imposibilitatea localizării în elasƟcitatea termoporoasă cu microtemperaturi
realizată de Quintanilla [64].

Ecuațiile de evoluție care guvernează problema termoelasƟcității cu structura dublă
de porozitate pentru materialele cu microtemperatură în absența termenilor de
alimentare sunt, [7], [8]:

tji,j = ρüi; σj,j + ξ = k1ϕ̈; τj,j + ζ = k2ψ̈; (4.22)

unde: ρ este densitatea de masă, k1, k2 sunt coeficienții de inerție echilibrată,
σj , τj sunt vectorii de tensiune echilibrați, ξ, ζ sunt forțele echilibrate intrinseci
ale corpului , tji sunt tensorii de tensiune, ui este deplasarea, ϕ, ψ sunt câmpurile
fracțiunii de volum din configurația de referință.

Ecuația energiei are următoarea formă:

ρT0η̇ = Qj,j (4.23)

unde T0 este temperatura absolută a corpului din configurația de referință
considerată constantă, η este entropia,Qj este fluxul de căldură.

Ecuația energiei poate fi exprimată ca:

ρε̇i = Qji,j +Qi − qi (4.24)

unde εi reprezintă componentele gradientului de temperatură și qi este media
fluxului de micro-căldură,Qji este primul tensor al momentului fluxului de căldură.

Introducând ecuațiile consƟtuƟve în ecuațiile de evoluție, se obține sistemul de
ecuații pentru termoelasƟcitatea cu porozitate dublă și microtemperaturi:

ρüi = (Cjikluk,l +Bjiϕ+Dijψ − βijθ),j (4.56.a)

k1ϕ̈ = (αijϕ,i + bijψ,i −NijTj),j −Bijui,j − α1ϕ− α3ψ + γ1θ (4.56.b)

k2ψ̈ = (bijϕ,i + γijψ,i −MijTj),j −Dijui,j − α3ϕ− α2ψ + γ2θ (4.56.c)

aθ̇ = −βij u̇i,j − γ1ϕ̇− γ2ψ̇ +
1

T0
(κijθ,j + LijTj),j (4.56.d*)

Pij Ṫj = (AijrsTs,r),j −RijTj − λijθ,j −Nij ϕ̇,j −Mijψ̇,j (4.56.e*)
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Imposibilitatea localizării în Ɵmp a soluţiilor sistemului de mai sus constă în
demonstrarea unicităţii soluţiei problemei înapoi în Ɵmp. Sistemul de ecuații care
descrie problema înapoi în Ɵmp este dat de același set de ecuații ca (4.56.a)-(4.56.c)
în Ɵmp ce (4.56.d*) şi (4.56.e*) se transformă în:

aθ̇ = −βij u̇i,j − γ1ϕ̇− γ2ψ̇ − 1

T0
(κijθ,j + LijTj),j (4.5.d)

Pij Ṫj = − (AijrsTs,r),j +RijTj + λijθ,j −Nij ϕ̇,j −Mijψ̇,j (4.5.e)

Deoarece coeficienții consƟtuƟvi sunt simetrici, au loc relaţiile:

Cijkl = Cklij ;αij = αji; bij = bji;Bij = Bji, Dij = Dji.

Pentru cazul materialelor anizotrope și omogene putem face presupunerea că
tensorii Aijrs, Pij , Nij ,Mij , Lij , Rij , λij sunt de asemenea simetrici:

Aijkl = Alkij , Pij = Pji,Mij =Mji, Lij = Lji, Nij = Nji, Rij = Rji, λij = λji.

În contextul teoriilor cu microtemperatură ca o consecință a inegalității lui
Clausius-Duhem, avem următoarea presupunere, [7]:

κijθ,i + (Lij + T0λij) θ,jTi + T0RijTiTj + T0AjirsTi,jTs,r ≥ 0 (4.25)

În cele ce urmează este necesară impunerea unor condiţii pentru unele funcții și
tensori:

ρ(X) ≥ ρ0 > 0; k1(X) ≥ k
1
0 > 0; k2(x) ≥ k

2
0 > 0; a(x) ≥ a0 > 0; Pijξiξj ≥ p0ξiξi, p0 > 0

(a.1)

κijξiξj + (Lij + T0λij)ξjζi + T0Rijζiζj ≥ C0(ξiξi + ζiζi), C0 > 0, (∀)ξiζi (a.2)

Cijklui,juk,l + αijϕ,iϕ,j + γijψ,iψ,j + 2bijϕ,iψ,j + 2Bijui,jϕ+ 2Dijui,jψ + α1ϕ
2
+ α2ψ

2
+ 2α3ϕψ ≥

≥ C
∗
(
ui,jui,j + ϕ,iϕ,i + ψ,i + ψ,i + ϕ

2
+ ψ

2
)
, αijξiξj ≥ 0; bijξiξj ≥ 0, (∀)ξi (a.3)

Ajirsξijξsr ≥ C1ξijξij , C1 > 0, (∀)ξij (a.4)

Presupunerea (a.1) este legată de caracterisƟcile termomecanice, (a.2) și (a.4) sunt
consecințe ale inegalității Clausius-Duhem, iar (a.3) dă informația că energia internă
este poziƟv definită.
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4.6 Rezultate principale pentru medii dublu poroase cu
microtemperaturi

Să considerăm un domeniu mărginit B cu fronƟera ∂B. Studiul imposibilității
localizării în Ɵmp a soluțiilor problemei întoarcerii în Ɵmp este echivalent cu studiul
unicității soluțiilor pentru problema menționată dată de sistemul de ecuații (4.56.a)
- (4.56.e). Pentru a dovedi unicitatea soluțiilor pentru problema înapoi în Ɵmp, este
suficient să arătăm că numai soluția nulă saƟsface problema noastră cu condiții
inițiale și la limită nule. În următoarele calcule presupunem că domeniul B este
suficient de neted pentru a aplica teorema divergenţei.

Condiţiile iniţiale sunt:

ui(X, 0) = u̇i(X, 0) = ϕ(X, 0) = ϕ̇(X, 0) = 0 (4.26)

ψ(X, 0) = ψ̇(X, 0) = θ(X, 0) = 0, Ti(X, 0) = 0 X ∈ B

şi condiţiile pe fronƟeră:

ui(X, t) = ϕ(X, t) = ψ(X, t) = θ(X, t) = Ti(X, 0) = 0, X ∈ ∂B, t ≥ 0
(4.27)

Folosind teorema divergenței și ținând seama de condițiile la limită, pe baza
principiului conservării energiei, avem:

E1(t) =
1

2

∫
B

(
ρu̇iu̇i + k1ϕ̇

2 + k2ψ̇
2 + aθ2 + PijTjTj + Cijklui,juk,l + 2Bijϕui,j+

+ 2Dijψui,j + αijϕ,jϕ,j + γijψ,jψ,j + 2bijψ,jϕ,j + α1ϕ
2 + 2α3ϕψ + α2ψ

2) dV =
(4.28)

=

t∫
0

∫
B

[
1

T0
(κijθ,iθ,j + LijTiθ,j) +AijrsTs,rTi,j +RijTiTj + λijθ,jTi

]
dV ds
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E2(t) =
1

2

∫
B

(
ρu̇iu̇i + k1ϕ

2 + k2ψ
2 − aθ2 − PijTjTj + Cijkluk,lui,j + 2Bijϕui,j + 2Dijψui,j +

+αijϕ,jϕ,j + 2bijψ,jϕ,j + α1ϕ
22α3ϕψ + γijψ,jψ,j + α2ψ

2) dV =
(4.29)

= −
t∫

0

 1

T0

∫
B

(κijθ,jθ,j + LijTjθ,j +AijrsTs,rTj,i +RijTjTj + λijθ,jTj) dV

 ds+
+

t∫
0

∫
B

[
(βijθ),j u̇i − (MijTj) ψ̇ − (NijTj) ϕ̇+ γ1θϕ̇+ γ2θψ̇

]
dV ds

În următoarea teoremă dorim să demonstrăm imposibilitatea localizării soluțiilor în
teoria cu dublă porozitate și microtemperaturi.
Teorema 4.1. Fie (ui, ϕ, ψ, θ, Ti) o soluție a problemei înapoi în Ɵmp (4.56.a) -
(4.56.e) redusă la o problemă cu date iniţiale, cu condițiile inițiale (4.26) şi condiţiile
pe fronƟeră (4.27). Singura soluţie a problemei considerate este soluţia nulă ui =
ϕ = ψ = θ = Ti = 0.

4.7 EsƟmarea spaţială a mediilor cu dublă porozitate şi
microtemperaturi

Considerămun cilindru prismaƟc semi-infinitB = D×[0,∞) care este ocupat de un
corp cu structură de porozitate dublă şi cu microtemperaturi. CuDnotăm secţiunea
transversală în cilindru. FronƟera secţiunii este o curbă conƟnuu diferenţiabilă pe
porţiuni notată cu ∂D pentru a permite aplicarea teoremei divergenţei. Suprafaţa
laterală a cilindrului este Π = ∂D × (0,∞). Cilindrul este considerat a fi liber de
sarcini pe suprafața laterală a fronƟerei.
Condițiile iniţiale sunt:

ui(X, t) = 0;ϕ(X, t) = 0;ψ(X, t) = 0; θ(X, t) = 0;Ti(X, T ) = 0; (X, t) ∈ Π× (0,∞)
(4.30)
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Pe baza cilindrului se presupun următoarele condiții pe fronƟeră:

ui(x1, x2, 0, t) = ũi;ϕ(x1, x2, 0, t) = ϕ̃;

ψ(x1, x2, 0, t) = ψ̃; θ(x1, x2, 0, t) = θ̃;Ti(x1, x2, 0, t) = T̃i (4.31)

Pentru problema determinată de sistemul (4.5.a) - (4.5.e) cu condițiile inițiale (4.30)
şi condiţiile pe fronƟeră (4.31) vomobţine o alternaƟvă Phragmen-Lindelof necesară
pentru interpretarea comportamentului soluției problemei cu date pe fronƟeră.
Scopul nostru în această secțiune este de a esƟma valoarea absolută a funcției
definiteHω din (4.32) prin intermediul derivatelor spaţiale.

Definim funcţia:

Hω(z, t) =

t∫
0

∫
D(z)

e−2ωs [Ci3kluk,l +Bi3ϕ+Di3ψ − β3iθ] u̇idads+

+

t∫
0

∫
D(z)

e−2ωs [αi3ϕ,i + bi3ψ,i −Ni3Ti] ϕ̇dads+

t∫
0

∫
D(z)

e−2ωs [b3iϕ,i + γi3ψ,i −Mi3Ti] ψ̇dads+ (4.32)

+

t∫
0

∫
D(z)

e−2ωs 1

T0
[κi3θ,i + Li3Ti] θdads+

t∫
0

∫
D(z)

e−2ωs (A3irsTs,r +Ri3Ti + λijθ,i)Tidads

unde D(z) = {X ∈ B|x3 = z} reprezintă secțiunea transversală a cilindrului
la o distanță z de la bază. Prin intermediul teoremei divergenţiei şi prin uƟlizarea
ecuaţiilor de câmp, a condiţiilior iniţiale şi pe fronƟeră, obţinem:

Hω(z + h, t)−Hω(z, t) =
1

2

∫
R(z+h,z)

χω(t)dV, (∀)h > 0 (4.33)

undeR(z + h, z) = {X ∈ B|z < x3 < z + h}.
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Energia internă este:

Φ = ρu̇iu̇i + k1ϕ̇
2 + k2ψ̇

2 + aθ2 + PijTjTj + Cijklui,juk,l ++2Bijui,jϕ+ 2Dijui,jψ+
(4.34)

+ αijϕ,iϕ,j + γijψ,iψ,j + 2bijϕ,iϕ,j + α1ϕ
2 + α2ψ

2 + 2α3ϕψ

asƞel încât

χω(t) = e−2ωtΦ(t) +

t∫
0

e−2ωs

[
2ωΦ(s) + 2

κij
T0
θ,i(s)θ,j(s) + 2

Lij
T0

θ,iTj(s)

(4.35)
+ 2AijrsTs,r(s)Ti,j(s) + 2RijTi(s)Tj(s) + 2λijθ,iTj(s)] ds

În conƟnuare vom introduce următoarea esƟmare:

Eω(z, t) =
e−2ωt

2

∫
R(z))

Φ(t)dz +

t∫
0

∫
R(z)

e−2ωs

[
ωΦ(s) +

1

T0
(κijθ,iθ,j + LijTiθ,j)

(4.36)
+ AijrsTi,jTr,s +RijTiTj + λijTiθ,j ] dads

undeR(z) = {X ∈ B|z < x3}. Observăm că:

Eω(z, t) ≤ Eω(0, t)e
− z

Cω , z ≥ 0 (4.37)

Acum, putem trage următoarele concluzii: dacă (ui, ϕ, ψ, θ, Ti) este o soluție a
problemei înapoi în Ɵmp definită de sistemul (4.56.a)-(4.56.e) cu condiţii iniţiale
nule (4.26) şi condiţiile pe fronƟeră (4.27) atunci există două situaţii: soluţia
saƟsface condiţia asimptoƟcă lim

z→∞
e−

z
Cω

∫
R(z)

χω(t)dv > 0 sau saƟsface esƟmarea

descreşterii.
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Vibrații armonice în dinamica
termoelasƟcă cu dublă
porozitate

Comportamentul spațial al vibrațiilor armonice în Ɵmp în termoelasƟcitatea liniară
clasică a fost studiat de Chirita în [9], evoluția spațială a vibrațiilor în contextul
termoelasƟcității fără disiparea energiei pentru corpurile dipolare a fost studiată
de Marin în [52], evoluția amplitudinii în cazul vibrațiilor armonice ale corpurilor
micropolare a fost studiată de Marin în [53]. Comportarea în spaţiu a soluţiilor
problemei cu structură dublă de porozitate din punctul de vedere al imposibilității
de localizare în Ɵmp a soluțiilor și al unei alternaƟve Phragmen-Lindelof pentru un
cilindru semi-infinit a fost studiat în [26].

În aceast capitol vom considera un material termoelasƟc cu structură dublă de
porozitate care este supus unei vibrații armonice în Ɵmp. Rezultatul principal
constă în obținerea unei relații între amplitudine şi distanţa axială de la capătul
sƟmulat al cilindrului. Deducem esƟmări apriori pentru amplitudinea unei vibrații
armonice prin intermediul unor idenƟtăți auxiliare, [10], [11]. Aceste esƟmări prezic
o anumită descreştere în Ɵmp sau proprietăți de creștere pentru amplitudinea
vibrațiilor armonice. Există clase de vibrații armonice pentru care descreşterea
spaţială în Ɵmp sau proprietățile de creștere sunt de Ɵp exponențial.

55
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Acest capitol este structurat după cum urmează. În secțiunea 2 sunt reaminƟte
ecuațiile de bază și stabilim sistemul general pe care vrem să îl analizăm. În secțiunea
3 este considerat un cilindru prismaƟc format dintr-un material termo-elasƟc
dublu poros care este supus unei vibrații armonice în Ɵmp. Sunt obținute unele
idenƟtăți auxiliare necesare pentru a dovedi rezultatul principal. În secțiunea 4 sunt
demonstrate două legi de conservare care vor conduce la ulƟma teoremă privind
esƟmarea amplitudinii vibrațiilor în starea de echilibru.

5.1 Ecuaţii de bază

Considerăm un corp care ocupă la un moment dat de Ɵmp o regiune regulată B a
spaţiului Euclidian tridimensional şi care este delimitat de suprafaţa ∂B. Sistemul
de axe cartezian este Oxi, (i = 1, 2, 3). Indicii laƟni urmaţi de virgulă reprezintă
derivarea parţială în raport cu coordonatele carteziene şi punctul deasupra literei
reprezintă derivarea parţială în raport cu Ɵmpul.

În absenţa termenilor de alimentare, ecuaţia de evoluţie care guvernează problema
termoelasƟcităţii cu structură de porozitate dublă, este [54]:

tji,j = ρ0üi

σj,j + ξ = k1ϕ̈ (5.1)

τj,j + ζ = k2ψ̈

unde: ρ0 este densitatea de masă, k1, k2 sunt coeficienţii inerţiei echilibrate, σj , τj
sunt vectorii tensiune de echilibru, ξ, ζ sunt forţele intrinseci de echilibru care
acţionează asupra corpului, tij sunt tensorii tensiune, ui este deplasarea şiϕ, ψ sunt
câmpurile de volum fracţionar din configuraţia de referinţă.

Ecuaţia energiei are forma, [54]:

ρ0T0η̇ = Qj,j (5.2)

unde T0 este temperatura absolută constantă a corpului din configuraţia de
referinţă, η este entropia,Qj este fluxul de căldură.

Considerăm ecuaţiile consƟtuƟve ale teoriei liniare a materialelor centro-simetrice,
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[54]:

tij = Cijkluk,l +Bijϕ+Dijψ − βijθ

σi = αijϕ,j + bijψ,j

τi = bjiϕ,j + γijψ,j

ξ = −Bijui,j − α1ϕ− α3ψ + γ1θ (5.3)
ζ = −Dijui,j − α3ϕ− α2ψ + γ2θ

ρ0η = βijui,j + γ1ϕ+ γ2ψ + aθ

Qi = κijθ,j

unde θ este diferenţa de temperatură în raport cu configuraţia de referinţă, κij este
tensorul de conducƟvitate termică, βij este tensorul de dilateţie termică,Cijkl este
tensorul de elasƟcitate, Bij , Dij , αij , bij , γij , α1, α2, α3, γ1, γ2, a sunt coeficienţii
consƟtuƟvi care sunt funcţii caracterisƟce pentru materialul considerat.

Ecuațiile consƟtuƟve sunt introduse în ecuațiile de evoluție. Sistemul de ecuații
pentru termoelasƟcitatea cu porozitate dublă se obține prin introducerea ecuațiilor
consƟtuƟve (5.3) în ecuaţiile de evoluţie (5.1):

ρ0üi = (Cjikluk,l +Bjiϕ+Djiψ − βjiθ),j (5.4.a)

k1ϕ̈ = (αijϕ,i + bijψ,i),j −Bijui,j − α1ϕ− α3ψ + γ1θ (5.4.b)

k2ψ̈ = (bijϕ,i + γijψ,i),j −Dijui,j − α3ϕ− α2ψ + γ2θ (5.4.c)

aθ̇ =
(κijθ,i),j

T0
− βij u̇i,j − γ1ϕ̇− γ2ψ̇ (5.4.d*)

Considerăm o secţiune transversalăB a unui cilindru prismaƟc şi fronƟera secţiunii
∂B presupusă a fi conƟnuu deferenţiabilă pe porţiuni. Centrul sistemului de
coordonate este ales asƞel încât să fie în centrul bazei cilindrului şi vom considera
că axa poziƟvă x3 este de-a lungul cilindrului. Vom nota cu l lungimea cilindrului, în
acest caz fronƟera lateală a cilindrului este S = ∂B × [0, l]. În interiorul cilindrului
prismaƟc se află un mediu termoelasƟc care are o structură de porozitate dublă,
omogenă şi anizotropă. Forţele externe care acţionează pe fronƟera laterală a
cilindrului sunt neglijate. Problema cu date pe fronƟeră care guvernează problema
înapoi în Ɵmp, în cazul termoelasƟcităţii cu dublă porozitate este formată din
sistemul de ecuaţii (5.4.a)-(5.4.d), unde ecuaţia (5.4.d*) devine:

aθ̇ = −
(κijθ,i),j

T0
− βij u̇i,j − γ1ϕ̇− γ2ψ̇ (5.4.d)
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Completăm problema cu date pe fronƟeră pentru cilindrul considerat cu
următoarele condiţii pe fronƟeră ∀(x, t) ∈ S × (0,∞)

ui(x, t) = 0; ϕ(x, t) = 0; ψ(x, t) = 0; θ(x, t) = 0 (5.5)

Condiţiile pe baza cilindrului sunt considerate a fi armonice în Ɵmp ∀(x1, x2) ∈
B(0), t > 0:

ui(x1, x2, 0, t) = ũi(x1, x2)e
iωt; ϕ(x1, x2, 0, t) = ϕ̃(x1, x2)e

iωt; (5.6)

ψ(x1, x2, 0, t) = ψ̃(x1, x2)e
iωt; θ(x1, x2, 0, t) = θ̃(x1, x2)e

iωt

unde ũi, ϕ̃, ψ̃, θ̃ sunt funcţii neede, i este unitatea complexă şi ω este o constantă
poziƟvă.

Se presupune că încărcările din (5.6) produc în interiorul cilindrului vibraţii armonice
în Ɵmp având forma:

ui(x1, x2, x3, t) = Ui(x1, x2, x3)e
iωt; ϕ(x1, x2, x3, t) = Φ(x1, x2, x3)e

iωt;
(5.7)

ψ(x1, x2, x3, t) = Ψ(x1, x2, x3)e
iωt; θ(x1, x2, x3, t) = T (x1, x2, x3)e

iωt;

unde (x1, x2, x3, t) ∈ B × (0,∞).

Amplitudinea vibraţiilor (Ui,Φ,Ψ, T ) saƟsface următorul sistem de ecuaţii
diferenţiale corespunzător problemei întoarcerii în Ɵmp, (5.4.q)-(5.4.d):

(CjiklUk,l +BjiΦ+DjiΨ− βjiT ),j + ρ0Uiω
2 = 0 (5.8.a)

(αijΦ,i + bijΨ,i),j −BijUi,j − α1Φ− α3Ψ+ γ1T + k1Φω
2 = 0 (5.8.b)

(bijΦ,i + γijΨ,i),j −DijUi,j − α3Φ− α2Ψ+ γ2T + k2Ψω
2 = 0 (5.8.c)

(κijT,i),j
T0

+ [βijUi,j + γ1Φ+ γ2Ψ+ aT ] iω = 0 (5.8.d)

Condiţiile fronƟerei lateale pentru x ∈ S devin:

Ui(x) = Φ(x) = Ψ(x) = T (x) = 0 (5.9)

şi condiţiile pe baza cilindrului când x3 = 0 şi (x1, x2) ∈ B(0) devin:

Ui(x1, x2, 0) = Ũi(x1, x2); Φ(x1, x2, 0) = Φ̃(x1, x2);

Ψ(x1, x2, 0) = Ψ̃(x1, x2);T (x1, x2, 0) = T̃ (x1, x2); (5.10)
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În conƟnuare vom demonstra câteva esƟmări asupra soluţiei sistemului de ecuaţii
(5.8.a)-(5.8.d) cu condiţiile pe fronƟera laterală (5.9) şi condiţiile pe baza cilindrului
(5.10).

Complex conjugatele funcţiilor Ui,Φ,Ψ, T se notează cu Ui,Φ,Ψ, T .

5.2 IdenƟtăţi auxiliare şi esƟmări apriori

În această secțiune vom deduce câteva rezultate necesare obţinerii a două idenƟtăți
auxiliare care vor conduce la rezultatul principal al acestui capitol şi anume
esƟmarea amplitudinii vibrațiilor.
Teorema 5.1. Fie (Ui,Φ,Ψ, T ) o soluţie a problemei cu date pe fronƟeră
determinată de sistemul de ecuaţii (5.8) cu condiţiile pe fronƟeră (5.9). Atunci sunt
îndeplinite relaţiile :

2

∫
D(x3)

[
CijklUk,lU i,j +Bji

(
ΦU i,j +ΦUi,j

)
+Dji

(
ΨU i,j +ΨUi,j

)
− ρ0ω

2UiU i

+

(
α1 −

1

2
k1ω

2

)
ΦΦ+

(
α2 −

1

2
k2ω

2

)
ΨΨ+ αijΦ,iΦ,j + bijΨ,iΦ,j+

(5.11)

+bijΨ,iΦ,j + γijΨ,iΨ,j −
1

2
βij

(
TU i,j + TUi,j

)
+ α3(ΦΨ + ΦΨ)

−1

2
γ1(TΦ+ TΦ)− 1

2
γ2(TΨ+ TΨ)

]
dA
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=
d

dx3

∫
D(x3)

[
(Cj3klUk,l +Bj3Φ+Dj3Ψ− βj3T )U j

]
dA

+
d

dx3

∫
D(x3)

[(
Cj3klUk,l +Bj3Φ+Dj3Ψ− βj3T

)
Uj

]
dA

+
d

dx3

∫
D(x3)

[
(α3jΦ,j + b3jΨ,j) Φ

]
dA+

d

dx3

∫
D(x3)

[(
α3jΦ,j + b3jΨ,j

)
Φ
]
dA

+
d

dx3

∫
D(x3)

[
(b3jΦ,j + γ3jΨ,j)Ψ

]
dA+

d

dx3

∫
D(x3)

[(
b3jΦ,j + γ3jΨ,j

)
Ψ
]
dA

∫
D(x3)

[
βji(TUi,j − TU i,j) + γ1(TΦ− TΦ) + γ2(TΨ− TΨ)

]
dA

=
d

dx3

∫
D(x3)

[
(Cj3klUk,l +Bj3Φ+Dj3Ψ− βj3T )U j

]
dA (5.12)

− d

dx3

∫
D(x3)

[(
Cj3klUk,l +Bj3Φ+Dj3Ψ− βj3T

)
Uj

]
dA

+
d

dx3

∫
D(x3)

[
(α3jΦ,j + b3jΨ,j) Φ

]
dA− d

dx3

∫
D(x3)

[(
α3jΦ,j + b3jΨ,j

)
Φ
]
dA

+
d

dx3

∫
D(x3)

[
(b3jΦ,j + γ3jΨ,j)Ψ

]
dA− d

dx3

∫
D(x3)

[(
b3jΦ,j + γ3jΨ,j

)
Ψ
]
dA

∫
D(x3)

[
2
κij
T0
T,iT ,j + iωβij(TU i,j − TUi,j) + iωγ1(TΦ− ΦT ) + iωγ2(TΨ−ΨT )

]
dA

=
d

dx3

∫
D(x3)

κ3j
T0

(T,jT + T ,jT )dA

(5.13)
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D(x3)

[
iωβij(TU i,j + TUi,j) + iωγ1(TΦ+ ΦT ) + iωγ2(TΨ+ΨT ) + 2aiωTT

]
dA

=
d

dx3

∫
D(x3)

κ3j
T0

(T ,jT − T,jT )dA

(5.14)

Teorema 5.2. Fie (Ui,Φ,Ψ, T ) o soluţie a problemei cu date pe fronƟeră
determinată de sistemul de ecuaţii (5.8), (5.9), (5.10). Atunci sunt saƟsfăcute
idenƟtăţile auxiliare (5.15) şi (5.16).

∫
D(x3)

1

T0
κijT,iT ,j + iωxm[βij(Ui,jT ,m + U i,jT,m) + γ1(ΦT ,m +ΦT,m)]+

+ iωxm[γ2(ΨT ,m +ΨT,m) + a(TT ,m + TT,m)]dA = (5.15)

= − d

dx3

∫
D(x3)

1

T0

[
xmκ3j(T,jT ,m + T ,jt,m)− κijx3T,iT ,j

]
dA+

+

∫
∂D(x3)

κδλxm
1

T0

∂T

∂n

∂T

∂n
nδnλds

∫
D(x3)

(CjiklUk,l +BijΦ+DijΨ− βjiT )U i,j + (αijΦ,i + bijΨ,i)Φ,j

+ (BijUi,j + α1Φ+ α3Ψ+ γ1T − k2ω
2Φ)Φ + (bijΦ,i + γijΨ,i)Ψ,j

+ (DijUi,j + α3Φ+ α2Ψ− γ2T − k2ω
2Ψ)Ψ + βjiTUi,j ]dA

+

∫
D(x3)

xm[βji(T ,mUi,j − T,mU i,j) + γ1(T,mΦ+ TΦ,m)

+ γ2(TΨ,m − T,mΨ)− ρ0ω
2(Ui,mU i + U i,mUi)]dA

= − d

dx3

∫
D(x3)

[(Cj3klUk,l +Bj3Φ+Dj3Ψ− βj3T )xmU j,m

(5.16)
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+ (Cj3klUk,l +Bj3Φ+Dj3Ψ− βj3T )xmUj,m]dA

− d

dx3

∫
D(x3)

[(α3jΦ,j + b3jΨ,j)xmΦ,m + (α3jΦ,j + b3jΨ,j)xmΦ,m]dA

− d

dx3

∫
D(x3)

[(b3jΦ,j + γ3jΨ,j)xmΨ,m + (b3jΦ,j + γ3jΨ,j)xmΨ,m]dA

+
d

dx3

∫
D(x3)

x3[(CjiklUk,l +BijΦ+DijΨ− βjiT )U i,j − 2ρ0ω
2UiU i

+ (BijUi,j + α1Φ+ α3Ψ+ γ1T + k1ω
2Φ)Φ

+ (DijUi,j + α3Φ+ α2Ψ− γ2T − k2ω
2Ψ)Ψ

+ (αijΦ,i + bijΨ,i)Φ,j + (bijΦ,i + γijΨ,i)Ψ,j + βjiTUi,j ]dA

+

∫
∂D(x3)

xmnm

[
Cδiλl

∂Uk

∂n

∂U i

∂n
+ αδλ

∂Φ

∂n

∂ϕ

∂n
+ bδλ

(
∂Ψ

∂n

∂ϕ

∂n
+
∂Φ

∂n

∂ψ

∂n

)
+

+ γδλ
∂Ψ

∂n

∂ψ

∂n

]
nδnλds

5.3 EsƟmarea amplitudinii

În această secțiune sunt demonstrate două legi de conservare necesare ulƟmelor
rezultate ale acestui capitol privind esƟmarea amplitudinii vibrațiilor în starea de
echilibru.
Teorema 5.3. Fie (Ui,Φ,Ψ, T ) o soluţie a problemei cu date pe fronƟeră
(5.8.a)-(5.8.d), (5.9), (5.10). Următoarele legi de conservare sunt obţinute:
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d

dx3

∫
D(x3)

[ρ0ω
2UiU i + (k1ω

2 − α1)ΦΦ + (k2ω
2 − α2)ΨΨ + α3(ΦΨ + ΦΨ)

+γ2(TΨ+ TΨ)− γ1(TΦ+ TΦ) +
i

ω

1

T0
(κ33T,3T ,3 − καβT,αT ,β + iωaTT )

+Ci3k3Ui,3Uk,3 − CiδkλUi,δUk,λ + βiδ(TU i,δ + TUi,δ −Biδ(ΦU i,δ +ΦUi,δ)

−Diδ(ΨU i,δ +ΨUi,δ) + α33Φ,3Φ,3 − αaλΦ,aΦ,λ + γ33Ψ,3Ψ,3 − γaλΨ,aΨ,λ

−b33(Ψ,3Φ,3 +Ψ,3Φ,3)− biδ(Ψ,iΦ,δ +Ψ,iΦ,δ)]dA
(5.17)

= −2

∫
D(x3)

(βijT ,3Ui,j + γ1T ,3Φ+ γ2T ,3Ψ)dA−
∫

D(x3)

bij(Ψ,3Φ,i +Ψ,3Φ,i)dA

2

∫
D(x3)

T (βijU i,j + γ1Φ+ γ2Ψ+ aωT )dA =

=
d

dx3

∫
D(x3)

[
(Cj3klUk,l +Bj3Φ+Dj3Ψ− βj3T )U j

]
dA

+
d

dx3

∫
D(x3)

[
(α3jΦ,j + b3jΨ,j) Φ

]
dA−

− d

dx3

∫
D(x3)

[(
α3jΦ,j + b3jΨ,j

)
Φ
]
dA

+
d

dx3

∫
D(x3)

[
(b3jΦ,j + γ3jΨ,j)Ψ

]
dA−

− d

dx3

∫
D(x3)

[(
b3jΦ,j + γ3jΨ,j

)
Ψ
]
dA

− d

dx3

∫
D(x3)

[(
Cj3klUk,l +Bj3Φ+Dj3Ψ− βj3T

)
Uj

]
dA+ (5.18)

+
1

iω

d

dx3

∫
D(x3)

κ3j

T0
(T ,jT − T,jT )dA

Pentru a obține o anumită măsură asociată soluției (Ui,Φ,Ψ, T ) a problemei
întoarcerii în Ɵmp (5.8.a)-(5.8.d) cu condiţiile pe fronƟera laterală (5.9) şi condiţiile
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pe baza cilindrului (5.10), necesară pentru obţinerea unei esƟmări adecvate care
să descrie evoluţia spaţială a amplitudinii (Ui,Φ,Ψ, T ), următoarea teoremă va fi
demosntrată.
Teorema 5.4. Dacă se consideră că soluţia problemei întoarcerii în Ɵmp cu date
pe fronƟeră (5.8.a)-(5.8.d), (5.9) şi (5.10) este (Ui,Φ,Ψ, T ) atunci următoarea
egalitate este îndeplinită:

∫
D(x3)

[
βji(TU i,j − TUi,j)− γ1TΦ+ γ2TΨ+ k2ω

2(ΦΦ +ΨΨ)−

− ω2(ρ0UiU i +
k1
2
ΦΦ +

k2
2
ΨΨ) + 2aTT

]
dA

−
∫

D(x3)

xm[βji(T ,mUi,j − T,mU i,j) + γ1(T,mΦ+ TΦ,m) + γ2(TΨ,m − T,mΨ)−

−ρ0ω2(Ui,mU i + U i,mUi)]dA

−
∫

∂D(x3)

xmnm

[
Cδiλl

∂Ul

∂n

∂U i

∂n
+ αδλ

∂Φ

∂n

∂ϕ

∂n
+ bδλ

(
∂Ψ

∂n

∂ϕ

∂n
+

+
∂Φ

∂n

∂ψ

∂n

)
+ γδλ

∂Ψ

∂n

∂ψ

∂n

]
nδnλds

= − d

dx3

∫
D(x3)

[(Cj3klUk,l +Bj3Φ+Dj3Ψ− βj3T )xmU j,m + (Cj3klUk,l+

(5.19)

+Bj3Φ+Dj3Ψ− βj3T )xmUj,m]dA−

− d

dx3

∫
D(x3)

[(α3jΦ,j + b3jΨ,j)xmΦ,m + (α3jΦ,j + b3jΨ,j)xmΦ,m]dA

− d

dx3

∫
D(x3)

[(b3jΦ,j + γ3jΨ,j)xmΨ,m + (b3jΦ,j + γ3jΨ,j)xmΨ,m]dA

+
d

dx3

∫
D(x3)

x3[(CjiklUk,l +BijΦ+DijΨ− βjiT )U i,j−

−2ρ0ω
2UiU i + (BijUi,j + α1Φ+ α3Ψ+ γ1T + k1ω

2Φ)Φ

+(DijUi,j + α3Φ+ α2Ψ− γ2T − k2ω
2Ψ)Ψ + (αijΦ,i+

+bijΨ,i)Φ,j + (bijΦ,i + γijΨ,i)Ψ,j + βjiTUi,j ]dA
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+
d

dx3

∫
D(x3)

[
(CijklUk,l +Bj3Φ+Dj3Ψ− βj3T )U j

]
dA+

+
d

dx3

∫
D(x3)

[
(CijklUk,l +Bj3Φ+Dj3Ψ− βj3T )Uj

]
dA

+
d

dx3

∫
D(x3)

[
(α3jΦ,j + b3jΨ,j)Φ

]
dA+

+
d

dx3

∫
D(x3)

[
(α3jΦ,j + b3jΨ,j)Φ

]
dA

+
d

dx3

∫
D(x3)

[
(b3jΦ,j + γ3jΨ,j)Ψ

]
dA+

+
d

dx3

∫
D(x3)

[
(b3jΦ,j + γ3jΨ,j)Ψ

]
dA− i

ω

d

dx3

∫
D(x3)

κ3j

T0

(
T ,jT − T,jT

)
dA

Din esƟmarea obținută în teorema 4, evoluția spațială a problemei mixte poate fi
demonstrată. Prin urmare, se poate deduce următoarea inegalitate:

0 ≤
∫

∂D(x3)

xmnm

[
Cδiλl

∂Ul
∂n

∂U i
∂n

+ αδλ
∂Φ

∂n

∂Φ

∂n
+ bδλ

(
∂Ψ

∂n

∂Φ

∂n
+
∂Φ

∂n

∂Ψ

∂n

)
+

+ γδλ
∂Ψ

∂n

∂Ψ

∂n

]
nδnλds

≤ A ·B
∫

∂D(x3)

(
∂Ul
∂n

∂U i
∂n

+
∂Φ

∂n

∂Φ

∂n
+
∂Ψ

∂n

∂Ψ

∂n

)
ds

unde A = sup
(x1,x2)∈∂D

√
x21 + x22,

B =
√
Cδiλl · Cδiλl + αδλ · αδλ + bδλ · bδλ + γδλ · γδλ. Valoarea criƟcă pentru

frecvența vibrațiilor este dată de inegalitatea ω > ω∗, unde

ω∗ =
1

ρ0
A ·B max

x3∈[0,l]

∫
∂D(x3)

(
∂Ul

∂n
∂Ui

∂n + ∂Φ
∂n

∂Φ
∂n + ∂Ψ

∂n
∂Ψ
∂n

)
ds∫

D(x3)

(
UlUl +ΦΦ+ΨΨ

)
ds
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Capitolul 6

Aplicaţii ale mediilor poroase în
medicină

6.1 Comportamentul mecanic și modelarea
matemaƟcă a unui disc intervertebral

Considerăm (r, θ, z) coordonatele cilindrice ale unui punct specific din corpul
vertebral. Vom nota cu (εrr, εθθ, εzz, εθzεrz, εrθ) componentele tensorului
deformare şi cu (τrr, τθθ, τzz, τθzτrz, τrθ) componentele tensorului tensiune. Dacă
corpul vertebral este în echilibru, atunci τij = τji.
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6.1.1 Ecuaţii de bază

Luând în considerare proprietățile anizotrope șimaterialul de amorƟzare a țesutului,
ecuațiile consƟtuƟve ale corpului vertebral sunt [60]:

τrr = C11
∂εrr
∂t

+ C12
∂εθθ
∂t

+ C13
∂εzz
∂t

τθθ = C12
∂εrr
∂t

+ C11
∂εθθ
∂t

+ C13
∂εzz
∂t

τzz = C13
∂εrr
∂t

+ C13
∂εθθ
∂t

+ C33
∂εzz
∂t

(6.1)

τθz = C55
∂εθz
∂t

τrz = C55
∂εrz
∂t

τrθ = C66
∂εrθ
∂t

=
C11 − C12

6

∂εrθ
∂t

.

Considerăm că inelul intervertebral se află sub acţiunea unui momentM = eiωt .
Asfel, componentele deplasărilor elasƟce vor fi:

Um(r, θ, t) = [u1(r) + u2(θ)]eiωt

Vm(r, θ, t) = [v1(r) + v2(θ)]eiωt (6.2)
Wm(r, θ, t) = [w1(r) + w2(θ)]eiωt

unde, Um este componenta deplasării elasƟce de-a lungul direcţiei radiale, Vm
este componenta deplasării elasƟce de-a lungul direcţiei transversale şi Wm este
componenta deplasării elasƟce de-a lungul direcţiei axiale.

Figura 6.1: Modelul unui discintervertebral acţionat de un moment
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Ecuaţiile de mişcare în coordonate polare vor avea acum următoarea formă:[
C11

∂2u1

∂r2
− C12

r2

(
∂v2
∂θ

+ u1(r) + u2(θ)

)
+
C12

r

∂u1

∂r
+
C12

2r2

(
∂2u2

∂θ2
− ∂v2

∂θ

)
+

(6.3)

+
C12 − C11

r2

(
∂v2
∂θ

+ u1(r) + u2(θ)

)]
iω = −ρω2 (u1(r) + u2(θ))

{
C11 − C12

2

[
− 1

r2

(
∂u2

∂θ
− v1(r)− v2(θ)

)
− 1

r

∂v1
∂r

+
∂2v1
∂r2

]
+

1

r

[
C11

1

r

(
∂2v2
∂θ2

+
∂u2

∂θ

)
+

(6.4)

+ (C11 − C12)

[
1

r

(
∂u2

∂θ
− v1(r)− v2(θ)

)
+
∂v1
∂r

]]}
iω = −ρω2 (v1(r) + v2(θ))

[
C55

∂2w1

∂r2
+

1

r

(
C55

1

r

∂2w2

∂θ2
+ C55

∂w1

∂r

)]
iω = −ρω2 (w1(r) + w2(θ)) (6.5)

6.1.2 Modelul matemaƟc al comportării dinamice a discului
intervertebral

În sistemul format de ecuaţiile (6.3), (6.4), (6.5) vom considera că: u1(r) = A · eθ ,
v1(r) = B ·eθ;w1(r) = C ·eθ cuA,B,C parametrii reali. Noua formă a sistemului
va fi:

−C12

r2

(
∂v2
∂θ

+Aeθ + u2(θ)

)
+
C11 − C12

2r2(
∂2u2

∂θ2
−∂v2
∂θ

)
+
C12 − C11

r2

(
∂v2
∂θ

+Aeθ + u2(θ)

)
− ρiω

(
Aeθ + u2(θ)

)
= 0

−C11 − C12

2r2

(
∂u2

∂θ
−Beθ − v2(θ)

)
+

(6.6)

+
1

r

[
C11

r

(
∂2v2
∂θ

+
∂u2

∂θ

)
+
C11 − C12

r

(
∂u2

∂θ
−Beθ − v2(θ)

)]
− ρiω

(
Beθ + v2(θ)

)
= 0

C55

r2
∂2w2

∂θ2
− ρiω

[
Ceθ + w2(θ)

]
= 0.
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Componenta deplasării elasƟce de-a lungul direcţiei axiale este:

Wm(r, θ, t) =

(
Ceθ − β

1 + α2
cosαθ − β

α(1 + α2)
sinαθ + sinαθ +

β

1 + α2
eθ
)
eiω t.

(6.7)

Primele două ecuaţii conduc la următorul sistem:

C12 − 3C11

2r2
∂v2
∂θ

+
C11 − C12

2r2
∂2u2

∂θ2
+u2(θ)

(
C11 − 2C12

r2
− ρiω

)
+Aeθ

(
−C11

r2
− ρiω

)
= 0

−C12 − 3C11

2r2
∂u2

∂θ
+
C11

r2
∂2v2
∂θ2

+v2(θ)

(
−C11 + C12

r2
− ρiω

)
+Beθ

(
−C11 + C12

2r2
− ρiω

)
= 0 .

(6.8)

Sistemul demai sus va fi rezolvat uƟlizând transformata Laplace cu condiţiile iniţiale
nule:

v2(0) = v′2(0) = 0;u2(0) = u′2(0) = 0.

Folosind inversa transformatei Laplace obţinem soluţia generală a componentei
elasƟce de-a lungul direcţiei radiale şi transversale.

6.1.3 Rezultate numerice

Coeficienţii de rigiditate Cαβ (în GPa) pentru oasele umane au fost obţinuţi de Van
Buskirk & Asman, [71] prin măsurarea proprietăţilor elasƟce ale osului anizotrop,
folosind tehnici de propagare a undelor ultrasonice:

C11 = 20, C22 = 21.7, C33 = 30, C44 = 6.56,C55 = 5.85, C66 = 4.74,
C12 = 10.9, C13 = 11.5, C23 = 11.5.

Folosind analiza numerică în Matlab şi a mediului Simulink au fost obţinute profilele
deplasării elasƟce de-a lungul direcţiei axiale, respecƟv radiale.
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Figura 6.2: Schema Simulink pentru deplasarea elasƟcă de-a lungul direcţiei axiale
wm

Figura 6.3: Variaţia deplasării elasƟce de-a lungul direcţiei axiale wm.

Figura 6.4: Schema Simulink pentru um şi wm
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Figura 6.5: Variaţia depplasării elasƟce de-a lungul direcţiei radiale wm

În această secţiune a fost dezvoltat un studiu asupra dinamicii discurilor
intervertebrale. Principalele trei proprietăți ale osului, precum rezistența
materialului, anizotropia si neomogenitatea au fost luate în considerare. A
fost abordată vibrația torsională a unui inel intervertebral sub acțiunea unui
moment. UƟlizând metoda transformatei Laplace s-a obținut soluția generală a
componentelor deplasărilor elasƟce de-a lungul direcțiilor radiale, transversale și
axiale. UƟlizândmediul Simulink din cadrul pachetului de simulare numericăMatlab
au fost reprezentate grafic soluțiile sistemului.

6.2 Modelarea matemaƟcă a micro deplasărilor
interfragmentare într-o fractură de femur

Încă din 1960, s-a arătat că apariția structurilor osoase de vindecare a fracturilor
depinde de sarcina mecanică, [63]. Există studii importante privind direcția micilor
mișcări în fracturi care prezintă avantajele direcției axiale. De asemenea, este
prezentată influența negaƟvă a microdeplasărilor de torsiune și de forfecare în
focalizarea fracturilor, chiar dacă există o corelație cu amplitudinile lor în raport cu
cele care favorizează vindecarea, [2], [3], [67] .
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6.2.1 Modelări ale microrotaţiilor şi microdeplasărilor în fractură

Pe baza [46] osul poate fi considerat ca un material elasƟc micropolar. Ecuaţiile
consƟtuƟve [17] în cazul izotrop sunt:

tkl = λεrrδkl + (2µ+ κ)εkl + κεklm(rm − ϕm) (6.9)
mkl = αϕr,rδkl + βϕk,l + γϕl,k

εkl =
1

2
(uk,l + ul,k)

rk =
1

2
εklmum,k

unde: tkl este tensorul de tensiune asimetric,mkl este tensiunea de cuplu, εkl este
deformarea mică, u este deplasarea, ϕ este microrotaţia, r este macrorotaţia, εklm
este tensorul Ricci.
Pentru studiul solidelor elasƟce în trei dimensiuni, sunt necesare câteva constante
elasƟce: λ, µ, α, β, γ, κ.

Ecuaţiile de mişcare sunt, [17]:

(λ+ µ)ul,lk + (µ+ κ)uk,ll + κεklmϕm,l + ρfk =ρük (6.10)

(α+ β)ϕl,lk + γϕk,ll + κεklmum,l − 2κϕk + ρlk =ρjϕ̈k

În teoria liniară ρ şi j sunt considerate constante, iar acceleraţiile ük şi ϕ̈k reprezintă
derivatele de ordinul al doilea ale deplasării şi microrotaţiei în raport cu Ɵmpul, fk
este forţa ce acţionează asupra corpului, iar lk este momentul.

Vomconsidera în cele ce urmează un corp omogen izotrop care ocupă regiunea finită
0 ≤ x ≤ l unde l este lungimea părţii superioare a osului fracturat.

Vom studia cazul unu dimensional, în care u = u(x, t), ϕ = ϕ(x, t), x = (x1, 0, 0) .
Ecuaţiile de mişcare (6.10) în cazul unu dimensional vor fi:

∂2u

∂x2
+

ρ

λ+ 2µ+ κ
fx =

ρ

λ+ 2µ+ κ

∂2u

∂t2
(6.11)

∂2ϕ

∂x2
− 2κ

α+ β + γ
ϕ+

ρ

α+ β + γ
lx =

ρj

α+ β + γ

∂2ϕ

∂t2
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Condiţiile iniţiale sunt:

u(x, 0) = u0(x); u̇(x, 0) = v0(x) (6.12)

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕ̇(x, 0) = ν0(x)

unde u0, v0, ϕ0, ν0 sunt funcţii definite în domeniul considerat la momentul t = 0.
Condiţiile pe fronƟeră sunt:

u(l, t) = 0; ϕ(l, t) = 0, l ∈ S (6.13)

UƟlizând transformata Laplace inversă vom obţine soluţia generală pentru
deplasarea osului:

u(x, t) = sin
x

2
cos

(ω
2
t
)
+

2

3ω
sin

3x

2
sin

(
3ω

2
t

)
+

4

25ω2
sin

5x

2

[
1− cos

(
5ω

2
t

)]
(6.14)

Pentru simplificarea calculeleor vom nota cu:

A =
α+ β + γ

ρj
;B =

2κ

ρj
;C =

1

j

Asƞel, cea de-a doua ecuaţie din devine:

∂2ϕ

∂t2
= A

∂2ϕ

∂x2
−Bϕ+ Clx (6.15)

Deoarece lx reprezintă momentul, vom considera că:

lx = x · fx sinϕ; unde fx = sin
5x

2

Asƞel, vom avea următoarea ecuaţie:

∂2ϕ

∂t2
= A

∂2ϕ

∂x2
−Bϕ+ C · x · sin 5x

2
sinϕ (6.16)

cu condiţiile iniţiale şi pe fronƟeră:

ϕ(x, 0) = x sin
x

2
,

∂ϕ

∂t
= x sin

3x

2
(6.17)

ϕ(0, t) = 0;
∂ϕ

∂t
(π, t) = 0
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Funcţia microrotaţie va fi:

ϕ(x, t) = x sin x
2
cos

(√
A+ 4B

4
t

)
+ cos x

2

1√
A+ 4B

sin
(√

A+ 4B

2
t

)
+ (6.18)

+
2√

9A+ 4B
x sin 3x

2
sin

(√
9A+ 4B

4
t

)
+

+
3A

4
cos 3x

2

[√
9A+ 4B

4
sin

(√
9A+ 4B

4
t

)
− t

9A+ 4B

4
cos

(√
9A+ 4B

4
t

)]
+

+
4C

25A+ 4B − 4

[
sin t− 2√

25A+ 4B
sin
(√

25A+ 4B

2
t

)]
x sin 5x

2
+

+
20AC

25A+ 4B − 4

[
4

25A+ 4B − 4

(
sin t− 2√

25A+ 4B
sin
(√

25A+ 4B

2
t

))
−

− 1

4

(√
25A+ 4B

2
sin
(√

25A+ 4B

2
t

)
− t

25A+ 4B

4
cos
(√

25A+ 4B

2
t

))]
cos 5x

2

În figurile de mai jos sunt reprezentate variaţiile deplasărilor şi microrotaţiilor
pentru diferite valori de Ɵmp în cazul în care lungimea osului fracturat este l = π =
3.14 .

Figura 6.6: Profilul deplasării pentru valori de Ɵmp: t = 0; 0.1; 0.5; 1.0
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Figura 6.7: Profilul microrotaţiei pentru valori de Ɵmp: t = 0; 0.1; 0.5; 1.0

Având în vedere parametrii neomogeni cu structură armonică și dependentă de Ɵmp
și având în vedere și deplasarea pe direcția considerată x, putem observa o variație
ca în figurile de mai sus. Luând în considerare condițiile pe fronƟeră (??) impuse
pentru deplasare și (6.17) pentru microrotaţie, putem explica variația reprezentată
grafic că deplasarea şi rotaţia se condiționează reciproc.

Când deplasarea aƟnge limita impusă, apare rotația și produce schimbarea direcției
sale, ceea ce duce la o variație periodică.



Capitolul 7

Concluzii finale

Prezenta teză de doctorat inƟtulată Problememixte cu date la limită şi inițiale pentru
medii conƟnue generalizate este structurată în 7 capitole propriu-zise şi conţine o
listă bibliografică cu 115 Ɵtluri.

Capitolul întâi reprezintă o scurtă introducere în termoelasƟcitatea clasică, noţiuni
generale preluate din cartea domnului academician Dorin Ieşan. Lucrarea de faţă
conţine rezultate originale prezentate în capitolele 2, 3, 4, 5 şi 6 care au fost publicate
sau care au fost trimise spre recenzie în reviste indexate ISI. În conƟnuare voi
enumera rezultatele originale, însoţite şi de jurnalul în care au fost publicate.

Rezultate originale publicate:

1. studiul realizat în capitolul 2 cu privire la comportamentul temporal al
soluţiilor în cazul corpurilor poroase micropolare a fost publicat în lucrarea:
M. Marin, O. Florea, On temporal behavior of soluƟons in ThermoelasƟcity
of porous micropolar bodies, Analele SƟinƟfice ale UniversitaƟi Ovidius
Constanta, Vol. 22(1), 2014, pp. 169-188 - jurnal indexat ISI cu Factor de
Impact 0.452 şi SRI: 0.272

2. studiul realizat în capitolul 3 cu privire la dislocările seismice care apar în
corpurile termoelasƟce cu microstructură a fost publicat în lucrarea: M.
Marin, O. Florea, S.R. Mahmoud, A Result regarding the Seismic DislocaƟons
inMicrostretch ThermoelasƟc Bodies,MathemaƟcal Problems in Engineering,

77
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Volume 2015, ArƟcle ID 850261, 8 pages - jurnal indexat ISI cu Factor de
Impact: 1.145 şi SRI: 0.784

3. studiul realizat în capitolul 4 cu privire la comportamentul spaţial în cazul
termoelasƟcităţii corpurilor cu porozitate dublă a fost publicat în lucrarea:
O. Florea, SpaƟal behavior in thermoelastodynamics with double porosity
structure, InternaƟonal Journal of Applied Mechanics, 9(7), 2017 - jurnal
indexat ISI cu Factor de Impact 1.954 şi SRI 0.84

4. studiul realizat în capitolul 5 cu privire la vibraţiile armonice în
termoleasƟcitatea corpurilor cu porozitate dublă a fost publicat în lucrarea:
O. Florea, Harmonic vibraƟons in thermoelasƟc dynamics with double
porosity structure, MathemaƟcs and Mechanics of Solids 1–15, 2018(online)
- jurnal indexat ISI cu Factor de Impact 2.545 şi SRI: 1.324

5. studiul realizat în secţiunea 6.1 cu privire la comportamentul mecanic
şi modelarea matemaƟcă a unui disc intervertebral a fost publicat în
lucrarea: O. Florea, I. Rosca, The mechanical behavior and the mathemaƟcal
modeling of an intervertebral disc, Acta Technica Napocensis, Series: Applied
MathemaƟcs, Mechanics and Engineering Vol. 58, Issue II, June, 2015 - jurnal
indexat în WOS însă făra factor de impact

Rezultate originale trimise spre publicare:

1. studiul din capitolul 4, secțiunile 4.5-4.7, privind abordarea problemei înapoi
în Ɵmp pentru medii dublu poroase cu microtemperatură se regăseşte în
lucrarea: O. Florea, Backward in Ɵme problem of a double porosity material
with microtemperature - lucrare încărcată pe plaƞorma arXiv.org și trimisă
spre recenzie

2. studiul din secţiunea 6.2 cu privire la studiul microdeplasărilor într-o fractură
de femur se regăseşte în lucrarea: O. Florea, I. Roşca, R. Necula, MathemaƟcal
modeling of inter-fragmental microdisplacements in femoral fracture -
lucarare trimisă spre recenzie

Alte studii realizate de-a lungul studiilor doctorale sunt:

1. Un studiu al mişcării de rostogolire a unei sfere pe o suprafaţă rugoasă a fost
publicat în O. Florea, I.C. Rosca, AnalyƟc study of a rolling sphere on a rough
surface, AIP Advances, 6(11), 2016 - jurnal indexat cu Factor de Impact 1.653
şi SRI 1.061
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2. Studiul curgerii unui fluid nenewtonian între doi cilindrii concentrici a fost
publicat în arƟcolul O. Florea, A novel approach of the conformal mappings
with applicaƟons in biotribology, Universitatea Ovidius – Constanța, România,
Analele ȘƟințifice ale Universității Ovidius Constanța, Seria MatemaƟcă,
volumul 23, fascicola 1, 2015, pp. 99-114 - jurnal indexat ISI cu Factor de
Impact 0.452 şi SRI: 0.272

3. Modelarea matemaƟcă a ecuaţiei lui Reynold a unui fluid compresibil a fost
publicată în M. Marin, R.P. Agarwal, O. Florea, A nonlinear equaƟon for
fluids in mulƟconnected domain, Boundary Value Problems 2015, 2015:198
doi:10.1186/s13661-015-0461-y - jurnal indexat ISI cu factor de impact 1.156
şi SRI 0.541

4. Un studiu cu privire la modelarea curgerii unui fluid micropolar incompresibil
cu alunecare uƟlizând condiţii iniţiale şi pe fronƟeră atunci când viteza la
perete depinde de frecvenţa vibraţiei a fost publicat în arƟcolul O. Florea,
Rosca IC, Stokes’ Second Problem for a Micropolar Fluid with Slip. PLoS ONE
10(7): e0131860, 2015 - jurnal indexat ISI cu Factor de Impact 2.766 şi SRI:
1.819

5. Un studiu cu privire la interpretarea bosonului composit, prin construirea
soluţiei generale Dirac - Kahler pentru cazul spaţiului sferic Riemann cu
curbură constantă a fost publicat în arƟcolul A. Ishkhanyan, O. Florea, E.
Ovsiyuk, V. Red’kov, Dirac–Kähler parƟcle in Riemann spherical space: boson
interpretaƟon, Canadian Journal Physics, Volume 92, 2015 -jurnal indexat ISI
cu factor de impact 0.983 şi SRI 0.56

Direcţiile viitoare de cercetare:

• studiul curgerii sângelui prin arterele elasƟce

• studiul vibraţiilor armonice în dinamica termoelasƟcă cu structură triplă a
porozităţii

• studiul microdeplasărilor şi al microrotaţiilor în fracturile de şold şi umăr.
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Anexe

Anexa1. Scurt rezumat al tezei

Teza de doctorat inƟtulată Probleme mixte cu date la limită şi iniţiale pentru
medii conƟnue generalizate, este structurată în 7 capitole, un capitol introducƟv,
5 capitole care conțin rezultate originale și un capitol cu concluzii și direcții
viitoare de cercetare. În primul capitol sunt prezentate noțiuni introducƟve
din termoelasƟcitatea clasică. În capitolul 2 a fost considerat un corp poros
termoelasƟc cu date inițiale și pe fronƟeră, pentru care s-a analizat comportamentul
temporal al soluțiilor. Au fost uƟlizate mediile Caesaro pentru componentele
energiei și a fost demonstrată echiparƟția asimptoƟcă a energiilor cineƟcă și de
deformare. În capitolul 3 este obținută o relație de Ɵp De Hoop - Knopoff pentru
câmpul deplasărilor, în contextul termoelasƟcității corpurilor cu microstructură,
având aplicații în studiul dislocărilor seismice. Capitolul 4 prezintă studiul
comportamentului spațial al soluțiilor în cazul termoelasƟcității corpurilor cu
porozitate dublă. Au fost abordate două situații: pentru domeniile mărginite
a fost obținută imposibilitatea localizării în Ɵmp a soluțiilor, prin demonstrarea
unicității soluțiilor pentru problema inapoi in Ɵmp, iar cel de-al doilea studiu a
constat in obținerea alternaƟvei Phragmen–Lindelof in cazul cilindrilor semi-infiniți
și aflarea limitei superioare a amplitudinii. Capitolul este conƟnuat cu un studiu
al problemei înapoi în Ɵmp privind materialele dublu poroase cu microtemperaturi.
Studiul vibrațiilor armonice in dinamica termoelasƟcă a corpurilor cu structură dublă
poroasă este prezentat in capitolul 5. A fost studiată amplitudinea vibrațiilor pentru
problema inapoi in Ɵmp obținand legile de conservare. Capitolul 6 prezintă două
aplicații alemediilor poroase inmedicină. A fost dezvoltat un studiu asupra dinamicii
discurilor intervertebrale. Principalele trei proprietăți ale osului, precum rezistența
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materialului, anizotropia si neomogenitatea au fost luate în considerare. Cel de-al
doilea studiu se ocupă de studiul unei fracturi femurale din punctul de vedere al
modelării matemaƟce. Scopul principal al autorilor este de a găsi o expresie analiƟcă
pentru microdeplasările și microrotațiile în fractura diafizală femurală. UlƟmul
capitol conține concluziile finale fiind prezentate contribuțiile originale și direcțiile
viitoare de cercetare. Rezultatele cuprinse în această teză pot fi exƟnse în teoria
mediilor poroase cu tripla structură de porozitate. Teoriile prezentate în prezenta
teză se pot aplica pentru analiza comportamentului soluțiilor mediilor poroase când
sunt luate în considerare microtemperatura și microconcentrațiile.

∗ ∗

∗

The PhD thesis, enƟtled, Mixt problems with boundary and iniƟal data for
generalized conƟnua is structured into 7 chapters: an introductory chapter, 5
chapters that contain original results and a chapter with conclusions and further
research. In the first chapter are presented introductory noƟons regarding the
classical thermoelasƟcity. In the second chapter it was considered a porousmaterial
with iniƟal and boundary data, for which it was analyzed the temporal behavior of
the soluƟons. The Caesaro means for the energy components were used and it was
proved the asymptoƟc equiparƟƟon of the kineƟc and strain energies. In the third
chapter it is obtained a De Hoop-Knopoff relaƟon for the displacements field, in the
frame of the themoleasƟcity bodies with microstructure, having applicaƟons in the
seismic dislocaƟons. Chapter 4 presents the study of the spaƟal behavior of the
soluƟons in the case of materials with double porosity. There were approached two
situaƟons: for the boundary domains itwas obtained the impossibility of localisaƟon
in Ɵme of soluƟons, using the unicity of soluƟons for the backward in Ɵme problem,
and the second study consists in the obtaining of the Phragmen-Lindlof alternaƟve
in the case of semi-infinite cylinders and finding the upper limit for the amplitude.
The chapter is ended with the study of the backward in Ɵme problem for the
materials with double porosity and microtemperatures. The study of harmonical
vibraƟons in the frame of the termoleasƟcity of materials with double porosity is
presented in chapter 5. For the backward in Ɵme problem there were obtained
some conservaƟon laws. Chapter 6 presents two applicaƟons for the porous bodies
in medicine. It was developed a study on the inter-vertebral discs. The main
properƟes of the bone were taken into consideraƟon: the resistance, anisotropy
and non homogeneity of the bone. The second study deals with the femoral
fracture form the point of view of mathemaƟcal modeling. The main aim is to
find an analyƟc expression for the microdisplacements and microrotaƟons from
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the diaphisal femoral fracture. The last chapter contains the final conclusions,
being presented the original contribuƟons and further research. The results
encountered in the present thesis may be extended into the theory of materials
with triple porosity structure. The presented theories can be applied to analyse the
behavior of the soluƟons for porous conƟnua when are taken into consideraƟon the
microtemperatures and microconcentraƟons.
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