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Introducere

Studiul fluxurilor in retele implica o abordare interdisciplinara la
granita dintre domenii de cercetare importante: matematici aplicate,
informatica, inginerie, management pe de o parte si cercetari
operationale pe de alta parte, cunoscand o dezvoltarea importanta nu
doar datorita numeroaselor aplicatii directe ale problemelor din viata
reala, ci gi datorita faptului ca au fost dezvoltati algoritmi eficienti
pentru probleme mai generale din domeniul cercetarii operationale
sau al algoritmicii grafurilor. Studiile privind fluxurile in retele sunt
extinse, iar cercetatorii au facut, in ultimii ani, imbunatatiri continue
ale algoritmilor pentru rezolvarea mai multor clase de probleme.

Modelele de fluxuri in retele dinamice nu au fost investigate intr-o forma
atat de detaliata ca modelele clasice de flux, din cauza complexitatii
modelelor dinamice ale fluxului de retea, in comparatie cu cele
statice. Fluxurile dinamice sunt utilizate pe scard larga pentru a
modela structurarea retelelor, a problemelor de luare a deciziilor in
timp: probleme in comunicarea electronica, productie si distributie,
planificarea economicé, programarea locurilor de munca si transportul.
Desi exista metode foarte eficiente de obtinere a solutiilor pentru
problemele legate de fluxul static, problemele de flux in retele dinamice
s-au dovedit mai dificil de rezolvat.

In aceasta lucrare se formuleaza i se cerceteaza modelele dinamice de
aflare a fluxului maxim si a fluxului minim in retele planare si bipartite.
In continuare prezentam structura acestei lucrari.

Capitolul 1, Fluxuri in retele, descrie notiuni generale privind
fluxurile in retele, notiuni utilizate pe parcursul acestei lucrari. Acest
capitol prezinta algoritmi pentru determinarea fluxurilor in retele
statice oarecare (paragraful 1.1) si in retele statice speciale (paragraful
1.2), precum sgi algoritmi pentru determinarea fluxurilor in retele
dinamice oarecare (paragraful 1.3). Algoritmii prezentati in acest
capitol stau la baza dezvoltarii unor algoritmi prezentati in capitolele
2 si 3.

In capitolul al doilea, Fluxuri in retele dinamice planare, am
prezentat modul In care este construitd reteaua statica expandata
redusa cu drumuri dinamice. De asemenea, am studiat algoritmi pentru
flux maxim, cazul cu margine inferioara zero, folosind abordarea statica
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(paragraful 2.1). In paragraful 2.2 am prezentat algoritmi pentru flux
maxim, cazul cu margine inferioara zero, cat si cel cu margine inferioara
pozitiva si algoritmi pentru flux minim, folosind abordarea dinamica.
Algoritmii propusi sunt prezentati, in detaliu, in pseudocod. Pentru
fiecare algoritm am prezentat cate un exemplu sugestiv. Rezultatele
acestui capitol au fost publicate sau sunt trimise spre publicare in
lucrarile: [30], [31], [66], [67], [69], [70], [71], [73] si [33].

Capitolul al treilea, Fluxuri in retele dinamice bipartite, este
dedicat studiului fluxurilor in retele dinamice bipartite. In aceastd
sectiune am studiat problema fluxului maxim gi cea a fluxului minim in
retele dinamice bipartite folosind abordarea statica (paragraful 3.1). In
paragraful 3.2 am studiat problema fluxului maxim in retele dinamice
bipartite cu margine inferioara zero folosind abordarea dinamica. Am
rezolvat aceste probleme prin reformularea problemelor in probleme in
reteaua statica bipartita. Rezultatele acestui capitol au fost publicate
sau sunt trimise spre publicare in lucrarile [32], [65], [68], [70], [72] si
[74].

In ultimul capitol, Aplicatii si concluzii, sunt prezentate aplicatiile
si concluziile obtinute In urma cercetarii claselor de fluxuri dinamice,
fiind descrise contributiile aduse temei abordate. In paragraful 4.1 este
prezentata o aplicatie referitor la evacuarea unei cladiri modelata ca o
problema de flux dinamic. Aceasta aplicatie reprezinta continutul unui
articol al autoarei acestei teze [66]. In paragraful 4.2 este realizati o
analiza comparativa a complexitatii algoritmilor, referitor la cele doua
abordari, si anume: abordarea statica si cea dinamica. Tot aici sunt
enuntate cateva probleme de cercetare deschise, legate de rezultatele
capitolelor anterioare.

Articolele publicate sau trimise spre publicare sunt urmaéatoarele:
a. articole publicate in reviste:

e [65] Annals of the University of Craiova, Mathematics and
Computer Science Series (categoria C);

[67] Bulletin of the Transilvania University of Bragov Series
V (categoria D);

[68] Bulletin of the Transilvania University of Brasov Series
III (categoria D);

e [70] The International Journal of Computers
Communications and Control (categoria C);
e [71] The International Journal of Computers

Communications and Control (categoria C);
[73] Fundamenta Informaticae, Annales Societatis



Mathematicae Polonae (categoria B).

b. articole prezentate si publicate in proceedingurile unor conferinte
internationale:

e [66] ICMA - The 14" International Conference on
Mathematics and its Applications, 5-7th November 2015,
Timigoara;

e [72] Proceedings in IEEE Xplore of the 6! International
Conference on Computers, Comunications and Control
(categoria D);

e [33] 6" International Conference on Control, Decision and
Information Technologies, 2019 (categoria D).

c. articole trimise la reviste si conferinte spre publicare:

e [32] Informatica an International Journal of Computing and
Informatics (categoria C);

e [69] Romanian Journal of Information Science and
Technology (categoria C);

o [74] Bulletin of the Transilvania University of Bragov Series
III (categoria D).

d. articole conexe realizate de-a lungul studiilor doctorale:

e [31] Journal of Circuits, Systems, and Computers, trimis
spre publicare (categoria C);

e [30] Proceedings in IEEE Xplore of the 5! International
Conference on Control, Decision and Information
Technologies (CoDIT’18) (categoria D).

* * *

Aduc multumiri domnului profesor dr. Eleonor Ciurea, coordonatorul
acestei teze de doctorat, pentru increderea pe care a avut-o in mine,
pentru rabdarea gi intelegerea de care a dat dovada de-a lungul anilor de
pregatire a studiilor mele doctorale, pentru sprijinul constant acordat
in activitatea stiintifica si pentru faptul ca a fost mereu alaturi de mine
si m-a stimulat sa public rezultatele cercetarii in reviste si conferinte
cu vizibilitate internationala.



1. Fluxuri in retele

1.1 Fluxuri in retele statice oarecare

1.1.1 Notiuni introductive

Definitia 1.1. Se numeste graf orientat un triplet G = (N, A,q)
format din multimea arcelor A, multimea nodurilor N gi dintr-o
aplicatie ¢ : A — N x N numitd functie de incidentd care asociazd
o pereche ordonatd (i,7) € N X N cu i # j pentru orice arc a € A.

Definitia 1.2. Dacd oricare pereche ordonatd (i,j) € N x N este
imaginea a cel mult q, ¢ > 1, elemente din A, atunci G = (N, A,q) se
numeste multigraf orientat.

Definitia 1.3. Un graf orientat cu q = 1 se numeste digraf si se
noteazd cu G = (N, A).

Definitia 1.4. Se numeste lant{ de la nodul i1 la nodul ix11 o secventd
L = (i1,a1,i9, ik, Qky Tgt1), ij € Nyaj € A, 7 =1LkE+1 cu
proprietatea cd fiecare arc a; este de forma (ig,ik+1) Sau (ik+1,i)-
Daca nodurile din secvenid sunt distincte atunci lanful se numeste
elementar.

Definitia 1.5. Un lant L = (i1,a1,%2, " ik, Gk, ik+1) al grafului
orientat G = (N, A,q), in care fiecare arc a; este arc direct, adicd
este de forma aj = (i;,%;41), j = 1,...,k, se numeste lant elementar

orientat sau drum elementar si se noteaza cu D.

Definitia 1.6. Un lant orientat cu i1 = i1 se numeste ciclu orientat
sau circuit gi se noteaza cu D.

Definitia 1.7. O tdaietura este o partifionare a mulfimii nodurilor N
in doua submultimi X st X = N — X.

Definitia 1.8. O tdgieturd [X,X] cu 1 € X sin € X se numeste
taietura 1 — n.

Definitia 1.9. O refea statica G = (N, A,l,u) este un digraf G =
(N,A), N = {1,...,4,...,n}, A = {a1,...,ak,...,am} in care se
definesc functiile l : A — Ry numitd margine inferioard siu: A — Ry
numitd margine superioard (capacitate) cu l < u. Nodul 1 reprezintd
nodul sursa gi nodul n reprezintda nodul stoc.

Definitia 1.10. Un flux este o functie f : A — Ry care satisface
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urmatoarele conditii:

v, daca i =1
f(i,N) — f(N,i) =<0, dacii#1,n (1.1a)
—v, dacai=n

cu valoarea fluzului v >0, f(i,N) = > f(i,4), f(N,i) = > f(k,i)

JEN keEN
st f(i,5) = 0 pentru perechile (i,j) ¢ A. Dacd sunt indeplinite si
condititle:

1(i,5) < f(i,4) < u(i,jg), (i,j) €A (1.1b)
atunci f este un flux admisibil.
Definitia 1.11. Capacitatea reziduald r(i,j) pentru problema fluzului
mazxim a oricdrui arc (i,5) € A, in reteava G = (N, A,l,u) este datd
de fluzul aditional mazim care poate fi trimis de la nodul i la nodul j
utilizind arcele (i,7) si (j, i) st este r(i,5) = u(i,5) — f(i,5) + f(4,4) —
1(4,1).
1.1.2 Fluxul maxim

Problema fluxului maxim in retele statice cu margini inferioare pozitive
isi propune sa gaseasca o solutie care trimite fluxul maxim de la un nod
(sursd) la alt nod (destinatie), cu constrangerea cd marginile inferioare
si superioare ale arcelor, in retea, sunt satisfacute. Mai multi algoritmi
eficienti au fost dezvoltati pentru rezolvarea acestei probleme si sunt
prezentati in lucrarea autorilor Ahuja, Magnanti gi Orlin [2] i in
lucrarile altor autori prezentati in bibliografie.

Definitia 1.12. Pentru problema fluzului mazim definim capacitatea
taieturii 1 —n [ X, X] astfel:
X, X =Y ulig) = Y 10.4) (1.2)
(X,X) (X,X)
Daca folosim notatia } v ¢)b(i,j) = b(X,X) atunci pentru
capacitatea taieturii [X, X] putem folosi relatia
o[X, X] = u(X, X) - (X, X) (1.3)
Daca [(i,7) = 0 pentru (i,j) € A atunci ¢[X,X] = u(X,X) este
relatia de definitie a capacitatii unei taieturi in cazul in care marginile
inferioare sunt nule.

Definitia 1.13. O taieturd 1 —n a carei capacitate este minima intre
toate taieturile 1 — n se numeste taietura 1 — n minimad $i se noteazd

[X*, X*].

11



Teorema 1.1. Daca f este un flur de valoare v in reteaua G =
(N, A, lu) si [X, X] o tdieturd 1 — n atunci f verificd relatiile:

:f[XvX]SC[X,X]’ f[XvX]:f(X’X)_f(X7X) (1'4)

Teorema 1.2. Intr-o retea G = (N, A, 1, u) valoarea flurului mazim de
la nodul sursa 1 la nodul stoc n este egald cu capacitatea taieturii 1 —n
minime [X*, X*], adicd:

= fIX*, X*] = ¢[X*, X"] (1.5)

Pentru problema fluxului maxim un preflux f este o functie f: A - N
care satisface urmatoarele conditii:

F(N,i)— f(i,N) > 0,ie N —{1,n} (1.6a)

Un pseudoflux este o functie care satisface doar constrangerea 1.6b.

Pentru un preflux f excesul fiecarui nod i € N este

eli) = F(N,1) = (0, V) (1.7)
gi dacd e(i) > 0, ¢ € N — {1,n} atunci vom spune cd nodul ¢ este un
nod activ. Dacd e(i) = 0 atunci ¢ se numegte nod echilibrat. Un preflux

f care satisface conditia e(:) =0,V i € N — {1,n} este un flux. Astfel,
un flux este un caz particular de preflux.

Re§eaua reziduala in raport cu fluxul (prefluxul) f este G = (N, A, 7) cu

= {(i,)|(,§) € A,r(i,§) > 0}. In reteaua reziduala G = (N, A,r)
deﬁmm functia distanta d : N — N. Spunem ca functia distanta este
valida daca satisface urmatoarele doua conditii :

d(n)=0 (1.8a)
d(i) < d(j) +1,(i,5) € A (1.8b)

Ne referim la d(7) ca la eticheta distantd a nodului 4. Spunem ci un arc
(i,7) € A este admisibil daci satisface conditia ci d(i) = d(j) + 1; ne
referim la toate celelalte arce ca fiind arce inadmisibile. De asemenea,
ne referim la un drum de la nodul 1 la nodul k& constand numai din
arce admisibile ca la un drum admisibil.

In timp ce problema fluxului admisibil cu margine inferioard zero
intotdeauna are o solutie admisibild (deoarece fluxul zero este
admisibil), problema cu margine inferioara pozitiva poate sa nu aiba
solutii admisibile. Prin urmare, problema fluxului maxim cu margini
inferioare pozitive poate fi rezolvata in doua faze:

— (F1) aceasta faza determind un flux admisibil daca exista unul;

12



— (F2) aceastd faza converteste un flux admisibil intr-un flux
maxim.

Problema din fiecare fazd se reduce la rezolvarea unei probleme de
flux maxim cu margini inferioare zero. In consecinta, este posibila
rezolvarea problemei de flux maxim cu margini inferioare pozitive prin
rezolvarea a doua probleme de flux maxim, fiecare cu margine inferioara
Zero.

In urma aplicirii unui algoritm pentru flux maxim, la terminarea
algoritmului se obtin capacitati reziduale optime din care se poate
construi fluxul maxim, astfel:

f(]vz) - l(j’l) + maX{O,u(],z) - 7"(],2) - l(],l)}
Complexitatea unor algoritmi depinde de @ = maxz{u(s, 5)|(i,5) € A}.
1.1.3 Fluxul minim

Problema fluxului minim constd in determinarea unui flux f pentru
care v este minim.

Pentru problema fluxului minim un preflux f este o functie f: A - N
care satisface urmatoarele conditii:

f(@,N)— f(N,i) <0,i e N—{1,n} (1.9a)
10, 7) < f(i,4) < uli,j), (i,5) € A (1.9b)

Pentru un preflux f deficitul fiecarui nod ¢ € N este
e(i) = f(i, N) — f(N, i) (1.10)

si dacd e(i) < 0,7 € N — {1,n} atunci vom spune cd nodul ¢ este un
nod activ.

Presupunem, fird pierderea generalitatii, cd dacd (i,j) € A atunci
(j,7) € A (daca (j,4) ¢ A consideram ca (j,7) € A cu l(j,4) = u(j,4) =
0).

Pentru problema fluxului minim, capacitatea c[X, X] a taieturii 1 —n
este ¢[X, X] = (X, X) — u(X, X). Ne referim la o taieturd 1 —n a
carei capacitate este maxima de-a lungul tuturor taieturilor 1 —n ca la
o taietura maxima.

Teorema 1.3. Valoarea fluzului minim de la nodul sursda 1 la nodul
stoc n in refeaua G = (N, A,l,u) este egald cu capacitatea tdaieturii
mazime 1 —n.

In problema fluxului minim, capacitatea reziduald #(4, j) pentru orice
arc (4,7) € A cu privire la un flux dat (preflux) f este data de #(i,7) =

13



u(jg, i) — f(4,4) + f(i,7) — U(4,j). Reteaua reziduala este G = (N, A7)
cu A= {(i,7)[(,5) € A,7(, j) > 0}.
Problema fluxului minim in reteaua G = (N, A, [, u) poate fi rezolvatd

in doua faze:

— (F1) se determind un flux admisibil daca existé;
— (F2) pornind de la un flux admisibil, se determina un flux minim;

Exista trei abordari pentru rezolvarea problemei fluxului minim:

(a) folosind algoritmi cu drumuri de micgorare a fluxului;

(b) folosind algoritmi cu prefluxuri;

(¢) folosind algoritmi minmax (algoritmi pentru fluxul maxim

aplicati de la nodul n la nodul 1).

Definim in continuare notiunea de eticheta distan{a in reteaua reziduald
G(f) = (N, A), unde A = {(i,7)|(z,5) € A,7(i,j) > 0}.
Definitia 1.14. Se numeste functie distanta in reteaua reziduald
G(f) = (N, A) relativ la prefluzul f o functied: N —-N cu N = N.

Definitia 1.15. Functia distanta este valida dacd satisface urmdatoarele
conditii: d(1) =0 (1.11a)

d(j) < d(i)+1,(i,5) € A,r(i,§) > 0 (1.11b)
Valoarea (Z(z) se numeste eticheta distanta a nodului 4, iar conditiile

(1.11a) si (1.11b) se numesc conditii de validitate.

Definitia 1.16. Ftichetele distania se numesc exacte dacd pentru
fiecare nod i, d(i) este egald cu lungimea celui mai scurt drum de la
nodul 1 la nodul i in reteaua reziduald G(f).

Definitia 1.17. Un arc (i,7) din refeaua reziduald G(f) se numeste
arc admisibil dacd el satisface conditia: d( ) = d( ) + 1, altfel arcul se
numeste arc inadmisibil.

Definitia 1.18. Un drum de la nodul sursa 1 la nodul stoc n din reteaua
reziduald G(f) se numeste drum admisibil dacd el contine numai arce
admisibile, altfel se numeste drum inadmisibil.

Fluxul minim in reteaua reziduala G (f) este determinat de relatiile:

f@@,9) =13, 7) + max(7(i, §) — u(j,7) +1(4,17),0) (1.12a)

f(y0) =105, 1) + max(7(j,4) — u(i, j) + 1(i, j), 0) (1.12b)
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1.2 Fluxuri in retele statice speciale

1.2.1 Fluxuri maxime in retele statice planare

Un digraf G = (N, A) se numeste planar daca poate fi reprezentat in
plan astfel incat fiecarui nod sd-i corespunda un punct al planului, iar
arcelor sa le corespundé curbe simple ce unesc punctele corespunzitoare
nodurilor i in plus aceste arce si se intersecteze (eventual) numai
in noduri. Analog se defineste un graf simplu neorientat planar.
Arcele (muchiile) unui graf planar determina contururi (frontiere) care
marginesc regiuni numite fete. Existd o singura regiune din plan fara
contur numita fata nemarginita.

Testarea planaritatii unui digraf este o problema rezolvata prin
descrierea unor algoritmi in timp liniar, (Hopcroft si Tarjan [53]).

In acest subparagraf ne vom referi la o clasa speciala a digrafurilor
planare cunoscutd sub denumirea de digrafuri planare (1,7) (nodul
sursd 1 gi nodul destinatie n se gisesc pe frontiera fetei nemérginite).
Fie G = (N, A,l = 0,u) o retea staticd cu multimea nodurilor N =
{1,...,4,...,4,...,n}, multimea arcelor A = {a1,...,ak,...,aQm},
ar = (4,J), functia margine inferioard I : A — N, [ = 0 si functia
margine superioard (capacitate) u: A — R.
Reamintim cd un flux In reteaua staticd G = (N, A,l = 0,u) este o
functie f : A — R care satisface urméatoarele conditii:
v, ifi=1
S Of,3) =Y fki) =40, ifi£ln (1.13a)
J k —v, ifi=n
0<f(i,J) <uli,j), (i,j)eA (1.13b)
pentru orice v > 0.

Ne vom referi la v ca la valoarea fluxului static f. Problema fluxului
maxim consta in determinarea unui flux f care sa maximizeze valoarea
lui v.

Daca reteaua planara G = (N, A,l = 0,u) sau echivalent G = (N, A, u)
este conexa gi are m noduri, m arce si ¢ fete, atunci m < 3n si ¢ =
m—n+2.

Prezentam, 1in continuare problema fluxului in reteaua planara
orientatd (1,n). Pentru asta vom defini mai intai reteaua orientata
duald G’ = (N', A’,«’). Addugdm in reteaua G arcul (n,1) cuu(n,1) =
0 care imparte fata nemarginita in doua fete: o fata marginita si o fata
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nemarginita. In acest caz avem q/ = q+ 1 fete. Apoi adaugam un nod
7/ in interiorul fiecirei fete = a retelei G. Fie 1’ si n’ nodurile 1n reteaua
orientata duald G’ corespunzatoare noii fete marginite, respectiv noii
fete nemairginite. Fiecare arc (i,j) € A se afli pe frontiera dintre
cele doua fete x gi y. Corespunzator acestui arc, reteaua G’ contine
doua arce opuse (i',j') si (j',i¢'). Dacad arcul (i,5) este in sensul
acelor de ceasornic al fetei x, definim costul ¢/ (7', ') = u(4, j) si costul
c(j',1") = 0. Definim costurile arcelor in mod contrar daci (i, j) este un
arc in sens invers acelor de ceasornic al fetei . Reteaua duala orientata
G’ contine arcele (1’,n’) si (n’,1") care vor fi gterse din reteaua G'.
Multimea A’ = {(¢',§'), (7/,)[i",5" € N'}, (i', ") si (j',#') corespund
lui (¢,7) € A. Existd o corespondentd unu la unu intre taietura 1 —n
in reteaua G gi drumul de la nodul 1’ la nodul »n’ in reteaua G’. Mai
mult decat atat capacitatea taieturii este egala cu costul corespunzator
drumului. Prin urmare, putem obtine o taieturd 1 — n minima [X, X]
si ¢[X, X] in reteaua G prin determinarea celui mai scurt drum P’ si
¢(P’) de lanodul 1’ la nodul n’ in reteaua G'. Putem rezolva problema
celui mai scurt drum in reteaua G’ folosind algoritmul Dijkstra, (Ahuja,
Magnanti si Orlin [2]).

Prezentam mai jos algoritmul pentru determinarea fluxului maxim in
reteaua statica planarda G = (N, A, u).

Fie d'(i') distanta celui mai scurt drum de la nodul 1’ la nodul
i’ in reteaua orientatd duala G' = (N', A’,u’). Algoritmul pentru
fluxul maxim in reteaua staticd planara orientatd (1,n) este algoritmul

(MFPSN), (Ford si Fulkerson [40], Hassin [51], Ttai si Shiloach [54]):

Algoritmul 1: Algoritmul pentru determinarea fluxului maxim in reteaua
staticd planard orientatd (1,n)

MFPSN;
1 BEGIN
construieste reteaua G’;
DIJKSTRA (G',d');
for (,j) € A do

105) = d(§") = d'(7);
END;

[ B V)

Teorema 1.4. Algoritmul MFPSN determind un fluz maxim in refeaua

G.
Teorema 1.5. Complezitatea algoritmului MFPSN este O(n?).
Utilizand algoritmul Frederickson ([41]), procedura MFPSN determina

un flux maxim in timp O(n'-?).

Reamintim c& problema fluxului maxim intr-o retea generald cu mai
multe noduri sursa gi mai multe noduri stoc este echivalenta cu
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problema fluxului maxim intr-o retea extinsa cu un singur nod sursa
si un singur nod stoc. Pentru retele planare aceasta extindere poate
distruge planaritatea retelei. De aceea este necesara o altd metoda.
Fie N = N; U Ny U N3 cu N7 multimea nodurilor sursa, Ny multimea
nodurilor tranzit si N3 multimea nodurilor stoc.

In continuare prezentim algoritmul pentru determinarea fluxului
maxim In retele statice planare orientate cu toate nodurile sursa si
toate nodurile stoc situate pe fata exterioara, (Miller i Naor [62]§

Algoritmul 2: Algoritmul pentru determinarea fluxului maxim in retele
statice planare orientate cu toate nodurile sursa si toate nodurile stoc situate
pe fata exterioara.

MFDPSNSSOF;
1 BEGIN

2 DIV(Ni, N3, X,Y);

s MFXY(G, X.,Y, fr,G1);
4 MFC(G1,C, f);

s MFG(f3,Go, 2, f5);

6 END.

Din lucrarea Miller gi Naor [62] prezentdm urméatoarele doud teoreme.

Teorema 1.6. Algoritmul MEDPSNSSOF calculeazd in mod corect un
flux mazim.

Teorema 1.7. Timpul de functionare al algoritmului MEFDPSNSSOF
este O(nlog'® n).
1.2.2 Fluxuri minime in retele statice planare

In continuare consideram cé reteaua G = (N, A, 1, u) este o retea (1,n)
planara orientata.

Reteaua G' = (N, A, l',u’) este reteaua duald a retelei (1,n)
planare G = (N,A,l,u) unde N’ = {1l,...,¢,...,n'}, A" =
(@, 3), (7", j' € N}, (7,5') si (7',#") corespund lui (i,j) € 4,
cun’ =|N'|=m-n+3sim' =|A| =2m.

Dacé arcul (4,7) este in sensul acelor de ceasornic in fata x, definim
U@, j") =1(i,7) si v/'(§',4') = —u(i,j). Definim I’ gi v’ in mod contrar
dacd (i,7) este un arc in sens invers arcelor de ceasornic al fetei x,
(Ciurea si Georgescu [25]).

Algoritmul entru  fluxul minim f in reteaua  statica
planarda (1,n) G = (N,A,l,u) este prezentat mai jos.
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Algoritmul 3: Algoritmul pentru determinarea fluxului minim in reteaua
staticd planard (1,n) G = (N, A, 1, u).

mFPSN;
1 BEGIN
2 BELLMAN-FORD (G, d);
s for (i,j) € Ado

Q. . ’o ’o0

4 fE,5)=d (G )—d (@)
5 END.

Din lucrarea Ciurea si Georgescu [25] prezentdm urmatoarele doud
teoreme:

Teorema 1.8. Daca fluzul j? determinat cu algoritmul mFPSN
satisface conditiile f(i,7) < u(i, j) pentru toate arcele (i,j) € A, atunci
Sfluzul f este fluxul minim admisibil.

Teorema 1.9. Algoritmul mFPSN are complexitatea O(n?).

Remarcam faptul ca daca fluxul minim f obtinut cu algoritmul mFPSN
este inadmisibil (u(i,j) < f(4, j) pentru unul sau mai multe arce (i, j) €
A), atunci nu existd flux admisibil in reteaua G.

1.2.3 Fluxuri maxime in retele statice bipartite

Retelele statice bipartite apar in contexte practice cum ar fi: problema
eliminarii in competitiile de baseball, testarea fiabilitatii retelei, si prin
urmare, este interesant sa gasim algoritmi eficienti pentru aceasta clasa
de probleme.

Definitia 1.19. Spunem ca digraful G = (N, A) este digraf bipartit
daca multimea nodurilor N admite o partitie in doud submultimi Ny si
Ny astfel incdt pentru fiecare arc (i,5) € A avem fie i € Ny $i j € N,
ﬁei € N2 §’Zj S Nl, undeN1 7& @, NQ 7& @, NlﬂNg = @, N1UN2 =N.

Notam cu G = (N7 U No, A, [, u) reteaua bipartitd. Fie nqy = |Ny| si
ng = |Na|. Deducem ca |N| = nq + no.

Una dintre problemele care se pune este daca un graf dat este sau
nu un graf bipartit. Din fericire exista multe metode simple pentru
rezolvarea acestei probleme. Una dintre acestea are la baza urmatoarea
proprietate ce caracterizeaza retelele bipartite, (Jungnickel [56]).

Proprietatea 1. Un graf G este graf bipartit dacd si numai daca
fiecare ciclu in G contine un numar par de arce.

Prin imbunétatirea compexitatii algoritmilor Dinic [36] si Karzanov,
Naor [57], Gusfield, Martel si Fernandez-Baca [49] au descris algoritmi
pentru flux maxim pe retele bipartite. Ahuja, Orlin, Stein si Tarjan
[1] au adus imbunatatiri importante si au demonstrat ca este posibil
sa se obtina o noua limita de timp pentru retele bipartite. In lucrarea
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[49] Gusfield, Martel si Fernandez-Baca descriu probleme care pot fi
rezolvate cu ajutorul retelelor cu flux in grafuri bipartite.

Fara nicio pierdere de generalitate, presupunem ca n; < ns. De
asemenea, presupunem ci nodul sursa 1 apartine multimii Ny (daca
nodul sursa 1 apartine multimii Ny, atunci putem crea un nou nod sursa
1" € Ny, si putem adauga un arc (1’,1) cu I(1',1) = 0, u(1’,1) = o).
O retea bipartita se numeste neechilibrata daca n; << nq si echilibrata
in caz contrar.

Ahuja, Orlin, Stein si Tarjan [1] au obtinut timpi de executie
imbunatatiti prin modificarea algoritmilor. Aceastd modificare se
aplica numai pentru algoritmii de inaintare a prefluxului gi se numeste
regula de inaintare pe doua arce. In concordanta cu aceasta regula,
intotdeauna se inainteaza fluxul de la un nod in Ny pe doua arce la un
alt nod din Nj, intr-o etapa numita bi-tnaintare, astfel incat sa nu se
acumuleaze excese la noduri In Ns.

Versiunea modificata a algoritmului preflux FIFO pentru determinarea
fluxului maxim in reteaua bipartita este numit Algoritmul preflux FIFO
bipartit. O bi-inaintare este o inaintare peste doua arce admisibile
consecutive. El muta excesul dintr-un nod ¢ € N; In alt nod k €
N;. Prin aceasta abordare algoritmul mutéa fluxul de-a lungul drumului
D= (1,7,k),7 € Na, si asigura faptul ca niciun nod din Ny nu a avut
vreodata un exces. O Inaintare a « unititi de la nodul i la nodul j
scade atéat e(i), cat si ro(7,J) cu « unititi si cregte e(j) si ro(J,4) cu «
unitati (Ahuja, Orlin, Stein gi Tarjan [1]). Precizam faptul ci pentru
l=0si f =0 obtinem r = u.

In lucrarea [1] Ahuja, Orlin, Stein si Tarjan prezinta algoritmul preflux
FIFO (BFIFOP) redat, in detaliu, mai jos.

Algoritmul 4: Algoritmul preflux FIFO bipartit (BFIFOP) pentru fluxul
maxim
BFIFOP;
1 BEGIN
INITIALIZARE;
while Q # 0 do
BEGIN
selecteaza nodul ¢ de la inceputul listei Q;
BIINAINTARE ) REETICHETARE(i);
END;
END.

(S I VI V)

® N o

PROCEDURA INITIALIZARE;
1 BEGIN

2 f =:0; Q := 0; se construieste reteaua reziduald G;
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3 se Tnainteazd u(1,j) unitati de flux pe fiecare arc (1,7) € A si se adaugd
nodul j la sfarsitul listei Q daci e(j) > 0 si j # n;

a se calculeazi etichetele distantd exacte d(z) de la nodul n la nodul ¢ in
reteaua reziduald; d(1) = 2nq + 1;

s END.

PROCEDURA BIiNAINTARE/REETICHETARE(i) ;

1 BEGIN
2 if exista un arc admisibil (7, j)
3 BEGIN
4 selecteazd un arc admisibil (%, j);
5 if exista un arc admisibil (j, k)
6 BEGIN
7 selecteazd arcul admisibil (7, k);
8 inainteazid « := min {e(3),r(4,5),r(j, k)} unitdti de flux de-a
lungul drumului (7, j, k) si adaugd nodul k la lista @
dacd k ¢ Q si k # n;
9 END
10 else d(j) := min{d(k) + 1|(j, k) € A,r(j, k) > 0};
11 END
12 else d(i) := min{d(y) + 1|(3,5) € A,r(i,7) > 0};
13 END;

Teorema 1.10. Algoritmul preflux BFIFOP determind un flur maxim
in reteaua G = (N7 U No, A, u).

Teorema 1.11. Algoritmul preflux BEIFOP are complexitatea nin.

Mai multe informatii se gasesc in lucrarea Ahuja, Orlin, Stein gi Tarjan
[1]. Precizdm faptul c& acest algoritm se executi pe reteaua G cul = 0,
un singur nod sursa 1 gi un singur nod stoc n.

1.2.4 Fluxuri minime in retele statice bipartite

Pentru problema fluxului minim, fard nicio pierdere de generalitate,
presupunem ca ns < ny. De asemenea, presupunem cié nodul sursa
1 apartine lui Ny (dacd nodul sursd 1 apartine lui N7, atunci putem
crea un nou nod sursd 1’ € Ny, si putem adiuga un arc (1’,1) cu
1(1',1) = 0, u(1’,1) = o0). Pentru problema fluxului minim o retea
bipartita se numeste neechilibrata daca ne << nj si echilibrata in caz
contrar.

Definitia 1.20. Se numeste bi-inapoiere cu i,k € No §i j € N1, o
inapoiere cu p unitati de flux pe drumul (i,7,k) in reteaua bipartitd.

Autorii lucrarii [28], Ciurea, Georgescu si Marinescu, obtin
imbunatatiri ale timpilor de executie prin modificarea algoritmilor.
Aceastd modificare se aplica numai pentru algoritmul FIFO de
inapoiere a fluxului gi se numeste regula de napoiere pe doua arce.
Deoarece se inapoiaza intotdeauna fluxul pe drumul (¢, j, k) cu i, k € No
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si j € N7 rezulta ca niciun deficit nu se acumuleaza la noduri din Nj.

Algoritmul 5: Algoritmul preflux FIFO bipartit (BFIFOPP) pentru fluxul
minim
BFIFOPP;
BEGIN
INITIALIZARE;
while Q # 0 do
BEGIN
selecteaza nodul k de la inceputul listei Q;
BIINAPOIERE/REETICHETARE(k);
END;
END.
PROCEDURA INITIALIZARE;
1 BEGIN

2 fie f un flux admisibil in G; Q := 0; se construieste reteaua reziduald G,

o N0 AW N

3 se calculeaza etichetele distanta exacte Ci(’l,) delallaiin G,

4  d(n) =2n2+1;

5 seretrag 7(i,n) de flux pe arcele ((i,n) € A) si se adaugs 7 la sfarsitul
listei Q daca e(z) < 0 i ¢ # 1,

¢ END.

PROCEDURA BIINAPOIERE/REETICHETARE (k);

1 BEGIN
2 if existd un arc admisibil (j, k)
3 BEGIN
a selecteazd un arc admisibil (j, k);
5 if existd un arc admisibil (4, j)
6 BEGIN
7 selecteazd un arc admisibil (%, j);
8 inapoizd « := min{—e(k),r(j, k), (¢, )} unitati de flux de-a
lungul drumului (4, 7, k) si adaugd nodul ¢ la inceputul listei Q
dacd i ¢ Q sii # 1;
9 END
10 else d(j) := min{d(s) + 1|(¢,j) € A,r(4,5) > 0};
11 END
12 else d(k) i= min{d(j) + 1/(j, k) € A,r(j, k) > O;
13 END;

Teorema 1.12. Algoritmul preflur BFIFOPP determind un flux
minim in refeaua G = (N1 U Na, A, u).

Teorema 1.13. Algoritmul prefluz BEIFOPP are complexitatea n3n.
1.3 Fluxuri in retele dinamice oarecare

1.3.1 Fluxul maxim in retele dinamice oarecare

Definitia 1.21. O refea D = (N, A h,e,q, H) cu N multimea
nodurilor, A mulfimea arcelor, h functia timp h : A x H — N, e
functia margine inferioard e : Ax H — N, q functia margine superioard
(capacitate) ¢ : A x H — N si H mullimea perioadelor de timp
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H ={0,1,...,T} se numeste retea dinamicd.

Definitia 1.22. O refea D = (N, A, h,e,q,H) este numitd retea
dinamicd stationard dacd functiile h,e,q ale tuturor arcelor (i,j) € A
sunt independente de timp h(i,j;0) = h(i,j), e(i,j;0) = e(i,j) st
q(i,5;0) = q(i, j) V(i,j) € A $iv0 € {0,1,...,T}.

Modelele de retele dinamice apar in multe probleme incluzand sistemele
de productie - distributie, planificare economica, sistemele energetice,
problema de transport i problema evacuarii cladirilor.

Literatura de specialitate trateaza problema fluxului maxim numai in

retele dinamice D = (N, A, h,e =0,q, H).

Fie D = (N, A, h,q, H) o retea dinamica cu e = 0, multimea nodurilor
N ={1,...,n}, multimea arcelor A = {ay,...,an}, 1 nodul sursa si n
nodul stoc. Parametrul h(i, j;t) este timpul de tranzit necesar pentru a
traversa un arc (i, j). Parametrul ¢(4, j;t) reprezint cantitatea maxima
a fluxului care poate traversa de-a lungul arcului (7,7) cand fluxul
pleaca de la nodul ¢ la momentul ¢ si soseste la nodul j la momentul
0 =t+h(i,j;t).

Problema fluxului dinamic maxim pentru 71" perioade de timp consta
in determinarea functiei ¢ : A x H — N, care satisface urmatoarele

conditii in reteaua dinamica D = (N, A, h,e =0,q,H) :
T

> (9(1,N3t) ZgNlT (1.14a)
t=0
g(i, N5t) = > gl N,Z;T):O,’L;ﬁl,n, te H (1.14b)
T T
> (g(n, Nit) = > g(N,n; 7)) = —w (1.14c)
t=0 T
0<g(ijit) <qlijst), (i,j))eA , teH (1.15)

mar w, (1.16)

T

unde 7 = t — h(k,i;t), w = > v(t), v(t) este valoarea fluxului la
t=0

momentul ¢ si g(4,7;t) = 0 pentru toti t € {T"— h(i,5;t)+1,...,T}.

Problema gasirii fluxului maxim in reteaua dinamicad D = (N, A, h,e =
0, ¢, H) este mult mai complexa decat problema gasirii fluxului maxim
in reteaua statich G = (N, A,u). Din fericire, aceastd situatie a
fost rezolvatd prin reformularea problemei din reteaua dinamica D
intr-o problemi in reteaua statica R = (V, E,u) numitd retea statica
expandatd (Ahuja, Magnanti gi Orlin [2], Ford si Fulkerson [39]).
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Reteaua statica expandata a retelei dinamice D = (N, A, h,e =0,q, H)

este o retea R = (V,E,u) cu V = {i]i € N,t € H}, E =

{(it,70)|(i,j) € A, t € {0,1,..., T —h(s,j;t)}, 0 =t +h(i, j;t),0 € H},

u(is, jo) = q(i,5;t), (it, jo) € E. Numarul de noduri in reteaua

staticd expandatd R este n(T + 1) si numéarul de arce este limitat

de m(T + 1) — S h(i, 5), unde h(i, j) = min{h(i, §;0),...,h(i,5;T)}.
A

Este usor de observat ca orice flux in reteaua dinamica D de la nodul
sursa 1 la nodul destinatie n este echivalent cu un flux in reteaua
statica expandata R de la nodurile sursa 1g, 11, ..., 17 la nodurile stoc
ng,N1,...,np si vice-versa. Putem reduce, in continuare, problema
surselor multiple si a stocurilor multiple in reteaua statica expandata
R la un singur nod sursa si un singur nod stoc prin introducerea unui
supernod sursa 0 si a unui supernod stoc n + 1 construind reteaua
staticd super-expandatd Ry = (Va, Ea,us), unde Vo = V.U {0,n + 1},
Ey, = EU{(0,14)t € HY U {(ng,n + 1)|t € H}, ua(ie,jo) = ulit, jo),
(it,Jo) € E, u2(0,1;) = ua(ngy,n+1) =00, t € H.

Acum, vom construi reteaua statica expandata redusa Ry = (V1, Eq, uq)
dupd cum urmeazd: definim functia he : Es — N, cu ho(0,1;) =
hao(ng,n+1) = 0, t € H, ha(ir,jo) = h(i,jit), (ir,jo) € E. Fie
dz(0,4;) lungimea celui mai scurt drum de la nodul sursd 0 la nodul
it, §i do(iy,m + 1) lungimea celui mai scurt drum de la nodul i; la
nodul stoc n + 1, referitor la hy in reteaua Ry. Lungimile dy(0,14:) si
da(it,n+1) pentru toti i; € V se calculeazd cu un algoritm al celui mai
scurt drum. Reteaua R; = (V1, Fy,uy) are Vi = {0,n + 1} U {it|i; €
‘/,dz(o,it) + dg(it,n + ].) < T}, E = {(O, 1t)|d2(1t,'fl + ].) <Tte
H} @] {(it,j9)|(it,j9) € E,d2(0,4:) + ha(it, jo) + da(jo,n + 1) < T} @]
{(ng,n+1)|d2(0,ns) < T,t € H} si uy este restrictia lui us la Fy.

Remarcam faptul cd reteaua staticd expandata redusa R; este
intotdeauna o subretea partiala a super retelei statice expandate
Ry. Un flux dinamic pentru 7' perioade in reteaua dinamica D este
echivalent cu un flux in reteaua staticd expandatd redusa R;. Este
usor de observat ca retelele statice R, R, R nu pot contine niciun
circuit, si, prin urmare, sunt aciclice.

In cazul general, parametrul h (1) = 1 este timpul de agteptare in nodul
i, iar parametrul ¢(i;¢) este functia margine superioard pentru fluxul
g(i;t) care poate agtepta la nodul ¢ de la momentul ¢ la ¢ + 1.

Problema fluxului maxim pentru 7T perioade de timp In reteaua
dinamica D formulatd in conditiile (1.14), (1.15) si (1.16) este
echivalenta cu problema fluxului maxim in reteaua statica expandata
redusa R; dupa cum urmeaza:
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Ul(it), lf ’it = lt

> il de) =Y filkssi) = S0, if iy £ 1, (1.17a)
Je k- —U1 (it); if it =Ny

0 < fi(it, jo) < uiies o), (itsJo) € Eo (1.17b)

max vy, (1.17¢)

cuvy =y, vi(ly).

In cazul h(i,5;t) = h(i,),t € H distantele dinamice d(1,4;t), d(i,n; 1)
devin distante statice d(1,4), d(¢,n).

Exista doud abordari referitor la determinarea unui flux maxim in
reteaua dinamicd D = (N, A,h,e = 0,q, H): abordarea staticd si
abordarea dinamica. Abordarea statica consta in determinarea unui
flux maxim in reteaua statici expandatd redusd Ry = (Vi, E1,u1).
Abordarea dinamica este utilizata in cazul stationar. Nu este necesara
construirea retelei statice expandate reduse pentru rezolvarea problemei
fluxului dinamic maxim pentru orice T'. Fluxul dinamic maxim in cazul
stationar poate fi generat din fluxul f de valoare maxima si timp minim
in reteaua statici D = (N, A, h,e = 0,q, H), unde h(i,j) este costul
(timpul) pentru orice arc (,75) € A.

Algoritmul pentru problema fluxului dinamic maxim in cazul stationar
(SMDF) este prezentat mai jos.

Algoritmul 6: Algoritmul pentru determinarea fluxului dinamic maxim in
cazul stationar (SMDF)

SMDF;
1 BEGIN
2 MVMCF (D, f);
3 DFEF (f,r(P1),...,r(Px));
a2  RF (r(P1),...,7(Pg));
5 END.

Fluxul obtinut cu algoritmul SMDF se numeste flux repetat temporal
pentru motivul evident ca acesta constd in expedieri repetate de-a
lungul aceluiasi drum de la nodul 1 la nodul n. Valoarea fluxului maxim
pentru fluxul repetat temporal obtinut cu algoritmul SMDF este:

v = (T + 1o =Y h(i,5)f(i, ) (1.18)
A
unde v este valoarea maxima a fluxului obtinut cu MVMCF.

Teorema 1.14. Algoritmul SMDF calculeaza corect fluzul dinamic
maxim in refeaua D = (N, A h,e =0,q,H).

Teorema 1.15. Algoritmul SMDF are complezitatea O(n?*m3logn).
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Definitia 1.23. Fiind dat un flux admisibil g in reteaua dinamicd
D = (N,A,h,e,q,H), reteaua reziduald dinamicd in raport cu fluzul
g este definita ca D(g) = (N, A(g)), cu:

Ag) = AT (9) U A (9)

unde

AT (g) ={(4,5)|(3,5) € A, 3t <T — h(i,j;t)cu q(i, j;t) — g(i, j; ) > 0}
(1.19a)

A7 (9) = {0, 4)|(j.3) € A, 3t <T — h(j,iit)cu g(j,i;t) — e(j,3;t) > 0}
(1.19b)

Oricare arc (i,7) al retelei reziduale dinamice D(g) care apartine
multimii arcelor directe (i,5) € AT (g) are acelasi timp de traversare
h(i,j;t) ca si arcul corespunzitor din reteaua dinamica originard G.
Oricare arc (i,7) al retelei reziduale dinamice D(g) care apartine
multimii arcelor artificiale inverse (i,j5) € A~ (g) are urmitoarea
caracteristica:

h(i,j;t) + h(j,ist)) = —=h(j,i5t), (4.1) € A,0 <t + h(j,i:t) < T,
9(j,i3t) >0
(1.20)

Definitia 1.24. Capacitatea reziduala a unui arc (i,j) din reteaua
reziduald dinamicd D(g) este definitd astfel:

(i, j;t) = u(i, j; t) — f(i,751),(3,7) € A,0 <t +h(i,j;t) <T (1.21a)

r(i, 5t +h(j,i5t) = f(4,i38) —e(d, i50), (J, 1) € A,0 <t + h(j,is¢) <T
(1.21b)
Definitia 1.25. Un drum P((i1;t), (ix+1;t+h(P;t))) = ((i1;t), (ig; t+
h(i1,i2;t)), ..., (ixk41; t + h(P;t))) de la perechea nod-timp (i1;t) la
perechea nod-timp (i 4+1;t+h(P;t)) in reteaua reziduald dinamicd D(g)
este numit drum dinamic de marire a fluzului dacd r(ik, ig41;te) > 0
cu tl =t §i tk+1 = tk +h(ik,ik+1;tk),k’ == 1,...,K.
Definitia 1.26. Fiind dat un flux admisibil f in refeaua dinamicd
D = (N,A h,e =0,q,H), capacitatea reziduald a unui drum dinamic
de marire a fluzului P((i1;1), (ix41;t + h(P;t))) este definita ca:

r(P;t) = lé%glK{T(ikvikJrl);tk)‘tl =, thr1 =t + hik, pt1;tk)}

(1.22)
Un drum dinamic P((i1;t), (ix+1;t + h(P;t))) = ((i1;t), (25t +
h(i1,i2;t)), ..., (ik41;t + h(P;t))) de marire a fluxului este un circuit

dinamic daca ix1 = i1 si h(P;t) = 0. Pentru detalii invitdm cititorul
sd consulte lucrarea [8].
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1.3.2 Fluxul minim in retele dinamice oarecare

In lucrarea [18] se trateaza o problem4 speciald a fluxului minim intr-o
retea dinamica oarecare.

Problema fluxului dinamic minim pentru T perioade de timp consta
in determinarea functiei g : A x H — N, care satisface urmatoarele

conditii in reteaua dinamicd D = (N, A, h,e,q) :
T

D (9L, N3t) =Y (N, 1;7)) = w (1.23a)

t=0
g(i,N5t) = > g(N,i;7) =0,i# 1,n, t € H (1.23b)

T

T

> (g(n, Nit) = > g(N,n;7)) = —w (1.23c)

Cli. i) < 9liojit) < aligil), (hi)€A, teH  (124)

min W, (1.25)

unde 7 = t — h(k,i;t), w = ET: v(t), v(t) este valoarea fluxului la
momentul ¢ si g(7,4;t) =0 penttrTloto‘gi te{T —h(i,jt)+1,...,T}.

In acest subparagraf consideram ca problema este stationara.

h(i,j;t) = h(i,j), e(i,j;t) =e(i,j), q(i,jit) = o0, (i,j) €A, teH
(1.26)

Remarcam faptul ca fluxul repetat temporal poate sa nu fie optim
pentru problema fluxului dinamic minim. Pentru mai multe detalii
invitam cititorul sa consulte lucrarea [18].
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2. Fluxuri in retele dinamice planare

2.1 Fluxuri in retele dinamice planare. Abordarea
statica.

2.1.1 Constructia retelei statice expandate reduse cu
drumuri dinamice

Aceasta constructie apartine autoarei acestei teze si este continuta in
lucrarea [68].

Fie reteaua dinamicd D = (N, A, h,e,q, H).

Problema fluxului dinamic maxim pentru 7' perioade de timp consta
in determinarea functiei flux g : A x H — N, care trebuie sa satisfaca
urmatoarele conditii:

T

(ZQ(LJ;t) —Zzg(k,l;f)) =w (2.1a)

t=0

>_9(ijit ZZg kyisT) =0,i# 1,n, t€ H (2.1b)
YO gty =YY glkmim)) = —w (2.1¢)
J kT

t=0
e(i,j;t) < g(i,j;t) < q(i,j;t), (i,j)e A , te H (2.2)

maxr w, (2.3)

T
unde 7 = t — h(k,i;t), w = > v(t), v(t) este valoarea fluxului

la. momentul ¢ si g¢(i,j;t) = 0 pentru toate momentele ¢t €
(T — h(i,j;t)+1,...,T}.

Vom construi, reteaua staticd expandata redusa Ry = (Vi, Fq,l1,u1)
utilizand notiunea de cel mai scurt drum dinamic. Problema celui
mai scurt drum dinamic este prezentatd de Cai, Sha si Wong [8].
Fie d(1,i;t) lungimea celui mai scurt drum dinamic la momentul ¢
de la nodul sursa 1 la nodul ¢ si d(i,n;t) lungimea celui mai scurt
drum la momentul ¢ de la nodul i la nodul stoc n, referitor la h
in reteaua dinamicd D. Vom considera H; = {t|t € H,d(1,i;t) <
t < T —d@i,mt)},i € N, si Hi; = {t|t € Hdl,it) <t <
T — h(i,j;t) — d(4,n;0)}, (4,7) € A. Reteaua staticd redusa cu surse
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multiple si stocuri multiple Ry = (Vy, Fo,lo,up) are Vo = {it]i €
N,t € I’Ii}7 Ey = {(Zt,jg)‘(l,]) e At € Hz‘,j}, lo(it,jg) = 6(i,j;t)7
uo(it, jo) = q(4,4;t), (it,jo) € Ep. Reteaua staticd expandata redusa
Ry = (W1, Eq, 11, u1) este construitd din reteaua Ry dupd cum urmeaza:
V1 = V() U {0, n+ 1}, E1 = EO U {(0, 1t)|1t c V()} U {(nt,n+ 1)|Tlt c ‘/E)}
,1(0,1) = li(ng,n+1) =0, u1(0,1;) = ur(ng,n+1) =00, Ly,n € Vg
si l1(it, Jo) = lo(it, Jo) si ui(ie, jo) = wo(it, Jo), (it, Jo) € Eo-

2.1.2 Fluxul maxim in retele dinamice planare cu margine

inferioara zero

Rezultatele din acest subparagraf apartin autoarei acestei lucrari si sunt
continute in lucrarea [69], trimisa spre publicare.

Vom considera, in aceasta sectiune ca reteaua dinamica D =
(N,A h,e = 0,q,H) este (1,n) planard&. Vom construi reteaua
expandata redusa cu multiple noduri sursa si multiple noduri stoc
Ry = (W, Eop, up) conform descrierilor din subcapitolul 2.1.1.
Teorema 2.1. Reteaua expandatd redusa statica cu multiple noduri
sursd si multiple noduri stoc Ry = (Vo, Eg,up) este o retea planard
statica.

Observam ca Ry este, de asemenea, o retea planara statica cu multiple
noduri sursa si multiple noduri stoc cand toate nodurile sursa si toate
nodurile stoc se gasesc pe aceeasi frontiera a unei singure fete sau cu
multiple noduri sursa si multimple noduri stoc cand nodurile sursa si
nodurile stoc se afli pe frontiera unor fete diferite. In continuare vom
considera primul caz, si anume cazul in care toate nodurile sursa si
toate nodurile stoc se gasesc pe aceeagi frontiera a unei singure fete
(fata exterioard).

Prezentam mai jos algoritmul pentru determinarea fluxului maxim in
retele planare orientate cu multiple noduri sursa gi multiple noduri stoc
situate pe aceeagi fatd (fata exterioard).

Algoritmul 7: Algoritmul pentru determinarea fluxului maxim in retele

dinamice planare cu multiple noduri sursa si multiple noduri stoc situate
pe fata exterioara.

MFPDN;
BEGIN
CONS(D, Ro);
MFDPSNSSOF(Ro, f*);
END.

W N R

In continuare prezentam corectitudinea si complexitatea algoritmului
MFPDN.

Teorema 2.2. Algoritmul MFPDN calculeaza in mod corect fluzul
mazim in reteaua dinamica planard orientata D.
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Teorema 2.3. Algoritmul MFPDN are complezitatea O(nTlog">nT)

Rezolvarea problemei fluxului maxim cu e > 0 si a problemei fluxului
minim prin abordarea statica constituie o tema de cercetare viitoare.

2.2 Fluxuri in retele dinamice planare. Abordarea
dinamica.
2.2.1 Fluxul maxim cu margine inferioara zero

Rezultatele din acest subparagraf apartin partial autoarei acestei
lucréri gi sunt prezentate in articolul [71] publicat in numérul 11(2)
din 2016 al revistei International Journal of Computers Comunications
& Control.

In acest subparagraf consideram reteaua dinamica D = (N, A, h,e =
0,q, H) in cazul stationar. In acest caz folosim algoritmul SMDF
prezentat in paragraful 1.3.

o
Reamintim c¢& wun ciclu (circuit) P de cost mediu este

[e] o

> (e(iy4)|(i,5) € P) /|P], si ca ciclul mediu minim este ciclu cu cel mai
mic cost mediu in reteaua D ([2] etc.). Daca se utilizeazd algoritmul
programarii dinamice, atunci algoritmul pentru determinarea ciclului
mediu minim are complexitatea O(nm) [2]. De asemenea, reamintim
ca algoritmul de eliminare a ciclului mediu minim este o varianta
imbunatatita a algoritmului lui Klein de eliminare a circuitelor de cost
negativ. Algoritmul eliminarii ciclului mediu minim ca si algoritmul
Klein porneste cu un flux maxim. Pentru informatii suplimentare
privind acesti algoritmi, cititorul poate consulta lucrarea [2].

In cazul cand reteaua D este planard, un flux maxim se determina
cu algoritmul MFPSN prezentat in paragraful 1.2.1. Pentru generarea
unui flux dinamic maxim stationar in reteaua planara D se utilizeaza
algoritmul SMDF prezentat in paragraful 1.3.1. Acest nou algoritm
(SMDF modificat) il denumim SMPDF (determina fluxul maxim cu
MFPSN).

In continuare prezentam teorema de corectitudine gi teorema de
complexitate.

Teorema 2.4. Algoritmul SMPDF calculeazd corect fluxul mazim in
reteaua dinamica planard stationard.

Teorema 2.5. Algoritmul SMPDF aplicat in reteaua dinamicd planard
stationard are complexitatea O(n®logn).
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2.2.2 Fluxul maxim in retele dinamice planare cu margine
inferioara pozitiva

Rezultatele din acest subparagraf apartin partial autoarei acestei
lucrari si sunt prezentate in lucrarea [73].

In acest subparagraf consideram problema fluxului maxim in retele
dinamice planare stationare cu margine inferioara pozitiva.

Exista doua inconveniente pentru aceasta problema. Primul consta in
faptul ca desi in reteaua planara staticad (1,n) D = (N, A,¢ = h,l,u)
existd un flux admisibil, este posibil ca in reteaua expandatd redusa
Ry = (Wo, Eo,lo,up) sd nu existe nici un flux admisibil. Al doilea
inconvenient consta in faptul ca este posibil ca fluxul repetat in timp
al fluxului admisibil de timp minim in reteaua D, sa nu fie un flux
admisibil in reteaua Ry (sau Rj), desi iIn Ry existd un flux admisibil.

Presupunem ca fluxul f = f , determinat cu algoritmul mFPSN
prezentat in subparagraful 1.2.2 in reteaua statica D = (N, A,c =
h,l,u) este admisibil. Fie P; un drum determinat cu procedura DFEF
din algoritmul SMDF prezentat in subparagraful 1.3.1 cu r(Ps) fluxul,
h(Py) timpul de tranzit si v(Ps) = (T + 1) — h(Ps) numarul de repetitii
ale drumului Ps, s = 1,...,k. Considerdm ci h(Py) < ... < h(Py).
Dacd drumul Ps este Ps = ((1,z),...,(y,%),(i,7),...,(z,n)), atunci
definim h;(P,) = h(1,2) + ... + h(y, i) si hi(Ps) = h(P,) — hi(P,). In
mod evident ci h,(Ps) = h(Ps). Fie H;,i € N multimea H; = {t|t €
H,d(1,i;t) <t < T —d(i,n;t)} cu precizarea ci reteaua dinamica D
este stationard. Definim multimile Hf = {¢,|t € H;, h;(Ps) <t < T —
hi(Ps)} = {hi(Ps), hi(Ps) + 1,...,T — hi(Ps)} cu |H?| = v(Ps),i € Ps

si Hf =0 pentrui ¢ Py, s =1,...,k. In mod corespunzitor drumurile
in reteaua Ry sunt P! = (14, . 0y4s, ..., Nppe)st = 0,00 kg, ks =
v(Ps) — 1y = hi(Ps), n = hn(Ps) = h(Ps), s = 1,...,k. Daca
reteaua dinamicd este stationard, atunci avem d(1,4;t) = d(1,7),

d(i,n;t) = d(i,n) pentru toate nodurile ¢ € N si sunt calculate cu
un algoritm de determinare a celui mai scurt drum.

Consideram ca arcele din A si din Ep sunt aranjate intr-o anumita
ordine. Fie e = (e(iaj))vq - (Q(i,j)),g - (g(iaj;t)) si lop =
(lo(it, jo)),uo = (uo(it,jo)), fo = (fo(ir,jo)), vectorul margine
inferioara, vectorul margine superioara si vectorul flux in care aceste
componente sunt ordonate in aceeagi ordine cu ordinea arcelor din
multimile A §i Ey. Generam fluxul g dintr-un flux static in retea
staticR D = (N,A,c = h,e,q) si nu construim reteaua statici Rp,
dar ne referim adesea la existenta sa.
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Definim lista Ey = (a),ds,...,a,) cu proprietatea ci a, € FE,
fo(a;) < Zo(a;), 1=1,2,...,a, unde fy este fluxul repetat temporal in
reteaua Ry generat de fluxul admisibil gi de timp minim f*. Fluxul fj
este determinat de algoritmul SMDEF prezentat in subparagraful 1.3.1
cu modificarea ca procedura MVMCEF foloseste algoritmul mFPSN
prezentat in subparagraful 1.2.2 care determina un flux admisibil f = f
si algoritmul de anulare a ciclului de cost (timp) mediu minim pentru
determinarea unui flux de timp minim admisibil f* in reteaua statica
D= (N,A,c=h,e,q). Fie k:; numéarul drumurilor P! care contin arce
a;,i=1,2,..., a. Daci existd arcul a; € By si a;- ¢ Pl s=1,2...k
t =0,...,ks, atunci putem determina usor drumul P} 41 care contine
arcul a;». Selectéim arcele a; din Ej in ordinea cresciitoare a numerelor

k;. Fie Po, Po = {P!|(ir, o) € P}, (ir, jo) € Ey.

Daca E(/) = 0, fo este un flux admisibil in reteaua Ry, altfel determinam

un flux admisibil ]go in reteaua Ry cu procedura F'F Ry prezentata in
algoritmul 8.

Algoritmul 8: Algoritmul pentru determinarea unui flux admisibil in
reteaua Ry.

/

FFRo(lo, uo, fo, By, Po, fo, Ky« -y kn);
1 BEGIN

2 foi=fo;B:=1;

3 repeat

4 selecteaza un arc a; din E(/) cu k; minim;

5 selecteazd drumul P! din Py cu a; € P

6 fie P! .= P! — {a;};

7 r(PY) := min{uo(ir, jo) — fo(i, o)l (it, jo) € PL};

. ’ ’ ~

8 if lo(a;) — fo(a;) < r(PE)

9 BEGIN

10 r(PY) = lo(a;) = fola));

11 creste fo cu r(P!) de-a lungul drumului P?;
12 elimind din E{) arcele a; cu lp (a,:-) < fo(a;);
13 END

14 else 3 :=0;
15 if B =0;
16 Exit;
17 until E(/) =0;

18 if =1;
19 then ]?0 este un flux admisibil in R
20 else nu exista flux admisibil in Rp;
21 END.

Teorema 2.6. Daca E(l) %+ O i exista un flur admisibil in reteaua
dinamica planard orientata (1,n) D = (N, A, h,e,q) atunci procedura
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FFRy determind un flur admisibil in reteaua D, altfel procedura
specifica faptul ca nu existd un flux admisibil in D.
Teorema 2.7. Procedura FFRy are complezitatea O(n*T?).

Prezentam pentru aceasta problema un algoritm pentru fluxul admisibil
maxim de timp minim f* in reteaua statica D = (N, A,c = h, e, q) care
genereaza un flux admisibil maxim fo in reteaua statica Ry. Algoritmul
pentru fluxul admisibil de timp minim f* in reteaua statica D =
(N,A,c = h,e,q) este in esentd acelagi ca algoritmul lui Ahuja-Orlin
al retelelor stratificate pentru problema fluxului maxim ([2]). Facem
urmatoarele modificari la algoritmul prezentat de Ahuja-Orlin al
retelelor stratificate: etichetele distanta d(i) sunt distantele de la nodul
1 cu privire la cost ¢ = h, care pot fi rezolvate cu un algoritm
clasic. Remarcam ca acest algoritm este o varianta a algoritmului de
drumuri minime succesive (Ahuja, Magnanti si Orlin [2]). Algoritmul
de generare a unui flux admisibil maxim fo in reteaua statica Ry este o
varianta a algoritmului Wilkinson prezentat in lucrarea Wilkinson [79].
Varianta algoritmului Wilkinson (VWA) este prezentata in algoritmul
9.

Algoritmul 9: Varianta algoritmului Wilkinson.

VWA,
1 BEGIN

F*i= 15 fo == fos

_ "
construim reteaua reziduala D cu privire la f*;

N

3
4 obtinem etichetele distants exacte d(i) in D;
5 for : € N do
6 b(i) :=true;
7 i:=1;
s  while d(n) < T do
9 if b(1) = true
10 then if existd un arc admisibil (z, )
11 then BEGIN
12 INAINTARE (i);
13 ifi=n
14 then BEGIN
15 MARIRE;
16 =1
17 END;
18 END
19 else INAPOIERE(:)
20 else BEGIN
21 determini etichetele distanti exacts d() in D;
22 for i € N do
23 b(4) :=true;
24 =1
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25 END;
26 END.

PROCEDURE INAINTARE();
BEGIN

p(j) =%

1i=7;
END;

AW N R

PROCEDURE INAPOIERE(i);

1 BEGIN

2 b(i) := false;

3 ifi#£1

4 then i := p(i);
5 END;

PROCEDURE MARIRE;
1 BEGIN

identifci un drum de mirire P folosind lista predecesorilor p;
r(P) == min{r(i, )|(i,j) € A};
actualizeaza reteaua reziduald D;

N

P

identifica lanturile Cé din Rg corespunzatoare drumului 15;
determina r(C¢) pentru toti t;

o o

7 mareste fluxul f*'() cu r(C}) de-a lungul lantului C§ pentru toti ¢;
8 END;

Reteaua D este reteaua reziduald a retelei statice D = (N, A, c =
h,e,q). Amintim c& un arc (i, ) in reteaua reziduald D este admisibil
daca satisface conditiile c& d(j) = d(i) + 1 si nodul j nu este blocat
(b(4) = true) cu d(i), d(j) distantele privind costul ¢ = h. Lanturile C§
in reteaua statici Ry sunt identificate in acelagi mod ca gi drumurile
P! corespunzitoare drumului Ps care este prezentat mai sus.
Teorema 2.8. Algoritmul VWA determina un flux mazim admisibil in
reteaua dinamicd planard (1,n) D = (N, A, h,e,q,H).

Teorema 2.9. Algoritmul VWA are complexitatea O(n*T?q), unde
g = maz{q(i, )|, j) € A}.

Prezentam, mai jos, algoritmul complet pentru fluxul admisibil
maxim in reteaua dinamicd planard (1,n) (CAMFFPDN).

Algoritmul 10: Algoritmul complet pentru fluxul admisibil maxim in
reteaua dinamica planara (1,n)

CAMFFPDN;
1 BEGIN

2 SMDF(D, f. /", fo);
3 if fo nu este admisibil

" then FFRo(Ro, fo, Ey, Po, fo, ks - - ki)

33



4 VWA(D7f*7RO’fO’f*7fO);
5 END.

Teorema 2.10. Algoritmul CAMFFPDN determind un flux admisibil
maxim in reteaua dinamicd planard (1,n) D = (N, A, h,e,q, H).
Teorema 2.11. Algoritmul CAMFFPDN are complexitatea O(n*T?q).
2.2.3 Fluxul minim in retele dinamice planare

Rezultatele din acest subparagraf apartin partial autoarei acestei

lucrari si sunt prezentate in lucrarea [33] in curs de publicare.

Consideram problema fluxului minim in reteaua dinamica stationara
(Ln) D = (NaAaha 67q7H)'

Remarcam faptul ca daca fluxul minim f = f obtinut cu algoritmul
mFPSN prezentat in subparagraful 1.2.2 este inadmisibil (u(i,j) <

f(i,7)) pentru unul sau mai multe arce ((i,7) € A), atunci nu exista
flux admisibil in reteaua D.

® (i, 5), (i, 5), u(i, ) >@

Figura 2.1: Fluxul minim f nu este admisibil.

De exemplu, fluxul minim f = f obtinut cu algoritmul mFPSN pentru
reteaua din Figura 2.1 este un flux indamisibil deoarece u(1,2) =4 <
5= f(1,2). Daci considerim X = {1,3,4}, X = {2} avem u(X, X) =
4 <5 =1(X, X) si din teorema fluxului admisibil prezentata in lucrarea
Ahuja, Magnanti si Orlin [2] rezultd ca in reteaua D nu existd un flux
admisibil.
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Precizam ca fluxul admisibil fo determinat cu procedura F'F R, este
un flux admisibil minim in reteaua Ry, deoarece fluxul fo in Ry este
generat de fluxul admisibil minim de timp minim ]? * in reteaua statica
D = (N,A,c = h,l = e,u = q) si de metoda prin care este calculat
fo in procedura FFRy. Fluxul admisibil minim in reteaua R este
echivalent cu un flux admisibil in reteaua dinamica D = (N, A, h, e, q).

Sa consideram teoretic, ca pot exista anumite retele dinamice planare
o

de dimensiuni foarte mari in care fy determinat cu procedura F'F Ry

nu este minim. In acest caz se foloseste algoritmul de mai jos.

Algoritmul 10’: Algoritmul complet pentru fluxul admisibil minim in reteaua
dinamica planard (1,n)

CAmFFPDN;
1 BEGIN

»  SMDF(D, f, f*, fo);

3 if fo nu este admisibil
7’

4 then FFRO(Ro,f07E67P07f07k17---yka)

5 if fo nu este un flux minim
o then VWAm(D, f*, Ro, f*, fo);
7 END.

Procedurile SMDF si FFRy sunt procedurile precizate in algoritmul
10. Daca fluxul admisibil fy nu este un flux minim atunci se aplica
procedura VWAm (varianta algoritmului Wilkinson pentru fluxul

minim) care determin& un flux admisibil minim f, pornind de la fluxul
admisibil initial fy.

Teorema 2.12. Algoritmul CAmFFPDN determind un flur admisibil
minim in refeaua dinamicd planard (1,n) d = (N, A, h,e,q, H)

o
Pana in prezent, autoarea lucrarii, nu a gasit un exemplu in care fy
determinat cu procedura F'F Ry sa nu fie flux minim.
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3. Fluxuri in retele dinamice bipartite

3.1 Fluxuri in retele dinamice bipartite. Abordarea
statica

3.1.1 Fluxuri maxime in retele dinamice bipartite cu
marginea inferioara zero

Rezultatele din acest subparagraf apartin autoarei acestei teze gi sunt
publicate in lucrarea [65].

Consideram ca reteaua dinamicda D = (N,A h,e = 0,q,H) este
bipartita.

Construim reteaua expandatd redusa staticd Ry = (Vo, Fo, lo, ug)-
Teorema 3.1. Dacd reteaua dinamicd D = (N, A h,e =0,q, H) este
bipartita, atunci reteaua staticd expandatd redusd Ry = (Vo, Eo,up) este
bipartita.

Fie wy,we, g9 cu wy = |Wq|, wa = |Wa|, g9 = |Eg|. Daca n; << nq este
evident ca w; << ws. In reteaua statica bipartita Ry determinam un
flux maxim fy cu o generalizare a algoritmului preflux FIFO bipartit
prezentat in subparagraful 1.2.3 (algoritmul 4).

Reamintim faptul ca algoritmul preflux FIFO ar putea efectua mai
multe Inaintdri saturate urmate, fie de o Inaintare saturata, fie de o
operatie de reetichetare. Ne referim la aceasta secventa de operatii
ca la o examinare a nodurilor. Algoritmul analizeaza nodurile active
in ordinea FIFO. Algoritmul mentine lista ¢ a nodurilor active intr-o
coada. Prin urmare, algoritmul selecteaza un nod ¢ de la inceputul listei
Q, executd Inaintarile pentru acest nod, si adauga noi noduri active la
sfargitul cozii Q. Algoritmul analizeaza nodul ¢ pana cand acesta devine
inactiv sau este reetichetat. In ultimul caz, adaugam nodul 7 la finalul
cozii (). Algoritmul se terminad cand coada () a nodurilor active este
goala.

Versiunea generalizatd a algoritmului preflux FIFO pentru fluxul
maxim in retele bipartite este numita algoritmul preflux FIFO bipartit
generalizat. O bilnaintare este o Inaintare peste doua arce admisibile
consecutive. Se trimite excesul de la un nod i; € Wi la alt nod k. € Wj.
Aceasta abordare se refera la faptul ca algoritmul trimite fluxul pe
drumul D = (it, Jo, kr), Jo € Wa, s se asigura ca niciun nod din Ws nu
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a avut vreodata exces. O naintare de o unitati de la nodul i; la nodul
Jo scade atat e(it), cat gi ro(it, jo) cu « unitati si creste atat e(jg), cat
si 70(jo,4¢) cu o unitati, unde o = min{e(iz), 7o (i¢, Jo ), 70 (Jo, 9¢) }-

Precizdm ci mentinem lista arcelor Ef (i;) = {(is, jo)|(it,jo) € Eo}.
Putem aranja arcele in aceste liste arbitrar, dar ordinea decisa ramane
neschimbata pe tot parcursul algoritmului. Fiecare nod ¢; are un arc
curent, care este un arc in Ej (i;) si este urmatorul arc pentru testarea
admisibilitatii. Initial, arcul curent al nodului i; este primul arc in
E{ (i). De fiecare data cand algoritmul incearcd si giseascd un arc
admisibil de la nodul i;, se testeaza daca arcul nodului curent este
admisibil. Daca nu, acesta desemneaza urmatorul arc din lista de arce
curente. Algoritmul repeta aceastd procedura pana cand fie gaseste un
arc admisibil, fie se ajunge la sfarsitul listei arcelor.

Algoritmul preflux FIFO bipartit generalizat (GBFIFOP1) este
prezentat mai jos.

Algoritmul 11: Algoritmul preflux FIFO bipartit generalizat
(GBFIFOP1)

GBFIFOP1;
BEGIN
INITIALIZARE;
while Q # () do
BEGIN
selecteaza nodul i+ de la inceputul listei Q;
BITNAINTARE/REETICHETARE(it);
END;

[ N

N o

s END.

PROCEDURA INITIALIZARE;

1 BEGIN

2 f=:0;Q:=0;

s calculeaza etichetele distanta exacte d(it);

a for t € H; do

5 BEGIN

6 fo(1t,70) := uo(1ls, jo) si adaugd nodul jg la sfarsitul listei Q
pentru toate arcele (1¢,j9) € Eo;

7 d(1¢) == 2w2 + 1;

8 END

9 END;

)

PROCEDURA BIiNAINTARE/REETICHETARE(it);
BEGIN
selecteazd primul arc (i¢, jg) din Ear (i) cu ro(it, jg) > 0;
B:=1
repeat
if (it,jo) este arc admisibil

-

[NV R V)
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if (jg, k) este arc admisibil
BEGIN
inainteazd « := min{e(it), 70 (%¢, jo), ro(Jo, k+)}
unitati ale fluxului peste arcele (i, 59), (4o, kr);

0 if kr ¢ Q

10 adauga nodul k. la sfarsitul listei Q;

11 END

12 else if (jg,k-) nu este ultimul arc din Ej (jp) cu
To (j97 k‘l’) >0

13 selecteazd urméatorul arc din E(')" (J0)

14 else d(jo) := min{d(k-) + 1|(jo, k+) € Eg (jo),

ro(jo, kr) > 0} ;

15 if e(it) >0

16 if (i¢, jg) nu este ultimul arc din Ear(jg) cu ro(it,jo) > 0

17 selecteaza urmitorul arc din Eg (i)

18 else

19 BEGIN

20 d(ie) := min{d(jo) + 1|(it. jo) € Eq (jo),
ro(it, jo) > O}

21 B:=0;

22 END

23 END

2a untile(ir) =0sau 8 =0

25 ife(it) >0

26 adauga nodul i la sfarsitul listei Q;
27 END;

Precizam ca orice drum in reteaua reziduala ]%0 = (W, Eo,ro) poate
avea cel mult 2ws + 1 arce. Prin urmare, am stabilit d(1;) := 2wg + 1
in procedura INITTALIZARE.

Corectitudinea algoritmului GBFIFOP1 rezulta din corectitudinea
algoritmului pentru flux maxim in reteaua bipartitda (Ahuja, Orlin,
Stein si Tarjan [1]).
Teorema 3.2. Algoritmul GBFIFOP1 care determindg un flux maxim
intr-o retea dinamica bipartita D = (N, A, h,e = 0, q) are complezitatea
O(nimT? + n3T3).
3.1.2 Fluxuri maxime in retele dinamice bipartite cu
margine inferioara pozitiva

Rezultatele din acest subparagraf sunt originale gi sunt publicate in
lucrarile [70] si [72].

In aceast subparagraf reteaua dinamicd D = (N, A, h,e,q,H) este
bipartita.
Construim reteaua staticd expandatd redusa Ry = (Vp, Eo,lo, uo) si

reamintim faptul ca reteaua Ry este o retea bipartita cu Vo = W1y UWs,
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Wi, = {’Lt|Z € Ny,t € HZ}7 Wy = {’Lt|l € Ng,t S Hz} Fie w1, W2, €o,
wy = |Whl|, we = |Wal|, eg = |Ep|. Dacad n; << ng atunci evident c&
wy << Wa. In reteaua statica bipartita Ry determindm un flux maxim
fo cu o generalizare a algoritmului preflux bipartit FIFO.

Generalizam algoritmul GBFIFOP1 prezentat in subparagraful 3.1.1
pentru cazul Il > 0. Exista mai multe noduri sursa 1;,t € H; si
mai multe noduri stoc n;,t € H,,. De asemenea, prezentam in detaliu
pseudocodul.

Algoritmul GBFIFOP1 bipartit generalizat (GBFIFOP2) este
prezentat mai jos:

Algoritmul 12: Algoritmul preflux FIFO generalizat bipartit
(GBFIFOP2)

GBFIFOP2;
BEGIN
INITIALIZARE;
while Q # 0 do
BEGIN
selecteaza nodul i+ de la inceputul listei Q;
BIiNAINTARE/REETICHETARE(it);
END;
END.

[ N

® N O

PROCEDURA INITIALIZARE;
BEGIN

1

2 fo este un flux admisibil in Ro; Q := 0;;

s calculeazd etichetele distant{d exacte d(i¢);

a for t € H; do

5 BEGIN

6 fo(1t,70) := uo(1ls, jo) si adaugd nodul jg la sfarsitul listei Q
pentru toate arcele (1¢,j9) € Eo;

7 d(1¢) == 2w2 + 1;

8 END

9 END;

)

PROCEDURA BITNAINTARE/REETICHETARE(it);
BEGIN
selecteazd primul arc (i¢, jg) din Ear (i) cu ro(it, jg) > 0;
B:=1
repeat
if (it,jp) este arc admisibil
BEGIN
selecteazd primul arc (jg, k-) din Ea’ (jo) cu ro(jo, kr) > 0;
if (jg, k) este arc admisibil
BEGIN
inainteazad o := min {e(it),70(it, o), 70 (jo, kr)}
unitdti ale fluxului peste arcele (i, jg), (jo, kr);

© ® N O ok W N K

[
[=]
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11 if kr ¢ Q

12 adaugd nodul k, la sfarsitul listei Q;

13 END

14 else if (jg, k) nu este ultimul arc din ES’ (jo) cu
0 (j@v k‘l’) >0

15 selecteaza urmatorul arc din E§ (70)

16 else d(jg) := min{d(kr) + 1|(jo, kr) € Eg (jo),

ro(jo, kr) > 0};

17 if e(it) >0

18 if (i¢,jg) nu este ultimul arc din Ear(jg) cu ro(it,jo) >0

19 selecteazd urméatorul arc din EO+ (4¢)

20 else

21 BEGIN

22 d(it) := min{d(jo) + 1|(it, jo) € Eq (jo),
ro(it, jo) > 0}

23 B :=0;

24 END

25 END

26 until e(i;) = 0sau 8 =0

27 if e(iy) >0

28 adauga nodul i la sfarsitul listei Q;
29 END;

Precizam faptul ca in prima faza se determina un flux admisibil in Ry
cu algoritmul GBFIFOP1 modificind problema conform cu explicatiile
date in subparagraful 1.1.2 (a se vedea si [2]).

Remarcam faptul c& orice drum in reteaua reziduali Ry = (Vj, Eo, 7o)
poate avea cel mult 2wy + 1 arce. De aceea am stabilit d(1;) := 2w +1
in procedura INITTALIZARE.

Corectitudinea algoritmului GBFIFOP2 rezulta din corectitudinea
algoritmului pentru fluxul maxim in retele bipartite Ahuja, Orlin, Stein,
Tarjan [1].

Teorema 3.3. Algoritmul GBFIFOP2 care determind un flux maxim
intr-o retea dinamica D = (N,A h,e,q,H) are complezitatea
O(nimT? + n3T3).

3.1.3 Fluxuri minime in retele dinamice bipartite

Rezultatele acestui subparagraf apartin partial autoarei acestei teze si
sunt continute in lucrarea [32] trimisa spre publicare.

In acest subparagraf reteaua dinamicd D = (N, A, h,e,q,H) este
bipartita.

Construim reteaua expandatd redusa staticd Ry = (Vp, Eo,lo, ug) cu
Vo=WruWy, Wy = {Zt|l c Nl,t S Hl}, Wy = {Zt|l c Ng,t S Hl}
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Conform Teoremei 3.1 rezultd ca dacd reteaua dinamica D =
(N, A, h,e, q, H) este bipartita, atunci reteaua expandatd redusa staticd
Ry = (Vb, Eo, lo, up) este bipartita.

Fie wy, we, g9 cu wy = |VV1‘7 Wo = |W2|, go = |E0| Daca no << nq
atunci observim ci ws << wi. In reteaua statica bipartita Ry
determindm un flux minim fy cu algoritmul preflux FIFO bipartit
generalizat pentru fluxul minim.

Algoritmul (GBFIFOP3) preflux FIFO bipartit generalizat pentru
fluxul minim este prezentat mai jos:

Algoritmul 13: Algoritmul preflux FIFO bipartit generalizat pentru
fluxul minim (GBFIFOP3)

GBFIFOP3;
1 BEGIN
2 INITIALIZARE;
s while Q # 0 do
a BEGIN
5 selecteaza nodul jg de la inceputul listei Q;
6 BIiNAPOIERE/REETICHETARE(jg);
7 END;
s END.

PROCEDURE INITIALIZARE;
1 BEGIN
2 fo este un flux admisibil in Ro; Q := 0;

calculeaza functia distantd exactd d in reteaua reziduala G;

3

4 for \ € H,, do

5 BEGIN

6 fo(Ga,mx) :==1o(4g,m) si adaugd nodul jg la sfarsitul listei Q
pentru toate arcele (jg,ny) € Eo;

7 d(ny) := 2wy + 1;

8 END;

o END;

PROCEDURA BIINAPOIERE/REETICHETARE (jy);

1 BEGIN

2 selecteazad primul arc (it, jo) din Ey (jg) cu 7o(it, jg) > 0;

3 B:=1;

4 repeat

5 if (i¢,jp) este arc admisibil

6 BEGIN

7 selecteazd primul arc (kr,it) din Ej (it) cu 7o (kr,it) > 0;
8 if (kr,it¢) este arc admisibil

9 BEGIN
10 inapoiazd « := min {—e(jg), Po(it, jo), Fo(kr,it)}

unitdti de flux peste arcele (i¢, jg), (kr,it);

11 END
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12 if k- ¢ Q

13 adauga nodul k- la sfarsitul listei Q;

14 else if (kr,i:) nu este ultimul arc din Ej (it) cu
#o(kr,it) > 0

15 selecteazd urmatorul arc din Ej (it)

16 else d(iy) := min{d(k:) + 1|(k-, i) € By (it),

fo(kr,it) > 0};

17 if e(jg) >0

18 if (it, jo) nu este ultimul arc din Ej (jg) cu 7o (¢, jo) > 0

19 selecteazd urmdatorul arc din Ej (jg)

20 else

21 BEGIN

22 d(jo) := min{d(it) + 1|(it, jo) € Eqy (o),
7o (it, jo) > 0}

23 B:=0;

24 END

25 until e(jg) = 0sau 8 =0

26 if e(jg) >0

27 adauga nodul jg la sfargitul listei Q;
28 END;

Remarcam faptul c& orice drum in reteaua reziduala Ry = (Vp, Eo,ro)

poate avea cel mult 2wy+1 arce. Prin urmare, stabilim d(n,) := 2wa+1
in procedura INITTALIZARE.

Corectitudinea algoritmului GBFIFOP3 rezulta din corectitudinea
algoritmului pentru flux minim in retele bipartite (Ciurea, Georgescu
si Marinescu [28]).
Teorema 3.4. Algoritmul GBFIFOPS care determind un flux
minim @n refeaua dinamicd D = (N, A, h,e,q, H) are complezitatea
O(noamT? + n3T3).

3.2 Fluxuri in retele dinamice bipartite. Abordarea
dinamica

3.2.1 Fluxul maxim in retele dinamice bipartite cu marginea
inferioara zero

Rezultatele din acest subparagraf apartin autoarei si sunt publicate in
lucrarea [68].

In acest subparagraf consideram fluxul maxim in retele dinamice
bipartite in cazul stationar h(i,j;t) = h(i,5), q(i,5;t) = q(i,5),
(i,j) € A,t € H. Folosim algoritmul SMDF care a fost prezentat
in subparagraful 1.3.1. In acest subparagraf reteaua dinamica D =
(N,A,h,e =0,q, H) este bipartita.

Considerim reteaua statica bipartitd G = (N, A,¢ = h,l = 0,u) unde
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c(i,j) = h(s,j), u(i,j) = q(i,5),(i,j) € A. Procedura MVMCF din
algoritmul SMDF efectueaza algoritmul pentru fluxul de cost minim si
valoare maxima f* in reteaua statica bipartita. Versiunea modificata
a algoritmului de scalare a costului pentru reteaua statica bipartita G
incepe cu orice flux admisibil. In acest caz fluxul admisibil este un
flux maxim f. Determinam un flux f de valoare maxima cu versiunea
modificatd a algoritmului preflux FIFO care are complexitatea O(n;m+
n3). Versiunea modificatd a algoritmului de scalare a costului are
complexitatea O(nym + nflog(nié)) = O(nym + n?log(nih)), h =
mazxz{h(i,5)|(i,j) € A}.

Teorema 3.5. Algoritmul SMDF calculeazd in mod corect fluzul
mazim in reteaua dinamica stationard bipartita.

Teorema 3.6. Algoritmul SMDF aplicat pe reteaua dinamicd
stationard bipartitd are complezitatea O(max{n;m+n3log(nih),nT}).
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4. Aplicatii si concluzii

4.1 Aplicatii

Fluxurile dinamice apar in rezolvarea multor probleme, incluzand
sisteme de productie-distributie, planificare economica, sisteme
energetice, sisteme de trafic gi sisteme de evacuare a cladirilor. In
continuare vom prezenta o aplicatie referitor la evacuarea unei cladiri.
Aceasta aplicatie reprezinta continutul unui articol al autoarei acestei
teze [66].

Vom ardta cum o problema de evacuare a unei cladiri este modelata
ca o problema de flux dinamic. In acest exemplu, obiectul care
urmeaza a fi evacuat este reprezentat de o retea numita retea de
evacuare 1n care nodurile corespund partilor relevante ale obiectului
de evacuare, iar arcele reprezintd conexiuni intre aceste parti. Unul
sau mai multe noduri se disting ca noduri sursa, iar altele ca noduri
destinatie. Grupul de persoane evacuate este modelat ca flux dinamic.
Un model de retea dinamica al obiectelor de evacuare are urmatoarele
componente: orizontul de timp si unitatile de baza, nodul, arcul,
sursa gi destinatia. Orizontul de timp T este Impartit in perioade
de timp finite ¢ = 0,1, ...,7. Nodurile sunt folosite pentru a modela
punctele gi/sau locatiile conectate. Existd cateva alternative de luat in
considerare la definirea unui nod. Nodurile care reprezinta locatii care
gazduiesc un numéar semnificativ de persoane sunt nodurile sursa, iar
iegirile cladirii sunt noduri destinatie in retea. Oferta unui nod sursa
este data de numaéarul de persoane evacuate din locatia asociata nodului.
Fiecare nod din retea are o capacitate care reprezintd numarul maxim
de persoane evacuate care pot ocupa in siguranta un nod la un moment
dat.

Pentru detalii se poate consulta lucrarea [50].

Ezemplu. In Figura 4.1 este prezentata o sectiune de plan a primului
etaj al unui cimin studentesc. Aceasta sectiune are treisprezece camere
si un coridor. Este conectata la usa de iesire din cladire, de la parter,
printr-o scara. O alta iesire, mai precis iegirea de urgenta, din cladire
este localizata la capatul din stanga al coridorului.
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Figura 4.1: Planul sectiune de la etajul intai al cladirii

Figura 4.2: Reprezentarea retelei

In Figura 4.2 am reprezentat reteaua corespunzatoare planului de
sectiune de la etaj unde: R1 — RI13 reprezinta camerele, C'1 — C7
reprezinta coridorul, SE — scarile de iegire, Ex — usa de iesire de la
capatul din stanga al coridorului, si S un nod suplimentar ca zona
de siguranta comuna. Pentru a defini arcele de retea, se considera o
situatie in care unele persoane sunt situate in camera R9 chiar inainte
de anuntarea unei evacuari. De indata ce vor afla cd va fi o evacuare,
persoanele vor iesi din camera lor i vor intra in zona de coridor
modelata de nodul C5. Apoi, o parte dintre persoane vor alege sa
se mute la C6 deoarece ei vor sa iasa afara folosindu-se de usa de iesire
de la capatul din stanga al coridorului, in timp ce altii aleg sa se mute la
C4 deoarece ei vor sa iasa afara folosindu-se de usa de iesire de la parter.
Situatia similara este luata in considerare si pentru alte incaperi. Aceste
posibilitati de miscare determina directia arcelor din modelul de retea.
In timpul procesului de evacuare, o conexiune intre dousi noduri poate
fi temporara datorita, de exemplu, blocarii prin foc sau fum. In acest
caz, un arc care reprezintd o conexiune trebuie, de asemenea, sa fie
temporar, capacitatea arcului scade in timp si devine zero dupa cateva
momente. Prin urmare, timpul necesar pentru traversarea arcului de la
un nod la altul poate fi variabil in timp. Aplicatia analizeaza evacuarea
unei cladiri cu numér de ocupanti cunoscut sau necunoscut. Atunci
cand numarul de locuitori dintr-o cladire este greu de estimat, suntem
interesati sa gasim numarul maxim de persoane evacuate care pot fi
trimise in zona de siguranta intr-un anumit orizont de timp 7.
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4.2 Concluzii

In lucrarea de fata am abordat problema claselor de fluxuri dinamice
axandu-ne, in special, pe probleme de flux in retele dinamice planare
si retele dinamice bipartite avand la baza contributiile originale ale
autoarei. In capitolele 2 si 3 au fost prezentate principalele rezultate
ale autoarei, publicate sau trimise spre publicare in literatura de
specialitate.

In capitolul 2 este prezentati constructia retelei statice expandate
reduse cu drumuri dinamice, precum gi abordarea statica a fluxului
maxim in retele dinamice planare cu margine inferioara zero. De
asemenea, se prezintd abordarea dinamicd a determinarii fluxului
maxim in retele dinamice planare cu margine inferioara zero si in retele
cu margine inferioara pozitiva, precum si problema fluxului minim in
aceasta clasa de probleme.

In capitolul 3 am abordat problema fluxurilor in retele dinamice
bipartite, atat in ceea ce priveste abordarea statica, cat gi abordarea
dinamica.

Pentru fiecare problema prezentata in capitolele 2 gi 3 am propus cate
un algoritm prezentat, in mod detaliat, in pseudocod, precum si cate
un exemplu sugestiv pentru claritatea fiecirei probleme expuse.

In Tabelul 4.1, de mai jos, am prezentat, sintetizat, complexitatea
algoritmilor descrisi in capitolele 2 si 3.

Retea Abordare| Flux Marsmev Complexitate
inferioara
. e=0 O(nTlog!® nT)
.. maxim
statica e>0 —
dinamica minim e>0 —
planard maxim  |_¢=0 O(n®logn)
dinamic# e>0 O(n?T?q)
minim e>0 O(n?T?)
masim e=0 O(nimT? + n‘fT“)
staticd e>0 O(nimT? + n3iT?)
dinamica minim e>0 O(nomT? +n3T?)
bipartita maxim | € =0 O(max{nimT*+
dinamica n$ log(n1h),nT})
e>0 —
minim e>0 —

Tabelul 4.1: Complexitatea algoritmilor pentru determinarea fluxului
maxim gi a fluxului minim in retele dinamice planare si retele dinamice
bipartite
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Multe probleme interesante de flux in retele dinamice planare si retele
dinamice bipartite sunt inca nestudiate, gi anume:

problema fluxului maxim in retele dinamice planare cu margine
inferioara pozitiva, abordarea statica;

problema fluxului minim in retele dinamice planare, abordarea
statica;

problema fluxului maxim in retele dinamice bipartite cu margine
inferioara pozitiva, abordarea dinamica;

problema fluxului minim in retele dinamice bipartite, abordarea
dinamica;

determinarea fluxului maxim sau minim in retele dinamice
bipartite cu alti algoritmi;

alte probleme de fluxuri in retele dinamice.

Cercetarile viitoare ale autoarei acestei teze se vor directiona si spre
problemele prezentate mai sus.

Rezultate originale:

1.

studiul din capitolul 2, sectiunea 2.2.2 privind fluxul maxim
in retele dinamice planare cu margine inferioara pozitiva a fost
publicat in lucrarea: C. Schiopu, E. Ciurea, Maximum flows
in planar dinamic networks with lower bounds, Fundamenta
informaticae, Vol. 163(2), 2018, pp. 189-204 - jurnal indexat
ISI cu Factor de Impact 0.725 si SRI: 0.531

. studiul realizat in sectiunea 2.2.1 cu privire la abordarea

dinamica a fluxului maxim in retele dinamice planare cu margine
inferioara zero a fost publicat in lucrarea: C. Schiopu, E. Ciurea,
The maximum flows in planar dinamic networks, International
Journal of Computers Communications & Control, Vol. 11(2),
2016, pp. 282-291 - jurnal indexat ISI cu Factor de Impact
1.290 si SRI: 0.338

studiul realizat in sectiunea 2.2.3 cu privire la abordarea
dinamica a fluxului minim in retele dinamice planare se
regaseste in lucrarea: E. Ciurea, C. Schiopu, The minimum
flows in directed planar networks, lucrare prezentata in cadrul
International Conference on Control, Decision and Information
Technologies 2019, Franta - conferinta indexata ISI

. studiul realizat in sectiunea 3.1.1 cu privire la abordarea statica

privind fluxul maxim in retele dinamice bipartite cu marginea
inferioara zero a fost publicat in lucrarea: C. Schiopu, The
maximum flows in bipartite dynamic networks. The static
approach., Annals of the University of Craiova - Mathematics
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and Computer Science Series, Vol. 43(2), 2016, pp. 200-209 -
jurnal indexat in WOS, insa fara factor de impact

5. studiul din sectiunea 3.1.2, privind fluxul maxim in retele
dinamice bipartite cu margine inferioara pozitiva a fost publicat
in lucrarile: C. Schiopu, E. Ciurea, Two flow problems
in dynamic network, International Journal of Computers
Communications & Control, Vol. 12(1), 2017, pp. 103-115 -
jurnal indexat ISI cu Factor de Impact 1.290 si SRI: 0.338
si C. Schiopu, E. Ciurea, The maximum flows in bipartite
dynamic networks with lower bounds. The static approach. in
Proceedings in IEEE Xplore of the 6" International Conference
on Computers, Communications and Control (ICCCC), Oradea,
Romaénia, 2016, pp. 10-15.

6. constructia retelei statice expandate reduse cu drumuri dinamice
si studiul din sectiunea 3.2.1 cu privire la abordarea dinamica a
fluxului maxim in retele dinamice bipartite cu margine inferioara
zero a fost publicat in lucrarea: C. Schiopu, The maximum
flows in bipartite dynamic networks, Bulletin of the Transilvania
University of Bragov Vol. 7(56), 2014, pp. 193-202

Rezultate originale trimise spre publicare:

1. studiul realizat in sectiunea 2.1.2 cu privire la fluxul maxim in
retele dinamice planare cu margine inferioara zero se regaseste
in lucrarea: C. Schiopu, Maximum flows in planar dynamic
networks. The static approach - lucrare trimisa spre recenzie la
revista Romanian Journal of Information Science and Technology
- Factor de Impact 0.288 si SRI: 0.197

2. studiul din sectiunea 3.1.3 cu privire la fluxurile minime in
retele dinamice bipartite se regaseste in lucrarea: E. Ciurea, C.
Schiopu, The minimum flows in bipartite dynamic Networks.

The static approach. - lucrare trimisa spre recenzie la
revista Informatica an International Journal of Computing and
Informatics

Alte studii realizate de-a lungul studiilor doctorale sunt:

1. studiul fluxului minim in retele orientate planare s —t in lucrarea:
E. Ciurea, O. Georgescu, C. Schiopu Minimum flows in directed
s-t planar networks with arcs and nodes capacities publicata in
proceeding-ul International Conference on Control, Decision and
Information Technologies 2018, Grecia - conferinta indexata ISI.

2. studiul fluxului minim in retele planare 1 — n statice orientate
i In retele dinamice cu arce gi noduri capacitate in lucrarea: E.
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Ciurea, O. Georgescu, C. Schiopu Minimum flows in directed
1-n planar static and dynamic networks with arcs and nodes
capacities - lucarare trimisd spre recenzie la revista Journal of
Circuits, Systems and Computers - Factor de Impact 0.595 si
SRI: 0.183

. studiul privind problema fluxului maxim in retele dinamice
publicat In lucrarile: C. Schiopu Applications of the
maximal dynamic network flow problem in proceeding-ul 14th
International Conference on Mathematics and Applications 2015,
Politehnica University of Timisoara, Roménia si C. Schiopu
An applications of freight systems, Bulletin of the Transilvania
University of Bragov Vol. 8(57), 2015, pp. 499-506.

. studiul privind problema fluxului maxim in retele dinamice
bipartite cuprins in lucrarea: C. Schiopu Maximum Flows in
Bipartite Dynamic Network - trimisa spre recenzie la Bulletin of
the Transilvania University of Brasov.
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Anexe

Anexa 1. Scurt rezumat al tezei

Teza de doctorat, intitulata Clase de fluxuri dinamice, este structurata
in 4 capitole, un capitol care contine notiuni utilizate pe parcursul
acestei lucrari, 2 capitole care contin rezultate originale gi un capitol cu
aplicatii gi concluzii. Primul capitol, intitulat Fluzur: in retele, descrie
notiuni generale privind fluxurile in retele prezentand algoritmi pentru
determinarea fluxurilor in retele statice oarecare si in retele statice
speciale, precum si algoritmi pentru determinarea fluxurilor in retele
dinamice oarecare. In capitolul 2, intitulat Fluxuri in retele dinamice
planare, am prezentat modul in care este construita reteaua statica
expandata redusa cu drumuri dinamice gi am dezvoltat algoritmi pentru
flux maxim i algoritmi pentru flux minim folosind abordarea statica
si cea dinamicd. Algoritmii propusi in acest capitol sunt prezentati
in detaliu, in pseudocod. In capitolul 3, intitulat Fluzuri in retele
dinamice bipartite, am studiat problema fluxului maxim gi cea a fluxului
minim in retele dinamice bipartite folosind abordarea statica si fluxul
maxim in retele dinamice bipartite cu margine inferioara zero folosind
abordarea dinamicd. In ultimul capitol sunt prezentate concluziile
finale obtinute in urma cercetarii claselor de fluxuri dinamice, fiind
descrise contributiile aduse temei abordate, realizand, totodata, o
analiza comparativa a complexitatii algoritmilor referitor la abordarea
statica si cea dinamica gi prezentand o aplicatie a fluxurilor dinamice.
Rezultatele cuprinse In aceasta teza pot fi extinse si in alte probleme
de fluxuri in retele dinamice.

*

The PhD thesis entitled, Dynamic Flow Classes, is structured into 4
chapters: a chapter that contains notions used during this work, 2
chapters that contain original results and a chapter with conclusions
and further research. The first chapter, entitled Flows in Networks,
describe general concepts of network flows presenting algorithms for
determination of flows in general static network and special static
network, as well as algorithms for determining flows in general dynamic
networks. In the second chapter, entitled Flows in planar dynamic
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networks, we presented how is constructing the static reduced expanded
network with dynamic paths and we have developed algorithms for
maximum and minimum flows using static approach and dynamic
approach. The algorithms proposed in this chapter are presented, in
detail, in the pseudocode. In Chapter 3, entitled Flows in Dynamic
Bipartite Networks, we studied the problem of the maximum flow
and the minimum flow in the bipartite dynamic networks using static
approach and the maximum flow in dynamic bipartite networks with
lower bound zero using dynamic approach.

In the last chapter are presented the final conclusions obtained from
the research of dynamic flow classes, describing the contributions to
the topic approached, while also performing a comparative analysis of
the complexity of the algorithms regarding the static and the dynamic
approach and presenting an application of dynamic flows. The results
contained in this thesis can be extended to other problems of flows in
dynamic networks.
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