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Capitolul 1

Introducere

1.1 Istoric

Teoria mediilor cu microstructurd are ca scop principal eliminarea inadvertentelor care apar intre teoria
clasica a elasticitatii si experimentele sale specifice. Rezultatele teoriei clasice a elasticitatii se dovedesc
a fiinadecvate in situatia in care deformarile generale ale mediului sunt supuse efectelor microstructurii
sale, cum ar fiin cazul ceramicii, al grafitului, oaselor umane sau polimerilor, adica al corpurilor granulare
cu molecule mari.

Calitatea de promotor al teoriei microstructurii este atribuita lui Eringen, care a creat bazele cerceta-
rii acestei teorii, vezi [38, 42, 45, 47]. Teoriile domeniilor microcontinue reprezintd, prin intermediul lui
Eringen, o extindere a teoriilor clasice referitoare la deformadri, deplasari si interactiuni ale mediilor con-
tinue, sub aspect microscopic si la scale mici de timp. Din punct de vedere fizic, un corp material este
considerat a fi o colectie a unui numar mare de particule deformabile, care influenteaza comportamen-
tul macroscopic al corpului, vezi [47], reprezentare asemdndtoare elementului de volum mic, continand
un numdr mare de ,particule mici’, pentru care legile statistice raman valabile, prezent in mod curent in
teoria transportului si mecanica statistica.

Abaterea fundamentald de la actiunea locala specifica teoriei clasice, constituie baza teoriilor microcon-
tinue, care privesc atat fenomenele la scala atomica, cat si multitudinea de exemple din mediul incon-
jurator, precum suspensiile, cristalele lichide, circulatia sanguind, mediile poroase, polimerii, solidele cu
microfisuri si dislocari, fluidele cu turbulente, vartejuri sau bule, exemple care, pentru descrierea com-
portamentului lor mecanic, iau in considerare deplasdrile microelementelor din structura lor, mai exact,
ale particulelor suspendate, celulelor sanguine, aglomerdrilor de cristale lichide, fibrelor, etc., vezi [47].

Aparitia acestor teorii a fost initiata de teoriile polare, in cadrul cdarora, punctele materiale sunt consi-
derate ca fiind inzestrate cu vectori directori. Recunoasterea naturii polare a solidelor cristaline este
atribuita lui Voigt, care in [126], exploreaza proprietdtile acestora, elaborand ecuatiile de echilibru pen-
tru astfel de cristale. Ulterior, fratii Cosserat au dezvoltat o teorie a elasticitatii prin intermediul unui
principiu variational, care poarta numele de ,Actiunea Euclidiand’, vezi [29, 47], si prin introducerea con-
ceptului de ,triedru”, mediile deformabile fiind studiate, in mod inovator, prin prisma inzestrarii fiecarui
punct material al acestora, cu un triedru ortonormal de vectori, care se numesc directori, avand rolul de
a descrie atat orientarea particulei, precum si relatiile independente ale acesteia. in acest mod, fratii
Cosserat au obtinut o lege referitoare la momentul impulsului in cazul dinamic, insa fara a oferi o mi-
croinertie specificd sau o lege de conservare pentru tensorul de microinertie, acestea fiind esentiale in
procesul de elaborare a ecuatiilor constitutive siin abordarea problemelor dinamice ale solidelor si me-
diilor fluente, ale cristalelor lichide si suspensiilor.

Modelul Cosserat reprezinta o varianta redusa a teoriei mediilor micropolare, mai exact, teoria cuplata
a tensiunii, care se bazeaza pe interdependenta dintre vectorul deplasare si cel de rotatie, fiind utili-
zat pentru analizarea comportamentului mediilor inzestrate cu structurd internd complexa, doar ca di-
ficultatea elaborarii ecuatiilor constitutive determind inaplicabilitatea acestui model in scopul rezolvarii
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problemelor experimentale. Aceasta teorie a fost aprofundata in [3, 41,47, 105].

In lucrarile [35, 37] si [120], Eringen, respectiv Eringen si Suhubi au introdus o noud teorie neliniard
microcontinud, in cadrul careia, legile echilibrului sunt completate cu altele suplimentare si sunt luate in
considerare deformdrile si miscarile intrinsece ale microconstituentilor mediului, teoria neliniara dezvol-
tatd in aceste lucrdri fiind extinsd si aprofundatd in [36] si [39]. In aceeasi perioads, siin mod indepen-
dent, a fost abordata teoria liniard a elasticitatii microstructurii, in lucrdrile [51] si [107], unde Green si
Rivlin, respectiv Mindlin, ofera teorii avand legaturi indisolubile cu teoria liniard micromorfa, marcand
astfel debutul unei activitati extrem de intense in acest domeniu, precum siin domeniile conexe.

Cele trei teorii, micropolard, microstretch si micromorfa, introduse de Eringen, vezi [38-43, 45-47],
lucrdri care prezinta formulari, aprofundari, extinderi, precum si aplicatii ale acestora, constituie fun-
damentul dezvoltarii respectivelor teorii in ultimii doudzeci de ani, subiectul fiind unul de referintd, prin
varietatea directiilor de studiu pe care le ofera si a aplicatiilor care se regasesc in mediul inconjurator.

In teoria micropolard continud, un punct material este inzestrat cu trei vectori directori rigizi, fiind echipat
cu trei grade de libertate aditionale, doar pentru rotatii rigide, vezi [47], iar prin asocierea punctelor ma-
teriale cu tensori de diverse ordine, se pot elabora teorii de ordin superior. Un element infinitezimal de
suprafata transmite o forta si un cuplu vector, care dau nastere unei tensiuni nonsimetrice si unui cuplu-
tensor de tensiune, prima fiind relationata cu un tensor nonsimetric de deformatie iar cel de-al doilea
de un tensor nonsimetric de curburd, acest prototip al mecanicii continue, introdus de Voigt, in [126] si
aprofundat de Cosserat in [29], bazandu-se pe corelatia dintre vectorul de rotatie si vectorul deplasare.

Extinderea teoriei clasice la teoria cuplata micropolara este rezultatul incapacitatii teoriei clasice de a es-
tima efectele implementarilor sale, in cazul problemelor care au o scald comparabila cu scala microstruc-
turald a mediului respectiv, cum ar fi dimensiunea granulelor dintr-un agregat policristalin sau granular,
forta aparentd a unor materiale cu acumulari de tensiune fiind mai mare pentru granulele de mdrime
mai micd, vezi [87]. Teoriile mediilor micropolare si micropolare poroase sunt dezvoltate, sub multiple
aspecte, in lucrdrile [76,82,88,90], iar exemple ale studierii influentei asupra acestor medii, atat a teoriei
Green-Naghdi, precum si a microtemperaturilor, regasindu-se in [34], respectiv [92,111].

In cazul teoriei microstretch continue, microdeformarile sunt doar de tipul Lrespiratie’, mai exact, iau
in considerare rezultatul contractare-dilatare axiala pe parcursul rotatiei particulelor, gradele aditionale
de libertate fiind reduse la patru, trei microrotatii, aldturi de unul corespunzator efectului contractare-
dilatare. Modelul continuului microstretch a suscitat un interes sporit, constituind subiectul unui mare
numar de lucrdri, vezi [14, 45,80, 116], fiind util studierii diverselor materiale, cum ar fi mediile poroase,
cu porii continand gaz lichid, materialele compozite, armate cu fibre elastice fragmentare, asfaltul, etc.

in cazul teoriei micromorfe continue, un punct material, inzestrat cu trei vectori directori deformabili,
introduce noud grade independente de libertate, in plus fatd de teoria clasica. Teoria micromorfa, ase-
menea celei microstretch, este caracterizata de influenta structurii interne a mediului asupra modelarii
constitutive. Teoria mediilor elastice micromorfe, abordata de Eringenin [42,43], pe baza teoriei elastice
a mediilor microstretch, a fost ulterior dezvoltata de acelasi autor, alaturi de Twiss, in [123,124], pentru
mixturi policristaline, compozite granulare si suspensii fluide, teoria mediilor microcontinue fiind astfel
extinsd, de la teoria clasicd, |a spatiile microscopice de mica scald, vezi de asemenea, [46, 47].

In ceea ce priveste teoria mediilor dipolare, care este parte a teoriei structurilor multipolare, primele
rezultate au fost publicate de Mindlinin [106], in care este prezentatd si o forma liniara a generalizdrii lui
Toupin din [122], rezultate dezvoltate ulterior in [107]. Tot ca initiatori ai teoriei mediilor dipolare sunt
considerati Green si Rivlin, care au dedicat cercetarile lor studierii acestor noi structuri, publicand primele
rezultate in [51] si abordand apoi, si in alte lucrari, structurile multipolare, in particular, pe cele dipolare.

Un mediu dipolar poros este un solid care are scheletul sau matricea elastice, iar interstitiile au lipsa
de material. Teoria care studiaza aceste medii are aplicatii multiple in diverse domenii, polimerii, com-
pozitele, suspensiile si cristalele fiind doar cateva exemple de medii cu microstructurd. Tn numeroase
lucrari publicate, expresia unei vaste cercetari a teoriei mediilor dipolare, respectiv a celei dipolare po-
roase, Marin studiaza aspecte extrem de variate ale acestor domenii, exemple in acest sens fiind studi-
ile [78,84,93-95,98,102,103].
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Teoria comportamentului mediilor termoelastice, fara disiparea energiei, prezinta doua aspecte speci-
fice, referitoare atat la neimplicarea energiei de catre debitul de caldurg, in contrast cu teoria termoe-
lasticitatii clasice, caracterizata de Legea Fourier, precum si la determinarea tensiunii de cdtre aceeasi
functie care constituie fundamentul obtinerii ecuatiei constitutive a vectorului flux de entropie, condu-
cand astfel la propagarea caldurii sub forma undelor termice cu viteza finitd, vezi [87].

Exista mai multe teorii hiperbolice avand ca scop descrierea transmiterii de caldurd, cunoscute si sub
denumirea de teorii ale celui de-al doilea sunet, in cadrul carora, fluxul de cdldura este modelat cu vi-
teza de propagare finitd, spre deosebire de modelul clasic, bazat pe Legea Fourier. O analizd a acestor
teorii, abordate in lucrdri pe parcursul unui deceniu, a fost realizatd de Chandrasekharaiah in [16], unde
sunt reconstituite contributiile referitoare atat la teoria termoelasticitatii in contextul relaxarii termice,
precum si la teoria termoelasticitatii dependente de rata de temperaturd, evidentiind particularitatile
specifice teoriei termoelasticitdtii fard disiparea energiei.

Teoria termoelasticitatii fara disiparea energiei, cu particularitdtile sale distincte care privesc atat debitul
de caldurd, precum si ecuatia constitutiva a vectorului flux de entropie, are primele sale rezultate obti-
nute de Green si Naghdi in [55]. Avand la baza conceptul nou introdus de ,crestere termicd’, aceasta
teorie a termomecanicii mediilor deformabile utilizeaza un echilibru general al entropiei, in acelasi mod
in care este postulat de cdtre aceiasi autoriin [52], procedeu prin care ecuatia energeticd redusa este pri-
vita ca o identitate pentru toate procesele termodinamice, fiind impuse unele restrictii asupra formelor
functionale ale variabilelor constitutive dependente. Teoria este ilustratd in detaliu, in contextul fluxului

de caldura dintr-un mediu rigid, cu referire speciala la propagarea undelor termice la viteza finita.

Teoria mediilor poroase este prezenta in arii extrem de variate ale vietii cotidiene, cum ar fi geologia,
cu studiul rocilor si al solului, industria medicamentelor si a dispozitivelor medicale, sau procesul de
fabricatie a materialelor poroase, exemple in acest sens fiind ceramica, vata minerala sau materialele
granulare suprapuse unor materiale solide. Fundamentul teoriei mediilor elastice cu goluri a fost reali-
zat de Goodman si Cowin in [50], lucrare in care autorii extind conceptul de ,distributie a masei” astfel
incat aceasta sdinglobeze mediile granulare. Distributia masei trebuie relationata cu distributia volumu-
lui granulelor, iar pentru indeplinirea acestui scop se introduce o variabila cinematica independenta, si
anume, functia de distributie a volumului. Prin considerarea unui grad suplimentar de libertate cinema-
ticd, densitatea de masa este reprezentatad prin produsul campurilor de densitate a materialului matricei,
respectiv cel al fractiunii de volum. Acest concept a fost dezvoltat ulterior de Cowin si Nunziato in [30],
unde, de asemenea, abordarea teoriei respective difera semnificativ de teoria elasticitatii liniare clasice,
fractiunea de volum corespunzatoare golurilor fiind consideratd ca o variabila cinematica independenta,
determinand modificarile induse de deformare asupra volumului golurilor, in cazul aplicatiilor prezen-
tate. Exemple ale rezultatelor cercetdrii diverselor aspecte ale teoriei elasticitatii si termoelasticitatii
mediilor cu goluri se regdsesc in [19, 109], respectivin [100,112,118] .

Efectele difuziei sunt studiate de catre Aouadi, in [4], fiind incluse ca o consecinta fireasca a necesitatii
impuse de evolutia tehnologiei de inaltd clasd, de catre Marin, in [83], cu scopul demonstrarii valabilitatii
cunoscutului principiu Saint-Venant al teoriei elasticitatii clasice, in contextul termoelasticitatii micropo-
lare, si de cdtre Bazarra, in [5], in prezenta microtemperaturilor si microconcentrarilor.

Generalizare a calculului clasic, teoria calculului fractionar intereseaza operatiile de derivare si integrare
de ordin care nu este intreg. Conceptul de operator fractionar a aparut aproape simultan cu dezvoltarea
celui clasic, utilizarea lui cunoscand o dezvoltare rapida in domeniile disciplinelor aplicate, precum ecua-
tiile diferentiale fractionare si geometria fractionara. Evolutia teoriei calculului fractionar, este abordata
in [74], lucrare in care sunt descrise multiplele moduri de introducere a derivatelor fractionare, cele ini-
tiate de Riemann-Liouville, Caputo, Riesz-Caputo sau Miller-Ross constituind doar cateva exemple.

Folosind o derivata de ordin arbitrar, analizarea unor astfel de medii poate fi realizata mult mai adecvat
si mai clar, operatorul diferential de ordin fractionar acordand un grad sporit de libertate prin caracterul
sdu global, in comparatie cu caracterul local al operatorului clasic. Derivata de ordin fractionar Caputo
este privita in [115] ca o rafinare a derivatei fractionare Riemann-Liouville, prin faptul ca incorporeaza
conditiile initiale relevante. Teme extrem de diverse, referitoare atat la teoria termoelasticitatii, precum
si la teoria termoelasticitdtii poroase, de ordin fractionar, au fost abordate si si dezvoltate in numeroase
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lucrdri publicate in ultimul deceniu, exemple n acest sens fiind: [1, 33, 48, 49, 69, 128].

1.2 Structura tezei de doctorat. Scop si obiective

Prezentatezd de doctorat este structurata sub formaa sase capitole, sianume: introducerea, ca prim ca-
pitol, urmata de patru capitole care expun contributiile originale, rezultate ale cercetarii personale efec-
tuate pe parcursul studiilor doctorale, asupra mediilor dipolare, dipolare poroase, micropolare poroase,
micromorfe, respectiv micromorfe poroase, si un ultim capitol, care sintetizeaza concluziile finale, contri-
butiile originale, diseminarea rezultatelor prin intermediul lucrarilor publicate sia participarii la conferinte
internationale, precum si posibilele directii viitoare de cercetare.

Capitolul de fata, introductiv, este alcatuit din cinci subcapitole, descrise in cele ce urmeaza.

Primul subcapitol, constituit ca un istoric, prezinta atat contextul actual si rezultatele cercetdrilor exis-
tente in domeniul temei abordate in aceasta lucrare, aldturi de studiile publicate, precum si teoriile care
vor constitui puncte de referinta pentru prezentarea rezultatelor cercetarii personale, cel de-al doilea
subcapitol referindu-se la structura tezei de doctorat, prezentand capitolele dezvoltate in cadrul aces-
teia, alaturi de scopul si obiectivele de cercetare care au condus la elaborarea acestei teze de docto-
rat. Rezultatele originale ale cercetarii, desfasurate pe parcursul studiilor doctorale, sunt prezentate in
subcapitolul al treilea, urmatorul subcapitol specificand notatiile utilizate in cadrul tezei de doctorat, iar
ultimul subcapitol fiind dedicat multumirilor datorate sprijinului primit pe parcursul studiilor doctorale si
al elabordrii acestei lucrari.

Scopul si obiectivele prezentei teze de doctorat, prin faptul ca extinde si aprofundeaza cercetarea me-
diilor cu microstructurd, respectiv a celor cu microstructurd poroase, se concretizeaza in realizarea atat
a unei baze teoretice, precum si a unor modele, care oferd posibilitatea si facilitatea ca acestea sa fie
aplicate studierii unor largi diversitati de teorii si teme, asociate unor medii diferite de cele prezentate in
cadrul acestei lucrari.

Rezultatele originale se regdasesc in urmatoarele patru capitole, incepand cu Capitolul 2, pana la Capito-
lul 5, prezentate sub forma a unsprezece subcapitole, care includ rezultatele cercetarii personale, zece
dintre aceste subcapitole fiind fundamentate pe rezultatele publicate pe parcursul studiilor doctorale.
Alaturi de aceste subcapitole care prezinta rezultate originale, fiecare dintre aceste patru capitole con-
tine cate un prim subcapitol care expune un scurt istoric, cu referire atat la rezultatele cercetarii specifice
mediilor studiate in cadrul capitolului respectiv, precum si la lucrarile publicate pand in prezent.

Cel de-al doilea capitol este dedicat extinderii si aprofunddrii cercetdrii mediilor termoelastice dipolare,
continand doud subcapitole, in cadrul cdroraam studiat efectele microtemperaturilor, respectiv influenta
teoriei Green-Naghdi de tip Ill, atat asupra trasaturilor specifice problemei mixte, cu date initiale si la
limita, asociata mediilor termoelastice dipolare, precum siasupra comportamentului spatial al vibratiilor,
prezentand si conditiile, necesar a fi impuse, pentru o formulare corecta a respectivei probleme mixte.

Capitolul al treilea este alocat cercetdrii detaliate a mediilor dipolare poroase, cuprinzand trei subcapitole
care prezinta rezultatele originale, dupa cum urmeaza. Primul subcapitol propune un model matematic
al teoriei termoelasticitatii mediilor dipolare poroase construit in prezenta manifestdrii teoriei Green-
cu date initiale si la limitd, ecuatiile constitutive, unicitatea, abordata intr-un mod deosebit de cel clasic,
reciprocitatea, precum si generalizarea unui bine-cunoscut principiu variational constituind subiectele
supuse modelarii. Cel de-al doilea subcapitol este concretizat prin studierea solutiilor generalizate ale
problemei mixte, atasatd teoriei mediilor dipolare elastice, poroase, utilizand teoria semigrupurilor de
operatori. Ultimul subcapitol prezinta o generalizare, in termoelasticitatea mediilor dipolare poroase, a
unei teoreme care priveste domeniul de influenta din cadrul teoriei clasice a elasticitatii.

Al patrulea capitol este atribuit studierii aprofundate a mediilor micropolare poroase, rezultatele cerceta-
rii fiind materializate in patru subcapitole care descriu contributiile originale. Primul subcapitol studiaza
comportarea spatiala a vibratiilor armonice, in contextul teoriei termoelasticitatii mediilor micropolare
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poroase, fard disiparea energiei, modalitatea de stabilire a estimarilor amplitudinii vibratiilor fiind dis-
tinctd, diferita de cea clasica. Urmdtoarele doud subcapitole propun modele matematice ale teoriei ter-
moelasticitatii mediilor micropolare poroase, obtinute prin includerea unei deformatii de ordin fractionar,
respectiv prin considerarea actiunii microtemperaturilor. Ultimul subcapitol este destinat extensiei unui
consacrat principiu de minim al energiei, dezvoltat asupra mediilor elastice Cosserat poroase.

Cel de-al cincilea capitol este destinat dezvoltdrii studiului asupra teoriei termoelasticitatii mediilor mi-
cromorfe sia celor micromorfe poroase, fiind alcatuit din doud subcapitole bazate pe contributii originale,
concretizate in realizarea a doua modele teoretice. Primul subcapitol este rezultatul modelarii algorit-
mice a teoriei mediilor micromorfe termoelastice, pe baza unei deformatii de ordin fractionar, in timp ce
continutul celui de-al doilea subcapitol este desemnat prin modelarea teoriei termoelasticitatii mediilor
micromorfe poroase, sub actiunea microtemperaturilor care inzestreaza microparticulele acestora.

Ultimul capitol este o sinteza a rezultatelor cercetarii prezentate pe parcursul tezei de doctorat, con-
tinand concluziile finale, contributiile originale, diseminarea rezultatelor, realizata prin articole publicate
si prin participarea la conferinte internationale, dar si directiile de cercetare care vor fi dezvoltate ulterior.

1.3 Rezultate originale obtinute

Rezultatele originale ale cercetdrii, desfdsurate in decursul studiilor doctorale, sunt prezentate in cele
patru capitole care urmeaza primului capitol, introductiv, si sunt configurate sub forma a unsprezece
subcapitole, dintre care zece se bazeaza pe rezultatele publicate pe parcursul studiilor doctorale, mai
exact, sapte articole publicate in jurnale de specialitate cotate ISI, si anume, [26, 27, 96, 97, 99-101],
patru dintre aceste articole, [26,27,100, 101], fiind articole premiate in cadrul competitiei ,Premierea
rezultatelor cercetarii- UEFISCDI", doua capitole publicate in volume ale editurii Springer, indexate BDI,

[25, 28], si un articol publicat in volumul unei conferinte internationale de specialitate, [86].
Continutul fiecarui capitol, cu referire la rezultatele originale obtinute, este prezentat in cele ce urmeaza.

Capitolul 2, concretizat sub forma a doud subcapitole care expun rezultatele cercetdrii efectuate in peri-
oada studiilor doctorale, este destinat studierii aprofundate a mediilor dipolare, propunand doua modele
matematice ale teoriei termoelasticitatii asociate acestor medii.

in primul subcapitol am propus un model, elaborat pe baza analizei complexe a consecintelor determi-
nate de prezenta microtemperaturilor detinute de microparticule, realizand modelarea matematica a
teoriei termoelasticitatii dipolare cu ajutorul teoriei semigrupurilor de operatori. Aceasta teorie confera
accesibilitate aborddrii problemei mixte, cu date initiale si la limitd, prin modificarea ei sub forma unei
probleme Cauchy, atasata unei ecuatii temporale, abstracte, de evolutie, intr-un spatiu Hilbert, stabi-
lit in mod adecvat. Am obtinut rezultate privind existenta, unicitatea si dependenta continud a solutiei
problemei mixte in functie de incarcari si date initiale.

Subcapitolul al doilea este alocat analizei amanuntite a urmarilor actiunii teoriei Green-Naghdi de tip Ill,
in contextul mediilor termoelastice dipolare, avand centru de simetrie, cu privire atat la aspectele speci-
fice ale enuntarii problemei mixte, prin luarea in considerare a conditiilor care trebuie indeplinite pentru
enuntarea corecta a acestei probleme, cat si la comportarea spatiala a vibratiilor. Rezultatul principal
obtinut consta in descrierea comportamentului spatial al amplitudinii vibratiei care este solutie a pro-
blemei mixte, cu o frecventd care seincadreaza pana la o valoare prescrisd, Si asupra cdreia se pot realiza
estimari, concluziile deduse avand aplicabilitate siin cazul schimbadrii conditiilor la limita.

Capitolul 3 este consacrat dezvoltdrii studiului asupra mediilor dipolare poroase, fiind alcatuit din trei
subcapitole care prezinta rezultatele cercetarii personale.

In primul subcapitol am realizat modelarea teoriei termoelasticitatii mediilor dipolare poroase, in circum-
stante determinate de prezenta teoriei Green-Naghdi de tip Ill, analizand efectele acestei teorii asupra
particularitatilor problemei mixte, cu date initiale si la limitd, asociatd acestui cadru. Extinderea detali-
atd a cercetarii teoriei termoelasticitatii acestor medii, in noul context, a condus la obtinerea ecuatiilor
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constitutive, a unei relatii de reciprocitate, a unui rezultat de unicitate, intr-o maniera mai putin obisnu-
itd, diferita de metoda transformadrii Laplace, prin utilizarea inegalitatii disipatiei, si a generalizarii unui
cunoscut principiu variational, pentru medii anizotrope si neomogene.

Solutiile generalizate ale problemei mixte, corespunzatoare mediilor dipolare poroase, constituie subiec-
tul urmatorului subcapitol, problema mixtd, cu date initiale sila limitd, asociatd unui mediu elastic poros,
anizotrop si neomogen, fiind studiata printr-o modalitate aparte, constand in reducerea acestei pro-
bleme la o ecuatie evolutionard, intr-un spatiu Hilbert, adecvat ales. Teoria semigrupurilor de operatori
liniari a facilitat deducerea rezultatelor privind atat existenta si unicitatea, cat si dependenta continua
a solutiei problemei mixte, fara a necesita considerarea unor conditii restrictive suplimentare. Modelul
de studiu este realizat cu referire la prima problema la limita a teoriei elasticitatii mediilor dipolare po-
roase, cu mentiunea ca poate fi utilizat si extins la cea de-a doua, respectiv a treia problema la limitd,
prin aplicarea tiparului obtinut si schimbarea conditiilor pe frontiera cu cele adecvate.

Rezultatul esential obtinut in ultimul subcapitol este reprezentat de o generalizare, in cadrul teoriei ter-
moelasticitatii mediilor dipolare poroase, a teoremei referitoare la domeniul de influenta din cadrul te-
oriei clasice a elasticitatii, pe baza unor inegalitati deduse anterior, in cadrul aceleiasi sectiuni. Paralela
realizatd intre cele doua teorii are drept consecinta observarea valabilitatii rezultatului principal, referitor
la domeniul de influentd, in cadrul ambelor teorii, acest rezultat nefiind modificat de prezenta efectului
termic, a structurii dipolare, respectiv a golurilor.

Capitolul 4 este dedicat aprofundarii cercetarii mediilor micropolare poroase, fiind constituit din patru
subcapitole, in care sunt prezentate rezultatele originale obtinute in perioada studiilor doctorale.

in primul subcapitol am studiat comportamentul spatial al vibratiilor armonice in timp, in cadrul oferit
de teoria liniard a termoelasticitatii mediilor micropolare poroase, fdra disiparea energiei, context care
conferd trasaturi particulare acestor medii. Am realizat estimari ale amplitudinii vibratiilor armonice, pe
baza determinarii prealabile a unor identitdti, evidentiind, in acelasi timp, rolul pe care il ocupa distanta
in raport cu baza perturbatd, precum si conditia ca pentru frecventa vibratiei sa fie luatd in considerare
o valoare critica precizata. Maniera obtinerii estimarilor amplitudinii vibratiilor armonice, pe baza condi-
tiilor de elipticitate tare a coeficientilor termoelastici, este diferita de cea clasicd, de tip Saint-Venant.

Pe parcursul celui de-al doilea subcapitol am realizat o0 modelare a teoriei termoelasticitatii mediilor
micropolare poroase, in contextul unei deformatii de ordin fractionar. Modelul, obtinut prin utilizarea
derivatei fractionare Caputo, consta in deducerea atat a ecuatiei non-Fourier a caldurii si a ecuatiilor
constitutive, asociate acestei teorii si folosite ulterior pentru studierea reciprocitatii, precum siin deter-
minarea unei relatii de reciprocitate. Comparatia infaptuitd intre teoria clasicd si cea a termoelasticitatii
mediilor micropolare poroase, utilizand derivata fractionara Caputo, conduce la concluzia ca exista zone
in cadrul cdrora aceste teorii se suprapun, un exemplu in acest sens fiind validitatea, in ambele teorii, a
relatiei de reciprocitate obtinute.

in cel de-al treilea subcapitol, care prezintd rezultatele cercetdrii, am studiat efectul microtemperaturi-
lor asupra particularitdtilor esentiale ale problemei mixte, cu date initiale si la limitd, a termoelasticitatii
mediilor micropolare cu goluri. Dificultatea crescutd a ecuatiilor si conditiilor care definesc termoelasti-
citatea mediilor micromorfe poroase, cu microparticule detinand microtemperaturi, solicita o abordare
speciald, constand in metoda de transformare a problemei mixte intr-o problema Cauchy, relationata cu
o ecuatie de evolutie, intr-un spatiu Hilbert, ales adecvat. Am obtinut rezultate referitoare la unicitatea,
existenta si dependenta continud a solutiei problemei mixte, prin intermediul teoriei semigrupurilor de
operatori, teorie care confirma a fi cea mai adecvata in abordarea acestor subiecte, in contextul dat.

In ultimul subcapitol, al celui de-al patrulea capitol, am realizat o extensie a unui cunoscut principiu de
minim al energiei, dezvoltat in contextul mediilor elastice Cosserat poroase, atat prin generalizarea unei
relatii de reciprocitate si formularea unei probleme cu date pe frontierd, precum si prin demonstrarea
unui rezultat referitor la unicitatea solutiei respectivei probleme.

Capitolul 5 este dedicat studierii teoriei termoelasticitatii mediilor micromorfe, respectiv a celor micro-
morfe poroase, fiind structurat sub forma a doua subcapitole care expun rezultate originale. In primul
subcapitol am realizat un model algoritmic pentru obtinerea unor ecuatii de baza ale termoelasticitatii
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mediilor micromorfe, prin intermediul derivatei fractionare Caputo, analizand, in acelasi timp, similarita-
tile acestei teoriiin raport cu teoria clasicd a termoelasticitatii. Metoda algoritmica prezentata constituie
un tipar, care permite aplicarea schemei tehnice incorporate, la studierea altor tipuri de medii, extinzand
astfel utilitatea ei in scopul obtinerii unor obiective asemandtoare, dar in contexte diferite.

in cel de-al doilea subcapitol, continand rezultate ale cercetdrii, am extins studiul problemei mixte, cu
date initiale si la limitd, la cadrul oferit de influenta microtemperaturilor asupra termoelasticitatii me-
diilor micromorfe poroase, studiind existenta, unicitatea si dependenta continua a solutiei acestei pro-
bleme prin intermediul teoriei semigrupurilor de operatori, datoritd eficientei acestei teorii in facilitarea
abordarii subiectului, cu toate ca gradul de complexitate a ecuatiilor si conditiilor este deosebit de mare.

1.4 Notatii

Se considerd ca mediile studiate ocupd, la momentul 79, domeniul O, din spatiul tridimensional Euclidian
R3, domeniu care este o regiune regulatd, cu inchiderea notatd cu 9, si avand frontiera o suprafata
netedd, notatd cu 0D.

Folosind un sistem Cartezian ortogonal, fixat, de axe Ox;, i = 1, 3, fiecare punct al domeniului D este
caracterizat prin trei coordonate ortogonale, cu mentiunea c3, se va utiliza notatiax pentru (x1, x2, x3), iar
¢ pentru timp. in cele ce urmeaza, functiile vor fi privite ca functii de (x, ), definite pe cilindrul Dx(0, ),
unde D = D U HD. Ambele argumente, atat cel spatial, cat si variabila timp, vor fi omise, atunci cand
este exclusa posibilitatea unei confuzii.

De asemenea, va fi folosita cunoscuta conventie de sumare Einstein, aplicabild in cazul in care un indice
se repeta in cadrul unui monom, iar valorile pe care le vor lua indicii grecesti si latini sunt 1, 2, respec-
tiv 1, 2, 3. Derivata partiala a unei functii in raport cu timpul va fi notata cu un punct deasupra functiei,

.. Of . o N . T
adica f = 8_{ iar un indice precedat de o virguld va reprezenta derivata partiald in raport cu coordonata
. . . of
carteziand corespunzdtoare, adica f,; = F
X
J
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Capitolul 2

Contributii asupra mediilor dipolare

2.1 Scurtistoric

Literatura de specialitate este marcata recent de o crestere intensiva a studiilor dedicate teoriei me-
diilor elastice cu microstructura. Initiata prin aparitia studiilor apartinand fratilor Cosserat, vezi [29],
dezvoltatd ulterior de Eringen, vezi [38, 47], care propune o lege a conservdrii pentru tensorul de mi-
croinertie, creand astfel, un caz particular al mediilor cu microstructurd, si anume, teoria mediilor mi-
cromorfe, aceastad teorie a fost abordata si extinsa ulterior in multiple studii, exemple in acest sens fi-
ind [8,32,64,65,95,112].

In elasticitatea nonpolard, nu se iain considerare faptul ca raspunsul mediului la stimuli externi depinde
puternic de miscarile structurii interne. Efectul nu poate fi descris prin intermediul doar a gradelor de
libertate translationale asociate punctelor materiale ale mediului.

In teoria continu& micropolard sunt prezente sase grade de libertate, jumatate dintre ele fiind cele de
microrotatie, spre deosebire de teoria clasica a elasticitdtii, unde sunt prezente doar trei grade de liber-
tate. Diferenta constd in considerarea unui camp vectorial cu trei directori, aspect deosebit de important
in aceasta teorie.

De asemenea, fortele care actioneazd pe elementul de suprafata sunt reprezentate atat de tensorul
clasic de tensiune, precum si de un tensor cuplu-forta.

In teoria dipolard continud, este esential ca gradele de libertate pentru fiecare particula sa fie repre-
zentate prin trei translatii si noua microdeformatii, iar fiecare punct material sa se deformeze omogen.
Existd multe medii care se evidentiaza prin necesitatea considerdrii microstructurii pe care o detin. in
acest sens, exemple sunt suspensiile, cristalele, polimerii si compozitele. Evident, scopul aplicdrii teoriei
mediilor cu microstructurad este de a evita nepotrivirea dintre teorie si aplicatiile sale.

Promotorul teoriei mediilor cu microtemperaturi este considerat Grot, care, in [56], pune bazele acestei
teorii, considerand cd microelementele unui mediu continuu sunt inzestrate cu microtemperaturi, alaturi
de microdeformatii, extinzand astfel teoriile existente ale mediilor cu structura interioara.

In acest context, cea de-a Doua Lege a termodinamicii este modificata, cu scopul includerii microtempe-
raturilor, iar ecuatiile primului moment al energiei se adaugd clasicei legi a echilibrului, corespunzdtoare
unui mediu cu microstructurd, aceste ecuatii conducand la obtinerea ecuatiilor conductibilitatii termice
pentru microtemperaturi. Existd un numar vast de studii ale teoriei termoelasticitatii cu microtempera-
turi, asociate unor medii extrem de diverse, cateva exemple in acest sens fiind [5,21,63,92,97,101,111,
119,1211].
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2.2 Studiu asupra termoelasticitatii unui mediu dipolar cu microtempera-
turi

2.2.1 Preliminarii

Prezentul subcapitol este dedicat studierii efectelor microtemperaturilor asupra caracteristicilor fun-
damentale ale problemei mixte, cu date initiale si la limitd, corespunzdtoare mediilor termoelastice di-
polare. in acest context, problema mixtd, cu date initiale si la limit&, va fi inlocuité printr-o problem&
Cauchy, atasata unei ecuatii temporale, de evolutie, pe un spatiu particular Hilbert, adecvat definit.

In acest mod, exista oportunitatea utilizarii rezultatelor oferite de teoria semigrupurilor de contractii, cu
scopul obtinerii atat a existentei si unicitatii solutiei problemei mixte, precum si a rezultatului referitor la
dependenta continud a solutiei in raport cu incdrcarile si datele initiale.

Rezultatele prezentatein acest subcapitol se bazeaza pe cele publicate in: Marin, M., Chirilg, A.,Codarcea-
Munteanu, L: On a thermoelastic material having a dipolar structure and microtemperatures. Appl.
Math. Model. 80, 827-839 (2020, online 2019), https:/doi.org/10.1016/j.apm.2019.11.022, jurnal si-
tuatin zonarosie, Qy, cotat ISI, factor de impact 3,633 in anul 2019, articol premiat in cadrul competitiei
nationale ,Premierea rezultatelor cercetdrii- UEFISCDI", vezi [101].

2.2.2 Notatii si ecuatii fundamentale

Fie O un domeniu marginit, din spatiul Euclidian tridimensional R3, cdruia ii corespunde, in configuratia
de referinta, un mediu termoelastic dipolar, notatiile prezentate in sectiunea 1.4 fiind valabile pe parcur-
sul acestui subcapitol. Alaturi de aceste notatii, simbolurile ingrosate vor fi folosite pentru reprezentarea
vectorilor, a tensorilor si a matricelor, de exempluu = (#;)1<i<3,¢ = (¢ij)1<i,j<3. etc.

Variabilele utilizate pentru reprezentarea ecuatiilor fundamentale care guverneaza comportamentul unui
mediu termoelastic dipolar, cu microtemperaturi, sunt (u;, ¢;;, 6, ¥;), unde u; reprezinta componentele
vectorului deplasare, ¢;; componentele tensorului deplasare dipolard, 6 este variatia de temperatura
fatd de temperatura absoluta 7j, din configuratia de referinta

O(x,t) =T(x,t) — Ty,
iar ; variatia microtemperaturilor masurate fata de microtemperaturile 7, din configuratia de referinta
0 =T - Tio,

alaturi de doua noi variabile, definite dupa cum urmeaza

t t

a(x,t)z/@(x,s)ds, {i(x,t):/ﬁi(x,s)ds, (2.2.1)

140) 4]
unde # este timpul de referinta.

Variabila a, reprezentatd prin relatia (2.2.1);, definitd prin intermediul temperaturii, se numeste crestere
a temperaturii sau deplasare termicg, fiind introdusa de Green si Naghdiin [53], iar ¢;, reprezentate prin
relatia (2.2.1)2, se numesc deplasari microtermice.

Coordonatele unui punct arbitrar al mediului vor fi notate cu (x;), iar in configuratia de referinta (x;),
prin urmare, se poate presupune cd temperatura absoluta a mediului este reprezentata printr-o suma
de forma

0+ T;(x; —x7). (2.2.2)
Ecuatiile fundamentale, care guverneaza comportamentului unui mediu termoelastic dipolar cu micro-
temperaturi, sunt prezentate in cele ce urmeaza:


https://doi.org/10.1016/j.apm.2019.11.022

2. Contributii asupra mediilor dipolare

- ecuatiile geometrice, care introduc tensorii de deformatie, in raport cu variabilele de miscare

1
&ij = 5(”;‘,;‘ + U ) Yij = Uji— Qi Xijk = Pjk,is (2.2.3)
- ecuatiile de miscare

(tij +07ji).j + pfi = piii,

) in D x (0, ), (2.2.4)
Mijk,itOjk+pP8jk = Iks‘pjm

obtinute prin particularizarea pentru n = 2 a procedurii, utilizate de Green si Rivlin in [51], de obtinere a
ecuatiilor de miscare in cazul multipolar,

- ecuatiile constitutive corespunzdtoare unui mediu omogen, anizotrop, dipolar, cu microtemperaturi,
vezi [62]

Tij = CijmnEmn + GijmnYmn + Funrij Xmnr — @i j& + di jmnm,ns
gij = Gijmnsmn + Bijmn’ymn + Dijmnr/\/mnr - bijd' + eijmngm,n,
Hijk = Fijkmngmn + Dmnijk’)’mn + Aijkmnr/\/mnr - Cijka' + fijkmnévm,na
pn =a;j&i; + bijyij + CijrXijk t ax + fij{i,ja (2.2.5)
pni = Aij¢j + Bijaj,
ri = _Bijéj +K,~ja/,j,

Mij = dijmngmn + €ijmnYmn + fijmnr/\/mnr - fijd + gijmngm,n,

- ecuatia energiei, cu forma
pxi+ri—hi =0, (2.2.6)

- ecuatiile suplimentare ale energiei, conform [53], ca efect al prezentei microtemperaturilor

] =rii+ps,
PR =riiTp (2.2.7)
pi = Mji j+ pM,.

Notatiile folosite in ecuatiile precedente sunt cele ce urmeaza:

fi» &jx reprezintd componentele fortei masice, respectiv a cuplului forta masica,
I;j = 1;; sunt coeficientii de microinertie,

p este densitatea de masa in configuratia de referinta,

Tij, 0ji, Mijx Sunt componentele tensorilor de tensiune,

n reprezinta entropia specifica pe unitatea de masa,

n; reprezinta componentele vectorului primului moment al entropiei,

r; sunt componentele vectorului flux de entropie,

M;; reprezinta componentele tensorului primului moment al fluxului de entropie,
i reprezintd rata internd de producere a entropiei pe unitatea de masg,

h; reprezinta componentele vectorului fluxului mediu de entropie,

s este rata externd a sursei de entropie pe unitatea de masa,

M, reprezintd primul moment al ratei externe pentru sursa de entropie.

in acelasi timp, coeficientii constitutivi C;jmun, Bijmn, - - - Lij, 8ijmn reprezinta caracteristicile mediului,
fiind functii de clasa C1 (D), prescrise, care verificd relatiile de simetrie care urmeaza

Cijmn = Cmnija Bijmn = anij, Aijkmnr = Amnrijk’
Bij = Bji, Kij = Kji, ajj = daji, (2.2.8)

dijmn =dmnij’ €ijmn = €mnij, 8ijmn = mnij-

10
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Prin intermediul ecuatiilor geometrice (2.2.3), a ecuatiilor constitutive (2.2.5), a ecuatiilor de miscare
(2.2.4), precum si a ecuatiilor suplimentare ale energiei (2.2.7), se deduce urmdtorul sistem de ecuatii:

[(Cijmn + Gijmn)”m,n + (Gijmn + Bijmn)(un,m - ‘Pmn) + (anrij + Dijmnr)‘;pnr,m],j_
—(aij +bij)a j + (dijmn + €ijmn)mnj + pfi = pii;,

[Fijkmn”m,n + Dmni_ik(”n,m ~ Qmn) + Aijkmnr¢nr,m - Cijkd + fijkmn{m,n],i"‘

+ ijmn”m,n + Bjkmn(un,m - (pmn) + Djkmnrgonr,m - bjkd' + ejkmngm,n'i'

+ 08k = lksPjs, (2.2.9)
(Bij + i)l = Kijaij + agjiij i+ bij (i = $ij) + Cijidjk.i + ad = ps,
dijmnum,nj + eijmn(un,mj - ’Pmn,j) +fijmnr‘pnr,mj - (Bij +€ij)d,j+
+ 8ijmnlm.nj — Aijlj = —pMi,
ale cdrui necunoscute sunt u;, ¢;;, @ Si ;.
Se considera conditiile pe frontierd, dupd cum urmeaza
wi(x,1) = u;(x,1),
Yi '(X, t) = ‘:5 '()C, t)?
! / (x,1) € D % (0, 00), (2.2.10)

a(x, 1) = a(x,1),

Li(x. 1) = Gi(x, 1),
in acord cu problema Dirichlet, relationata cu sistemul de ecuatii (2.2.9), u;, ¢;j, @ i E, fiind functii pre-
scrise.

in acelasi timp, pentru deplasdrile u;, pentru deplasarile dipolare ¢; ;, pentru vectorul flux de entropie r;,
precum si pentru tensorul primul moment al fluxului de entropie M;;, tractiunile fortelor de suprafata
aferente se noteaza cu t;, u i, r si M;, astfel ca

ti = (7ji + ji)n;,

=

Hoke = Kkt pe 4D, (2.2.11)
r=ring,

Mi = M,-J-nj,

n; fiind componentele normalei unitare exterioare la suprafata 0.

Pentru acelasi sistem de ecuatii (2.2.9) se considera o problema la limita de tip Neumann, in contextul
cdreia, conditiile pe frontierd (2.2.10) se prezinta sub urmdtoarea forma:

t; =15, Wik = Hjk, ¥ =Ty M; = My, pe 3D x (0, o). (2.2.12)

in relatia precedentd (2.2.12), 7;, f;x, 7 si M; sunt functii prescrise.

Alaturi de sistemul de ecuatii (2.2.9), in continuare, vor fi considerate numai conditii de tip Dirichlet, cu
alte cuvinte, de forma (2.2.10).

Cu scopul intregirii problemei mixte, cu date initiale si la limita, corespunzatoare sistemului de ecuatii
(2.2.9), se adauga conditiile initiale care urmeaza

u,-(x, 0) = M?(X), ui(xa 0) = ul'l (X),
ij(x,0) = @0, (x), @i;(x,0) = ¢}, (x),
a(x,0) = a%(x), a(x,0) = at(x),

Li(x,0) =), Li(x,0) = (x),

Vx € D, (2.2.13)

11
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functiile u?, u;, <p?,., go}j, a’,a', 0 si ¢} fiind prescrise pe D.

In scopul obtinerii rezultatelor principale, se considerd faptul ca functiile din ecuatiile si conditiile formu-
late in aceasta sectiune sunt suficient de regulate pe domeniul lor de definitie astfel incat sa permita
operatii matematice ulterioare.

2.2.3 Rezultate principale obtinute

Aceastd sectiune este consacratd obtinerii rezultatului principal care consta in studiul existentei si uni-
citatii solutiei problemei mixte, cu date initiale si la limitd, pentru mediile dipolare termoelastice, cu mi-
crotemperaturi, aldturi de rezultate privind dependenta continud a solutiei atat fata de datele initiale,
precum si fata de incdrcari, in contextul teoriei liniare.

In acest sens, se considerd, pentru energia libera ¥, forma patratica care urmeaza

1 1
p¥ = §Cijmn3ij3mn + Gij"mnsinmn + Fijmnrsij)(mnr + §Bijmn7ij7mn+

1
+ Dijmnr)/ij)(mnr + §Aijkmnr)(ijk/\/mnr + dijmnsij{m,n + eijmn'}/ij{m,n"' (2.2.14)

1 1 1 . .
+ fijkmnXijilmn + SKij@i j + S 8imnlmndij + 5A1j i)

variabilele independente &;;, i, xijk, @ Si {; ale functiei ¥ fiind luatein considerare la derivarea expresiei
(2.2.14).

Rezultatul oferit de teorema care urmeaza este un rezultat auxiliar, care va fi folosit pentru demon-
strarea unicitatii solutiei problemei mixte, cu date initiale si la limita, in termoelasticitatea dipolara cu
microtemperaturi.

Teorema 2.2.1 Intre variabilele care caracterizeaz& deformatia mediului dipolar termoelastic cu
microtemperaturi are loc relatia de egalitate care urmeaza

Tij&ij + 0ijYij + HijkXijk + PNC +pnili +ria i + Ml ;=

= Cijmngijgmn + 2Gijmngij'}/mn + 2Fijmnr31‘]’/\/mnr + BijmnYijYmn+
(2.2.15)
+ 2Dijmnr7ij)(mnr + Aijkmnr)(ijk/\/mnr + 2dijmngijéjm,n + 2eijmn)/ijzjm,n"'

o ..
+ 2fijkmnXijkmn + Kij@ i@ j + gijmnlmndi,j +ad” + Ai;(il;.

Pentru demonstrarea unicitatii solutiei problemei mixte, cu date initiale si la limita, a termoelasticitatii
mediilor dipolare, cu microtemperaturi, se vor impune urmatoarele ipoteze standard:

@ p>0,1;>0,a>0;

(i) forma patratica ¥, reprezentata prin relatia (2.2.14), este pozitiv semi-definita;
(iii) tensorul de conductivitate K;; este pozitiv definit;

(iv) tensorul constitutiv A;; este pozitiv definit.

Definitie 2.2.1 Se numeste solutie a problemei mixte, cu date initiale si la limita, a mediilor termoelastice
dipolare, cu microtemperaturi, notata cu P, sistemul ordonat (u;, ¢;;, @, {;), care satisface sistemul de ecu-
atii (2.2.9), conditiile initiale (2.2.13)1_g si conditiile la limita (2.2.10)1-4, pentru toti (x,t) € D X (0, 00).

Teorema 2.2.2 Dacé atéat ipotezele standard (i) — (iv), precum si relatiile de simetrie (2.2.8) sunt
indeplinite, atunci problema mixta, cu date initiale si la limita ¥, nu poate admite mai mult de o
solutie.

12
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In cele ce urmeaza, va fi abordata problema referitoare la existenta solutiei problemei mixte #, problema
care va fi modificatd intr-o problema Cauchy, asociata unei ecuatii abstracte, de evolutie, pe un spatiu
Hilbert, ales in mod corespunzadtor.

Problema mixtd # va fi analizata in contextul conditiilor la limita omogene, si anume

i (x,1) = @ij(x, 1) = a(x, 1) = §i(x,1) =0,  (x,1) € 3D x (0, 0). (2.2.16)

Prin intermediul spatiilor Hilbert cunoscute W&’Q si L? se defineste spatiul Hilbert
H=Wy>xL2xW 2 x L2 x Wy? x LEx Wy? x L x W x L?, (2.2.17)
unde Wy = Wy 2 x Wy 2 x Wy? = [Wy 213, L2 = L2 x L2 x L? = [L?]3,

Spatiul Hilbert # este inzestrat cu o normad indusa de spatiile Hilbert care fac parte din produsul sau de
definire, la care, in cele ce urmeaza, se va face referire ca la norma originala a spatiului Hilbert . Spatiile
Hilbert si Sobolev sunt prezentate detaliatin [2,7,127].

Spatiul H devine spatiu pre-Hilbert in relatia cu produsul scalar care urmeaza
<(uia Vi, ‘Pij, @ija a’ﬁ’ gi’ gi)7 (I/ll{, vl{’ ‘p:_]’ @l,_]’ a,,aﬁ,7 é/i,’ gl,)> =

1 ’ ’ ’ ’
= 5/(pvivi+ljkd5jsd>ks+a,8ﬁ +B[j§‘i§‘l-)dv+
D

1

+ 5 / [Cijmngijg;nn + Gijmn(gij')/y’nn + 8,{j')/mn) + Fijmnr(aij/\/ylnnr + gngmnr)+ (2.2.18)

D
’ ’ ’ ’ ’
+ BijmnYijYmn + Dijmnr Vij Xmnr + VijXmnr) + Aijkmnr Xijk Xmnr + dijmn (&ij$p n+

+ glfjgm,n) + eijmn(’yijé‘r’n,n + ygjgm,n) + fijkmn ()(ijkévrln,n +/\/l{jk§m,n) + gijmngm,n{i/,j]dv-

Teorema 2.2.3 Norma induséa de produsul scalar reprezentat prin relatia (2.2.18) este echivalenta
cu norma originala din spatiul H.

Urmand procedura prezentata in [112] si tinand cont de relatiile (2.2.9), se introduc operatorii care ur-
meaza

1
Ailu = ;(Cijmn + 2Gijmn + Bijmn)um,nj,

1
A?‘P = ;[_(Gmnij + Bijmn)(;omn,j + (anrij + Dijmnr)‘pmn,rj]’

1 1
Bllﬂ = _;(aij + bij)ﬁ,j’ Cllf = /_)(dllmn + ei_imn)gm,nj’
AS“ = (Ijk)_l[(Fijkmn + Dmnijk)un,mi + (ijmn + Bjkmn)um,n],
Ap
B’

-1
J “Umnijk¥mn,i ijkmnr¥mn,ri — D jkmn%¥mn Jkmnr¥mn,r 1>
(Ljx) " [=Dmnijkemn,i + Aijimnr ¢ B jkmn@mn + D jkmnr @mn,r]

-1 2 1 (2.2.19)
_(Ijk) (Cijkﬁ,i + bjkﬁ)’ ¢ = (Ijk) (ﬁjkmngm,ni + ejkmngm,n),

1 1
Na = EKija’,ij, Og = _;(Bij +0ij)S).i»
1 1 2 1
R v:_Z(aij"'bij)Vj,ia R°® = ;(bijipij—cijk@jk,i),
A?u = Asi(dijmn + eijmn)um,njs A?‘P = Asi(fijmnr‘/’mn,rj - eijmn‘/’mn,j),
XSIB = _Asi(Bji + gji)ﬁ,j’ Ys{ = Asigijmngm,nj,
unde matricea Ay; = (A;;) este definita prin

AijBix = 6 jk,
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2. Contributii asupra mediilor dipolare

d j fiind simbolul lui Kronecker.

Se considera U matricea
- is Vis l]a ij’ ) s Gi» i)s
U = (ui,vi, ¢ij, Pij, a, B, i, Si)
unde functiile u;, v, . . ., ¢, ¢; sunt functii necunoscute.

In relatie directd cu aceastd matrice U, se va considera matricea U, aferentd datelor initiale

0.0 0 g0 0 a0 »0 0
Uo= (Ui vi e Pijna, B4 67)

[

Corespunzator incarcdrilor, se considera matricea #, si anume
F =10, fi,0,£:,0,5,0, M;).

Prinintermediul operatorilor reprezentati prin relatiile (2.2.19), pentru modificarea problemei mixte £, cu
date initiale si la limitd, intr-o problema Cauchy corelatd cu o ecuatie de evolutie, se introduce operatorul
matriceal £, ale carui componente vor fi tocmai operatorii introdusi prin relatiile (2.2.19). Prin urmare,
problema mixtd, cu date initiale sila limitd, a termoelasticitatii mediilor dipolare cu microtemperaturi, P,
este redusa la o problemad abstracta cu conditii initiale in spatiul Hilbert H, sianume

au =LUG)+F,
dt 0<t<to, (2.2.20)
U0 =U,.

In ceea ce priveste domeniul de definitie al operatorului £, acesta va fi

D(L) = (Wy> nW>%) x W% x (Wy2 nW22) x Wi

(2.2.21)
X (Wy2 N W32 x W2 x (Wy? nWh2) x Wh2,

WS’Q, Wg’z,Wé’Q, respectiv W22 fiind spatiile Sobolev cunoscute.

disipativ, fiind necesara pentru demonstrarea existentei solutiei problemei abstracte reprezentata prin
relatia (2.2.20).

Teorema 2.2.4 Daca atét ipotezele (i)—(iv), precum si relatiile de simetrie (2.2.8) sunt satisfacute,
atunci este indeplinita
(LU, U) =0, VU € D(L). (2.2.22)

Teorema care urmeaza demonstreaza faptul ca operatorul £ verifica conditia de contraimagine, adica
ecuatia
LU=U, (2.2.23)

admite cel putin o solutie ¢ in D(L), pentru un element arbitrar, fixat, ¢, din spatiul Hilbert #.

Teorema 2.2.5 Daca ipotezele (i) — (iv), si relatiile de simetrie (2.2.8) sunt indeplinite, atunci ope-
ratorul L satisface conditia de contraimagine.

Teorema 2.2.6 Daca ipotezele (i) — (iv) si relatiile de simetrie (2.2.8) sunt indeplinite, operatorul
abstract L genereazéa un semigrup de contractii pe spatiul Hilbert H .

Teorema 2.2.7 Daca atét ipotezele (i) — (iv), precum si relatiile de simetrie (2.2.8) sunt satisfé&-
cute, datele initiale U, apartin domeniului operatorului L, U, € D(L), iar incarcérile indeplinesc
conditiile

fis8ijs 5 Mi € C1([0,00), L?) N CO([0, 0), W),

atunci problema abstracta (2.2.20) admite solutia unica

U(t) € CL([0, ), H).
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Teorema care urmeazd oferd un ultim rezultat fundamental al acestui subcapitol, sianume, dependenta
continud a solutiilor in raport atat cu datele initiale, cat si cu incdrcdrile. Formularea acestui rezultat, co-
relata cu solutiile problemei abstracte (2.2.20), dar, pe baza consideratiilor anterioare, conduce la trans-
ferarea acestui rezultat asupra solutiilor problemei mixte, cu date initiale si la limita.

Teorema 2.2.8 Dacad ipotezele (i) — (iv) si relatiile de simetrie (2.2.8) sunt indeplinite, solutia U =
(u,¢,a,) a problemei (2.2.20) este dependenta continuu atat de datele initiale U, precum si de
incarcarile f;,gij,s si M;, astfel c&

t
UG < Ul + / 1CFis 8170 5 M)l ds.
0

2.2.4 Concluzii

Comportamentul unor medii avansate este analizat cu mai multa precizie, atat prin considerarea struc-
turii sale interne, precum si a microtemperaturilor pe care particulele sale le prezintd, cu toate c4, din
aceastad perspectiva, sistemul format din ecuatiile si conditiile care guverneaza teoria termoelasticitatii
devine extrem de complex, toate aspectele privind numarul necunoscutelor, al ecuatiilor diferentiale, al
conditiilor la limitd si initiale fiind amplificate, context in care, aplicarea teoriei semigrupurilor de opera-
tori este mult mai adecvata.

2.3 Vibratiiin teoria Green Naghdi de tip Ill a termoelasticitatii mediilor di-
polare

2.3.1 Preliminarii

Obiectivul inlaturdrii divergentelor dintre experimente si teoria clasica a termoelasticitdtii, cu referire,
atat la ecuatia transmiterii caldurii, precum si la viteza infinita de propagare a undelor, in cazul ecuatiei
clasice de propagare a caldurii, a condus la o larga varietate de studii dedicate acestui subiect, context
in care, cele trei teorii dezvoltate de Green si Naghdi, vezi [53, 54] si [55], ocupa un loc primordial.

In principal, teoriile Green-Naghdi se bazeaza mai mult pe o lege a echilibrului energiei, decat pe inega-
litatea entropiei. In acest context, este introdusa notiunea de deplasare termicd, notatd cu «, care este
corelatd cu variatia temperaturii 6, sub forma relatiei

t

a(t) = [ 6(s)ds. (2.3.1)
/

Influenta teoriei termoelasticitatii Green-Nagdi de tip Il asupra unui mediu dipolar conduce, in cadrul
acestui subcapitol, laformularea problemei mixte, cu date initiale sila limita, constandin ecuatii si conditii
referitoare la vectorul deplasare, tensorul deplasare dipolard, temperaturg, densitatea masei, capacita-
tea de cdldura, tensorul conductivitdtii termice, deplasarea termica, precum si la tensorii coeficientilor
elastici, toate aceste cantitati fiind functii netede.

Cu scopul unei formulari corecte a problemei mixte, asociata termoelasticitatii dipolare a teoriei Green-
Naghdide tip Ill, se va observa ca este necesar aimpune, asupra capacitatii de caldurd si asupra densitatii
masei, conditia de a fi pozitive, precum si asupra tensorului conductivitatii termice si asupra tensorilor
elasticitatii, de a fi pozitiv definiti.

Rezultatele prezentate pe parcursul acestui subcapitol se bazeaza pe cele publicate in articolul: Marin,
M., Chirila, A., Codarcea, L., Vlase, S.: On vibrations in Green-Naghdi thermoelasticity of dipolar bodies.
An. St. Univ. Ovidius Constanta-Seria Matematica 27(1), 125-140(2019), https:/doi.org/10.2478/auom-
2019-0007, jurnal cotat ISI, factor de impact 0,844 in anul 2019, vezi [99].
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2. Contributii asupra mediilor dipolare

2.3.2 Notatii si ecuatii fundamentale

Se presupune ca mediul termoelastic dipolar ocupd, la momentul 79, domeniul D, din spatiul Euclidian
tridimensional R?, o bard prismatica dreaptd, cu o baza plana.

Sistemul cartezian rectangular de axe se alege astfel incat baza sa fie situata pe planul x; Ox2, iar partea
pozitiva a axei x3 sd fie directionatd de-a lungul cilindrului.

Sectiunea generica, transversala, a cilindrului va fi notatd cu D, presupunand faptul ca frontiera sa, 9D,
este suficient de neteda pentru a aplica teorema divergentei. Sectiunea transversald fiind uniforma
pentru toti x3 > 0, se va nota cu D(x3), sectiunea situata la distanta x3 de baza, iar D se va scrie
D =Dx]|0,L],unde L este lungimea cilindrului. in plus, se noteaza cu O (x3) portiunea din O continuta
intre D(x3) si D(L), adica D(x3) = D X [x3, L].

Se presupune ca domeniul O este ocupat de un mediu termoelastic neomogen si anizotrop. Modelului
matematic prezentat i se asociaza un sistem de ecuatii care guverneaza in contextul teoriei liniare a
termoelasticitatii dipolare.

Se utilizeaza metoda introdusa de Green si Rivlin, vezi [51], prin care se suprapune o0 noud miscare,
cinematice care dau expresiile tensorilor de deformatie &;;, ¥;; Si xi k. in raport cu variabilele de miscare,
vezi [45], reprezentate prin ecuatiile (2.2.3), alaturi de expresia gradientului deplasarii termice

Bi=a,. (2.3.2)

Miscarea mediului dipolar, in termoelasticitatea Green-Naghdi de tip Ill, va fi caracterizata prin vectorul
deplasare u = (u;)1<;<3, prin tensorul deplasare dipolara ¢ = (¢;;)1<i,j<3, precum si prin deplasarea
termica a.

Se presupune cd toate componentele deplasarii, variatia temperaturii fata de temperatura de referinta,
aldturi de derivatele spatiale si cele in raport cu timpul ale acestor functii, sunt mici. Consideratiile sunt
restrictionate la contextul mediilor cu centru de simetrie. De asemenea, se presupune ca mediul este
liber de tensiuniin configuratia de referinta, avand cuplul forta masica si sarcina interna de echilibru nule.

Teoria liniara solicita o forma patraticd pentru energia libera Helmholtz ¥, in raport cu variabilele consti-
tutive independente,

1
p¥ = _Cijmngijgmn + Gij"mngijymn + Fijmnrgij)(mnr + _Bijmn')/ij'ymn"'

2 2
1
+ Dijmnr')’ij/\/mnr + §Aijkmaniijmnr + Mijmgij,Bm + Nijm’)’ijﬁm"'
(2.3.3)
. 1
+ RijBii + PijimXijkBm + Niffif + SKijBiB — aij&ij6 = bijyij0-
L o
= CijkXijk0 — 509 :
Corespunzadtor, densitatea energiei interne, &, are expresia
1 1
PS = §Cijmn8ij8mn + Gijmngijymn + Fijmnrgij/\/mnr + §Bijmn7ij7mn+
1
+ Dijmnr)’i]'anr + _Aijkmnr)(ijk/\/mnr + Mijmgijﬁm + Nijm7ijﬁm+ (2.3.4)

2
1 . 1
+ PijkmXijiBm + 5KijBiBj + RijBif + 5092-

Energia libera specifica Helmholtz ¥ este utilizatd in inegalitatea entropiei, cu scopul obtinerii ecuatiilor
constitutive, care reprezinta expresiile tensorilor de tensiune in functie de tensorii de deformatie,
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Tij = Cijmngmn + Gmnijymn + anrinmnr - aijga
gij = Gijmngmn + Bijmnymn + Dijmnr/\/mnr - bije’
Hijk = Fijkmngmn + Dmnijk')/mn + Aijkmnr)(mnr - Cijkga (2.3.5)
pn = aij&ij +bijyij + cijixijk — NiPi + cb,
Gm = Mijm€ij + NijmYij + RimPBi + PijkmXijk + KimPBi + Nimb.
Ecuatiile de miscare se prezintd sub forma relatiilor (2.2.4), iar ecuatia energiei se regaseste sub forma
care urmeaza
PN =qii+pr, (2.3.6)
cu mentiunea cd ecuatiile (2.3.1), (2.3.5), (2.2.4) si (2.3.6) au loc pentru (x, 1) € D x (0, o).
Notatiile f;, gk, Lij, p, Tij, 0ij> Mijk, 11 Si 6, utilizate in ecuatiile precedente, sunt cele prezentate in
sectiunea 2.2.2, acestora aldturandu-se ¢; si r, reprezentand componentele fluxului de caldurd, res-
pectiv masura debitului de caldurd pe unitatea de masa. De asemenea, coeficientii constitutivi C; .,
Gijmn, - - -, N; reprezinta specificatii ale mediului, care, alaturi de densitatea de masa si capacitatea de

caldurd ¢, sunt functii continuu diferentiabile pe D, depinzand doar de variabila spatiald si indeplinind
urmadtoarele relatii de simetrie:

Cijmn = Cmnij = Cjimn’ Gijmn = Gjimnv Fijmnr = Ljimnr, (2.3.7)
Bijmn = Bmnij»  Aijkmnr = Amnrijk,  Mijxk = Mji, Kij = Kj;.

Conform cu [55], rata interna de furnizare a caldurii pe unitatea de masd, prin intermediul gradientului

de deplasare termica g;, este

0¢ = Ri; Bif3;, (2.3.8)
unde tensorul de conductibilitate a caldurii, vezi, de asemenea, [20], satisface inegalitatea disiparii
RijBiBj > 0. (2.3.9)

2.3.3 Rezultate principale obtinute

Se presupune, in cele ce urmeaza, cd, atat suprafata laterald a barei prismatice, precum sibazasaxs = h,
sunt mentinute la deplasare termica zero, deplasare si deplasare dipolara nule, iar baza x3 = 0 este
supusa unei vibratii armonice in timp. Ca o consecintd, in bara prismatica se preconizeaza obtinerea
unei solutii armonice in timp, adicd, de forma

uj(x,t) = Uj(x)ei‘“t, ik(x,t) = Djr(x, Ne'“t,  a(x, 1) = Ax)e'?, (2.3.10)
unde i este unitatea complexd, i? = —1, iar w este o constantd pozitiva data.

Prin intermediul relatiilor precedente (2.3.10), relatiile cinematice (2.2.3) devin
Enn = %(Um,n +Unm)s  Ton =Unm = Pun,  Lijk = Pjk,i» Arx=Ak. (2.3.11)
Prin urmare, ecuatiile constitutive (2.3.5) adopta forma care urmeaza
Tij = CijmnEmn + Gumnijlinn + FnnrijQmnr — iwai; A,
Sij = GijmnEmn + BijmnIimn + Dijmnr Qmnr — iwb;jA,
ik = FijkmnEmn + DmnijxcDmn + Aijkmnr Cmnr — 1w ji A, (2.3.12)
PH =a;;E;; +b;;I;; +c;jkQijk — N;A; +iwcA,
Om=M;jmEij+Nijmlij+ PijimQijk + KimA; + iwR;unA; + iwNy,A.

17



2. Contributii asupra mediilor dipolare

Prin intermediul relatiilor (2.3.10), in absenta atat a fortei masice, precum si a cuplului forta masica,
ecuatiile de miscare (2.2.4) devin

Tyun + S + pw?U, =0,
( ). p2 ! (2.3.13)
ank,n + Sk + 0 LD = 0.

De asemenea, prin utilizarea acelorasi relatii (2.3.10), ecuatia energiei primeste forma care urmeaza

Q;.; —iwajkEjk —iwb ki = iw¢ jkm @ jem +iwN;A; + cw?A = 0. (2.3.14)

Impreuna cu ecuatiile de baza prezentate anterior se considerd conditiile la limitd, care, pentru baza
cilindrului, x3 = 0, au forma

Uj(x) =U;(x), ®jr(x)=Pjr(x), Ax)=A(x), peD(0), (2.3.15)

unde U, (x), @1 (x) si A(x) sunt functii prescrise.

Pentruxs = L,
Uj(x) =0, ®Pjr(x)=0, A(x)=0, peD(L). (2.3.16)

Conditiile la limita pe frontiera laterala a cilindrului vor avea forma similara

Uj(x) =0, ®;1(x)=0, A(x)=0, pedD x [0,L]. (2.3.17)

Problema mixta, cu date initiale si la limita, constand in ecuatiile de baza reprezentate prin relatiile
(2.3.11)-(2.3.14) si conditiile la limitd (2.3.15)-(2.3.17), va fi notatd cu #. Cele doud estimari, oferite de
teorema care urmeaza, vor fi utile in cadrul demonstratiilor ulterioare.

Teorema 2.3.1 Daca (U;, @, A) este amplitudinea vibratiei care este solutie a problemei P, atunci
au loc urmatoarele douéa estimari:

2 / [CklmnEklEmn + lemn(Eklfmn + Eklrmn) + Fklmnr (Eklgmnr + Elemnr)+
D(x3)

+ Bklmnrklrmn + Dklmnr(rkl-anr + Fkl-anr) + Ajklmnerlemnr+

+ Myim (ExiAm + ExiAm) + Niim (Tt Am + TeiAm) + Pjgim (QjxiAm + Qi Am)+

- ] ] - (2.3.18)
+ KlelAj - W (pUjUj + Imndsmk@nk + CAA) + ia)ajk (EjkA - EjkA)+

+ ia)bjk(ij/Y — I:jkA) + l'Cjkm(.ijm/K — -ijmA) + l'wNm(A/im — AA’m)]dA =

d N T r 7 = — — _
T i (U (S3m + Tam) + Un(Sam + Tam) + Pjr23jk + Pjx23jx + (AQ3 + AQ3)]dA,
D(x3)

dX3
D(x3) D(x3)

+ U (Szm + T3m) + DXk — Pjx23ji ] dA,

_ d ] — _ d ] _ _
/ RymAmAndA = — [ ——(AQs— AQ3)dA + — / LU (S + Tam)+
2w dxs 2w
P (2.3.19)

unde bara deasupra unei functii are semnificatia conjugatei complexe a respectivei functii.

Cu scopul obtinerii rezultatului principal, constand in comportamentul spatial al amplitudinii (U, @, A),
corespunzatoare vibratiei armonice care este solutie a problemei P, se introduce functia care urmeaza
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ol _ _ _ _ _
F(x3) = “o% / [Un(S3m +T3m) = U (S3m + T3m) + Pjr23jx — Pjx23jk]dA—

D(x3)
1 _ _ _ _ _
~3 / [Un(S3m + T3m) + Up(S3m + T3m) + P i 23jk + P ji 23k |dA—- (2.3.20)
D(x3)
1 ol _ _ _ _
~3 / [Z(AQ?’ - AQ3) + (AQ3 + AQ3)]dA,
D(x3)

unde x3 > 0, iar ¢ este un parametru care poate lua orice valoare pozitiva necesara.

De asemenea, pentru estimarea amplitudinii vibratiei armonice, este necesara introducerea mdrimii care
urmeaza,

M(x3) = 44 / CrimnExiEmndV + 2 / Brimn ki DnndV+

D D
(x3) (x3) (2.3.21)
+ 43 / Ajklmnr ijlanrdV + A4 / RmnAmAndvy
D(x3) D(x3)
unde 11, A2, A3, Si A4 sunt parametri pozitivi, care se pot alege in mod convenabil.
Se presupun urmatoarele ipoteze:
(l) P > 0, Iij > 0,
(i7) tensorul conductivitatii caldurii R, satisface conditia
HUmEméEm < Rmnémén < UptEmém, (2.3.22)

pentru toti &,,, unde constantele pozitive u,, Si up sunt corelate cu valorile proprii, minima si maxima,
ale tensorului pozitiv definit R,,,,. Conditii similare sunt indeplinite si de tensorii elasticitatii, care aparin
expresia densitatii energiei interne.

Teorema 2.3.2 Daca (U;, ®x, A) este amplitudinea vibratiei care este solutie a problemei mixte P,
avand o frecventa w mai mica decéat o valoare prescriséd w*, atunci se poate determina o constanta
v, astfel incat marimea M (x3) sa satisfaca estimarea care urmeaza

0 < M(x3) < M(0)e”" ) h < x3 < L, pentru orice h € (0, L]. (2.3.23)

2.3.4 Concluzii

Se evidentiaza faptul ca procedura abordata pe parcursul acestui subcapitol este usor diferita de cea
utilizata in situatia clasica a mediilor elastice simple. in ceea ce priveste mediile dipolare, contextul creat
de termoelasticitatea Green-Naghdi de tip Il este mult mai complex, dar, cu toate acestea, compor-
tamentul spatial al vibratiilor armonice a fost descris prin estimari care au fost deduse intr-o maniera
similard, obtinute doar pentru amplitudinile a cdror frecventd este mai mica decat o anumita valoare
criticd, supusa doar efectelor mecanice.

Rezultatele obtinute pot constitui un punct de plecare pentru alte studii, acestea rdmanand valabile si
pentru alte conditii la limitd, dar in contextul in care fluxul de caldura si tractiunile sunt presupuse a fi
functii armonice in timp, iar conditiile la limita pe frontiera laterala sunt presupuse a fi nule.

19



Capitolul 3

Contributii asupra mediilor dipolare
poroase

3.1 Scurtistoric

Teoria mediilor dipolare poroase a fost studiata si dezvoltata cu interes crescut in ultima perioada, ca
fiind parte a noilor modele de medii elastice continue. Printre initiatorii acestor modele, un loc important
il ocupd Eringen, care in lucrarea sa [44], prezinta diverse metode matematice de studiere a mediilor
continue, cum ar fi teoria invariantilor, procese stocastice, teoria grupurilor, precum si aplicatiile acestora.

Teoria mediilor dipolare poroase este parte a teoriei mediilor cu goluri, vezi 1.1. Un mare numar de studii
si lucrdri au fost dedicate teoriilor mediilor dipolare, respectiv dipolare poroase, in acest context, rezul-
tate remarcabile fiind obtinute de Marin, care, in cercetdrile sale, dezvoltd studiul, pe de o parte, abor-
dand noi aspecte ale teoriei mediilor dipolare, exemple fiind [75, 79,81, 91], iar pe de altd parte, extinde
cercetarea asupra unor medii particulare, cum ar fi cele poroase sau cu dubla porozitate.

Inteorianecuplatida termoelasticitatii, doud fenomene nu sunt compatibile cu experimentele concrete, si
anume, ecuatia transmiterii caldurii si ecuatia clasica de propagare a caldurii, prima necontinand termenii
elastici, iar a doua, ecuatia Fourier, fiind de tip parabolic, implica o viteza infinita de propagare a undelor.
Scopul elimindrii acestui paradox al teoriei clasice a condus la modificarea ecuatiei caldurii, subiectul
constituind tema unui numar mare de studii, dintre care, primul model important este datorat autorilor
Lord si Shulman in [72]. Ulterior, Green si Naghdi au dezvoltat trei teorii distincte, teoria de tip |, de tip
II, respectiv de tip lll, in [53, 54] si [55]. Etapa a treia de modificare a ecuatiei caldurii a fost realizata de
Tzou, vezi [125], ecuatia cdldurii devenind hiperbolicd, implicand atat gradientul temperaturii, precum si
gradientul cresterii temperaturii.

3.2 Unstudiuasuprateoriei Green-Naghdi de tip Il a termoelasticitatii me-
diilor dipolare poroase

3.2.1 Preliminarii

In studii recente, de exemplu [22], legea Fourier este inlocuitd printr-o aproximare a ecuatiei
qi(x,t+14) = —[K;j0 j(x,t +17) +K§‘ja,j(x,t+t(,)],

unde ¢, t4 Si t7 sunt notatiile pentru gradientul cresterii temperaturii, fluxul de caldura, respectiv gra-

dientul temperaturii in teoria Green—Naghdi de tip lll, iar K;; si K7, reprezinta tensorul conductivitatii
termice, respectiv tensorul ratei conductivitatii.
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Asadar, teoria liniard Green—Naghdi de tip Ill a termoelasticitatii cuplate este formulata prin conside-
rarea, printre variabilele constitutive, atat a gradientului temperaturii, precum si a gradientului cresterii
temperaturii. Teoria Green—Naghdi de tip Ill, care este, de fapt, o extensie a teoriei Green—Naghdi de tip
Il, prezentd in [94, 125], a constituit subiectul multor studii care au descris rezultatele aplicarii sale asu-
pra unor materiale particulare, de exemplu in [22, 48, 49,93, 99, 108], alte studii prezentand avantajele
oferite de aceastd teorie, cum ar fi [1,34,113].

Prezentul capitol este dedicat termoelasticitatii mediilor dipolare poroase sub influenta teoriei Green—
Naghdi de tip Ill, analizand problema mixta cu date initiale si la limitd cu scopul obtinerii ecuatiilor con-
stitutive, a unui rezultat de unicitate, a unei relatii de reciprocitate, precum si a unui principiu variational,
derivat din bine-cunoscutul principiu variational al lui Gurtin, vezi [57].

Studiul prezentat in cadrul acestei sectiuni se bazeaza pe rezultatele publicate in articolul: Codarcea-
Munteanu, L., Marin, M.: A study on the thermoelasticity of three-phase-lag dipolar materials with
voids. Bound. Value Probl. 2019(137), 1-24 (2019), https:/doi.org/10.1186/513661-019-1250-9,
vezi [26], jurnal situat in zona rosie, Q; cotat ISI, factor de impact 1,794 in anul 2019, articol premiat
in cadrul competitiei nationale ,Premierea rezultatelor cercetdrii-UEFISCDI". Aceste rezultate au fost in
prealabil prezentate in lucrarea cu acelasi titlu, in cadrul celei de-a Xl-a editii a Conferintei Internationale
de Stiinta silngineria Materialelor BRAMAT 2019, 13-16 martie, organizatd de Universitatea Transilvania
din Bragov - Romania, la Sectiunea a lll-a, iar articolul mentionat mai sus este o extensie a rezultatelor
publicate in: Marin, M., Agarwal, R.P,, Codarcea, L.: A mathematical model for three-phase-lag dipolar
thermoelastic bodies. J. Inequal. Appl. 2017(109), 1-16 (2017), https:/doi.org/10.1186/s13660-017-
1380-5, vezi [93], jurnal situat in zona galbend, Qo, cotat ISI, factor de impact 1,47, articol, de asemenea,
premiat in cadrul competitiei nationale ,Premierea rezultatelor cercetdrii- UEFISCDI".

3.2.2 Notatii si ecuatii fundamentale

Se considera cd mediul termoelastic, dipolar, poros ocupd, la momentul #,, domeniul O din spatiul tridi-
mensional Euclidian R, domeniu care este o regiune regulatd, cuinchiderea notata O si avand frontiera
o suprafatd netedad, notatd 9. Comportamentul unui mediu termoelastic dipolar poros este caracteri-
zat de vectorul deplasare u = (u;)1<;<3, de vectorul deplasare dipolara ¢ = (¢;;)1<i,j<3, de fractiunea
de volum v corespunzdtoare golurilor, precum si de variatia de temperatura 6 :

u; = ui(x,1), ¢ij = @ij(x,1), v=v(x,t), 0 =0(x,1), (x,1) € D xX[0,1).

Se considerd faptul ca atat componentele deplasarii, variatia temperaturii fata de temperatura de re-
ferintd, cat si derivatele partiale in raport cu coordonatele carteziene si in raport cu timpul sunt mici.
Prezentul studiu este dezvoltat in concordanta cu teoria liniard a termoelasticitatii mediilor dipolare po-
roase.

In conformitate cu [45], ecuatiile geometrice care dau expresiile tensorilor de deformatie ;;, ¥i;, xij« Si
a vectorului vy in raport cu variabilele de miscare, precum si ecuatia continuitdtii au urmdtoarele forme:

1
gij = 5(”_}',1’ + Ui j)s Yij =Uji— Pij» Xijk = Pjk,i> Uk = V,k, (3.2.1)
do |
D+ pis =0, (3.2.2)

unde p este densitatea mediului in configuratia de referinta.

Urmand propunerea oferitd de Green si Naghdi in [53], vom defini, cu ajutorul temperaturii, cresterea
temperaturii @ si gradientul temperaturii 8;, sub forma expresiilor care urmeaza:

a(x,t) = /te(x, s)ds, Bi(x,1) = /te,i(x, s)ds. (3.2.3)

fo fo
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Evident, avem a(x, 1) = 0(x,1), a(x,t9) =0, Bi(x,1) = @ ;(x,1) Si
a(x,0) =0, Bi(x,0) =0, (3.2.4)

daca #p = 0. Sistemul fundamental care guverneaza teoria liniara a termoelasticitatii mediilor dipolare
poroase constd in urmdtoarele ecuatii:
— ecuatiile de miscare

(Tji + 0i).j + pfi = piii,

in O x (0, %), (3.2.5)
Mijk,i + OTjk + p&jk = lks@js»
— ecuatiile fortelor de echilibru
Aii+&+pl=pkv, InDx(0,c), (3.2.6)
— ecuatia energiei
=0 -qi. (3.2.7)

— ecuatiile geometrice (3.2.1).
Notatiile folosite sunt urmdtoarele:

® 7,0, 1ijx Sunt componentele tensorilor de tensiune,

e fi,gjx sunt componentele fortei masice, respectiv componentele cuplului forta masica,
e [;; sunt coeficientii de microinertie,

e ( este sarcina masica externd generalizata corespunzatoare golurilor,

e 1; sunt componentele vectorului de tensiune interna,

e k este coeficientul de inertie,

e £ este sarcina interna de echilibru.

In acelasi timp, componentele ¢; ale vectorului tensiunii de suprafatd, componentele u jx ale cuplului de
suprafata, fluxul de cdldura de suprafata ¢ si vectorul tensiunii de echilibru A corespunzator porilor, sunt
definiti sub forma urmdtoare:

ti = (Tji + 0ji)nj,

= s,
Hike = Higklt pe 4D, (3.2.8)
A= Ain;,
q = {qini,

pentru fiecare punct al suprafetei 9D, cu observatia ca g; sunt componentele vectorului flux de caldura,
iar n; sunt componentele normalei unitare exterioare la suprafata 0D.

3.2.3 Problema mixt3, cu conditii initiale si la limitd, pentru mediile termoelastice dipolare
poroase, in contextul teoriei Green—Naghdi de tip Ill

in cele ce urmeaz3, vor fi deduse cateva consecinte ale legilor termodinamicii, cu scopul obtinerii unor
rezultate principale prezentate sub forma unor teoreme in sectiunea urmdtoare. Pentru atingerea aces-
tui obiectiv, utilizand procedura prezentatd in [93], se impune ca primele doua legi ale termodinamicii sd
aibd loc in orice punct al domeniului O si'in fiecare moment ¢.

Folosind notatiile e si Q pentru energia interna pe unitatea de masd, respectiv pentru debitul de caldura
pe unitatea de volum, Prima Lege a termodinamicii are urmatoarea forma:
d 1 .1 L 1, ..
= /(Pe + Pttt S Is@jrjs + §kVV)dV =
2 (3.2.9)
= /(pfiui +pgjkfjk +ptv+Q)dV+ / (tithi + pjxpji + AV — q)dA.
D 4D
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In acelasi timp, forma locala a celei de a Doua Legi a termodinamicii este

.9 qii g
>=-—+=T;, 3.2.10
TET T T (3.2.10)
unde n si T reprezinta entropia pe unitatea de volum, respectiv temperatura absolutd, T = Ty + 6, unde

Ty este temperatura absoluta in configuratia de referinta.

Prin utilizarea ecuatiilor (3.2.5);, (3.2.5) si (3.2.6), a primului principiu al termodinamicii, a teoremei di-
vergentei si a energiei libere Helmholtz ¥, se deduce:

oY o7 o7 o7
Tij = agﬁ» gij = 6’}/1']" Hijk = a)(ijk’ n= oT ’
oY oY oV
- /liz s =0, Th = —{qi.i- 3.2.11
=5 5 57, =0 =0~ 3211)

Prin intermediul energiei libere, relatia (3.2.10) conduce la urmdtoarea formad a inegalitdtii entropiei

ov . N ov . N o . +(9‘P.+(95”_ +(9‘l’0.+
& N L S
Dy 0 Fyiy T T ey ey T ar (3.2.12)
qi0.i

+ 0 — Tiéij — Vi — MijkXijk +EV = v + 7 =0

Presupunand, pe de o parte, ca mediul are centru de simetrie si este liber de tensiuni in configuratia sa
de referintd, avand forta masicd, cuplul forta masica si sarcina masicd externd generalizata nule, iar pe
de alta parte, teoria liniara impunand o forma patratica pentru densitatea energiei interne in raport cu
variabilele sale constitutive independente, energia libera se poate dezvolta, in concordanta cu principiul
conservdrii energiei libere siin raport cu configuratia de referintd, sub forma:

1
Y= Ecijmngijsmn + Gmnijsmnyij + EBijmn')/ij'Ymn + anrijgij/\/mnr'i'

1
+ Dmnijk)’mnXijk + §Aijkmnr/\/ijk)(mnr + dijmgijv,m + eijm'}/ijv,m‘*'
(3.2.13)

1
+ fijkmXijkV.m + §gimv,iv,m +aijeijv+bijyijv+cijrxijkv + div,iv+

1 2 1 2
+ 5&)1/ - a/ijsl-jH —,Bij’)/ije - ’}/ijk/\/ijke — 5610 - CliV,ie - bvé.

In expresia precedentd a energiei libere, coeficientii constitutivi, reprezentand caracteristicile mediului,
sunt functii de clasa C' (D), prescrise, care indeplinesc urmdtoarele relatii de simetrie:

Cijmn = Cmnij = Cjimn, Bijmn = anija Gijmn = Gijnm, Fijkmn = Fjikmn s
(3.2.14)
Ajjkmnr = Amnrijks  Qij = Qji s &gim = 8mi» Qij =qjj .
Utilizand ecuatiile (3.2.11), din forma (3.2.13) pentru ¥, se obtin urmatoarele ecuatii constitutive:
Tij = Cijmngmn + Gijmn)/mn + anrij)(mnr + dijmv,m + aijV - Clij@,
gij = Gijmngmn + Bijmnymn + Dijmnr)(mnr teijmV,m+ bijv - ,Bijga
Hijk = Fijkmngmn + Dmnijkymn + Aijkmnr/\/mnr + fijkmv,m + CijkV — yijkg,
n=aq&j +ﬁij7/ij t+VijkXijk t af + av i+ bv, (321 5)
& =—a;jeij — bijyij — cijxijk — div,i — wv + b0,
Ai = dmni&€mn + €mniYmn t fmnri/\/mnr +8imV,m+ div — a0,

Tor=Q —qi-

23



3. Contributii asupra mediilor dipolare poroase

De asemenea, folosind inegalitatea (3.2.12), se deduce inegalitatea disipatiei

0 .

/ 4%y <o, (3.2.16)
Ty

D

care, cu ajutorul teoremei divergentei, in cazul in care nu exista flux de caldurd, adica ¢ = 0, devine

qi,i0
~—dV > 0.
/ T >

D

In teoria Green—Naghdi de tip Ill, conform [22], ecuatia constitutiva a vectorului flux de c&ldura are forma
q,-(x, t+ lq) = —[Kl-jé?,j(x, t+tr)+ Kfja’j(x, tr+ l"g)], (3.2.17)

undetg, t, Sity sunt gradientul cresterii temperaturii, fluxul de caldura, respectiv gradientul temperaturii
in teoria Green—Naghdi de tip Ill, iar tensorii K;; si ij sunt simetrici. Urmand procedura prezentata

in [93], dacd se dezvoltd in serie Taylor si se retin doar termenii pana la 12, se obtine urmadtoarea ecuatie:

1 o .
qi + tqq.i + 52‘36[1' = —[Kije,j + KijtTg,j +Kija/,j + sztﬁa,j]’ 0< Ip <Itr <14. (3.2.18)

Definitie 3.2.1 Fiind date doud functii v si w, definite pe D X (0, 00), continue in raport cu timpul, produsul
de convolutie al functiilor v si w este definit prin:

t

(v=w)(r) :/v(t—s)w(s)ds.

0

Pentru alcdtuirea problemei mixte, cu conditii initiale si la limitd, se adauga, pe domeniul D, urmatoarele
conditii initiale:

ui(x,0) = @), ii(x,0) = u} (x),

QDij(X, 0) = ‘P?](x), ¢ij(x’ 0) = QDllJ(X),

v(x,00 =), (x,0)=v!(x), (3.2.19)

0(x,0)=6"(x),  6(x,0) =6"(x),

n(x,0) =n"(x).
iar pe cilindrul 9D X (0, o), se adauga conditiile |a limita care urmeaza:

ui(x,t) =uy, (x,1) € 0D, % (0, 00),
@ij(x,1) = @ij, (x,1) € 0Dy x (0, 00),
v(x,t) =7, (x,1) € 0D, %X (0, ),
a(x,t) =a, (x,1) € 0Dy % (0, ),
(tji +0ji)(x,)n; =1, (x,1) € 0Dy, x (0, 00), (3.2.20)
Mijk (X, )n; = Wik, (x,1) € 0D x (0, 00),
Ai(x, )n; = A, (x,1) € 0D x (0, 00),
qi(x,t)n; = q, (x,1) € 0D, % (0, 00),

unde 0D, 0D, 4D, i dD,, impreund cu complementele lor, 0D, (91)50, 095, respectiv D¢, sunt
submultimi ale suprafetei 0D, astfel incat

0D, NOD; =0D, N 31)2 =0D, NOD; =D, NID, = 2,
0D, UIDS =0D, UID, = 0D, UID, = 0D, UID, = dD.
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Se presupune ca:

() ud, ui, ¢l @l v0, v, 6%, 6" sin® sunt functii continue, prescrise pe D;

(i1) u;, @ij, v Si a sunt functii continue, prescrise pe domeniul lor de definitie;

(iii) E,[ij,zg,i g sunt functii prescrise, regulate pe domeniul lor de definitie si continue in raport cu
variabila timp.

Teorema 3.2.1 Functiile u;, p;;,n $i v satisfac ecuatiile (3.2.5), (3.2.6), (3.2.7) si conditiile initiale
(3.2.19), dacéd si numai daca, sunt indeplinite urmatoarele relatii:
g * (Tji+0ji)j + pFi = pui ,
g * (Mijk,i + Ojk) + PGk = Iks@js »
g* (i +&) +pZ = pkv, (x,1) € D x (0, 00), (3.2.21)
R ! )
—R— —lsxqg::
n TO ql,l:

unde

= (=%l =1,
gy=(U=D(1)=1 /€ (0. 00), (3.2.22)
(1) =1,
Si
Fi =g fi+ (tul +u?),

Gik = 8 * gjk + Ins (1@ + @),

P =gxl+k(tv' +V0), (3.2.23)
1
R=—1+0+1n°
TS Q+n
in cele ce urmeaza va fi folosita notatia, cul(¢) =1, t € (0, ),
t
f:l*f:/f(x,s)ds,
0
ceea ce permite considerarea a doua noi variabile,
Gi=Bi+trBi. si=Pi+tafi, (3.2.24)
cu scopul obtinerii unei forme simplificate a ecuatiei (3.2.18), concret,
(1+D:)gi = —(Kij&j + K ;6)), (3.2.25)
unde D, este operatorul diferential
D, =t 6+1t282 (3.2.26)
T e 299r2 -
Vectorul flux de entropie r este introdus, prin intermediul notatiei ; = To‘lc]i, astfel:
r=rin; = O_lc}l-ni. (3.2.27)

Utilizand notatiile nou introduse, proprietdtile produsului de convolutie, precum siidentitatile preliminare
obtinute in Teorema 3.2.1, se pot rescrie, atat ecuatia energiei sub forma

tx(+rii—R) =0, R=T;'Q +1°, (3.2.28)
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3. Contributii asupra mediilor dipolare poroase

precum si identitdtile (3.2.21);, (3.2.21); si (3.2.21)3, astfel:

e (Tji + 035),; + pFi = puti,
15 (Hijk,i + 0jk) + pGjk = Iis@jss 3229
t+ (i +&) +pZ = pkv.

Folosind ecuatiile (3.2.25) si (3.2.27), se obtine ecuatia
ri+tqri+5tqri = _FO(Kijgj+Kijgj)7 (3230)
care, prin intermediul ecuatiilor constitutive (3.2.15)4 si (3.2.15)7, poate fi reformulata sub forma:
(1+ Dt)(a'ijgij +BijVij + VijkXijk +ad + a;v ;i + by — FOQ) = FO(KijQ + K56, (3.2.31)

precedenta ecuatie fiind cunoscuta ca ecuatia transportului de caldurd, aceasta conducand la

. . . L . 0
/G[Dr(a/ijc‘?ij +Bijvij +'}’ijk/\/ijk+a0+aiV,i+bV)_(1+Dt)FO_
D

1 : . i . .
—FO(KL'/{/ +Kij§j),i]dvz_/9(a'ij5ij +BijVij + VijkXijk+
D

(3.2.32)

+af +a;v;+bv)dV,

care, cu ajutorul relatiei (3.2.15), se scrie sub forma simplificata
/ 0 (n - av= 1[0 T—O(K,-j{j +K};6j).i+ Dy ol dv. (3.2.33)
D D

Concluzionénd, ecuatiile geometrice (3.2.1), ecuatiile constitutive (3.2.15), (3.2.18) si (3.2.28), ecu-
atiile de miscare si ale fortelor de echilibru (3.2.29), conditiile initiale si la limita (3.2.19), respectiv

pentru mediile termoelastice, dipolare, poroase, in contextul teoriei Green-Naghdi de tip Ill.

3.2.4 Rezultate principale obtinute

Pentru inceput, se impune ca tensorii elasticitatii, care apar in relatiile (3.2.13) si (3.2.15), sa indepli-
neasca conditia conform careia exista o constantd strict pozitiva ¢, astfel incat

Cijmnuijumn + 2Gijmnuiijn + 2Fijmnruijwmnr + 2dijmuijvm'i'
+2a; ;v + BijmnVijVimn + 2D jmnr VijWmnr + 2€ijmVijUm+
(3.2.34)
+2bijVijv + Aijkmnr WijkWmnr + 2 fijkmWijkUm + 2CijxWijkv+
2 2
+ 2d;viv + imViUy + wv™ = co(uijuij +VijVij + WijkWijk +UjU; +V ),

pentru oricare cinci tensori u;;, v;;, Wik, U; Si v.

3.2.4.1 Unicitate

Teorema 3.2.2 Presupunand ca:

(i) p(x) >0, B(x) >0, To(x) > 0,Vx € D;
(i) tensorul I;; este pozitiv definit;

(iii) conditia (3.2.34) este indeplinita,
atunci problema P are cel mult o solutie.
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3.2.4.2 Reciprocitate

In cele ce urmeaz3, se considerd doud sisteme de incarcare S®), care actioneazd succesiv asupra me-
diului termoelastic dipolar poros, definite astfel:

500 :{!ojji(é),?;:)’3(5),R(5),ﬁ'§5)’9’5’5;5),’)7( )@@, 79), (6) A©® go)

(3.2.35)

2115)#?(6)’“1_1(6)’50?]_(6) %1](5) 0(6)’v1(6),90(6)’91(6)’770(6)}’ §=1,2.

Corespunzator fiecarui sistem S(9), solutiile problemei mixte vor fi notate cu

s = {uf®, ol v19,000, 0@} 5 =12

Teorema 3.2.3 Intre sistemele de incdrcare S'9 si solutiile corespunzétoare acestora s\, are loc
relatia de reciprocitate de tip Betti

1
/(pg() Dapg) v o) +p 2D v — 1w RO 5 0@ - ! txq "« BP)av+
0

1
/(t s u® sy @ w4 i gD o)A =
0

(3.2.36)
1
/(pgu) w0 9T 5 gD 1 pP® sy R 4 g0 - i @ g av+

/(t * t(z) ( +1 % ”1(12) * (p}}) +1% AP 5y 4 %t #q@ xaM)da,
0

D
unde
F = gu fO 4 (10} 4 009, (O = (@D 4y,
o 1(o 0(o [ o
G =gy + I (te)l” + o)), iy = i,
ZO) = g5 09 4 k(1v1(9) 1,0(8)) si 209 = Agd)ni,
1 s
R(O) = i 0(9) 4 p0(8), ¢ = ¢

obtinute prin utilizarea relatiilor (3.2.23), respectiv (3.2.8).

3.2.4.3 Principiu variational

Avand ca scop demonstrarea principiului variational convolutional, pentru medii anizotrope si neomo-
gene, derivat din cunoscutul principiu al lui Gurtin prezentat in [57], dar dezvoltat in contextul teoriei
Green—Naghdi de tip lll, al termoelasticitatii mediilor dipolare poroase, se considerd r; sub forma

ri = rl.(a) + rl.(b) + rl.(c) + rl.(d) (3.2.37)

’

se presupune ca tensorii K;;, respectiv K* sunt inversabili si se introduc tensorii s;; Si s -, definiti prin:

sij = [Kij1™h 57, = [K51 7 (3.2.38)



3. Contributii asupra mediilor dipolare poroase

Cu ajutorul ecuatiilor (3.2.18) si (3.2.30), se deduc relatiile

O B
(1 +Dt)sl]rj + Toﬁl - 0,

b Ty
(1+D1)Sij}’j +F09’i =0,

(3.2.39)
(1+ Dt)s;qu) +Bi =0,
fd) lag
(1+Dy)sir;” + T—O,B, =0,
@ _p i
unde B; = 6,; si =Ty —l.
Bi = q; ER
Se considera procesul admisibil, bine-cunoscut sub forma unui ansamblu ordonat
P = (Ui @ij, v, ,0,8,Yijs Xijk»Ais Tijs Tijs Bis 1 Tis Tiis i) (3.2.40)

ale carui componente sunt functii presupuse a fi suficient de regulate pe domeniul lor de definitie. Daca
se noteaza cu & spatiul liniar, inzestrat cu adunarea si multiplicarea cu scalar, al tuturor proceselor ad-
misibile, se poate defini functionala ;(p), dupa cum urmeaza:

1
ﬁ(p) = 5 I (Cijmngmn *Ejj+ 2Gt’jmrfymn *&ij + 2anrij)(mnr *Ejjt
D
+2dijmV,m * €ij +2aijv * €+ BijmnYmn * Yij + 2Dijmnr Xmnr * Vij+

+2eijmV,m * Vij + 2bijv x ¥ij + Aijkmnr Xmnr * Xijk + 2fijkmV,m * Xijk+
+ 20KV * Xijk +2div * Vi + 8imV i ¥V g + WV x v +al x 0)dV+

[oui = ui + Ixsjs * @jk + pkv v —t (- R) *0]dV-
[(tx (Tji+0)),j+pFi) xuj+t+ T x&;j+1t %0 %y;]dV—

[( = (/“ll]k i +O—jk) +p?]k) * Qi t* Uik *Xz]k]dv /[(t * (/li,i +&)+

@\ @\ @La

D
1 (3.2.41)
+pff)*v+t*/1,-*V,,-—t*f*v]dV+5/[Z*To(1+D,)sijri(a)*rﬁ.a)+
D
T T
+1% t—”(1+Dt)s,-jrf Ve r® s e (14 D)) st g <C) 1*70(“
T a

1
+ D)5 *r,(-‘”de/ (e i)+ (Lorow ) = (e 2ogie B+
D

1 _ —
+(l*ri,i*a)—(l*7qi,i*9) dV+/(t*ti*u,-)dA+/[t*(ti—ti)*ul-]dA+
0

Dy ODE
+‘/(t*ﬂij*{5ij)dA+'/[t*(yij—ﬁij)*goij]dA+/(t*/l*?/')dA+
oD, oD D,
+‘/[t*(/l—;lv)*v]dA—/(l*r*&)dA—/[l*(r—?)*a]dA.
aDg 0D, DG
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Aceasta poate fi rescrisd in forma:

1
Fi(p) = 5 I * (Cijmngmn *E&ij+ 2Gijmn?’mn *E&ij + 2anrij)(mnr *&jjt
D
+2dijmV,m * €ij +2a;jv * &+ BijmnYmn * Yij + 2D jmnr Xmnr * Vij+

+2€ijimV,m * Vij +2bijv * Yij + Ajjkmnr Xmnr * Xijk + 2fijkmV.m * Xijk+

+ 20KV * Xijk +2div * Vi + 8imV i ¥V + WV ¥ v)dV + / [ou; * u;+
D

1
+lis@js * @ik +ka*v—t*(n—R)*9]dV+/ 2—[t*(n—ai18ij—
a
D

= BijYij = YijiXijk — aiv,i — bv) = (1 — @ij&ij — BijYij — VijkXijk — @iV.,i~
- bV)]dV—/[(l * (Tji +0-ji),j +pF;) *u; +1 % Tij* &j +1* 04 *yl-]-]dV—
- 10 o+ 080 = oty - [10surer o o
D D
i

1 .
+pL) v+t dixv,; —txExv]dV + 5/(1+Dz)(T0Sijr(“) >kr](,a)+
D

A~ ~

To ), ), A0, ., 10 @, (@

. . 1. . 1,
+ (rl-*ﬂl-+ri*ai——qi*ﬂ,-+rl-,-*a/——qil-*9)dv+
5 TO 5 TO 5

D
+‘/(t>l<t,->x<i7i)dA+/[t*(ti—a)*ui]dA+/(t*yij*@j)dA+
oD,

ADE 4D,

+/[r*(uij—ﬁi,->*soi,-]dA+/(tumdm/[r*u—I)*vndA—

aDs 4D, DS
—/(f*mdA—/[(r—mm]dA.
9Dy DS

In acest stadiu al studiului, se poate aborda principiul variational al termoelasticitatii liniare pentru me-
diile dipolare poroase, sub influenta teoriei Green—Naghdi de tip Ill, materializat in teorema de mai jos.

Teorema 3.2.4 Daca relatiile de simetrie (3.2.14) au loc pe D, tensorii simetrici K;;, respectiv K;‘j
sunt inversabili sit, > 0,17 > 0, atunci

6F,(p) =0, t >0, (3.2.43)

daca si numai dacé, p este solutie a problemei mixte, cu date initiale si la limita, P.

3.2.5 Concluzii

Acest studiu aprofundeaza si extinde rezultatele obtinute anterior, prin modelarea teoriei liniare a me-
diilor termoelastice, dipolare, poroase, in contextul teoriei Green—Naghdi de tip lll, dezvoltand analiza in
jurul suportului oferit de fractiunea de volum, care este corelata cu introducerea unui grad aditional de
libertate.
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3. Contributii asupra mediilor dipolare poroase

Modelul matematic, prezentat pe parcursul acestei sectiuni, consta in studiul problemei mixte, cu date
initiale si la limita, a teoriei liniare asociatd mediilor dipolare, poroase, studiate sub influenta teoriei
Green—Naghdi de tip Ill, obtinand, in acest context, o serie de rezultate privind ecuatiile constitutive,
unicitatea solutiei, realizata intr-un mod mai putin uzual, diferit de cel clasic, o relatie de reciprocitate,
precum si o generalizare a unui bine-cunoscut principiu variational pentru medii anizotrope si neomo-
gene, analizate in contextul teoriei Green—Naghdi de tip Il a mediilor termoelastice dipolare, poroase.

3.3 Solutii generalizate pentru probleme mixte ale mediilor dipolare po-
roase

3.3.1 Preliminarii

Problemele de existentd, stabilitate, unicitate si dependentd asociate elasticitatii sau termoelasticitatii
mediilor continue cu goluri au constituit subiectul unui larg numar de studii, iar faptul ca sistemul format
din ecuatiile si conditiile care guverneaza teoria elasticitdtii, respectiv pe cea a termoelasticitatii mediilor
dipolare cu goluri este extrem de complex a condus la concluzia ca este necesara o noud abordare pentru
problemele studiate in acest context. Teoria semigrupurilor de operatori faciliteaza studiul problemelor
la limitd, precum si pe cele de existentd, stabilitate, unicitate sau dependents, fiind folosita in numeroase
lucrari dedicate studierii acestor medii, vezi [4, 78,86, 89, 118].

Prezentul capitol se bazeaza pe rezultatele publicate in: Marin, M., Codarcea, L.: The Initial Boundary Va-
lue Problem for Porous Bodies. Proceedings of the 15th Conference on Applied Mathematics APLIMAT
2016 2,807-816, Bratislava, Slovak Republic, https:/www.researchgate.net/publication/320232732,
vezi [86]. Urmand modelul prezentat in aceastd lucrare, considerand un mediu elastic poros, neomo-
gen si anizotrop, problema mixta, cu date initiale si la limitd, va fi transformata intr-o ecuatie abstracta,
temporald, omogena si evolutionarg, intr-un spatiu Hilbert ales adecvat, iar prin aplicarea teoriei semi-
grupurilor de operatori liniari, va fi dedusa existenta, unicitatea si dependenta continud a solutiei.

3.3.2 Notatii si ecuatii fundamentale

Fie O o regiune deschisd, din spatiul Euclidian tridimensional R?, cdreia i corespunde in configuratia de
referintd un corp dipolar poros, notatiile folosite pe parcursul acestui subcapitol fiind cele prezentate in
sectiunea 1.4. Pe parcursul acestei sectiuni se considerad teoria liniara a elasticitdtii mediilor dipolare cu
goluri, iar pentru descrierea deformatiei unui mediu dipolar poros, mai exact, pentru vectorii deplasare,
respectiv deplasare dipolara si fractiunea de volum, aflatd in directa relationare cu golurile, precum si
pentru ecuatiile si conditiile de baza, care caracterizeaza acesta teorie, se vor utiliza notatiile prezentate
in sectiunea precedentd 3.2.2.

Ecuatiile, care guverneaza teoria elasticitatii mediilor dipolare poroase, sunt urmdtoarele:

— ecuatiile geometrice, care exprimd tensorii de deformatie &;;, ¥i;, xijx Si vectorul vy, reprezentate prin
ecuatiile (3.2.1),

— ecuatiile de miscare (3.2.5),in D x [0, c0),

— ecuatia fortelor de echilibru, care este datd sub forma

Aii+pl=pky, In D x[0,00), (3.3.1)
notatiile folosite n aceste ecuatii fiind cele descrise anterior, in sectiunea 3.2.2.

Energia liberd este considerata sub forma

1
U= §Cijmn8ij8mn + Gmnijgmnyij + §Bijmn7ij7mn + anrijsinmnr + Dmnijk')/mn)(ijk"'
(3.3.2)

1
+ §Aijkmnr)(ijk/\/mnr + Mijr€ijur + NijkYijVk + PijkmXijkVU,m + §Qijvivj,
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iar prin intermediul acesteia, se obtin urmdtoarele ecuatii constitutive:

Tij = Cijmngmn + Gl]mnymn + anrij/\/mnr + Mijkvk’
gij = Gijmnsmn + BijmnYmn + Dijmnr/\/mnr + Niijk,
(3.3.3)
Hijk = Fijkmnrgmn + Dmnijk'ymn + Aijkmnr/\/mnr + Pijkmvma
Ai = Myni€mn + NniYmn + Pomnri Xmnr + Qijvj-

Coeficientii C; jmn, Gijmns, - - - Qij, caracteristici ale mediului, sunt functii prescrise, de clasa C' (D), care
indeplinesc relatiile de simetrie care urmeaza:

Cijmn = Cmnij = Cjimn > Bijmn = anij s Gijmn = Gijnm s Fijkmn = ljikmn > (3 3 4)
Aijkmnr = Amnrijks  Mijk = Mjig.

Se specifica faptul cd schimbarea volumului mediului rezultd din dilatarea sau comprimarea golurilor.
Pentru o descriere mai amanuntitd a functiilor ;, £ si k se pot folosi detaliile din lucrarile [30] si [50].

Ecuatiilor prezentate mai sus, care caracterizeaza comportamentul mediilor elastice dipolare poroase, li
se alatura conditiile initiale (3.2.19);_¢ pe D si conditiile pe frontierd

ui(x,1) =0, ¢;j(x,1) =0, v(x,1) =0, (x,1) € 0D x [0, 0). (3.3.5)

Utilizand ecuatiile geometrice (3.2.1), ecuatiile constitutive (3.3.3), ecuatiile de miscare (3.2.5) si ecuatia
fortelor de echilibru (3.2.1), se obtine urmatorul sistem:

pii; =[(Cijmn + Gijmn)un,m + (Gumnij + Bijmn) Unm — @mn) + (Fmnrij + Dijmnr) @nr m+
+ (Miji + Niji)vilj +pfis
Lir @ jr =[Fijkmntn,m + Dmnijk (Un,m — @mn) + Aijkmnr @nrom + PijkmV,mli + GijkmUm,n+ (3.3.6)
+ Bjkmn(Un,m = @mn) + D jmnr €nr.m + NjkmV.m + P& jk-
Pk =[Mpnittn,m + Nmni (Un,m = @mn) + Pmnjiomn,j + Qijv.jli + pl.
Definitie 3.3.1 Se numeste solutie a problemei mixte, cu date initiale si la limita, a mediilor elastice, dipo-

lare, poroase, in cilindrul Dy = D X [0, 00), sistemul ordonat (u;, ;;,v), care satisface sistemul (3.3.6),
conditiile initiale (3.2.19)1_¢ si conditiile la limita (3.3.5), pentru toti (x,t) € Dy.

Se presupun urmatoarele ipoteze pentru proprietatile mediului:
i) p>0,1;;>0, k>0,
i1)  Cijmnlijlmn +2GijmnlijOmn + 2FmnrijiiNmnr + BijmnOijOmn + 2D jmnrOi jMmnr+
+ AijkmnrNijkMmnr + 2Mij1 i jEx + 2Niji0i ik + 2P jrmNijiér + Qijéi&j = (3.3.7)
> ao({ijdij +0ij0ij + Mijinijk + Ei&i),
ap > 0, pentru toate ¢;; = £j;, 6ij,nijx Si & arbitrare.

Presupunerile de mai sus sunt facute in concordantd cu restrictiile uzuale impuse in mecanica mediilor
continue, cu scopul obtinerii unicitatii si existentei solutiilor.

In cele ce urmeaz3, se vor folosi simboluri ingrosate pentru notarea vectorilor si a matricilor:
u= (ui)’ 0 = (ﬁl)’ ‘P = (‘Pl])’ g = (gl_])’ l’j = 172a 3 (3-3-8)
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Se defineste spatiul X dupd cum urmeaza

X ={W =806 v,u) ucH?D)8ecH"3D),pecH" D),

¢ e H(D),v € HY(D), u € H'(D)}, (3.39)

unde Hy'(D) si H™(D) sunt spatiile Sobolev cunoscute, vezi [2], [7], [127], si unde au fost folosite
notatiile
H™"(D) = [H™"(D)]", HJ"" =[Hy(D)]".

Scopul propus este acela de transforma problema mixta, cu date initiale si la limitd, definita prin relatiile
(3.3.6), (3.2.19); 6 si (3.3.5), intr-o ecuatie abstracta, omogenad si temporald din spatiul Hilbert X.

Prin urmare, se definesc urmatorii operatori:
AiW = 191',
1
BiW = ; [(Cijmn + Gijmn)um,n + (Gmnij + Bijmn)(”n,m - ‘pmn) + (anrij+

+ Dijmnr)sonr,m + (Mijk + Nijk)v,k]’j,

CiiW =gij, (3.3.10)
DjkW = (Iks)_l [Fijsmnum,n + Dmnijs(un,m - Somn) + Aijsmnr‘pnr,m + Pijsmv,m],i"'
+ ijmnum,n + Bjkmn(un,m — Qmn) + Djkmnr()onr,m + NijkV,ma
EW =y,
1
FW = E [aniun,m + Nmni(un,m ~ @mn) + Pmnji()omn,i + QijV,j]’i'
Fie £ operatorul
L =(AW,BW,CW,DW EW,FW), (3.3.11)
unde A = (A;), B=(B;), C =(C;;), D =(D;), i,j =1,2,3, cudomeniul
D=D(L)={WeX:LWeX,#=0,6=0,u=0, pedD}. (3.3.12)

inchiderea domeniului D(L) este, evident, spatiul X si, in concluzie, D(L) este o multime densd in X.
D (L) nu este o multime vidd, ea continand cel putin C8°(D)25.

Asadar, problema mixtd cu date initiale si la limita, reprezentatd prin relatiile (3.3.6), (3.2.19)1_¢ si (3.3.5),
este redusa la o problemad abstractd, cu conditii initiale, in spatiul Hilbert X,

% =LW+F(t), 0<1t<1y, (3.3.13)

cu conditia initiala
W (0) = Wy, (3.3.14)

notatiile folosite fiind urmatoarele:
1
7:(l‘) = (O’f’ O’g’o’ Ef)’ WO = (u09u1’ ‘pO’ ‘Pl’ VO’ Vl),
=) 8= (gm). u’ =), u' = (up), ¢ = (91, " = (7))
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3.3.3 Reazultate principale obtinute

Se considera X*, spatiul Hilbert X inzestrat cu norma indusa de produsul intern

< W,W >4= / [pﬂiﬁi + Iksgji?jk +pk,u/_1+ Cijmngijgmn + Gijmn(yijgmn +7ij8mn)+
D

+ anrij (gij)_(mnr + Eij/\/mnr) + Bijmn'yijymn + Dijmnr (’)’ij/?mnr'l' (33’I 5)
+YijXmnr) + Aijkmnr Xi jk XX mnr + Mijk (€ij0k + €ijUk) + Niji (¥ijUr+

+%;Uk) + Pijkm (XijkUm + X jxUm) + Qijviv;]1dV.

Teorema 3.3.1 Norma indusa de produsul intern (3.3.15) este echivalenta cu norma originala din
spatiul X.

Teorema 3.3.2 Operatorul L satisface inegalitatea

< LW,W >.<0, YW € D(L). (3.3.16)

Se observa cd inegalitatea (3.3.16) asigura faptul ca £ este disipativ.
Teorema 3.3.3 Operatorul L satisface relatia
RAI-L)=X, 1>0, (3.3.17)

unde I reprezinta, ca de obicei, operatorul unitate.

De mentionat cd egalitatea (3.3.17) asigurd faptul ca operatorul £ satisface asa numita conditie de con-
traimagine.

Se considera un element arbitrar, fixat, W, in spatiul X, definit
W=@90570ecX. (3.3.18)
In concordant cu relatia (3.3.17), se demonstreaza faptul ci ecuatia
AW — LW =W, (3.3.19)

are cel putin o solutie Win D(£).

Teorema 3.3.4 Operatorul L, definit prin relatiile (3.3.11), genereaza un Cy-semigrup de contractii
pe X.

Cu scopul de a studia existenta si unicitatea solutiei ecuatiei neomogene (3.3.13), va fi folosit rezultatul
oferit de teorema care urmeazd, conform [7].

Teorema 3.3.5 Fie L un generator infinitezimal al Cy- semigrupului contractiv 7 (1) pe X. Dacéa
¥ (t) este continuu diferentiabild pe [0, ty], atunci problema (3.3.13), cu valorile initiale (3.3.14),
are, pentru orice Wy € D(L), unica solutie

W) =T ()W + / T(t — )F (s)ds, t € [0, 10], (3.3.20)
0

astfel incat
W (1) € C'([0,10]; X) N C°([0,10]; D(L)).
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Pe baza precedentei teoreme, se obtine rezultatul teoremei care urmeaza, conform [7].

Teorema 3.3.6 Se presupune ca:

a) coeficientii elastici, care sunt continuu diferentiabili, satisfac conditiile (3.3.7),
b) f € C'([0,10]; La(D)), g € C'([0,10]; L2(D)), € € C'([0,10]; La(D)),

Wo= @ ul, ¢’ ¢!,V vl e D(D),

atunci existd o unica solutie a problemei mixte, cu date initiale si la limita,reprezentata de (3.3.6),
(3.2.19)1-¢ Si (3.3.5), astfel incat

(w1, 0,9, v,v) € [C([0,10]); X) N CO([0,10]; D(L£))]*.

Urmatoarea teorema stabileste dependenta continua a solutiei problemei prezentate mai sus atat de
datele initiale, cat si de forta masica, cuplul forta masica si sarcina masica externd generalizata. Se
considera (u;, ¢;j, v) ca fiind diferenta a doua solutii ale problemei mixte, cu date initiale si la limita,
corespunzand diferentelor dintre datele initiale si diferentelor dintre fortele masice, dintre cuplurile forta
masicd si dintre sarcinile masice externe generalizate, Wo = (u°, u!, ¢°, ¢1,v°, v1), respectiv (£, g, ¢).

Teorema 3.3.7 Se presupune ca:
a) coeficientii elastici, care sunt continuu diferentiabili, satisfac conditiile (3.3.7),

b) f € C'([0,70];L2(D)), g € C'([0,10]; L2D)), £ € C'([0,10]; Lo(D)),u’ € H (D), u' €
H(D),¢" e HY(D),¢' € H'(D),* € HY(D),v! € H'(D).

Dacé (u, ¢, v) este diferenta a doua solutii ale problemei date de relatiile (3.3.6), (3.2.19) si (3.3.5),
atunci exista o constanta pozitiva M, astfel incat

lulg1s(p) + ilgos o)y + 1@lHL9 (D) + @lHOI (D) + [VIH (D) + [VHO(D) <

< M{|u0|H1-3(D) + |03 (o) + @19 0y + 1@ 09 () + V0 1 () + VH O )+
(3.3.21)
t

+/ [1f (9)|r03(p) + 18() o9 () + |5(S)|H0(z))]ds}-

0

3.3.4 Concluzii

Teoria semigrupurilor de operatori prezintda avantaje care au permis demonstrarea existentei si unicitatii
solutiei problemei mixte, cu date initiale si la limita, pentru medii elastice cu goluri, fara a fi necesara im-
punerea de conditii restrictive suplimentare, aceastd teorie facilitand si abordarea dependentei continue
a solutiei de datele initiale si de forta masica, cuplul forta masica si sarcina masica externd generalizata.

Consideratiile facute pe parcursul acestei sectiuni au vizat doar prima problema la limitd, dar daca condi-
tiile pe frontiera (3.3.5) seinlocuiesc cu cele corespunzatoare celei de a doua sau celei de a treia probleme
la limita, folosind aceeasi procedurd, se observa ca toate rezultatele privind existenta, unicitatea si de-
pendenta continud a solutiei raman valabile.

3.4 Termoelasticitatea unui mediu dipolar poros, cu tensiuni initiale: do-
meniu de influenta
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3.4.1 Preliminarii

Tema acestui subcapitol face parte din teoria termoelasticitatii mediilor poroase. Un numar larg de studii
a fost dedicat unor aspecte extrem de variate ale microstructurii, exemple fiind [50, 51,60, 77,89, 107],
prezentul subcapitol constituind o continuare a studiului in acest sens, extinzand rezultatele anterior
obtinute la contextul termoelasticitatii mediilor poroase, cu tensiuni initiale. Asemenea unor studii an-
terioare, vezi [11,15,67, 73,83, 85], va fi folosita 0 metoda specifica, cu scopul demonstrdrii teoremei
referitoare la domeniul de influenta.

Rezultatul principal precizeaza faptul cd solutiile problemei mixte, cu date initiale si la limitd, in contex-
tul termoelasticitatii mediilor poroase, cu tensiuni initiale, se anuleaza in afara domeniului de influenta
Dy, pentru orice variabila finita # > 0. Se demonstreaza, mai exact, ca vectorul deplasare u;, vectorul
deplasare dipolara ¢, variatia de temperatura 6, a mediului fatd de temperatura absolutd, precum si
fractiunea de volum v, asociata golurilor, nu genereaza perturbadri in afara unui domeniu delimitat O,
pentrur > 0.

Studiul prezentat in acest subcapitol se bazeaza pe rezultatele publicate in articolul: Marin, M., Othman,
M.L.A., Vlase, S., Codarcea-Munteanu, L.: Thermoelasticity of Initially Stressed Bodies with Voids: A Do-
main of Influence. Symmetry-Basel 11(4) 573, 1-12, Multidisciplary Digital Publishing Institute MDPI
(2019), https:/doi.org/10.3390/sym11040573, vezi [100], jurnal aflatin zona galbenad, Qo, cotat IS, fac-
tor de impact 2,645 in anul 2019, articol premiat in cadrul competitiei nationale ,Premierea rezultatelor
cercetarii- UEFISCDI", vezi [100].

3.4.2 Notatii si ecuatii fundamentale

Se considerd D o regiune regulatd, din spatiul tridimensional Euclidian R3, cdreia i corespunde, in con-
figuratia de referintd, un mediu dipolar poros, anizotrop, inchiderea fiind notatd cu D, iar frontiera, o
suprafata netedd, notata cu 9. Notatiile referitoare la vectorul deplasare, vectorul deplasare dipolara,
fractiunea de volum relationata golurilor, precum si variatia temperaturii sunt cele utilizate in sectiunea
3.2.2, alaturi de notatiile prezentate in sectiunea 1.4.

De asemenea, ecuatiile geometrice care reprezintd expresiile tensorilor de deformatie ;;, vij, xijx pre-
cum si a vectorului vy, sunt date de ecuatiile (3.2.1).

Energia liberg, care in contextul teoriei liniare, are o forma patratica in raport cu variabilele sale indepen-
dente, este data de expresia care urmeaza

poe = §Cijmn8ij8mn + Gijmngijymn + §Bijmn')/ij')/mn + anrijgij)(mnr"'

1
+ DijmnrYij Xmnr + §Aijkmnr)(iijmnr +ujkPricij — ¢jkQikyij+

+uj NirkXijk + dijmEijV.m + €ijmYijV,m + fijkmXijkV,m + @ij€ijv+ (3.4.1)
1 1,
+ bl-jyijv + CijkXijkV + §Al~jv,,~v,j + diVV,l‘ - a,Hv,l- + 551/ — mbOv—
1, 1
— 5ab" —aijeij0 = Bijyij0 = OijiXijkt + 5 Kij0.i0. ;.

Ecuatiile principale, care guverneaza termoelasticitatea mediilor dipolare poroase, cu tensiuni initiale,
vezi [77], sunt prezentate in cele ce urmeaza:

- ecuatiile de miscare
(Tji +0ji),j + pfi = piii,

(3.4.2)

Mijk,i+ Ok +ujiQik + 0kiQji — Cir,iNijr + P&jk = lkrPjrs
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- ecuatia fortelor de echilibru (3.2.6),
- ecuatia energiei

pTon = qii + pr. (3.4.3)
Aceste ecuatii se completeazad cu
- relatiile cinematice
(3.2.1),
0=T-Ty, (3.4.4)
V=¢ = 90,

notatiile utilizate in ecuatiile prezentate anterior fiind cele introduse in sectiunea 3.2.2, la care se adauga
urmatoarele:

e r este masura debitului de caldura pe unitatea de masa,
e ¢ estevariatiade temperaturd a mediului fata de temperatura absoluta 7y, din configuratia de referinta,
e ¢ este functia asociatd fractiei de volum, care in starea de nedeformare are valoarea ¢y.

in cele ce urmeaza, va fi utilizata procedura aplicatd de Nunziato si Cowinin [110]. Prin urmare, luandin
considerare faptul ca

Jde de de
Tij = 5> gij = > Hijk = 5>
Oeij 3Yij 08ijk
(3.4.5)
1 de ¢ oe de de
v T ey "TTae T 6,
se obtin urmdtoarele relatii constitutive:
Tij = Uik Prki + Cijmn&Emn + GijmnYmn + FmnrijXmnr + aijv + dijev i — a0,
Jij = _‘pijik + ‘pjk,rNrik + Gmnijgmn + Bijmn?’mn + Dijmanmnr + bijV+
+eijiVk = Bijbs
Hijk = uj,rNirk + Fijkmngmn + Dmnijkymn + Aijkmnr/\/mnr + CijkV + fijka,m - 5ijk0’
(3.4.6)
Ai = dmni€mn + €mniYmn + fmnriXmnr + div + AijV,j - a0,
&= —aijeij = bijyij = cijkXijk = {v = div,i +mb,
n=aij&ij +[3ij’yij + 6ijk)(ijk +my+a;v; + ab,
qi = Ki;0. ;.
In ecuatiile constitutive precedente, A;jmn, Bijmn, - - -, Kij sunt functii care caracterizeaza proprietatile
elastice ale materialului, indeplinind relatiile de simetrie care urmeaza
Cijmn = Cmnij = Cjimn>  Bijmn = Bmnij» aij = aji, dijk = djik, Aijkmnr = Amnrijk : )
3.4.7

Aij =Aji,  Fijkmn = Fijknm»  Gijmn = Gijum,» Pij =Pji, Kij=Kj;,

iar cantitatile P;;, Q;; si N;ji, care apar in relatiile (3.4.1), (3.4.2) si (3.4.6), sunt functii prescrise, care
verifica urmdtoarele ecuatii:

(Pij+Qij),; =0, Nijk,i+Qjk = 0. (3.4.8)
Pe baza inegalitdtii productiei de entropie, se deduce

;6.6 > 0. (3.4.9)
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Pentru ca problema mixta, cu date initiale sila limitd, sa fie coripleté, se adaugd ecuatiilor de baza (3.2.1),
(3.4.2), (3.4.6), (3.2.6), conditiile initiale (3.2.19) definite pe D, iar pe cilindrul 3D X (0, ) se adaugd
conditiile la limita

u;i(x,t) = u;, (x,1) € 0D, X (0, 0),
@ij(x,1) = @i, (x,1) € 0Dy x (0, 00),
v(x, 1) =, (x,1) € 8D, x (0, ),
f(x,1) =6, (x,1) € 9Dg x (0, 00),
(tji +0ji)(x,0)nj =1, (x,1) € 0DE x (0, 00), (3.4.10)
Mijk (X, ) = [k, (x,1) € 0D x (0, 00),
Ai(x, )ny = A, (x,1) € 8DE x (0, o),

il

qi(xvt)ni =dq, (X, t) € aDg X (Oa 00)7

unde 0D, 3D, 0D, sidDy,impreund cu complementele lor 6Dy, 61){;, 0Dy, 510Dy, sunt submultimi
ale suprafetei 0D, astfel incat

dD, NIDE = dD, N IDS = ID, N IDE = 9Dy N DS = @,

0D, UIDS =0D, UID, =D, UIDS =Dy UID; = dD.

Se presupune ca:
0,1 0 o1 0,1 g0 gl cj0 i i i - ,
(a) Uiy Ups @ @i VoV, 00,67 sim sunt functii continue, prescrise pe domeniul D;
(b) u;, ¢i;, v si 6 sunt functii continue, prescrise pe domeniul lor de definitie;
(c) i ik, A Si g sunt functii prescrise, regulate pe domeniul lor de definitie si continue in raport cu
variabila timp.

Prin utilizarea ecuatiilor geometrice (3.2.1) si a ecuatiilor constitutive (3.4.6), in cadrul ecuatiilor de mis-
care (3.4.2), se obtine sistemul de ecuatii care urmeaza

pli; = [uj,kPki - Soijik + onk,rNrik + (Cijmn + Gmnij)gmn+
+ (Gijmn + Bijmn))’mn + (anrij + Dijmnr))(mnr + (aij + bij)V+ (3.4.11)
+(diji + eije)v, = (@ij + Bi))8]  +pfis

Ikr¢jr = (uj,rNirk + Fijkmngmn + Dmnijkymn + Aijkmnr)(mnr + Cijkv + fijkmv,m_
- 6ijk9),i + uj,iQik + Gmnjkgmn + Bjkmn')’mn + Djkmanmnr + bjkV"' (3.4.12)
+ejkiv,i— Bkt + pgjk,

PkV = (dmni€mn + €mniYmn + frnriXmnr +div + Aijv. j — ai0) ; — (aijeij + bijyij+

(3.4.13)
+ CijkXijk + §V + div’i - mG) +p{7,
. 1 1 ) . . . .
ab = —(Kl-jH,j) i + —r — a/ijsl-j _ﬁinij - 6ijk/\/ijk -—my —a;v ;. (3414)
pTo o Tp

Definitie 3.4.1 Se numeste solutie a problemei mixte, cu date initiale si la limitd, a teoriei termoelasti-
citatii mediilor dipolare, poroase, cu tensiuni initiale, in cilindrul Dy = D X [0, 1), sistemul ordonat
(i, @jk,0,v) care verifica sistemul format din ecuatiile (3.4.11)-(3.4.14) pentru orice (x,t) € Dy, con-
ditiile initiale (3.2.19), precum si conditiile la limita (3.4.10).
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3.4.3 Rezultate principale obtinute

in cele ce urmeaza, pentru inceput va fi introdusa definirea conceptului domeniului de influentd, dupa
care va fi demonstratd inegalitatea care va constitui fundamentul teoremei de influenta. Aceasta ine-
galitate este similara celei demonstrate in studiul [77].

Rezultatul principal al acestui subcapitol este reprezentat de teorema referitoare la existenta unui do-
meniu de influenta, in contextul teoriei termoelasticitdtii mediilor dipolare poroase, cu tensiuni initiale.

Pentru atingerea scopului propus, este necesar a se impune urmdtoarele ipoteze asupra proprietatilor
mediului:

(i) p>0,k>0,1;>0,Tp>0,a>0;

(i) Cijmnxijxmn + 2Gijmnxijymn + Bijmnyijymn + 2anrijxijzmnr'i'
+ 2D jmnrYijZmnr + AijkmnrZijkZmnr + PriXjxXji — 20X jiX ji+
+ 2Qikxjiyjk + 2Nirkxjizjkr + 2a,-jx,-jw + 2b,-jyl-jw + 2Ciijijka)+
9 (3.4.15)
+ 2dijkxijwk + 2e,~jky,~ja)k + 2f,-jkmz,~jkwm + 2d;w;w + {w '+
2
+Ajjwiw; > a(XijXij + Yijyij + ZijkZijk + Wiw; + 0°),

pentru toti x;; = xji, yji» Zijk, Wi, W;

(iii) Kijmin; > ynin;, pentrutotin;, cuy > 0.

Ipotezele (i), (ii), (iif) nu sunt considerate foarte restrictive, deoarece acestea sunt frecvent impuse in
mecanica mediilor continue, de exemplu, ipoteza (iii) poate fi dedusa din inegalitatea entropiei.

Prin analogie cu functia ,treaptda” a lui Heaviside, se considerd o functie regulata, non-descrescatoare
U, (z), dupd cum urmeaza

0, dacdze (-,a),

(LIQ(Z) = {

1, dacdze [a, ™),

pentru un a > 0, suficient de mic.

Se fixeazd doua constante R > 0, ¢ > 0, se foloseste » = |x — x¢l, cu scopul de a defini, cu ajutorul
functiei introduse anterior U, urmatoarea functie utila, pentru0 < s < ¢,

R_
V:Dx][0,t] = R, V(xg,1) :(Lla( a +t—s), (3.4.16)
v

xo fiind un punct arbitrar, fixat din D, iar « > 0 este o constantd care va fi determinata ulterior.
Folosind sfera

S(xo,R) ={x e R®: |x —xo| < R}, (3.4.17)

se defineste multimea «/, dupd cum urmeaza

o = U S[xo, R +2(t - 5)]. (3.4.18)
x€[0,7]

Se observa ca V(x, s) este o functie regulata in toate punctele din O x [0, ], care se anuleaza in afara
multimii &/. Propozitia care urmeazad ofera o inegalitate utild in deducerea rezultatului principal.

Propozitia 3.4.1 Dacé sistemul ordonat (u;, ;;, v, 6) verifica sistemul de ecuatii (3.4.11)-(3.4.14),
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conditiile initiale (3.2.19) si conditiile la limita (3.4.10), are loc urmétoarea inegalitate:

.o . . .2 2
[pui”i+1kr90jr90jk + pkv® +al +Cijmn5ij3mn+2Gijmn8ij7mn+
+ Bijmn')’ij)’mn + 2anrijgij/\/mnr + 2Dijmnr’)’ij/\/mnr + Aijkmnr)(ijk)(mnr+

+ Pricrj€ij — 20ik€ij¢jk + 2Nrik€ijXrjk +2aij€ijv + 2bijyijv+

(3.4.19)
+ 2Cijk)(ijkv + 2dl—jksl-jv Kkt Zeijkyl—jv kKt 2fijkm/\/ijkV k+ Qd'VV i + §V2+
+A;jv,iv ;| > [puit; + Iy @ jr @ jik +pkv +ab? +&j&ij +VijYijt
+ XijkXijk ¥ V,iVi+V 7],
pentru toti (x,s) € D x [0,1].
Se defineste functia P(x, s), prin
o . .
P = é[pui”i + Ikr@jr‘pjk +PkV2 + a02 + Cijmngijsmn + 2Gijmn“':ij')/mn"'
+ Bijmn')’ij'ymn + 2anrij‘9ij/\/mnr + 2Dijmnr7ij/\/mnr + Aijkmnr)(ijk)(mnr+
(3.4.20)

+ Prittj i = 2Qiktji@jk + 2Nriklh i@ jk,r +20ij&ijv + 2bijyijv+
2
+ QCiijijkV + Zd,-jkgijv,k + 2€ijk’yijv’k + 2fijkm/\/ijkv,k + QdiVV,l‘ + éV +

+ Aijv,l-v,j] .

Definirea functiei P, prin intermediul relatiei (3.4.20), conduce la concluzia ca P, ca functie de (z, s), este,
de fapt, energia potentiala. In cele ce urmeaza, se va folosi, de asemenea, functia K (x, s) definita prin

1 . . .
K= E[pulu, + Ikr‘PjrSDjk +ka2 + a92 t&ij€ij +VijYij t XijkXijk tV,iV,i*t VQ]. (3L|'21)

Luand in considerare ipotezele (7) si (i7), din ecuatiile (3.4.20) si (3.4.21), se deduce inegalitatea

P(x,7) > K(x,7), Y(x,7) € D x [0,1]. (3.4.22)

Teorema 3.4.1 Daca (u;, ¢;j,0,v) este o solutie a sistemului reprezentat prin ecuatiile (3.4.11)-
(3.4.14), care verifica conditiile initiale (3.2.19), precum si conditiile la limita (3.4.10), atunci, pentru
orice (x, ) in cilindrul D x [0,t], are loc ineqgalitatea care urmeaza

t
1
P(x,t)dV + —/ / K,-J-G,,»G,jdVds <
pTo

Dlxo,R] 0 Z)[xo R+v(t—s)]
< / P(x, O)dV+/ / (ﬁu,- +8jkPjk + v+ (3.4.23)
Dx0,R+vt] 0 D[xg,R+v(t—s)]
1 -~ ~ 1
+ —r0|dVds + tithi + Wik @ik + AV + ——0q |dAds,
pTo pTo

0 9D[x0,R+v(t-s)]

pentru R > 0,t > 0 Si xg € D.

In relatia precedenta (3.4.23) au fost utilizate notatiile
Dixg, Rl ={a e D: |a—xy| <R},
0D[x0,R] ={a € 3D : |a —xp| < R}.

39



3. Contributii asupra mediilor dipolare poroase

Estimadrile precedente, obtinute in Propozitia 3.4.1 si Teorema 3.4.1 , vor fi folosite pentru demon-
strarea teoremei principale a prezentei sectiuni, care este, de fapt, o generalizare a rezultatului privind
domeniul de influenta.

Se considerd @ (¢), multimea punctelor x € D astfel incat:

(@) pentrux € @, u # 0, sauu; # 0, sau go?j # 0, sau go}j #0,sauv’ # 0,sau v! # 0, sau 6° £ 0, sau
6! # 0, sau Ja € [0, 1] astfel incat f;(x, @) # 0, sau g (x, @) # 0, sau £(x, @) # 0, sau r(x, @) # 0;

(b) pentru x € D, Ja € [0, ] astfel incat u(x, a) # 0;
(c) pentru x € dD¢, Ja € [0,1] astfel incatz; (x, @) # 0;
(d) pentrux € 0D, Ja € [0,] astfel incat ¢;; (x, @) # 0;
(e) pentrux € 0D¢, Ja € [0, 1] astfelincat ik (x, @) # 0;
(f) pentru x € dD,, Ja € [0, ] astfel incat v(x, a) # 0;
(g) pentrux € dDE, 3a € [0,1] astfel incat A(x, @) # 0;
(h) pentru x € 8Dy, Ja € [0, r] astfel incat 5(x, a) # 0;
(i) pentru x € dD¢, Ja € [0, ] astfel incat g(x, a) # 0.

La momentul #, domeniul de influentd al datelor este reprezentat de multimea notata O, definita prin
D ={x0 € D: D(t) N S(x,,vt) # D},

unde @ este notatia pentru multimea vid3, iar sfera & (xo, #f) este definitd de ecuatia (3.4.17). In acest
stadiu poate fi demonstrat rezultatul principal al acestei sectiuni.

Teorema 3.4.2 Daca (u;, ¢;j,0,v) verifica ecuatiile sistemului reprezentat prin relatiile (3.4.11)-
(3.4.14) si satisface conditiile initiale (3.2.19), precum si conditiile la limita (3.4.10), se obtine o
caracterizare a solutiei, dupa cum urmeaza

ui=0, ¢;j=0, 0=0siv=0, pentru (x,7) € {D\ D;} x [0,1]. (3.4.24)

3.4.4 Concluzii

Se remarcd faptul ca rezultatul principal al acestei sectiuni, reprezentat de Teorema 3.4.2, este, de fapt,
o0 generalizare a teoremei referitoare la domeniul de influenta, din teoria clasica a elasticitdtii. Aceasta
generalizare are loc intr-un context mult mai complex, si anume, in contextul teoriei termoelasticitatii
mediilor dipolare poroase.

Prin compararea celor doua teorii, cea clasicd si cea mentionata mai sus, se observa cd rezultatul princi-
pal privind domeniul de influenta este valabil in ambele teorii, acesta nefiind influentat, in niciun fel, de
efectul tratamentului termic, al structurii dipolare, sau cel al golurilor.
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Capitolul 4

Contributii asupra mediilor micropolare
poroase

4.1 Scurtistoric

Deformatia in teoria micropolara continud este caracterizata atat prin intermediul vectorului deplasare,
precum si prin intermediul unui vector de rotatie independent, care precizeaza sensul celor trei vectori
asociati fiecdrei particule materiale, particuld care poate experimenta o microrotatie fard a fi supusa unei
macrodeplasari.

Teoria clasica a elasticitdtii nu are posibilitatea prezentadrii corecte a comportamentului unor medii care
prezinta o structurd internd, de exemplu mediile policristaline sau mediile cu fibre, studiate de ingine-
ria modernd. Teoria mediilor micropolare, respectiv cea a mediilor micropolare cu goluri, au constituit
subiectul unui larg numar de studii, exemple fiind [13,87,92,97], respectiv [25, 68, 70, 76,82, 88,90].

Pe baza teoriei mediilor cu structurd internd, initiatorul teoriei mediilor cu microtemperaturi, Grot, vezi
[56], stabileste si dezvoltd teoria termodinamicii mediilor elastice cu microstructurd, ale cdror microele-
mente detin microtemperaturi. Teoria termoelasticitdtii mediilor inzestrate cu microtemperaturi a fost
abordata, pentru medii diverse, sau micropolare, in [21,62,63,101, 119, 121], respectiv [92,97,111].

4.2 Studiul vibratiilor mediilor micropolare poroase

4.2.1 Preliminarii

Acest subcapitol este dedicat analizei evolutiei spatiale a vibratiilor armonice in timp, studiate in con-
textul termoelasticitatii liniare a mediilor micropolare poroase, fara disiparea energiei, fapt care imprima
caracteristici specifice respectivelor medii. Particularitatile se regasesc in doua directii: debitul de cal-
durd nu implica disiparea energiei, asa cum se intampla in teoria clasica a termoelasticitatii, iar functia,
care determind tensiunea si permite transmiterea caldurii sub forma de unde termice cu viteza finitd,
este si determinanta ecuatiei constitutive a vectorului flux de entropie.

4.2.2 Notatii si ecuatii fundamentale

Fie D o regiune deschisa, din spatiul tridimensional Euclidian R3, cdreia ii corespunde, in configuratia de
referintd, un mediu termoelastic, micropolar, poros, anizotrop siomogen. Variabilele independente, care
caracterizeazd un mediu termoelastic micropolar poros, vezi [90], sunt vectorul deplasare u = (u;)1<i<3,

vectorul microrotatie ¢ = (¢;)1<;<3, fractiunea de volum v corespunzdtoare porilor si 6, variatia tempe-
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4. Contributii asupra mediilor micropolare poroase

raturii mediului fata de temperatura absoluta 6, pe care o are acesta in configuratia de referinta:

ui =u;(x,1), ¢; = pi(x,1), v=v(x,1), 8 =0(x,1), (x,1) € D x [0, 10].

Reprezentand caracteristicile cinematice ale deformadrii, tensorii &, v;;, precum si vectorul v; sunt ex-
primati de ecuatiile geometrice

Eij = Uji+EjikPk > Vij=Pji> Vi=Vi, (4.2.1)

unde g ;; este simbolul Levi-Civita.
Ecuatiile care guverneaza termoelasticitatea mediilor micropolare poroase, fard disiparea energiei, sunt:

- ecuatiile de miscare

tji,j +pfi = pii, IND x(0,00),

BN (4.2.2)
mji j+€ijitik + & = 1ij¢j, N D x(0,c0),
- ecuatia fortelor de echilibru
Ai,i + pl = pkv, In D x (0, 00), (4.2.3)
- ecuatia energiei
o1i = Lr = gii, InD x (0, ). (4.2.4)

to
Notatiile utilizate in ecuatiile anterioare sunt prezentate in cele ce urmeaza

e 1;i,mj; sunt componentele tensorilor de tensiune,

e fi,gi sunt componentele fortei masice, respectiv componentele cuplului forta masicd,
e p este densitatea mediului in configuratia de referinta,

A; sunt componentele vectorului de tensiune interng,

¢ este sarcina masica externd generalizata, relationatd porilor,

I;j sunt coeficientii de microinertie,

n este entropia pe unitatea de masa,

r este debitul surselor externe de caldura pe unitatea de masad,

g; sunt componentele fluxului de cdldurg,

k este coeficientul de inertie.

Considerand ca mediul de referinta are centru de simetrie in fiecare punct, fiind insa non-isotropic, ener-
gia libera ¥, prin intermediul cdreia se deduc ecuatiile constitutive, este data sub forma

1
P¥ =5 AijmnijEmn + BijmnijYmn + 5 CijmnYijYmn + Bijeijv + Cijyijv+
(4.2.5)

1 1
+ —Al-jvl-vj + —gV2 - dl-jsije - e,-jy,-je —mvl — LGZ + L

K.. . s
2 2 20, | 20y UGN

« reprezentand cresterea temperaturii exprimata de relatia (3.2.3);, iar legdtura dintre @ si 6 este data
de
a(x,1) =0(x,t), a(x,0) =0. (4.2.6)

In acelasi timp, coeficientii care apar in forma energiei libere, adicd A; jun, Bijmns Cijmn, Aij, Bij,
Cij, dij, e;j si K;j reprezintd caracteristicile mediului si indeplinesc relatiile de simetrie care urmeaza

Aijmn = Amnij> Cijmn = Cmnij» Aij = Aji, 1ij =1, Kij = Kji, (4.2.7)
fiind functii de clasa cl(D), prescrise.
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Ecuatiile constitutive, obtinute prin intermediul energiei libere (4.2.5), pentru (x,1) € D x [0, o), sunt:
tij = AijmnEmn + BijmnYmn + Bijv — d;;0,

m;j = Bpnij€mn + CijmnYmn + Cijv — €;;0,

Ai =Ayv j,
L . (4.2.8)
pn = dijgij + €ijvYij +my + 9—09,
1
qi = _%Kijﬂj’
sistemul ecuatiilor fiind complet, dacd se adauga legea fluxului de cdldura
Bi = 6., pentrutoti (x,7) € D x [0, ), (4.2.9)

B; fiind date de expresia (3.2.3)s.

Utilizarea ecuatiilor constitutive (4.2.8), a ecuatiilor geometrice (4.2.1), a ecuatiilor de miscare (4.2.2), a
ecuatiei fortelor de echilibru (4.2.3) si a ecuatiei energiei (4.2.4), conduce la un sistem de ecuatii refe-
ritoare la deplasarile u;, microrotatiile ¢;, variatia fractiunii de volum v si cresterea temperaturii «, i
anume:

[Aijmn(un,m + Snmk‘pk) + Bijmnﬂon,m + BijV - dijd],j +pfi = pii;,

[anij(“n,m + snmk‘pk) + Cijmn‘;pn,m + CijV - eija'] JJ + Eijk [Ajkmn(”n,m + 8nmk¢k)+

+Bjkmn‘pn,m+BjkV_djkd] +p08i = if¢j’ (4210)

(Ajjv )i+ pl=pkv,

1 . ! . P c.
(H—Kl-ja’j - dij(uj,i +8jik(ﬂk) —€ijPii—myv+_—r=—a,
0 i

pentru orice (x, ) € D x (0, ).

4.2.3 Rezultate preliminarii obtinute

Se considerd o sectiune transversald D a unui cilindru, iar frontiera sectiunii, notata cu D, se presupune
a fi continuu diferentiabila. Se alege sistemul cartezian de axe ortogonale astfel incat originea sa sa fie
situata in centrul bazei cilindrului, iar partea pozitivd a axei x3 sa fie directionata de-a lungul cilindrului.
Lungimea cilindrului fiind notata cu L, frontiera sa laterala este S = D x [0, L]. Continutul cilindrului
este un mediu micropolar cu goluri, anizotrop siomogen. in acelasitimp, cilindrul este liber de tensiuni pe
suprafata laterald, deci forta masica, cuplul fortd masicd, sarcina masicd externa generalizatd si debitul
surselor externe de cdldura sunt nule, precum si deplasarile, microrotatiile, variatia fractiunii de volum si
cresterea temperaturii. Se mentioneaza faptul ca pe suprafata bazei cilindrului, deplasarile, microrota-
tiile, variatia fractiunii de volum, precum si cresterea temperaturii sunt presupuse a fi armonice in timp.
Se adaugd, sistemului de ecuatii (4.2.10), urmatoarele conditii la limitd pentru suprafata laterala

ui(x,6) =0, ¢;(x,1) =0, v(x,1) =0, a(x,t) =0, (x,t) €S % (0, ), (4.2.11)

respectiv urmatoarele conditii la limitd pentru baza

i (x1,x2,0,1) = ;(x1,x2)e" ",
@i(x1,x2,0,1) = @i (x1,x2)e ",
( 0.1) = T(xp. xp)e " (x1,x2) € D(0),1 >0, (4.2.12)
v(x1,x2,0,2) = V(x1,x2)e' ",
a(-xl’XQ’ 0’ t) = a(xl,XQ)eiwt,
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unde u; (x1, x2), @i (x1,x2), v(x1,x2) Si a(x1, x2) sunt functii regulate, prescrise, i este unitatea complexa,
iar w este o constanta pozitiva prescrisa.

Incarcarile (4.2.12) induc in interiorul cilindrului vibratii armonice in timp, a cdror formd este data de
ui(x1, x2,x3,1) = Ui (x1,x2, x3)€' ",
i (x1,x2, X3, 1) = D;(x1, X9, x3)e" ",

(x1,x9,x3,1) € D x (0, ). (4.2.13)

v(x1,X2,X3,1) = 2 (x1,X2,x3)e' ",

a(x1,x2,x3,1) = A(x1, X2, x3)e ",

Amplitudinea (U;, ®@;, 2, A) a vibratiilor satisface urmdtorul sistem de ecuatii diferentiale:
[Aijmn(Un,m + Enmk Pr) + Bijmnén,m + BijZ - iwdijA] J + szUi =0,

[anij(Un,m + Enmk Pr) + Cijmn@n,m + Cijz - iweijA] J + &ijk [Ajkmn(Un,m+

+ Snmkdjk) + Bjkmnan,m + Bij - iwdjkA] + Iija)Q@j =0,

(4.2.14)
(AijE,j)’l. +pkw22 =0,
1 . . . )
_KijA,j - zwdij(Uj,l- + 3jik¢k) - za)eij(Pj,,- —iwm2 + —w°A=0.
0o ’l. 9o
Conditiile la limitd pentru suprafata laterald (4.2.11) iau forma
Ui(x) =0, ®;(x) =0, 2(x) =0, A(x) =0, x €S, (4.2.15)
iar conditiile la limita pentru baza devin
Ui (x1,x2,0) = Uj(x1,x2),
®;(x1,%2,0) = ;(x1,x2),
(4.2.16)

Z(x17x29 0) = S(.Xl, x2)’
A(x1,%2,0) = A(x1,x2).

In cazul unui cilindru finit, va fi necesar a se prescrie conditiile la limita pentru baza superioard a cilindrului
D(L). Pentru o oscilatie impusd, comportamentul spatial al amplitudinii a fost studiat in [13] si [18], cu
conditia ca frecventa perturbatoare sa fie mai mica decat o anumita frecventa critica.

Scopul principal al prezentului studiu este acela de estimare a evolutiei amplitudinii in raport cu distanta
axiala fata de baza perturbatd, in acest sens, utilizand procedura prezentata in [87], se vor obtine esti-
mari asupra unei solutii a sistemului de ecuatii diferentiale (4.2.14), cu conditiile la limita pentru suprafata
laterald (4.2.15) si conditiile la limitd pentru baza (4.2.16). n continuare, va fi folosita notatia

Uj;=U;j;+¢&uDx. (4.2.17)

In urmétoarea teoremd, vor fi determinate patru identitati, care vor constitui fundamentul obtinerii re-
zultatului principal.

Teorema 4.2.1 Daca (U;, ®;, 2, A) este o solutie a problemei la limita constand in ecuatiile (4.2.14)-
(4.2.16), sunt indeplinite urmatoarele egalitati:
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dX3 / { A3]mnﬂnm+B3]mn¢nm+B3] l(ud3] ]U }dA+
D(x3)

/ { A3]mn(L{nm+33]mn¢nm+B3]E+IWd3] ]U }dA+

dX3
D(x3)

a’x3 / {[B3jmnUn,m + C3jmn@Pn.m + C3;% — iwez;A|P; }dA+
D(x3)

dX3 / {[B3jmn(l/{nm+c3]mn nm+C3]Z+lw€3] ]@ }dA+
D(x3)

d _ _ _
t e / [(A3;Z )2 + (A3; )X ]dA = 2 / {AijmnU; Uyt

3
D (x3) D(x3)

Cljmn¢ @ +Bljmn [wj,ién,m +([lj,i¢n,m] +Aij2,i§,j _prUil_]i_

- IiijQDiqu - pszzf}dA + / [Bij (27/_(]",' + S(L[j,i)+
D(x3)

+ Cij (Eéi’j + f@pi,j) + ia)dij-(/T‘L(j,i — A(I;{j,i) + iweij (/i@i’j - Aélj)]dA

/ {[A3jmnUn.m + B3 jmn®@n.m + B3; & +iwds; A|U; }dA-

dX3
D (x3)
dX3 / {[A3]mn(L{n m Tt B3]mn(pn m T B3J lwdgj ]U }dA+
D(x3)
dX3 / { B3Jmn7/{nm+c3jmn nm+C3,E+la)e3] ]@ }dA—
D(x3)
dx3 / { B3 jmnUn,m + C3jmnPn,m + C3;2 — iwes; ]@ }dA+
D (x3)
d _ _ _ _
* [(A3;2 )2 — (A3, 2, )2 |dA = / [Bi;(ZU;: — ZU; )+

D(x3) D (x3)

+ Cij (Z@i,j - E¢i,j) + ia)d,-j(/T‘L{j,i + qu{j,i) + ia)el-j(/Y(Di,j + A@i,j)] dA

d 1 _ - 1 n T
—_ —ng(AA Jj + AA ])dA =2 / _(Ki,jA,iA j— Cw2AA)dA+
dX3 6o ’ ’ o |
D(x3) D(x3)

+ / ia)dl-j (Wj’i/K - ﬂj,i/\)dA + / iweij (@j,ili — @j,i/\)dA+
D(x3) D(x3)

+ / iom(ZA - XA)dA;
D(x3)
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4. Contributii asupra mediilor micropolare poroase

%3 QLOK?,J-(/TA,,» — AA )dA = / iwd;;(U; ;A +U; i A)dA+
P P (4.2.21)
+ / iwe;j (D A+ ®D; ;N)dA + / iom(ZA + X A)dA,
D (x3) D (x3)

unde 7 este notatia pentru conjugata lui z.

Teorema 4.2.2 Dacé (U;, ®;, 2, A) este o solutie a problemei la limita constand in ecuatiile (4.2.14)-
(4.2.16), sunt indeplinite urmétoarele egalitati:

/ [Aijmn(lf{n,m([{j,i Cl]mn¢ ¢n mt Aijz,if,j]dA + / [Bijmn ((L{n,méi,j'i'

D(x3) D(x3)
+(lj[n,m®i,j) —30)2(pUiUi +kaf+Iij¢i(ﬁj)]dA+2 / [Bij((Llj,if+
D(x3)

+ (lj[jJ‘Z) + Cij (Qi,jf + @i’jZ)]dA - 2iw / [dij(A(lj[j,i - Aﬂj’i) + el-j(A(ﬁj,i—
D (x3)
- /Ydjj,,)]dA + / [xpBij (Z’Ijﬂj’i + Z,p(L[j,i) + chij(z’péi’j + S’p¢i’j)]dA—
D(x3)
—iw / [dl-jxp (A,pq/_{j,i - /i’p(blj’i) + eijxp(A,pqu,i - A,p¢j’i)]dA =
D(Xs)
~ / {[A3jmnUpn,m + B3jmn®Pn,m + B3j 2 — iwd3jAlxpU; , }dA-
D(xs)
/ {[A3jmnUn,m + B3jmn@Pn,m + B3; 2 +iwdsjAlx,U; p }dA—
D(Xs)
/ {[B3jmnUnm + C3jmn@pm + C3, 2 — iwesjAlx,®; p }dA-
D(Xs)
/ { BBJmn(L[nm+C3Jmn nm+C3jZ+lwe3jA]xp jp}dA—
D (x3)
d _ _ d _
- — [(Ang,j)xPE,p + (Ang,j)po,p]dA + — X3 [Aijmnﬂn,mq/{j,i"'
dX3 dX3

D(x3) D(x3)

d)C3
(4.2.22)

dx 3

d)C3

_ _ d _ _
+ CijmnPi,jPnm + Aij 22 j1dA + o / X3{Bijmn[Un.m®Pi.j + UpnmP; 1+

D (x3)
Bij [(L{j’if +(L7j,iz] + Cij [fdsi,j + Z@i,j] - prUl-l_],- - pkaZE}dA—
d _ - _ _
- Eg, lWX3 [d,:,-(A(LIjJ - A(L[_i,[) + eij(A@j’,' - Adsj,i) —X3I[ja)2@[@j]dA—
D(x3)

oU; o oU; 6b,,
— / xpnp(AmmBnanﬁ (;L{ (L[ )+2Bmmﬁnanﬁ 811 an +

0D (x3)

e oD 0B 90X 0%
tamplaltp=g = =g = T faplaltp g 5
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1 _ _ _ _
/ H_O(KijA7iA’j — 3cwAAN)dA + / iwdijxp ((Llj’i/\’p - (L(j,i/\m)dA-f-
D(x3) D (x3)

+ / iwe;jxp(Dj A, — DA p)dA + / iomx,(EA,, - ZA ,)dA+

D(x3) D(x3)
. (4.2.23)
AA A d 1 _ _
+ / xpnpKaﬁna,nﬁa—na—ndS = _Eg 0_0 [xa/K3,B(A,aA,B + A,CVA’.B)-"
0D (x3) D(x3)
_ _ d X3 — - -
+xaKs3(A gA s+ A oA 3)] - . / 0—0(K33A,3A,3 ~ KapA oA g+ cw?AA)dA.

Relatiile (4.2.22) si (4.2.23), prezentate de teorema precedenta, constituie, alaturi de relatiile oferite
de teorema anterioara acesteia, egalitati auxiliare, necesare deducerii rezultatului principal.

4.2.4 Rezultate principale obtinute

Legile de conservare, care constituie obiectul demonstratiei teoremei care urmeaza, vor fi folosite
pentru deducerea unor estimari ,a priori" pentru solutia problemei mixte.

Teorema 4.2.3 Dacé (U;, @;, 2, A) este o solutie a problemei la limita constand in ecuatiile (4.2.14)-
(4.2.16), au loc urmatoarele doué legi de conservare:

d _ _ _ _
= | 2| pUiU; + 1;0:8; + pkEZ + —AA |dA+
dX3 00
D(x3)
d 1(1<A/i KAA)dA+d/[A- U; 53Uy 3+
dX3 90 3341,341 3 aB,ad,p dX3 i3m3 ¥i,3 Um,3
D(x3) D(x3)

+ Bism3 (Ui 39,3 + Ui 3P .3) + CizmzP@i 3P 3+

+Bis(ZU; 3+ ZU; 3) + Ciz (XD 3+ 2D 3) + Aig(2; X3+ 2,2 3)]dA-

d

T d
D (x3)

) _ _ _ (4.2.24)
[Ai(tmﬁq/li,aq/lm,ﬁ - Biam,B (ﬂi,aém,ﬁ + ﬂi,a¢m,,8) - Ci(tmﬁ@i,aém,ﬁ_

—Bia(Ui o2 + Ui 02) = Cia(P; 02 + D 02) — Aijo(Z:2 o + 2,2 o) dA+

+ liwdio(AU; o — AU; o) +iwe; o (AD; o — AD; )| dA+
3
D (x3)

+ / ia)m(A,gf - /I’gz)dA =0.

D (x3)
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/{Agjmn(unm+ngmngb,,m+33J2+zd31 U, }dA-

d)C3
D(xs)
dX3 / { AS]mnﬂn mt B3Jmn@n mt BS] ld3J U }dA+
D(xs)
dX3 / { B3]mn(L{nm+C31mn nm+C312+la)e'3] 915 }dA—
D(Xs)
4.2.2
" dxs / {[B3jmnUnm + C3jmn@pm + C3; X — iwes;A]D; }dA+ ( 5)
D(x3)
v 2 / (A3;2 ) ZdA d / (A3;2 )ZdA =
dxs 3j= dxs 3j%,J =
D(x3) D(x3)
d 1 _ _ _ _
N N 3j(AA,j - AA,j)dA + [B,-,-(E(Llj,i - Z(L(j,i)+
dX3 90
D(xs) D(x3)

+Cij (2D ; — 2B, ;) —iwm(EA+ X A)]dA.
Urmatorul rezultat constituie prima aproximare care descrie comportamentul spatial al solutiei.

Teorema 4.2.4 Dacé (U;,®;, 2, A) este o solutie a problemei la limita, reprezentata prin ecuatiile
(4.2.14)-(4.2.16), este indeplinitd urmétoarea egalitate:

2 / [Aijmn U ;U + Bijymn (U 1P + U 1 Prm) + CijmnPrm®j i + Aij 25 -
D(x3)

1
— 0*(pUU; + I; ;0D + pkZ X + —AA) + K,,A A+
+ iwd,-j ((L(j’i/i - (L_lj,iA) + iweij(/icbi,j - A@i’j)]dA+

+ / [B,-j(Z‘l_{j,l-+5(L{j,,~)+Cij(2§5,-,j +E_¢,,])+zwm(2/i—fA)]dA =

D(xs)

= / {[A3jmnUn,m + B3 jmn®Pnm + B3; 2 — iwds; A]U; }dA+

D(xd) (4.2.26)
e / {[A3jmnUn,m + B3 jmn@Pn,m + B3; 2 +iwds;A1U; }dA+

D(Xs)
dx3 / {[B3jmnUnm + C3jmn@pm + C3, X — iwes;A]D; }dA+

D(xs)
dx3 / {[B3jmnUn,m + C3jmn®nm + C3, 2 +iwes; A1®D;}dA+

D (x3)

[(A3;2 )2 + (A3, 2 )Z]dA + d ! (AA; + AA j)dA.

dxs 3j<,] 3j2.) dxs On 0 3J

D(x3) D(x3)

Teorema care urmeaza va stabili o alta estimare ,a priori”.
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Teorema 4.2.5 Dacé (U;, ®;, 2, A) este o solutie a problemei la limita constand in ecuatiile (4.2.14)-
(4.2.16), este indeplinitéd urmatoarea egalitate:

/ [AijmnUj i Up i + Bijmn (U i@ + U ;@) + CijmnPi jPnm + Aij 22 j+

D(x3)
1 A r 7 F et —
+ Q_KifAsiA,J' +w?(pU;U; + 1;j®;D;+pk2X + giAA)]dA_
0 0
OU; U OU; D
_ Xphp Aiamﬁnan’gﬁ an + QBi(tmﬁnanﬁW o +
0D (x3)
0D; 0P 80X 0% dA DA
+Ciamﬁnanﬁa—nla—nm +Aaﬁl’lal’lﬁ%%)ds_ / xPnPKaﬁnanﬁa_nEdS _
OD(x3)
d . — —
= d73 [(AS/mn(LIn,m + BSjmnén,m + 33,2 - l(/_)dg,A)(U, + prj,p)"'
D(x3)
+ (AsjmnUn,m + B3jmnPn,m + B3 2 +iwds;A)(U; +x,U; )| dA+
d . = —
+ Eg [(BSjmnﬂn,m + C3jmn¢n,m + C3j2 - lweng)(@j +xp@j,p)+
D(x3)

+ (ngmnﬂn’m + C3jmni)n,m + ngf + ia)egj/i)(@j +xp¢)j,p)]dA+

d _ _ _
+ Ez& / [(A3;2 ) (X +xp2 p) + (A3;2 ) (2 +xp2 )| dA+
D(x3)

d 1 - -
+ — — [K33(A 3A +A 3A) + Kga(/l (,A +A aA)]dA+
dxs 6o ’ ’ ’ ’

X _ _ _ _
+— 0—;’ [K3g(ApA o+ ApgA q)+Ksz(AsA o+ A3A o) ]dA-

d _ _ _ _ _
~In / {x3[AizmaU; 3Upm 3 + Bizm3 (Ui 3Pm 3 + Ui 3P 3) + Cizma®i 3Pm 3 + Az32 32 3]+
D(x3)
+ X3 [Aiamﬁ([/[i,aﬂm,ﬁ + Biamﬁ ((L{i,a@m,ﬁ + (L{i,a/dsm,ﬁ) + Cia/mﬁéi,ad_sm,ﬂ + Aaﬁz,af,ﬁ]

+x3i0[Dio(TU; o — TU; o) + Eio (TP o = TD; o) + (ZA - ZA)]}dA
d

+ —_—
dX3
D (x3)

53 (KazA 34 5 — KopA ol g) + x30° (pU; U + I 0:B ; + pkZE + —AA) |dA.
90 > 5 B4, B J J 00

(4.2.27)

Relatia (4.2.27) va constitui fundamentul deducerii concluziilor privind comportamentul spatial al
amplitudinii (U;, @;, 2, A), iar pentru acuratete, se vor face presupunerile ca tensorii termoelasti-
citatii micropolare sa satisfaca ipotezele frecvente ale mecanicii continue, si anume, sa satisfaca
conditiile de elipticitate tare:

Aijmnxixmyiyn > 0,
Bijmn-xixmyiyn > 0, (4.2.28)

Cijmnxixmyiyn > 0,
pentru toti vectorii nenuli (x1,x2,x3), (y1, 2, y3), iar caldura specifica c, coeficientii A;; si compo-
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nentele tensorului conductivitatii K;; sa satisfaca conditiile

c >0,
Al-jxixj > 0, (4229)
Kijxixj > 0,

pentru toti vectorii nenuli (x1, x2, x3).

Curba 0D fiind presupusa a fi regulata, exista so > 0, astfel incat 0 < so < x,n,.

Vor fi indeplinite urmatoarele inegalitati:
OU; 0U,, OU; OD,, 0D; 0Py,

0< / Xphp (Ammﬁn(,nﬁm F + 2Biamﬁl’lal’lﬁmw + Ciamﬁnal’lﬁ% on
0D (x3)

n
(4.2.30)

6252)ds$MC/ (%B(L{i 0D; 0®; 020X

Aa atB T ———|d s
T Aapht "B on on on On +8n 8n+8n on )®
0D (x3)

unde
M= sup ,/(x%+x§),
(x1,Xx2)€0D (4.2.31)
1
C= (Aiam,BAi(tmﬁ + 2Bi(tmﬁBiamﬁ + Ciamﬁci(tmﬁ + AaﬁAaﬁ)2 .

Tn acelasi timp, sunt indeplinite si inegalitatile referitoare la tensorul conductivitatii K;;, si anume:

0 < / 1 X dA OA - MK 0A OA

—Xpn Nohg————ds < — —

- 0y PP B oy on T T 6o on on
0D (x3) 0D (x3)

ds, (4.2.32)

unde M este definit de relatia (4.2.31),, iar

K = (KopKap)?. (4.2.33)

In cele ce urmeaza, se introduc cantitatile mg, m;, w;, $i w] astfel

(Pt 0w od; 0305
on 0On on 0On on on

s

0D (x3)
mo= max - - - , (4.2.34)
x3€[0,L] [ (UU; + ®;®; + £2)dA
D (x3)
OA A
iy
oD (xs) on On
mi = max - (4.2.35)
xel0L] [ AAdA
D (x3)
. 1
w' = =MCmy, (4.2.36)
0
.1
w] = EMKml. (4.2.37)
Se presupune ca
w > " =max{wy, w1}, (4.2.38)
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m<mi, myp<mj, (4.2.39)
unde _ _ _
oU; OU; 0D; 0D; 6_282

6D£3) on 0n * on 0n +6n%

s

mg = max — - — (4.2.40)
[ (UU; + &®; + 22)dA
D (x3)
AN OA
——ds
oD (x3) on on
my = max - . (4.2.41)
AeHl(D) / AAdA
D (x3)

Pentru expresia lui m ), reprezentat de relatia (4.2.40), maximul este calculat pentru U; € Hé(D), D; €
Hé(D) sit e Hé(D), H(I)(D) fiind spatiul Sobolev uzual, determinand astfel o valoare critica pentru
frecventa vibratiilor, prezentata in cele ce urmeaza

1 1
w' = max{—MCmB, —MKm”l‘}. (4.2.42)
o c

Pentru estimarea comportamentului spatial al amplitudinii (U;, @;, 2, A), se utilizeaza urmatoarea
inegalitate:

d

dxs
D (x3)
+ (ASjmn(L{n,m + B3jmnd_5n,m + B3jf + icudng)(Uj +XpUj,p)]dA+
d _ _ _
+ Eg [(BBjmn(L[n,m + C3jmn¢n,m + ngZ — la)eng) (@j +xpd3j,p)+
D (x3)

+ (BSjmnq/_[n,m + C3jmnén,m + ngf + l'a)€3j/i) (¢j + qu5j,p)]dA+

d _ _ _
+ dxs _/ [(A3; 2 ) (2 +xp2 p) + (A3;2 ;) (2 +xp2 ) |dA+
D(x3)
d

1 _ _ _ _
+ — —[K33(A 3A +A 3A) + Kga(/\ aA + A aA)]dA+
dxs 6o ’ ’ ’ ’

[(A3jmnﬂn,m + B3jmn@n,m + B3j2 - iwdS_iA)(Uj +prj,p)+

d _ _ _ _
+ L 20 Kag(Agh o+ Agha) + Kss(Ash g+ AsA o) dA-
dX3 90
d _ _ _ _ _
~In {x3[AizmaU; 3Upm.3 + Bizm3(U; 3P 3 + Ui 3P 3) + Cizma®i 3Pm 3 + Az32 32 3]+
D(x3)
+x3[AiampUi,aUm g + Biamp (Ui, aPm g + Ui, a®Pm.g) + Ciamp®Pi,aPmp + AapZ.o 2 gl+

+x3iw[Dio(TUi.0 —TU;. o) + Eio(TD; o — TD; o) + (XA - ZA)]}dA

d _ _ _ _ _ _
+ — )E(K33A 3A 3 — KQIBA aA ﬁ) +x3w2(pUiUi + ]ij@i@j +pk22 + i/\A) dA >
dxs 6o 7 7 6o
D(x3)
2 / [Aijmnﬂj,iﬂn,m + Bijmn (U 1P + ([{j,ién,m) + Cijmn®Pi, jPnm + Aij 212 1+
D(x3)

1 _ _ _ _ _
+ KA A+ 0 (pUiT + 1;;®,B; + pkZE + HiAA)]dA.
0 0
(4.2.43)

Relatia (4.2.43) reprezinta o estimare a comportamentului spatial al amplitudinii (U;, @;, 2, A).

51



4. Contributii asupra mediilor micropolare poroase

4.2.5 Concluzii

Studiul evolutiei spatiale a vibratiilor armonice in timp, asociate mediilor micropolare poroase, este
realizat, pe parcursul acestei sectiuni, intr-o maniera deosebita de estimarile clasice de tip Saint-
Venant, fiind constituit doar pe baza conditiilor de elipticitate tare a coeficientilor termoelastici.

Rezultatele principale obtinute sunt reprezentate de estimari ale amplitudinii vibratiilor armonice,
inclusiv ale celor care deriva din influenta distantei fatd de baza perturbata, tindnd cont de o valoare
critica a frecventei vibratiilor.

4.3 Termoelasticitatea mediilor micropolare poroase, sub influenta deriva-
tei fractionare

4.3.1 Preliminarii

Acest subcapitol are ca subiect studierea termoelasticitatii mediilor micropolare poroase, prin utili-
zarea derivatei fractionare Caputo, cu scopul determinarii unor ecuatii de baza ale teoriei termoe-
lasticitatii liniare a mediilor mentionate mai sus, alaturi de o relatie de reciprocitate. Determinarea
formei ecuatiilor constitutive, folosite in studiul reciprocitatii, precum si a ecuatiei non-Fourier a
caldurii, Tn contextul termoelasticitatii generalizate, cu deformatie de ordin fractionar, situeaza fata
in fata, teoria studiata in prezentul subcapitol si teoria clasica, analizand atat aspectele comune
celor doua teorii, precum si avantajele includerii influentei derivatei fractionare in intelegerea com-
portamentului acestor medii.

Teoria micropolara este adecvata studierii mediilor cu microstructura, constituind o forma simplifi-
cata a teoriei micromorfe, un exemplu al simplificarii fiind reprezentat de micsorarea numarului de
constante care caracterizeaza ecuatiile constitutive.

Rezultatele prezentate pe parcursul acestei sectiuni se bazeaza pe cele publicate in: Codarcea-
Munteanu, L., Marin, M.: Micropolar Thermoelasticity with Voids Using Fractional Order Strain.
In: Flaut Cristina, HoSkova-Mayerova Sarka, Flaut Daniel (eds.) Models and Theories in Social
Systems 179, 133-147. Springer, Cham (2018), https://doi.org/10.1007/978-3-030-00084-4_ 7,
indexat BDI, vezi [25].

4.3.2 Notatii si ecuatii fundamentale

Se considera o regiune deschisa, din spatiul tridimensional Euclidian R3, careia ii corespunde un
mediu termoelastic, micropolar, poros, anizotrop. Alaturi de aceste notatii, conform celor prezen-
tate in subcapitolul 4.2.2, vectorul deplasare u = (u;)1<;<3, vectorul microrotatie ¢ = (¢;)1<i<3,
fractiunea de volum v corespunzatoare golurilor, precum si variatia de temperatura a mediului
fatd de temperatura absoluta 7y, din configuratia de referinta, 6(x,t) = T'(x, ) — Ty, vor caracteriza
comportamentul unui mediu termoelastic micropolar, cu goluri.

Ecuatiile fundamentale, corespunzatoare teoriei liniare a termoelasticitatii mediilor micropolare po-
roase, sunt prezentate in cele ce urmeaza:

- ecuatiile geometrice (4.2.1), care exprima tensorii ¢;;, y;; si vectorul v;, reprezentand caracteris-
ticile cinematice ale deformairii,
- ecuatiile de miscare (4.2.2),
- ecuatiile fortelor de echilibru, in forma
Aii +&+ pl=pkv, In D x (0, 00), (4.3.1)

- ecuatia energiei, in forma
oTn = qi; + pr, (4.3.2)
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unde ¢ este sarcina interna de echilibru, celelalte notatii utilizate in ecuatiile anterioare fiind pre-
zentate in subcapitolul 4.2.2.

Alaturi de aceste ecuatii, se considera atat conditiile initiale

u;i(x,0) = u?(x), i;(x,0) = ull (x), xeD,

(pi(x70) =‘10?(x)’ ‘pi(x?O) =‘10i1(x)’ )CE@,

v(x,0)V =v0(x), v(x,0) =vi(x), xeD, (4.3.3)
6(x,0) = 6°(x), 0(x,0) =0'(x), xeD,

n(x,0) = n°(x),
precum si conditiile la limita care urmeaza

ui(x,t) =u;, (x,t) €dD, x(0,0),
ei(x,1) = @i, (x,1) €9D % (0, 00),
vix,t) =v, (x,1) €90D, x(0,0),
0(x,1) =0, (x,1) € 0Dy % (0,00),
ti(x,s) = tj;(x,8)n;(x) =1, (x,1) € DG x (0, ),
m;(x,s) =mji(x,s)n;(x) =m;, (x,1) € 0D, x (0, c0),
Ax, 8) = 4i(x, )ni(x) = 4, (x,1) € IDE x (0, o),
q(x,s) = qi(x, s)ni(x) = g, (x,1) € DG x (0, ),

(4.3.4)

unde 0D,,0D,,0D,, 0Dy, respectiv complementele lor 0D, 61);‘,, 0Dy si 0Dy, sunt submultimi
ale suprafetei 0D, astfel incat

0D, UID; =D, UID,, =D, UID; = 0Dy U DG = D,
aﬂu N aD; = aD(p N 82); = HDV N 81),‘, = (91)9 N o0DE = D,

iar n; sunt componentele normalei unitare exterioare la suprafata 0D.

Se presupune ca:

(i) ud,ul,¢?, (,oi, v0,v1, 609,61 sin® sunt functii continue, prescrise pe D;

(i)  u;, @i, v Si 6 sunt functii continue, prescrise pe domeniul lor de definitie;

(iii) t;,m;, A si ¢ sunt functii prescrise, regulate pe domeniul lor de definitie si continue in raport
cu variabila timp.

Prima Lege a termodinamicii are urmatoarea forma, vezi [4, 76],

/ (puiii; + 1;j¢igi + pkvi + pé)dV =
- (4.3.5)
= / p(ﬁﬂi + gl't,bi +{v + r)dV + /(tiﬂi + mi¢i + AV + q)dA
D 4D
n cele ce urmeaza, vor fi folosite ecuatiile de conductie a caldurii introduse de Cattaneo, vezi[12].
Acesta a sesizat problema paradoxului ecuatiei caldurii, constand in tipul parabolic al respectivei

ecuatii ca rezultat al propagarii semnalelor termice la viteza infinita, in contradictie cu rezultatele
experimentelor practice, solicitand modificari ale modelului Fourier, vezi [71], in forma care ur-

meaza 5 Iy
T T
=K | — —to— | —1], 4.3.6
4i =Ry (ax,- T (ﬁxi)) (4-36)
unde K;; sunt componentele tensorului conductivitatii termice, iar t( este un scalar pozitiv, denumit
timpul de relaxare termica a mediului conducator de caldura. Ecuatia a fost modificata ulterior, cu
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presupunerea ca operatorul 7 (j ) poate fi exprimat prin

d\™* d

1-7t9— ~1l+19—. 4.3.7

( Todt) T (4.3.7)

Folosind precedenta aproximare, modelul Fourier al ecuatiei pentru transferul de caldura in regim

tranzitoriu se transforma in ecuatia care ii poarta numele, ecuatia Cattaneo a caldurii, vezi [12,58],
si anume

qi +Toqi = _KijT,j, i,j =1,2,3. (438)

Cu scopul de a obtine relatiile de baza ale teoriei liniare a termoelasticitatii mediilor dipolare cu
goluri, in contextul deformatiei de ordin fractionar, va fi folosita derivata fractionard Caputo de
ordin «, vezi [9, 10], data de

DY f(r) = ~ / (f (s ) ,0<a<1, (4.3.9)

t— s)"
in precedenta relatie I'(+) fiind functia Gamma, iar f presupunand a fi o functie absolut continua in
raport cu timpul ¢. Energia libera Helmholtz ¥ este data de
Y =e-Tn, (4.3.10)

unde e si ny reprezinta energia interna, respectiv entropia pe unitatea de volum.

4.3.3 Rezultate principale obtinute

Studiul termoelasticitatii mediilor micropolare poroase, prin intermediul fractionalei Caputo, cu sco-
pul determinarii ecuatiilor constitutive si utilizarea acestora pentru deducerea unei relatii de recipro-
citate, precum si a formei ecuatiei non-Fourier a caldurii, sub influenta derivatei de ordin fractionar,
reprezinta obiectivul principal al acestei sectiuni, conducand la o comparatie intre teoria dezvoltata
in acest context specific si teoria clasica a termoelasticitatii mediilor micropolare cu goluri.

4.3.3.1 Ecuatiile constitutive ale termoelasticitatii generalizate a mediilor micropolare poroase, cu
deformatie de ordin fractionar

In cele ce urmeaza, utilizand metoda prezentata in [128], se tine cont de faptul c& starea mediului
termoelastic este descrisa prin

yl = Yl(gl‘]”)/L‘]’Tarl’V7 V,i)’
e=¢e E", ",TyT',V’V'e
(~z] Yij N ,z) (4.3.11)
n= 77(€ij‘,7’ij’T’ T,i, v, V,i),
q=q(ij,vij. T, Ti,v,v),
unde
g:u — (1 +T(ID;I)8ij’ (4312)

iar T este parametrul de relaxare mecanica, scopul imediat fiind constituit de determinarea derivatei
energiei libere in raport cu timpul. Utilizand ecuatiile de miscare (4.2.2); si (4.2.23), ecuatia fortelor
de echilibru (4.4.1), principiul conservarii energiei (4.3.5), teorema divergentei si energia libera
Helmholtz ¥, se deduce

o o o
1y = p@:é;]’ ml] - paylj’ [ pav’i’
oV oV ov
[ p— = —-—00— = 4313
n=-gr §=-p5, oT, 0, ( )
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qi,i +pr = pTn, (4.3.14)
care este, de fapt, ecuatia energiei.

Forma energiei libere, urméand [90], considerand cazul in care mediul este liber de tensiuni in con-
figuratia sa de referinta, cu sarcina interna de echilibru, respectiv rata fluxului, nule, in concordanta
cu teoria liniara, este urmatoarea:

_ 1 - _ 1 _
P (&ij,vij.0,v,v;) = §Aijmn3ij5mn + Bijmn€ijYmn + §Cijmn7ij"7mn + Bjjeijv+

~ 1 1
+ C[j’)/ijv + D[ij[jUk + Eijk’)’ijvk + §A,'J'U[Uj +djv;v + égVQ— (431 5)
— ;&0 — Bijyij0 — yivi0 — mvl — §a0 BSLA

In relatia precedentd, f = —wv reprezinta disiparea asociatd comportamentului inelastic al golurilor.
in ceea ce priveste coeficientul w, alaturi de coeficientul de inertie k, se impune conditia de a fi
nenegativi, pentru a satisface inegalitatea disipatiei, dedusa din a Doua Lege a Termodinamicii,
vezi [30,90]. Cu referire la coeficientii care apar in relatia (4.3.15), acestia reprezinta functii care
caracterizeaza mediul, prescrise, si care indeplinesc urmatoarele proprietati de simetrie:

Aijmn = Amnijs  Cijmn = Cmnijs  Aij = Aji,  Lij =1ji. (4.3.16)

Teorema 4.3.1 Ecuatiile constitutive ale termoelasticitatii generalizate, cu deformatie de ordin
fractionar, a mediilor micropolare poroase, sunt date de relatiile

tij = Aijmn(L +TD{)Emn + BijmnYmn + Bijv + Dijxvk — ;6,
m;j = Bunij(1+ T D) emn + CijmnYmn + Cijv + Eijivi — Bijb,
Ai = Dyni( L+ D) emn + EmniVmn + Aijvi + div — 0, (4.3.17)
pn =a;j(1+TD)eij + Bijyij + vivi + mv + ab,
E=-Bij(1+t*D{")e;; — Cijyij — dijvi — gv — m8.

4.3.3.2 Ecuatia non-Fourier a cildurii in contextul termoelasticitatii generalizate a mediilor micro-
polare poroase, cu deformatie de ordin fractionar

Teorema 4.3.2 Ecuatia non-Fourier a caldurii, in contextul termoelasticitatii generalizate, cu de-
formatie de ordin fractionar, a mediilor micropolare poroase, este data de relatia

0 0 0?
(KijT,j),i = p(1+105)r+(a+’foﬁ)[—aijT0(1+'C aDta)Sij—,BijTo’yij—(}'ToT—ngT—’yiTol}i]. (4.3.18)

4.3.3.3 Reciprocitate

Cu scopul simplificarii scrierii, urmand modelul din [59], ecuatiile de miscare se vor scrie sub forma

tji,j+fi Zpﬁi, n D x (0, OO), (43 19)
mji j+&ijitix + & =lij¢j, D x(0,00),
ecuatia fortelor de echilibru va avea forma
/li,i +&+ €= pkv, (4.3.20)
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iar ecuatia energiei va deveni
pT1 = qii + R, (4.3.21)

prin utilizarea notatiei R = pr.

Studierea reciprocitatii va fi dezvoltata prin includerea conditiilor initiale Tn ecuatiile fundamentale,
vezi [59], care caracterizeaza teoria termoelasticitatii mediilor micropolare poroase, cu implicarea
derivatei fractionare Caputo, si prin utilizarea produsului de convolutie introdus prin Definitia 3.2.1.

Teorema 4.3.3 Functiile u;, p;, v Si n verifica ecuatiile (4.3.19)-(4.3.21) si conditiile initiale (4.3.3),
dacé si numai daca, urméatoarele relatii sunt indeplinite
hxtj i +F = pu;,
hos (mji;+eijitin) + G = Lijgj,
hx (A +&) + 2L = pkv, (x,1) € D % (0, ), (4.3.22)
1
pn = 7701 *qii+ W,

unde

h(t) = (1= 1)(2),
(1) = (L= 1)(1) € (0. 00). 3.23)
I(r) =1,
Si
Fi = h= fi + p(tuj +u?),
Gi = hxgi+1;;(10] +¢Y),
L =hxt+pk(tvt +9), (4.3.24)

1
W:—I*R+p7]0.
To

Considerand doud sisteme de incarcare S(9), care actioneaza succesiv asupra mediului termoe-
lastic micropolar poros, definite dupa cum urmeaza

§(8) _ {fi(é),gf&),f(‘s),R(‘S),ﬁf‘”,90

#6),7(5),?55)’ ﬁgé)’;{(é)’ ’9‘(6)’

(4.3.25)
5(5)7 u?(‘”, u}(‘s), ¢?(5), <’Dl}(é)’ y0(8) ,1(8) g0(8) gl(s) nO(é)} 6=1.2,
se va folosi notatia
$(0) = {”55)’9056)"’(6)’9(5)}’ 5=1,2, (4.3.26)
pentru solutiile problemei mixte, corespunzatoare fiecarui sistem de incarcare (9.
De asemenea, vor fi utilizate
(6) _ ,(5) (6) _ . (6)
t, =tng, m;=mng,
s B
A9 =2, ¢ =q{n;, (4.3.27)

1
W = Fol « R(®) +p770(5).

Lema 4.3.1 Presupunénd ca relatiile de simetrie (4.3.16) sunt indeplinite si considerand functiile
Z _ (8) =B (6) , ,B) L (&) (B _ (8) B) _ #(6) , ., B)
Eop =17 & +m; xy + 4,7 x v [on'°%] = 6 £ wy P (4.3.28)
are loc urméatoarea relatie de simetrie:

Esp = Eps, 0=12, =12 (4.3.29)
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Retinand rezultatul de simetrie demonstrat anterior si, in acelasi timp, realizdnd o incursiune in te-
oria termoelasticitatii clasice a mediilor micropolare cu goluri, fara influenta derivatei fractionare, se
concluzioneaza faptul ca demonstrarea unei relatii clasice de reciprocitate de tip Betti se bazeaza,
de asemenea, pe o relatie de simetrie, prezentata in lema care urmeaza.

Lema 4.3.2 Functiile &sg, definite prin relatia

Bop = t(é) l(]ﬁ) (5) 1(5) B _ [pn(d)] %« 9B) _ é:(é) % v(ﬁ), (4.3.30)
cu respectarea conditiilor impuse de relatiile de simetrie (4.3.16), verificad urmétoarea relatie de
simetrie:

Esp = Epsy 6=1,2, B=1,2. (£.3.31)

Realizand o comparatie intre relatiile (4.3.28) si (4.3.30), respectiv (4.3.29) si (4.3.31), verificate de
functiile €55 si €35, se observa faptul c& derivata fractionara Caputo nu influenteazé teoria clasicd
a termoelasticitatii micropolare poroase, astfel ca &;; verifica relatia clasica de simetrie (4.3.31).

Folosind aceasta concluzie ca un punct de plecare, se poate exprima &z intr-o alta forma, cu
utilizarea ecuatiilor geometrice (4.2.1) si a relatiei (4.3.22),, dupa cum urmeaza

Esp = [tf]> u® 4 m® 5 6B 4 2 (l*qm)*(;(ﬁ)l () 4P

! (4.3.32)

( O 4 e [<6>) b (ﬂff)+§(5)) *V(B)+( l*qw)) A

Luand in considerare precedenta relatie (4.3.32), alaturi de faptul ca in teoria liniara ¢; = K;;0 ;,
precum si proprietatile produsului de convolutie, teorema divergentei si relatiile (4.3.22), (4.3.27),
se deduce

1
/(h * Esp)dV = / [tl.(d) * ul( p) (6) ( +109 5B _ F(Jl xq® % 0P |dA+

0D
+/

D

FLOwuP 18D 5 P L 2O oy B _pagpr® 4 9B _ py0) sy P (4.3.33)

C I pkv<a>*v<ﬁ)+T_0h*,*(K 9(5)*9(,8))}61‘/,

unde

FO = hw fO 4 p(ul® 4109,
f}‘”:h*g I (1t 4 2,

P8 — p s () +pk(tv1(6) + VO(&))’ (4.3.34)

o (9) — %l « RO 4 pr0(®).
0

Cele prezentate mai sus conduc la concluzia ca teorema de reciprocitate a teoriei termoelasticitatii
mediilor micropolare cu goluri, sub influenta derivatei fractionare Caputo, coincide de fapt cu teo-
rema de reciprocitate a teoriei clasice a termoelasticitatii micropolare poroase, conducand astfel la
concluzia valabilitatii teoremei care urmeaza, in contextul teoriei prezentate pe parcursul acestei
sectiuni.

Presupunand ca relatiile de simetrie (4.3.16) sunt indeplinite, s(®) este solutia problemei mixte co-
respunzatoare sistemului extern S 5 =1,2, iar coeficientii de microinertie /;; si componentele
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tensorului conductivitatii termice K;; verifica, de asemenea, proprietatea de simetrie, este indepli-
nita urmatoarea relatie de reciprocitate de tip Betti:

/ [giu) cu® 50 4o L W D 9<2)}dv

D
1

+/ h = [tl.(l) * ul@ + mgl) * <pf2) + AWM 5y @ Fl w g % 0(2)]dA =
0

0D

(4.3.35)
:/ [‘%(2) *ulgl) +gi(2) *%(1) + 2@ D) _pgp®) *9(1)](1‘/

1

+/ P L R B T (C AV 1 « g 9D dA.
0

0D

4.3.4 Concluzii

Prin deducerea, pe parcursul acestui subcapitol, a unor teoreme apartinand teoriei termoelastici-
tatii mediilor micropolare poroase, utilizand derivata fractionara Caputo, se observa ca, in ceea ce
priveste anumite teme, cum ar fi relatia de reciprocitate, teoria clasica si cea studiata in aceasta
sectiune coincid, relatia de reciprocitate fiind indeplinitéd in ambele teorii studiate comparativ, asa-
dar exista anumite segmente in cadrul carora cele doua teorii se suprapun.

Construirea unui model matematic, ca instrument de analiza a teoriei mai sus mentionate, conduce
la imbunatatirea clasicei conexiuni teorie-practica, pentru o mai buna intelegere a fenomenelor
naturale si a mediului care ne inconjoara.

4.4 Studiu asupra mediilor micropolare poroase, cu microtemperaturi

4.4.1 Preliminarii

n acest subcapitol se studiaza efectul microtemperaturilor asupra caracteristicilor principale ale
problemei mixte, cu date initiale si la limita, a mediilor micropolare termoelastice cu goluri. Se
specifica faptul ca prezenta microtemperaturilor permite transmiterea caldurii ca unde termice cu
viteza finita.

Scopul acestei sectiuni consta in transformarea problemei mixte, cu date initiale si la limita, con-
siderata in contextul termoelasticitatii mediilor micropolare poroase, ale caror microparticule detin
microtemperaturi, intr-o ecuatie evolutionara, abstracta si temporala, pe un spatiu Hilbert, ales
adecvat. Utilizand rezultate ale teoriei semigrupurilor de operatori, se demonstreaza existenta si
unicitatea solutiei problemei mixte, precum si dependenta continua a acesteia atat in raport cu
datele initiale, cat si cu incarcarile.

La bazarezultatelor prezentate in acest subcapitol se afla rezultatele publicate in articolul: Marin, M.

Codarcea, L., Chirila, A.: Qualitative results on mixed problem of micropolar bodies with microtem-
peratures. Appl. Appl. Math. AAM 12(2), 776-789 (2017), jurnal indexat ISI, vezi [97].

4.4.2 Notatii si ecuatii fundamentale

Fie un mediu termoelastic, micropolar, poros, care la momentul 7y ocupa domeniul D, din spatiul
Euclidian tridimensional R, domeniu care este o regiune regulata, avand inchiderea si frontiera,
o suprafata netedd, notate cu D, respectiv dD. Notatiile din subcapitolul 1.4 vor fi valabile pe par-
cursul acestei sectiuni, alaturi de simbolurile ingrosate care reprezinta vectorii, tensorii si matricile.
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Variabilele care se utilizeaza la reprezentarea ecuatiilor care descriu comportamentul unui mediu
termoelastic, micropolar, poros, cu microtemperaturi sunt cele din subcapitolul 4.2.2, si anume,
vectorul deplasare u = (u;)1<i <3, vectorul microrotatie ¢ = (¢;)1<i<3, precum si fractiunea de volum
v aferenta golurilor, alaturi de cele doua noi variabile, « si £;, introduse prin relatiile (2.2.1);_9, cu
notatiile corespunzatoare prezentate in sectiunea 2.2.2.

Ecuatiile fundamentale, care descriu manifestarea unui mediu termoelastic, micropolar, poros, cu
microtemperaturi, sunt prezentate in cele ce urmeaza:

- ecuatiile geometrice (4.2.1), care exprima tensorii &;;,7y;;, precum si vectorul v;, caracteristici
deformarii, cu notatiile aferente prezentate in sectiunea 4.2.2,

- ecuatiile de miscare (4.2.2), ale caror notatii sunt, de asemenea, cele utilizate, in sectiunea 4.2.2,
- ecuatiile fortelor de echilibru , sub forma

/li,[ — &+ pl = pkv, (4.4.7)

cu notatiile corespunzatoare expuse in sectiunea 4.3.2,
- ecuatiile constitutive, obtinute prin aplicarea metodei prezentate de lesan si Quintanilla in [62],
dupa cum urmeaza

tij = AijmnEmn + BijmnYmn + Bijv — aij& + Dijmnlm,n
Mij = BijmnEmn + CijmnYmn + Cijv = bij& + Eijmnlm,n,

A = Aijvj - dijé’j + Hijcx,j,

&= Bijgij + Cijyij +ov—-Ra+ Fij{i,j,

(4.4.2)

pn = aijEij + bijyij +Av+aa+ Lijgi,j,
pni =djivj+Diilj+ Eijaj,

ri = Hjivj - El]{] +Kl-]-a',j,

M;j = Dijmnemn + EijmnYij + Fjiv — Lji& + Gijmnlm,n»

- ecuatia energiei, cu forma introdusa prin intermediul relatiei (2.2.6), cu notatiile aferente din sec-
tiunea 2.2.2,

- ecuatiile suplimentare ale energiei, ca o consecinta a prezentei microtemperaturilor, sunt cele
reprezentate prin relatiile (2.2.7), cu notatiile corespunzatoare prezentate in sectiunea 2.2.2.

Se mentioneaza faptul ca A;jmn, Bijmn, ... Lji $i Gijmn reprezinta coeficientii constitutivi specifici
mediului, coeficienti care se supun urmatoarelor relatii de simetrie

Aijmn = Amnijs  Cijmn = Cumnij, Ajj=Aj, B;j = Bj;, Cij =Cji,

(4.4.3)
Dij =Dji, Kij=Kji,  Dijmn = Djimn, Eijmn = Ejimn, Gijmn = Gmnij-

Prin utilizarea ecuatiilor geometrice (4.2.1), a ecuatiilor constitutive (4.4.2), a ecuatiilor de miscare
(4.2.2), a ecuatiilor fortelor de echilibru (4.4.1) si a ecuatiilor suplimentare ale energiei (2.2.7), se
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obtine urmatorul sistem de ecuatii diferentiale, ale carui necunoscute sunt u;, ¢;, v, @ i ¢; :
AijmnUm,nj + EmnkPk,j) + Bijmn@nmj + Bijv,j — aij& j + Dijmnlmnj + pfi = pi;,

B; 'mn(”m,n i T Emnk Pk, ) +C; imn¥Yn,mj t C; iV.j— b; 'd', i+ E; 'mnévm,n i+
J J J J J J 7] J¥] J J

+ Eijk [Ajkmn(um,n + 8mnk90k) + Bjkmn()an,m + BjkV - ajkd + Djkmngm,n] + 08 = Iij‘;bja
Aijv,ij —dijlji+ Hijaij — Bij(uji + &ijipr) — Cijgji — ov+ £d — Fij j + pl = pkv, (4.4.4)
HjiV,ij - Gijéj,i + KijCZ’ij - a,-j(uj,i + Sjik‘pk) — biijj,i — AV —aq = —ps,

Dijmn(Um,nj + EmnkPk,j) + Eijmnnmj + Fjiv.j = Gjid j + Gijmnlmnj — dijv,j — Dij{j =
=—-pM;,

unde G;; = E;; + L;;. Tinand cont de problema Dirichlet asociata sistemului de ecuatii diferentiale
(4.4.4), conditiile pe frontiera au forma

i =u;, ¢; =@i, V=V, a=a, {; = Z;, pe 0D x (0, ), (4.4.5)
unde ;, @;, v, @ si £; sunt functii prescrise.
In cazul unei probleme la limita de tip Neumann, conditiile pe frontiera (4.4.5) sunt inlocuite prin
tyinj =1t;, mjn;=m; Ain;= A, rng =T, Mjin; = M; pe 0D x (0, ), (4.4.6)
unde functiile 7;, 7;, A, 7 si M; sunt, de asemenea, cunoscute.
Tn cele ce urmeaza se va face referire doar la cazul problemei Dirichlet.

Problema mixta, cu date initiale si la limitd, asociata sistemului de ecuatii diferentiale (4.4.4), este
completa, daca se considera conditiile initiale care urmeaza

ui(-x9 0) = M?(X), ui(-x’ 0) = uil ()C),
0i(x,0) = ) (x), @i(x,0) = ¢} (x),
v(x,0) =v0(x), v(x,0) = vi(x), (L.4.7)
a(x,0) =a%(x), a(x,0)=al(x),

i(x,0)= (), Li(x,0) = ¢! (x),

pentru orice x € D. Functiile u?, u!, ¢?, ¢!, V0, v!, @ o', ¢°, si ¢! sunt functii prescrise.

4.4.3 Rezultate principale obtinute

Pe parcursul acestui subcapitol se studiaza atat existenta si unicitatea solutiei problemei mixte, cu
date initiale si la limita, corespunzatoare unui mediu termoelastic micropolar poros, cu microtem-
peraturi, precum si dependenta continua a solutiei, in raport cu datele initiale si cu incarcarile.

in cele ce urmeaza, se presupune cé toate functiile care apar in reprezentarea ecuatiilor si condi-
tiilor din sectiunea precedenta 4.4.2 sunt suficient de regulate pe domeniul lor de definitie, pentru
a permite efectuarea de operatii matematice. Teorema care urmeaza ofera un rezultat auxiliar,
necesar in demonstrarea unicitatii solutiei.

Teorema 4.4.1 Intre variabilele care caracterizeaza deformatia unui mediu termoelastic micropo-
lar poros, cu microtemperaturi, are loc urméatoarea egalitate
tij€ij +MijYij + Aivi+&v+pna +pnili +ria; + Ml j =
Aijmnsijgmn + 2Bijmngij'ymn + 2Bij8ijv + 2Dijmn‘(‘:ijé/m,n‘|' (4.4+.8)
+ CijmnYijYmn + 2CijYijV + 2EijmnYijSmn + Aijv,iv,j + 2Hijv i@ j+ o

9 .9 ..
+ov +2Fij§,-’jv+Kija/’,-a',j+G,-jmn§m,ng’,-,j+a0/ +D,'jgvi§j.
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Pentru energia libera, se considera forma patratica

1
V= B [AijmnEijEmn + 2BijmnEijYmn + 2Bij€ijv + 2D jmn&€ij{mn+

+ CijmnYijYmn + 2CijYijv + 2EijmnYijlmn + Aijv,iv,j + 2H;jv i j+ (4.4.9)

2
+o0v" + 2F,~j§,~,jv + Kija,ia,j + Gijmngm,néi,j]-

Pentru demonstrarea unicitéatii solutiei problemei mixte, cu date initiale si la limita, prezentata in
sectiunea precedenta 4.4.2, se impun urmatoarele ipoteze standard:

@ p>0,1;;>0, k>0, a>0;
(it) forma patratica ¥, reprezentata prin relatia (4.4.9), este pozitiv semi-definita;
(iii) coeficientii constitutivi D;; sunt componentele unui tensor pozitiv definit.

Definitie 4.4.1 Se numeste solutie a problemei mixte, cu date initiale si la limitd, a mediilor termoelastice
micropolare poroase, cu microtemperaturi, notata cu P, sistemul ordonat (u;, ¢;, v, «, {;) care satisface
sistemul de ecuatii (4.4.4), conditiile initiale (4.4.7) si conditiile la limitd (4.4.5), pentru toti (x,t) € D X
(0, ).

Teorema 4.4.2 Daca ipotezele standard (i) — (iii) si relatiile de simetrie (4.4.3) sunt indeplinite,
atunci problema mixta, cu date initiale si la limita, , nu poate admite mai mult de o solutie.

In cele ce urmeaza, se va demonstra rezultatul privind existenta solutiei problemei mixte, cu date
initiale si la limita, #, in contextul in care conditiile la limita sunt omogene, insemnéand ca

ui=pi=v=a=¢_,=0, pedD x (0, ). (4.4.10)

Complexitatea sistemului de ecuatii, precum si a conditiilor care guverneaza problema mixta, im-
pune, ca o necesitate, o altd abordare a problemei referitoare la existenta solutiei. In acest context,
problema mixta # se va reduce la o ecuatie abstracta de evolutie pe un spatiu Hilbert, ales adec-
vat. Mentiunile asupra spatiilor Hilbert si Sobolev, specificate in sectiunea 2.2.3, sunt valabile si
pe parcursul acestui subcapitol. Folosind spatiile uzuale Hilbert W3’2 si L2, se considera spatiul
Hilbert H definit prin relatia (2.2.17), cu notatiile corespunzatoare specifice din sectiunea 2.2.3.

Pe spatiul H se defineste produsul scalar care urmeaza

< (ui’ Ui, Qi ¢i’ vV, U, a,,ﬁa é,l" gi)’ (Ml,-, 1}1{, SD:a ¢l/’ V,’ ,U,’ O,’,,ﬁ/, é,i/’ gl’) >=
1 4 ’
= 5 / (pvivlf + Iijqjiqji + pkuy’ + aﬁ,B' + Dijgiglf)dV+
D
1
+ = / [Aijmngije,’nn + Bijmn(gij'y;,nn + S;nn’ymn) + Bij(eijv' + 8l{jv)+ (4411)

2
D

+ Dijmn(&ijlmn + € 4mn) + CijmnYijVmn + Cij (vijv' +v{v)+
+ Eijmn(?’ijfr'n,n + ij{m,n) + AijV,iV:j + H,‘j (a,jv"l- + a,'jv,l-) +ovv'+
+ Fij (v + ¢ v) + Kijaid s + Gijmn&i jm n1dV .

Teorema 4.4.3 Norma indusé de produsul scalar introdus prin relatia (4.4.11) este echivalenta cu
norma originala din spatiul Hilbert H.

Urméand metoda prezentata in [113], functiile care apar in membru sténg al ecuatiilor care formeaza
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4. Contributii asupra mediilor micropolare poroase

sistemul (4.4.4) sugereaza introducerea operatorilor care urmeaza

1 1
A}u = ;Aijmnum,nja A?‘P = ; [Aijmngmnk‘pk,j + Bijmn‘pn,mj]a
1 1 1 1 1 1
B; = ;BijV,j, CB= _;aijﬁ,j’ D;{= ;Dijmném,nj,
A?u = (Iij)_1 (Bijmnum,nj +8ijkAjkmnum,n)a

4
As‘o =Wy [Ajkmngijkgmnl‘pl + Bjkmngijk‘pn,m + Cijmn‘pn,mj],
2 2
Byv = Wi (Cijv j + Bjreijv), CiB=-Wsi(bijB ;+&ijrajrp),

1
D?¢ = Wy (Eijmnlmnj + €ijkD jkmnlmn)s Ev = p_k(AijV,ij —-ov),

. . ’ (4.4.12)
F¢ = —Ed,,-g_,,i, Ga = JHU%./’ Hu = —ﬁBi/u/,i’

1 1 1
Ko = _p_k(BijgiijDk +Cijpji), LB= Jﬁﬁ, M{ = —p—kFijfi,j,

1 1 1 L1
Na = —Kijaij, Pv=—Hiyvij, 0¢=--GCijji» Ro=-"ajvi;,

R*® = —é(aijsijkq% +bijD; ), Su= —iéﬂ’ ASu = Agi D jmnttm,n s
ASp = Agi(DijmnEmnk @k, j + Eijmn@nm;),  Wsv = AsiFjiv j,
XsB=-A5iGiiBj, Y& = AsiGijmnlmnj> Zsit = —Asidjip j,
unde matricele Wy; si Ay; sunt definite prin intermediul ecuatiilor
Wsilir = 6 81 AgiDjy = 0y,
o, fiind simbolul lui Kronecker.

Se defineste operatorul matriceal £, cu componentele reprezentate de operatorii introdusi prin
relatiile precedente (4.4.12), cu scopul transformarii problemei mixte, cu date initiale si la limita,
intr-o problema Cauchy, relationata direct cu o ecuatie de evolutie, si anume

ﬁ =LUG) +F (1),
dt 0<t<to, (4.:.13)
UW0) =U,.

Se va considera domeniul de definitie al operatorului £, notat cu D(£), ca fiind multimea
D(L) = (Wy> nW22) x W2 x (Wp2 nWH2) x WP
X (W2 nw22) x Wh2 x (Wh2 n w?2) x wl2x (4.4.10)
X (W2 nW>2) x W2,
Wy2, W22, W%, si W22 fiind spatiile Sobolev cunoscute.

De asemenea, functia matriceala necunoscuta U, cea initiala U, precum si matricea de incarcari
¥ sunt definite prin

U = (ui, vi, i, Pi, v, . @, B, {is Si)s
ﬂo = (M?, 7}?9 SD?’ ¢?a V07 uoa QO’IB[)’ {lo’ g?)y (4415)
T = (Oa,fiaOa gia Oa 57 Oa S,O,Ml‘)-

Necesare demonstrarii existentei si caracterizarii solutiei problemei abstracte (4.4.13), proprietati
ale operatorului £ vor fi demonstrate prin intermediul teoremelor care urmeaza.
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Teorema 4.4.4 Dacé ipotezele (i) — (iii) Si relatiile de simetrie (4.4.3) sunt indeplinite, atunci ope-
ratorul L este disipativ.

Teorema 4.4.5 Daca atéat ipotezele standard (i) — (iii), precum si relatiile de simetrie (4.4.3) sunt
satisfacute, atunci operatorul L indeplineste conditia de contraimagine.

Rezultatele prezentate atat de Teorema 4.4.4, precum si de Teorema 4.4.5 asigura indeplinirea,
de catre operatorul £, a cerintelor Corolarului Lumer-Phillips al cunoscutei teoreme Hille-Yosida,
vezi [7,114,127].

Teorema 4.4.6 Dacad ipotezele (i) — (iii), Si relatiile de simetrie (4.4.3) sunt indeplinite, operatorul
L genereaza un semigrup de contractii pe spatiul Hilbert H.

Teorema 4.4.7 Dacé ipotezele (i) — (iii), Si relatiile de simetrie (4.4.3) sunt satisfacute, dacéa
datele initiale U, apartin domeniului operatorului L, U, € D(L), iar incéarcérile f;,gi,t,s, M; €

ct ([0, ), L2) nco ([0, ), Wé’Q) , atunci problema abstractéa (4.4.13) admite o solutie unica

U(t) € CL([0,00),H) .

Caracterizarea solutiei problemei abstracte (4.4.13) este finalizata prin intermediul unui ultim re-
zultat referitor la dependenta continua a solutiei in raport cu incarcarile si datele initiale, exprimat
prin intermediul teoremei care urmeaza.

Teorema 4.4.8 Presupunénd conditiile Teoremei 4.4.6 indeplinite, solutia U = (u,¢,v,a,{), a pro-
blemei reprezentata prin relatiile (4.4.13),depinde continuu de datele initiale U, si de incarcarile
fis gi» €, s si M;, astfel incat

t
U < Ul + / 1o g6, £, 5, Mol ds.
0

4.4.4 Concluzii

Studierea comportamentului mediilor actuale, mult mai evoluate din punctul de vedere al tehnolo-
giei de fabricatie, prin considerarea, pentru 0 mai mare exactitate, a microtemperaturii, alaturi de
structura lor interna, are efect asupra ecuatiilor si conditiilor care caracterizeaza teoria termoelas-
ticitatii Tn acest context, conducand la cresterea gradului acestora de dificultate.

Numarul crescut atat al necunoscutelor, precum si al conditiilor, conduce la concluzia ca teoria
semigrupurilor de operatori, datorita flexibilitatii sale, este foarte adecvata in scopul obtinerii con-
cluziilor referitoare la existenta, unicitatea si dependenta continua a solutiei fata de datele initiale
si de incarcari.

4.5 O generalizare a principiului de minim al energiei pentru mediile Cos-
serat poroase

4.5.1 Preliminarii
Scopul principal al prezentului subcapitol este reprezentat de extinderea, asupra mediilor Cosserat

poroase, a principiului de minim al energiei, prezentat de lesan si Quintanilla pentru mediile elastice
cu microstructura, vezi [61].
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Conform prezentarii realizate de Dow in [31], principiul de minim al energiei potentiale ofera atat
forme variationale, precum si diferentiale, pentru ecuatiile care guverneaza descrierea fenomene-
lor fizice, iar functionalele, ca expresii ale energiei deformarii, nu pot fi minimizate prin utilizarea
procedurilor specifice calculului diferential, ci prin intermediul tehnicilor aferente calculului variatio-
nal, care furnizeazad metode de determinare a valorilor extreme ale acestor functionale. in [117],
Reiss prezinta doua principii de minim, care iau in considerare conditiile initiale neomogene, in
contextul teoriei liniare a elastodinamicii.

Rezultatele prezentate in aceasta sectiune se bazeaza pe cele publicate in articolul Marin, M.,
Vlase, S., Codarcea-Munteanu, L., Chirila, A.: A generalization of the minimum principle energy
for Cosserat porous materials. Acta Tech. Napocensis, Ser. Appl. Math. Mech. Eng. 60(IV),
479-484 (2017), jurnal indexat 1SI, vezi [96].

4.5.2 Notatii si ecuatii fundamentale

Se considera un mediu elastic Cosserat, anizotrop si omogen, cu goluri, care ocupa domeniul
marginit D, din spatiul Euclidian tridimensional R?, cu frontiera 0D, de clasad C!! si cu inchiderea
D. Alaturi de aceste notatii vor fi utilizate si cele prezentate in sectiunea 1.4.

Variabilele folosite in reprezentarea ecuatiilor fundamentale, care descriu comportamentul unui
mediu elastic Cosserat poros, sunt (u;, ¢;, v), u; reprezentdnd componentele vectorului deplasare,
¢; componentele vectorului microrotatie, iar v, fractiunea de volum relationata golurilor.

In axiomatizarea elastostaticii clasice, se considera urmatoarele ecuatii si conditii fundamentale,
vezi [47], care caracterizeaza comportamentul, independent de timp, al unui mediu elastic prezen-
tat mai sus:

- ecuatiile geometrice, exprimand caracteristicile cinematice ale deformarii, reprezentand expresi-
ile tensorilor &;;,v,;, precum si a vectorului v;, formulate sub forma relatiilor (4.2.1),
- ecuatiile de echilibru

iy * 1 =0, (4.5.1)
mji j+ €ijktjk + & =0,
- ecuatia fortelor de echilibru, in forma
Aij—E+L=0, (4.5.2)
- ecuatiile constitutive
lij = Aijmngmn + Bijmn)’mn + Dijmvm +ai;v,
mi; :anijgmn+Cijmn')’mn+Eiijm+bijVs (4.5.3)

Ai = Dyni€mn + EmniYmn + &imVm + div,

& = amnEmn + bmnYmn + dpvm + mv,
ecuatiile de mai sus fiind considerate pe domeniul D. Notatiile utilizate in cadrul acestor ecuatii
sunt cele prezentate in sectiunea 4.2.2, alaturi de ¢ si &, care reprezinta sarcina externa, res-
pectiv interna, a fortelor de echilibru. De asemenea, coeficientii constitutivi, si anume, tensorii
Aijmn, Bijmn, - -+ Dijm, Eijms - . ., aij, bij, vectorul de componente d;, precum si coeficientul scalar
m, reprezinta functiile caracteristice mediului, prescrise, care indeplinesc relatiile de simetrie:

Aijmn = Amnija Cijmn = Cmnij’ 8im = Emi- (4.5.4)

Se impun urmatoarele ipoteze de regularitate asupra functiilor considerate:

(i) coeficientii constitutivi sunt functii de clasa C? pe D;
(if) incarcarile mediului, f;, g; si ¢, sunt functii continue pe D.
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Pentru ca sistemul ordonat (u;, ¢;, v) sa fie un proces admisibil pe D = DUJD, se impune conditia
ca u;, ¢;, v € CL(D) N C?(D). De asemenea, pentru ca sistemul ordonat de functii (tij, mij, ;) sa
fie un sistem admisibil de tensiune pe D, se impune conditia ca ;;,m;;, A; € Cl(Z)) NC°(D) sica
tijismiji>dii € CO(D).

in acelasi timp, se presupune faptul ca ;;,y:;, v; € C1(D) N C(D).

Alaturi de ecuatiile prezentate anterior, (4.2.1), (4.5.1)-(4.5.3), se considera conditiile pe frontiera
care urmeaza

u; =ﬁi, pe 8Du, tjinj :E, pe 61),;’
@i = ¢i, pe 0Dy, mjn; =m;, pedD:, (4.5.5)
v=9, pedD,, Ani =1, pedD:,

unde suprafetele 0D,,0D, si 0D, impreuna cu 0D
frontierei 0D, astfel incat

0D, V0D, =0D, U 61); =9D, VoD, =9dD,
0D, NOD;,; =3dD,NID, =0D, NID; = 2.

. 0D, respectiv 4Dy sunt submultimi ale

u’

Se mentioneaza faptul c& pentru un sistem extern de incércare pe D,
L = (f;. 8. 0.1, &, V. 17, iz, ),
sunt indeplinite urmatoarele conditii:
(a) functiile f;, gi, ¢, ui, ¢i, Si v sunt continue pe domeniul lor de definitie,

(b) functiile 7;, m;, si A sunt regulate pe domeniul lor de definitie.

Definitie 4.5.1 Se numeste solutie a problemei cu date la limita a teoriei echilibrului pentru
mediile Cosserat elastice poroase, P, sistemul ordonat (u;, ¢;,v), care verifica ecuatiile (4.2.1), (4.5.1)-
(4.5.3) si conditiile la limita (4.5.5).

4.5.3 Rezultate principale obtinute

Se considera faptul ca mediul elastic Cosserat poros se afla sub actiunea succesiva a doua sisteme
de incarcare externe,

.[:(5) (f(5) () 5(6) %5) %5) ~(5) “(5) 1(6)’;1'(6))’ 5=1,2,

carora le corespund doua stari elastice, si anume

5 o o o o 5 [ 5
AD = P, D 60, 0,0 (D D 4O £ g1,

Teorema care urmeaza ofera o relatie de tip Betti, fiind o replica a teoremei de reciprocitate din
teoria elasticitatii clasice.

Teorema 4.5.1 Considerand doud stéri elastice A9 ,5 = 1,2, corespunzatoare celor doua sis-
teme de incarcare £(% 5 =1,2, are loc egalitatea care urmeaza

/(fu) CIMCICIICN <2>)dv+/(z<” @) 4 D 4 102y =

(4.5.6)
/(f<2> D4 gP el 4 ey (1))dV+/(t(2) D m® oM 1+ 2@y W) da,

unde
10 =t ng, m® =m'Pnj, A9 =%, 6=1,2. (4.5.7)
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In cele ce urmeaza, cu scopul obtinerii unui rezultat referitor la existenta solutiei problemei la limita
P, se va tine cont de o noua formulare a ecuatiilor fundamentale.

Se considera atat « = (u;, ¢;, v), un proces admisibil pe D, precum si (g;;(z), vij(«),vi(«)), carac-
teristicile deformarii, asociate cu «. Alaturi de acestea, se considera (t;; (), m;;j(w), A;i(z), &(w)),
un sistem admisibil de tensiune pe D, corespunzator Iui .

Se introduc operatorii, definiti pe domeniul D, dupa cum urmeaza

Liu = —tji,j(u),
L3yize = —mj; j(w) — &ijitjx(w), (4.5.8)
Ly = =2;i(w) +&(w).

Prin introducerea notatiilor

Lu = (Lijw, L3yjw, L7u),

(4.5.9)
)f = (fb gi,f),
ecuatiile (4.5.1) si (4.5.2) se vor scrie sub forma
Lu=/. (4.5.10)

Daca se noteaza cu M multimea tuturor proceselor admisibile pe D, incarcarile in punctele fronti-
erei 0D, corespunzatoare procesului admisibil z € M, sunt exprimate prin relatiile care urmeaza:

ti(w) =t;i(w)n;,
ml(u) = mj,-(u)nj, (4511)
/l(u) = /l,-(u)n,-.

Urmand procedura prezentata de Eringen in [47], se deduce faptul ca densitatea energiei interne,
corespunzatoare procesului admisibil 2 € M, este sub forma

1 1
€(‘L{/) = éAijmngij(u)gmn(u/) + anijgmn(u)’}’ij(u) + §Cijmn7ij(u)7mn(u)+

+Dijmeij(@)vm(w) + EijmYij(@)vm () + %gimvi(u)um(u)+ (4.5.12)

1
+ aijsl-j(u)v + bij')/ij (u)v + divi(u)v + 51711/2.

Astfel, energia deformarii £(«), corespunzatoare procesului admisibil « € M, va fi definitd dupa
cum urmeaza

8(u)=/e(u)dV. (4.5.13)

D

Functionala & genereaza urmatoarea forma biliniara:
1
E(u, ﬁ) = 5 / {Aijmnsij(u)gmn (ﬁ) + anij [smn(u)yij (ﬁ) + gmn(ﬁ)yij(u)]"'
D

+ Cijmnyij (u)ymn(ﬂ) + Dijm [gij(u)vm(ﬁ) + 8ij(l?)vm(u)]+
+ Eijm[vij (@)vm(3) + vij (D vm ()] + gimvi(e)vm () +
+ajjleij(w)v+eii (Nl +bijlyij(e)v +yi; () ul+

(4.5.14)

1
+d;i[vi(w)v +v;(P)u] + imvu}d\/,

unde «, 9 € M, « = (u;, i, v) Si 0 = (vi, i, p).

Prin intermediul teoremei care urmeaza va fi demonstrat un rezultat auxiliar, util obtinerii rezultatului
referitor la unicitatea solutiei problemei #.
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Teorema 4.5.2 Forma biliniara E (w«,?) se poate scrie sub forma:

2E(w,9) = /(viLiu +®;Lsyiue + uLrwe)dV+
D

(4.5.15)
+ / [t () + Dim;(w) + pud(w)]|dA, VYu,9? € M.
0D

Relatia (4.5.15) constituie fundamentul rezultatului referitor la unicitatea solutiei problemei P, re-
zultat care este o replica a celui stabilit de Eringen in cazul mediilor micromorfe izotrope, vezi [43].

Teorema 4.5.3 Oricare douéa solutii ale problemei la limitd P, in contextul mediilor Cosserat po-
roase, sunt egale pdna la o miscare rigidd, cu conditia ca densitatea energiei interne sa fie o forma
pozitiv definita. Mai mult, dacéd 0D, si 0D, sunt ambele nevide, atunci problema P are cel mult o
solutie.

Cu scopul formularii principiului de minim al energiei pentru mediile Cosserat poroase, principiu
care este similar celui din teoria elastostatica clasica, se va nota cu K multimea tuturor proceselor
admisibile « = (u;, ¢:,v) pe D, care satisfac urmatoarele conditii la limita:

u; =u; pe 0D,, ¢; = ¢; pe 81)90’ v=vpediD,.
Pe multimea K, se defineste functionala A(«) dupa cum urmeaza
A(w) = E(u) - / (fiui + gigi + Ov)dV — / tiuidA — / mipidA — / vda, (4.5.16)
D D D D

pentru orice (u;, ¢;,v) € K.

Teorema 4.5.4 Presupunénd ca densitatea energiei interne, reprezentatd prin relatia (4.5.12),
este pozitiv definita si, notand cu «*, o solutie a problemei la limita ¥, are loc estimarea

A(u™) < A(9), (4.5.17)

pentru orice ¥ € K, egalitatea avand loc doar daca «* si O sunt egale, pané la o miscare rigida.

4.5.4 Concluzii

Fundamentat pe principiul de minim pentru energie, prezentat in [61], dezvoltarea acestui principiu,
in contextul mediilor elastice Cosserat poroase, a fost realizata prin intermediul formularii atat
a problemei cu date pe frontiera aferente, precum si a unei relatii de reciprocitate de tip Betti,
rezultatul principal fiind constituit de demonstrarea extensiei principiului de minim, corespunzator
mediului selectat.
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Capitolul 5

Contributii asupra mediilor micromorfe

5.1 Scurtistoric

Formarea unui mod de gandire algoritmic conduce la posibilitatea rezolvarii unor probleme com-
plexe, care solicita descrierea mai multor etape de calcul. Metoda de obtinere a solutiei, prin
descrierea unui algoritm, nu poate fi aplicata tuturor tipurilor de probleme, dar aceasta metoda
este o cerintd fundamentala in ceea ce priveste problemele rezolvate cu ajutorul calculatorului.
Un algoritm, vezi [104], stabileste diverse tehnici si metode care au fost descoperite sau finalizate
intr-un anumit moment al dezvoltarii unui domeniu.

Tn teoria micromorfa continua, fiecare particula este considerata ca fiind deformabil&, avand do-
uasprezece grade independente de libertate, trei componente de deplasare, trei componente de
microrotatii Si sase componente de microdeformatii. Toate teoriile clasice ale solidelor si fluidelor au
fost incluse n teoria mediilor micromorfe, vezi [36], aceste medii constituind subiectul unui numar
important de lucrari, exemple fiind prezentate in subcapitolul 1.1, alaturi de lucrarile [63, 65, 121],
in cadrul carora este analizata influenta microtemperaturilor asupra mediilor elastice micromorfe.

Calculul fractionar, vezi [6], a fost multd vreme privit doar din punct de vedere teoretic, dar, de
cateva decenii, el a castigat un loc important in aplicatiile practice, fiind utilizat in domenii precum
chimia, ingineria, termodinamica sau teoria controlului.

5.2 Operspectiva algoritmica asupra termoelasticitatii mediilor micromorfe

5.2.1 Preliminarii

Capitolul de fatd abordeaza teoria liniara a termoelasticitatii mediilor micromorfe, avand scopul de a
prezenta o perspectiva algoritmica pentru obtinerea, prin intermediul derivatei fractionare Caputo,
pe de o parte, a ecuatiilor constitutive ale teoriei liniare si a formei ecuatiei non-Fourier a caldurii,
iar pe de alta parte, a unei relatii de reciprocitate.

Aceasta transpunere algoritmica a unui model matematic permite o simplificare si o sistematizare
a rezolvarii matematice, rationamentul matematic fiind prezentat sub forma unor pasi concreti care
pot fi urmati, cu scopul obtinerii solutiei problemei.

Rezultatele prezentate in aceastd sectiune sunt cele publicate, sub forma unui capitol, in:
Codarcea-Munteanu, L., Marin, M.: An Algorithmic Perspective on the Thermoelasticity of the Mi-
cromorphic Materials Using Fractional Order Strain. In: Ho$kova-Mayerova S., Flaut C., Maturo
F. (eds) Algorithms as a Basis of Modern Applied Mathematics. Studies in Fuzziness and Soft
Computing 404, 161-176. Springer, Cham (2021). https://doi.org/10.1007/978-3-030-61334-1_8
indexat BDI, vezi [28].
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5.2.2 Notatii si ecuatii fundamentale

Se considera o regiune marginita a spatiului Euclidian tridimensional R3, careia ii corespunde, in
configuratia de referinta, un mediu termoelastic micromorf. In cazul unui mediu anizotrop, ecuatiile
care guverneaza teoria liniara a termoelasticitatii micromorfe, conform [65], sunt urmatoarele:

- ecuatiile de miscare

tji,j + pJfi = piii

. (5.2.1)
Mijk + i = Sji + plij = L@k,
- ecuatia energiei, reprezentata de ecuatia (4.3.2),
- ecuatiile geometrice
Cij =Uji — Pjis
1
Yijk = Pij,k»

ecuatii verificate n toate punctele (x,7) € D x (0, o). Notatiile utilizate in precedentele ecuatii sunt
prezentate mai jos:

e 1;j,8ij, my;; sunt componentele tensorului de tensiune, ale tensorului de microtensiune, respectiv
componentele tensorului moment de tensiune peste D,

* u;, ¢;j sunt componentele vectorului deplasare, respectiv componentele tensorului de microde-
formatie,

e f; sunt componentele vectorului forta masica,

e {;; sunt componentele tensorului cuplu pe unitatea de masa,

® &ij, Mij, Yijk Sunt componentele tensorilor de deformatie, pentru celelalte notatii fiind valabile cele
prezentate in sectiunea 4.2.2 .

Se adauga ecuatiilor precedente atat conditiile initiale

u;i(x,0) = u?(x), i;(x,0) = u}(x), xeD,
0ij(x,0) = @ (x), ¢(x,0) = ¢};(x), x € D, (5.2.3)
0(x,0) = 6°(x), n(x,0) =7°(x), x € D,

precum si conditiile la limita

u;(x,t) =u; € 0D, x [0, ),
@ij(x,1) = @ij € 0D, X [0, 00),

0(x,1) =0 € 0Dy x [0, ),

ti(x,s) =t;i(x,s)n;j(x) =1, (x,5) € 0Dy, % [0, 0),
mij(x,s) = mpj(x,s)ng(x) =m;;, (x,s)€ 61); X [0, ),

(5.2.4)

q(X,S) = (]i(x’ s)ni(x) = &: (x7 S) € aDg X [07 OO),

unde ¢; si m;; sunt componentele vectorului tensiunii de suprafata, respectiv componentele mo-
mentului de suprafatd, iar n; sunt componentele normalei unitare exterioare la suprafata 9. In
acelasi timp, 0D,, 0D,, Dy, Impreuna cu complementele lor 6D;;, dDg, 4Dy, sunt submultimi
ale suprafetei 0D, astfel incat

0D, UIDE = 0D, UIDS = 1Dy U ID; = D,
0D, N IDE = ID, N IDS = IDg N DS = @.

Se presupune ca
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(i) u), u}, ¢, 60 sin’ suntfunctii continue, prescrise pe D;

(ii) u;, @ij Si g sunt functii continue, prescrise pe domeniul lor de definitie;

(iii) 1;, m;; si g sunt functii prescrise, regulate pe domeniul lor de definitie si continue n raport cu
variabila timp.

Primul principiu al termodinamicii mediilor micromorfe, dupa [129], poate fi exprimat sub forma

/(puiﬁi + 11 @ij@ir + pé)dV =

2 (5.2.5)

= / p(ﬁui+£i_j¢i_j + r)dV + /(liﬂi + m,'j(,b,'j + q)dA
D oD

Cu scopul obtinerii unor relatii fundamentale ale teoriei liniare a termoelasticitatii mediilor micro-
morfe, va fi folosita derivata fractionara Caputo, de ordin «, introdusa anterior prin relatia (4.3.9),
din sectiunea 4.3.2. Fiind o combinatie intre energia interna e si functia entropie n, energia libera
Helmholtz este definita prin relatia (4.3.10).

5.2.3 Reazultate principale obtinute

In cele ce urmeaza, pentru obtinerea, intr-o maniera algoritmica, pe de o parte, a ecuatiilor con-
stitutive ale termoelasticitatii micromorfe si a ecuatiei non-Fourier a caldurii, iar pe de alta parte,
a unei relatii de reciprocitate, prin intermediul derivatei fractionare Caputo, se utilizeaza metoda
prezentata de Youssef in [128], vezi de asemenea [17, 23], considerandu-se starea mediului ter-
moelastic descrisa prin

¥ =¥ (&, pij, vijk:s T T.0),
e = e(&ij, pij»Yijk-T-Ti),
n =n(&ij, pij» Yiji> T> Ti),
q = q(&ij, pij, Vijk, T, T.i),

(5.2.6)

unde &;; este reprezentat prin relatia (4.3.12).

In concordanta cu teoria liniara, vezi [129], se considera energia libera in forma care urmeaza

— 1 — 1 1 _
P (&ij, pijs Vijk>0) = 5Cijri€ij€rt + 5 BijkiMij Uil + 5 AijkimnYijkYimn + Eijki€ij i+
2 2 2 (5.2.7)

1
—_~ —_~ 2
+ Fijimn€ijYimn + GijimnHtijYimn — 4ij€ij0 — bijpij0 — cijiyijit — 509 ,

unde coeficientii C;jxi, Bijki, Aijkimn, Eijkis Fijimn, Gijimn, aij, bij, cijx $i a sunt functii prescrise, re-
prezentand specificatii ale mediului si indeplinind proprietatile de simetrie de mai jos

Cijki = Cuiij» Bijki = Briij = Bjikt> Aijkimn = Almnijk (5.2.8)
Eijxi = Extijs Gijimn = Gjitmn, Qij = Qji, Cijk = Cjik-

in acest context, vor fi prezentati, detaliat, pasii care trebuie parcursi pentru obtinerea ecuatiilor
constitutive, a ecuatiei non-Fourier a caldurii si a relatiei de reciprocitate.

5.2.3.1 O perspectiva algoritmica asupra determinarii ecuatiilor constitutive

Pas 1
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Din ecuatiile de miscare (5.2.1); si (5.2.1)2, se deduc urmatoarele ecuatii:

Lji,jlki + p fitki = pitjiiy,

. . ) : o (5.2.9)
Miij kPij +1jiPij — Sijij + plij@ij = jxPijPik-
Pas 2
Precedentele relatii si primul principiu al termodinamicii conduc la relatia
/(tji,jdi +Mpij ke $ij +1jigij — sij@ij)dV + / pédV =
L o (5.2.10)
= / prdV + f (ljiﬂii’lj + mk,-jgb,-jnk + qil’li)dA.
D 4D
Pas 3
Se aplica teorema divergentei in precedenta relatie (5.2.10), obtinandu-se
/[fji(di,j = @ij) +MpijPijk +qii +pr+sijij— példV =0. (5.2.11)
D
Pas 4
Din relatia anterioara (5.2.11), se obtine forma
pé =t;i(lijj — Gij) + MyijPijk +SijPij +qii +pr. (5.2.12)
Pas 5
Se deduce ‘
PY¥ =tjigji +myijVijk + SijMij + qii +pr —pTn — pTr. (5.2.13)
Pas 6
Se obtine
. oV - oV oY oV . oV .
V=p—= gj+p—pij+p—viik+p—=1+p—T.:. 5.2.14
P paé‘ ijglj pa’uijﬂu pa')/ijk%Jk paT ’OaT,i N ( )
Pas 7
Se concluzioneaza cele ce urmeaza:
. oY oY 4
ij:pT’ Sij:P_a mkij:P—,
0€;; ouij 0iik
Y Hii & (5.2.15)
ov ov 0 T N
= -, =U, = . e r.
Pas 8
Se obtin urmatoarele ecuatii constitutive ale mediilor micromorfe:
tij = Cijri(1 + 7D ers + Eijkipirr + FijimnYimn — a0,
sij = Bijkipxs + Exiij (1 + 79D ers + GijimnYimn — bij0,
(5.2.16)

ij = AijkimnYimn + Fimij “D)em + GimijkMim = Cijk0,
miij = AijktmnYimn + Fimijk(1+7

pn = a,-j(l + TQD;I)SI']' + bij/Jij + CijkYijk t af.

Prin parcurgerea celor opt pasi, descrisi anterior, se deduce teorema care se refera la determinarea
ecuatiilor constitutive, corespunzatoare teoriei liniare a termoelasticitatii mediilor micromorfe:
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Teorema 5.2.1 Ecuatiile constitutive ale mediilor termoelastice micromorfe, sub influenta derivatei
fractionare Caputo, sunt descrise de relatiile (5.2.16).

5.2.3.2 0 perspectiva algoritmica asupra determindrii ecuatiei non-Fourier a caldurii

Pas 1
Ecuatia energiei (5.2.15)¢ se poate scrie sub o forma desfasurata
s 4 o o .
-pT —&ij i} Vijk + 71| = qii : 5.2.17
g (aTaeijgj+8T6ﬂijﬂ]+aT67ijkka+aT2 ) dnirer ( )

Pas 2
Relatia precedenta (5.2.17) se poate scrie sub forma echivalenta

ol 2 (b Ve L o2 i+ 2 (o2 Ny - p 2 (= 2Nt | = g pr (5.2.18)
oT\"954;)" T o \Pop )M T aT\Pay )TV T P\ T BT )T | T TR B

L

Pas 3

Din relatia anterioara (5.2.18)

qii = —pr— T(aat—l]fal + 8;; fiij + a’g;‘{k Vijk — pg_;ZT) (5.2.19)
Pas 4
Relatia precedenta (5.2.19) conduce la
qii =—pr+aijTe;j + b T+ cijxTyijx +alT. (5.2.20)
Pas 5
fn cazul liniaritatii, luand in considerare T ~ Ty, relatia anterioara (5.2.20) devine
qii = —pr +a;;Tog:j + bijTopii; + cijiToviji +aToT . (5.2.21)
Pas 6
Ecuatiei caldurii Cattaneo (4.3.8), conduce la
qii+704ii = (=Ki;Tj) i, 1,j=1,2,3. (5.2.22)
Pas 7
Se obtine relatia
(=KijT ;)i = =pr +Tolaij(1+TYDY)éij + bijflij + cijiyiji +aT]- ) (5.2.23)
- 1olp? — ai;To(1 +79D{")é;; — bijTofiij — cijToVijk — aToT].
Pas 8
Se scrie intr-o forma echivalenta precedenta relatie (5.2.23), dupa cum urmeaza
(—=Ki;T )i = p(l + TQ%)I" + (% + Toj—;) [ —a;jTo(1+79D{)e;j—
(5.2.24)

= bijTopij — cijxToyijk — aloT

72



Lavinia MUNTEANU (cdsdtorita CODARCEA-MUNTEANU)

Acestia au constituit pasii completi care conduc la determinarea formei ecuatiei non-Fourier a
caldurii, in contextul termoelasticitatii micromorfe care utilizeaza derivata fractionara Caputo, prin
urmare, se poate formula urmatoarea teorema:

Teorema 5.2.2 Ecuatia non-Fourier a caldurii in termoelasticitatea micromorfa, sub influenta de-
rivatei fractionare Caputo, este reprezentata prin ecuatia (5.2.24).

5.2.3.3 O perspectiva algoritmica asupra reciprocitatii

Cu scopul determinarii unei relatii de reciprocitate, in contextul teoriei prezentate pe parcursul
acestei sectiuni, vor fi evidentiate cateva notatii, definitii si teoreme:

- utilizadnd metoda lui lesan, prezentata in [59], vezi de asemenea [24, 25], pentru simplificarea
scrierii, ecuatiile de miscare (5.2.1) vor fi reformulate sub forma care urmeaza

tji,j + Fi = piig, (5.2.25)
Miijk +tji — Sji + Lij = Lk @ik,
iar ecuatia energiei, ca
pTon =qi;+H, (5.2.26)

unde pﬁ' = F[,p&j = lL,‘j $| pr = H;

- subiectul reciprocitatii va fi dezvoltat prin considerarea conditiilor initiale incorporate in ecuatiile
specifice termoelasticitatii mediilor micromorfe;

- se va folosi produsul de convolutie, introdus in sectiunea 3.2.2 prin Definitia 3.2.1;

- in scopul obtinerii unei relatii de reciprocitate, va fi utilizat rezultatul oferit de urmatoarea teorema:

Teorema 5.2.3 Functiile u;, p;; si n verifica ecuatiile (5.2.25), (5.2.26) si conditiile initiale (5.2.3),
dacé si numai dacda, urmétoarele relatii sunt satisfacute:

hxtji j+ Fi = pui,
hos (mpij i +tji = sji) + Zij = Lixpiks (5.2.27)

1
pn = Fol *qii+Q,

unde:

h(1) = (1% 1)(2),

-1 € [0, o), (5.2.28)

Fi = h+ Fi + p(tul +u?),
Q?ij :h*lLij+Iij(l(,0l1j+(,0?j), (5.2.29)

1
Q:—l>|<lH+p770.
Tp

Se considera doua sisteme de incarcare S(%), care actioneaza succesiv asupra mediului termoe-
lastic micromorf, definite dupa cum urmeaza

S(6) ={1Fi(5)’ ‘ZLl(Jé)’ 'ZH((S)’ ﬁfé)’ ¢'L('J§)’ 5(6)’?[(6)’ ’%ija 656)’ u?(é)’ uil(é)a

(5.2.30)
0(6) 1(8) 0(8) ..0(68 _
ij 9‘pij 70()377()}’ (5_1’2
Solutiile problemei mixte, corespunzatoare fiecarui sistem §(® 5 =1,2, vor fi notate
O = {ul®, 07,09}, 6=1,2. (5.2.31)
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Se vor folosi, de asemenea, relatiile care urmeaza

1
o 5 o ) o
(= Pny m = m e g0 = g, 00 = Sl HO 4 pr 0 5=12. (5232)

Cu scopul obtinerii unei relatii de reciprocitate, este prezentata o metoda algoritmica, ai carei pasi
care trebuie urmati sunt descrisi mai jos, mentionand faptul ca acest algoritm are la randul sdu un
sub-algoritm, al doilea pas fiind descris, la randul sau, de o serie de ,sub-pasi".

Pas 1
Se introduce functia 7-‘5,g reprezentata prin relatia

%ﬁ = t§J§) * El(f) + sl(](.s) * ,ulgf) +m§fk) * yl(]ﬁk) - (pr](‘s)) x P (5.2.33)

Pas 2

Se demonstreaza proprietatea de simetrie a functiilor nou introduse 75z, Si anume

Fop = Tps, 6=1.2, B=1,2. (5.2.34)
Pas 2.1
Se calculeaza produsul de convolutie C,-J-kl?;fj‘.s) <L)
Pas 2.2
Se determina produsul de convolutie B} * u.
Pas 2.3
Se dezvolta produsul de convolutie Aijklmn%-(,i) * yfﬁl
Pas 2.4
Se calculeaza produsul de convolutie ad(®) x 94,
Pas 2.5

Se obtine relatia de simetrie (5.2.34).

Pas 3

Realizdnd o paralela intre relatia de simetrie (5.2.34), corespunzatoare teoriei dezvoltate pe par-
cursul acestei sectiuni, si cea aferenta teoriei clasice a mediilor termoelastice micromorfe, expri-
mata prin intermediul lemei care urmeaza:

Lema 5.2.1 Functiile Fsp definite prin

s 5 s
Top =15+ elf sl ) +ml3) « )= (o) 0. (5235)
alaturi de relatiile de simetrie (5.2.8) indeplinite, satisfac proprietatea de simetrie

Fop = Fps, 0=1,2, B=1,2, (5.2.36)
se observa ca teoria clasica a termoelasticitatii mediilor micromorfe nu este influentata de utilizarea
derivatei fractionare, subliniind faptul ca ¢;; indeplinesc atéat relatia de simetrie (5.2.34), cat si relatia

clasica de simetrie (5.2.36), asadar rationamentul poate fi continuat precum in teoria clasica, spre
urmatorul pas.

Pas 4
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Relatia (5.2.35), conduce la o noua forma a functiilor s :

(9 2 u® 4 (9 4 ol8) ( l*q(5))*9(ﬁ)] [(8) B

¢5ﬁ ] j ij * Sij l] i j
(5.2.37)
(i) + 10 = 50) P 4 ( l*q(‘”) 0P QO g,
Pas 5
Din precedenta relatie (5.2.37), se obtine
1
/(h*?—:;ﬁ)dv / (ffé) u em® o o® _ L1 g9 4 g®) aas
To
oD
+/ FOu® 4 29« o s 0 5 0® — pu® u® [0l 5 g4 (5.2.38)
D
1 (8) . o(B)
+ Foh w [ % (Kijg’j * 9’1. ) dav
unde:
9 = h*F(6)+p( 1(8) Q(é))’
PO = hx L +1; (zgol(‘” +¢0(‘”), (5.2.39)

009 = Fl « O 4 pn(®)
0

Se poate concluziona faptul ca reciprocitatea termoelasticitatii mediilor micromorfe, sub influenta
conditiilor derivatei fractionare Caputo, este aceeasi precum reciprocitatea teoriei clasice, prin ur-
mare, pasii precedenti conduc firesc spre ultimul pas, reprezentat prin teorema care ofera relatia
clasica de reciprocitate de tip Betti, valabila in ambele cazuri, atat in teoria clasica, cat si in teoria
termoelasticitatii mediilor micromorfe, in contextul derivatei fractionare, dupa cum urmeaza.

Pas 6

Teorema 5.2.4 Dacé conditiile de simetrie (5.2.8) sunt indeplinite, coeficientii de microinertie I,
respectiv.componentele tensorului conductivitatii termice K;;, sunt simetrici si s\ este solutia
corespunzétoare problemei mixte in relatia cu fiecare sistem extern S'9 5 = 1,2, atunci are loc
urmétoarea relatie de reciprocitate

/(9(1) + 2D o QW s 9<2>)dv+
D
1
+/ h (tl.(l) (2) +ml(i) * (pl(j) Fol w g « 9(2))dA =
oD (5.2.40)
= / (971.(2) * ugl) + Z(f) * tp;}) —h* Q(2) * 6(1)) dV+
D
1
+/ h = (tl.(g) ( ) +m,(3) * <pl(i) Fol % q(2) * 9(1)) dA.
oD
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5.2.4 Concluzii

Abordarea rationamentului algoritmic in scopul elaborarii ecuatiilor constitutive si a ecuatiei non-
Fourier a caldurii, corespunzatoare teoriei termoelasticitatii mediilor micromorfe in contextul deri-
vatei fractionare Caputo, precum si demonstrarea validitatii relatiei de reciprocitate de tip Betti din
teoria clasica, in cadrul teoriei prezentate mai sus, si dezvoltate pe parcursul acestui capitol, are
ca efect dezvoltarea unor pasi concreti de urmat pentru atingerea acestui tel.

Acesti pasi reprezinta perspectiva algoritmica asupra teoriei termoelasticitatii mediilor micromorfe,
sub influenta derivatei fractionare Caputo, viziunea algoritmica conducand la crearea unui model,
pasii si,,sub-pasii" prezentati stabilind o schema care poate fi aplicata si in cazul altor medii, pentru
atingerea acelorasi obiective.

5.3 Existenta, unicitatea si dependenta continua a solutiei problemei mi-
xte, cu date initiale si la limitd, in termoelasticitatea mediilor micro-
morfe poroase, cu microtemperaturi

5.3.1 Preliminarii

Studiul problemei mixte, cu date initiale si la limita, corespunzatoare termoelasticitatii mediilor mi-
cromorfe poroase, sub influenta microtemperaturilor, constituie subiectul acestei sectiuni.

Acest subcapitol prezinta rezultatele publicate in articolul: Codarcea-Munteanu, L., Marin, M.: In-
fluence of Geometric Equations in Mixed Problem of Porous Micromorphic Bodies with Microtem-
perature. Mathematics 8(8) 1386, 1-16 (2020), https://doi.org/10.3390/math8081386, jurnal situat
in zona rosie, Q, cotat ISI, cu factor de impact 1,747 in anul 2019, premiat in cadrul competitiei
nationale ,,Premierea rezultatelor cercetarii-UEFISCDI", vezi [27].

5.3.2 Notatii si ecuatii fundamentale

Fie un mediu termoelastic micromorf poros, care ocupa domeniul D, din spatiul Euclidian tridi-
mensional R3, la momentul 75, D si dD reprezenténd notatiile corespunzatoare inchiderii regiunii
regulate D, respectiv frontierei, o suprafata neteda.

Exprimarea ecuatiilor fundamentale, care descriu comportamentul unui mediu termoelastic micro-
morf poros, cu microtemperaturi, se realizeaza prin intermediul variabilelor (u;, ¢;;, v, a, {;), u; fiind
componentele vectorului deplasare, ¢;; componentele tensorului de microdeformatie, v fractiunea
de volum aferenta golurilor, iar « si ¢;, cele doua noi variabile, introduse prin relatiile (2.2.1);_2, cu
notatiile corespunzatoare prezentate in sectiunea 2.2.2.

Ecuatiile si conditiile fundamentale, care guverneaza comportamentul unui mediu anizotrop, ter-
moelastic, micromorf, poros cu microtemperaturi, sunt cele care urmeaza:

- ecuatiile geometrice, expriméand tensorii de deformatie &;;, u;;, vijx, respectiv vectorul v;,

1
Eij =Uji—@ji, Mij = 5(901']' +@ji), Yijk = Qijks Vi=V,i, (x,1) € D x(0,00), (5.3.1)

- ecuatiile de miscare (5.2.1), cu notatiile corespunzatoare mentionate in sectiunea 5.2.2,

- ecuatiile fortelor de echilibru (4.4.1), cu notatiile aferente specificate in sectiunile 4.3.2 si 4.2.2,
- ecuatia energiei, sub forma relatiei (2.2.6), cu notatiile aferente prezentate in sectiunea 2.2.2,

- ecuatiile suplimentare ale energiei, ca rezultat al existentei microtemperaturilor, introduse prin
relatiile (2.2.7), cu notatiile mentionate in sectiunea 2.2.2,
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- ecuatiile constitutive, deduse prin aplicarea procedurii realizate de lesan si Quintanilla in [62],
vezi, de asemenea, [66],

tij = CijmnEmn + Eijmntmn + FijimnYimn + Bijv — aij& + dijmnSmn »
Sij = Emnij€mn + Bijmntmn + GijimnYimn + Cijv = bij& + €ijmnlmn »
Miij = AijkimnYimn + Fimijk€im + Gimijiclim + Dijicv — Cije& + fijkmnlmn »
pn = aij€ij + bijpij + CijiYiji + AV +ad + hiili j,
f = Bl-jsij + Cl-j,uij + Dijk')/ijk +ov-—Aa+ Fijgi,j 5 (532)
/li = A,-jvj - dijé:j +HijCZ’j ,
pni =djv;+Diil;+Ejia
ri = Hjin _Eij{.j +Kija',j .
Mij = dijmnEmn + €ijmntmn + fimnijYimn + &ijmn&mn + Fijv — hijé .
Coeficientii constitutivi C;jmn, Eijmn. - - -, Fij, hij, prezenti in reprezentarea ecuatiilor constitutive

(5.3.2), exprima specificatiile mediului si sunt functii prescrise, de clasa C!(D), care indeplinesc
urmatoarele relatii de simetrie:

Cijki = Criijs Bijki = Briij = Bjikis Aijkimn = Atmnijk> Eijki = Exiijs
Gijimn = Gjitmn, Aij = Aji, Bij = Bji, Cij = Cji, Kij = Kji, Dij =Dy, (5.3.3)
aij = dji, Cijk = Cjik, €ijmn = €jimn> &ijmn = mnij, dijmn = djimn~

Utilizarea ecuatiilor geometrice (5.3.1), a ecuatiilor constitutive (5.3.2), a ecuatiei fortelor de echi-

libru (4.4.1), precum si a ecuatiilor suplimentare ale energiei (2.2.7), conduce la obtinerea unui
sistem de ecuatii diferentiale, cu necunoscutele u;, ¢;;, v, a si {;, care are forma

[Cijmn(un,m —~ Qnm) + Eijmn‘pnm + Fijlmn‘ﬁlm,n + BijV —a;;a+ dijmngm,n],j +pfi = pii;,
[Aijklmn‘plm,n + Flmi_ik(”m,l - Qmi) + Glmijk‘pml + DijkV - Cijkd + ﬁjkmngm,n],k+
+ [Cijmn(un,m — Qnm) + Eijmn‘an + Fijlmn‘plm,n + BijV - aija’ + dijmn{m,n]_
- [Emnij(“n,m - ‘an) + Bijmngonm + Gijlmn‘plm,n + CijV - bija' + eijmné,m,n]"'
+plij = Ljx@ik,
(Aijuj = dijéj + Hija ;)i = Bij(uji = ¢ji) = Cij@ji = Dijkijx — oV + £~ (5.3.4)
- Fijdi,j+ pl = pkv,
(Hjivj = Eijéj + Kija ;)i — aij(iiji — i) = bijgji — cijkijx — £V — ad—
~ hijéi,j = —ps,
[dijmn(un,m - ‘;Dnm) teijmnPnm + flmnij‘plm,n + gijmn{m,n + FijV - hijd’] JT
- (d[jl'}j + Dijé;j + Ej,‘d”j) = —pM[.
in concordant& cu problema Dirichlet, corespunzatoare sistemului (5.3.4), conditiile pe frontiera se
considera sub forma care urmeaza
ui(x,1) = u;(x,1),
wij(x,1) = @i (x,1),
v(x,t) =v(x,1), (x,1) € 0D x (0, ), (5.3.5)
a(x,t) = a(x,t),

gi(xa t) = Z;(X, t)’
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unde u;, ¢;j, v, aSi EL sunt functii prescrise.

Conditiile initiale, care intregesc problema mixta, cu date initiale si la limita, asociata sistemului de
ecuatii (5.3.4), sunt prezentate in cele ce urmeaza

ui(x,0) = uf (x), i (x,0) = u} (x),
i (x,0) = ¢ (x),  ¢ij(x,0) = ¢ (x),
v(x,0) =v°(x), v(x,0) = vi(x), (5.3.6)
a(x,0) = a®(x), @(x,0) = at(x),
Li(x,0) =27, 4i(x,0) = ¢} (x),

; 0 1 0 1 0 1 0 1 #0airl i - -
pentru orice x € D, u, u}, ¢}, ¢;;, V0, v, @’ o', P si¢] fiind functii, de asemenea, prescrise.

Se mentioneaza faptul ca functiile si conditiile prezentate anterior sunt suficient de regulate pe
domeniul de definitie, pentru a avea posibilitatea efectuarii operatiilor matematice ulterioare.

Definitie 5.3.1 Se numeste solutie a problemei mixte, cu date initiale §i la limita, P, a termoelasticitatii
mediilor micromorfe poroase, cu microtemperaturi, sistemul ordonat (u;, ¢;j, v, @, {;) care satisface sistemul
de ecuatii (5.3.4), alaturi de conditiile initiale (5.3.6) si de conditiile la limita (5.3.5), pentru toti (x,t) €
D x (0, 00).

5.3.3 Rezultate auxiliare obtinute

Urmatoarea teorema exprima un rezultat auxiliar, util obtinerii unicitatii solutiei problemei mixte, cu
date initiale si la limita, a termoelasticitatii mediilor micromorfe poroase, cu microtemperaturi.

Teorema 5.3.1 Variabilele, care caracterizeaza deformatia unui mediu termoelastic micromorf po-
ros, verifica egalitatea
Lij€ij + Sijflij + MiijYijk + P& +EV + 4vi + pnidy +ria; + Mij i j =
= Cijmnsijgmn + 2Eijmn8ij/1mn + 2Fijlmn8ijylmn + Bijmnﬂij,umn"'
+2GijimnMijYimn + AijkimnYijkYimn + 2Bij€ijv + 2Cijuijv + 2Dk yijiv+ (5.3.7)
+2F;i ;v + ov? + 2d; jmn€ijlmn + 2€ijmntijCmn + 2fi jkmn¥ijkCm,n+

. N
+Ajjvivj + 2H;jvia j + Kija i@ j + 8ijmn8i, jEmn + Dijlilj + a(@)”.

Energia libera ¥ este considerata sub forma patratica

1
Y= §Cijmn8ij8mn + Eijmngij,umn + Fijlmngij')’lmn + §Bijmn/1ij/~lmn+

1
+ GijimnHijYimn + §Aijklmn7ijk71mn + Bijeijv + Cijpijv + Dijryijkv+ ( )
53.8

1
2
+ Fijgi,jv + §O'V + dijmngi]'gm,n + eijmn,uijévm,n + ﬁjkmn)’ijk§m,n+

1 1 1
+ g Aijvivj + Hijvia j + SKijaia j+ S8ijmndi.jlm.n-

Cu scopul obtinerii rezultatului referitor la unicitatea solutiei problemei mixte #, cu date initiale si
la limita, se considera ipotezele standard care urmeaza:

@Hp>0,1;;>0, k>0, a>0,

(if) forma patratica ¥, exprimata prin intermediul relatiei (5.3.8), este pozitiv semi-definita,

(iii) coeficientii tensorului conductivitatii termice K;; si cei constitutivi D;; sunt componentele unor
tensori pozitiv definiti.
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5.3.4 Rezultate principale obtinute
5.3.4.1 Unicitate

Teorema 5.3.2 Daca atét relatiile de simetrie (5.3.3), céat si ipotezele standard (i) — (iii) sunt veri-
ficate, atunci problema mixta P, cu date initiale si la limita, are cel mult o solutie.

5.3.4.2 Existenta

Subiectul existentei solutiei problemei mixte %, cu date initiale si la limita, va fi abordat Tn cazul in
care conditiile la limita sunt omogene, ceea ce inseamna ca

i (x,1) =0, @ij(x,0) =0, ¥(x,0) =0, @(x,1) =0, £i(x,) =0, (x,1) € D x (0,00). (5.3.9)

Faptul ca, atat sistemul de ecuatii, cat si conditiile asociate problemei mixte, sunt extrem de com-
plexe, demonstrarea rezultatului privind existenta solutiei acestei probleme va fi realizata intr-o
maniera speciala, vezi [66, 97, 101], aceea de a transforma problema mixta # intr-o problema
Cauchy corelata cu o ecuatie abstracta, de evolutie, pe un spatiu Hilbert, potrivit ales.

Tn cele ce urmeaza, vor fi folosite spatiile Hilbert si Sobolev bine-cunoscute, specificatiile referitoare
la aceste spatii, mentionate Tn sectiunile 2.2.3 si 4.4.3, vor fi luate in considerare si pe parcursul
acestei sectiuni.

Pe baza spatiilor Hilbert clasice Wé’g si L?, se defineste spatiul Hilbert # astfel
H=Wy>xL*x Wy x L* x Wy? x L2x Wy > x L* x Wy x L2, (5.3.10)

cu notatiile reprezentate n sectiunea 2.2.3. In relatia precedenta (5.3.10), spatiile Hilbert care se
regasesc in componenta produsului de definire, induc o norma care inzestreaza spatiul Hilbert H,
in continuare facandu-se referire la aceasta in calitate de norma originala a spatiului .

Se defineste, pe spatiul H, urmatorul produs scalar:

< (ui’ Ui, ‘pllagpl_]’ V9/'l9 a7ﬁ7 gi’ gl)’ (I/ll{, Ul/a ‘101/]’¢l’], Vl,/'ll9 a/’ﬂ/’ gi/’ gl/) >=

2

1 ’ ’ ’ ’ ’ 1 ’
5/(pUiUl- +Ijk¢ij®ik +pk,ll/.l +Dijg‘l-g‘j +aﬂ,8 )dV+ —/ [C,-J-mneijemn+
D D

+ Eijmn(gijlu;nn + 8;jﬂmn) + Fijimn (8iJ'7;mn + 8;j71m") + Bijmnﬂij'u',""-'-

+ Gijtmn (i 7Yy + 15 Yimn) + AijktmnYijk i + Bij (807" + &73v) + Cij(uijv” + pi;v)+ =
+ Dijic(vijev' +vijv) + Fij (G v + 8 jv) + vV + dijimn (€180 + €1 Cmn)+

+eijmn(Hij S + i jSmn) + fijiomn (Vijklmon + Vi jxfmn) + Aijuivi+

+ Hij(Uia':j + ulfoz,j) + Kija,iafj + gijmn§i,j§;;1,n]-

Teorema 5.3.3 Produsul scalar introdus prin relatia (5.3.11) induce o normé& echivalenta cu norma
originala din spatiul Hilbert H.

Alegerea formei operatorilor care urmeaza este inspirata de catre functiile care intra in componenta
membrului stang al fiecarei ecuatii care constituie sistemul (5.3.4), astfel incat, aplicand procedura
prezentata in [66], se introduc urmatorii operatori:

79



5. Contributii asupra mediilor micromorfe

1 1
Cilu = /_)Cijmnun,mj, C12$0 = _E [(Cijmn - Eijmn)‘ﬁnm,j - Fijlmn‘plm,nj]a

1 1 1
Biv = /_)BijV,j, AlB= _;aijlg,j D¢ = /—)dijmnfm,nj,
C]:jiu = (Ijk)_1 [(Cijmn - Emnij)un,m + Flmijkum,lk]’
C]ZCL,‘P = _(Ijk)_l [(Cijmn + Bijmn - 2Eijmn)90nm - Aijklmn¢lm,nk]>
Bl v =) [(Bij - Cij)v+ Dijkv],  ALB=—Ujx) " [(aij — bij)B+cijiB],

Dil{ = _(Ijk)_1 [(eijmn - dijmn)gm,n - ﬁjkmngm,nk],

Ev = /%(A,-jv,ij —ov), F¢= —pikdijgj,i’ Ga = pikHijQ',ij’ (5.3.12)
Hu=—iBi~u~~ Kg0=i[(B~~+C~~)t,D~—D~k<p~k]
pk J7Ts0 ,Ok tj L7yt i t,Kk]»
LB=—sp M{=-Fis, Na=-Kia
ok P ok D PRI

1 1 1
Pv=—Hjivj, Qf=-—¢€ijSj.i, R'U = ——aijUj.i»

R*® = %[(Cli/ —bi)®ji — cijkPiji]|, Su= —%éﬂ, Cou = Asid; jmntn,mj»
Clp = Ay [Ceijmn = dijmn)Pnmj + fimnijimni|,  Wsv = AsiFijv.j,
TIiB = —AgieijB.j, Vil = Asi&ijmnlmmnj> Zsi = —Asidijuj,
unde ¢;; = E;; + h;;, iar matricea Ay; = (A;;) se introduce astfel incat
AijDip =06y,
d ;1 fiind simbolul lui Kronecker, vezi sectiunile 2.2.3 si 4.4.3.

In cele ce urmeaza, se considera functiile matriceale U si U, corespunzatoare necunoscutelor
ui, Ui, @ij, -, i, i, Si datelor initiale u?, U?, go?j 0. &0, precum si matricea corespunzatoare
incarcarilor, #, sub forma
U = (ui, Ui, 9ij, Dij, v, . @, B, Lis Si)s
07/0 0 50 0,0 0 50 0 0
ﬂ():(uian$‘10ij’¢ij’V’ﬂ ,Cl,ﬂ ’gi’gi)’ (5313)
¥ =1(0,f,0,4;,0,¢,0,5,0,M;).

Pentru a transforma problema mixta #, cu date initiale si la limita, intr-o problem& Cauchy asociata
unei ecuatii abstracte, de evolutie, se introduce operatorul matriceal £, avand drept componente
operatorii definiti prin relatiile (5.3.12), cu domeniul de definitie D(L), reprezentat in cele ce ur-
meaza

D(L) = (Wy> nW>2) xWy? x (Wy? nW2) x Wi
x (Wé’2 A W2’2) x Wé’z % (WS’Q A W2’2) % Wé’zx (5.3.14)
x (Wy2 nW2) x W2,

semnificatia spatiilor Sobolev W,>*, W2, W > si W22 fiind bine-cunoscuta.

Prin intermediul functiilor matriceale introduse prin relatiile (5.3.13), problema Cauchy, asociata
ecuatiei de evolutie, are forma

a _ LUG) +F (),
dt 0<t<t, (5.3.15)
U0) =U,.
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Proprietatea operatorului £, oferita de teorema care urmeaza, este obligatorie in demonstrarea
rezultatului privind existenta solutiei problemei Cauchy anterioare (5.3.15).

Teorema 5.3.4 in conditiile in care atét relatiile de simetrie (5.3.3), precum si ipotezele standard
(i) — (iii) sunt valabile, atunci operatorul L este disipativ.

Teorema 5.3.5 Daca relatiile de simetrie (5.3.3) si ipotezele standard (i) — (iii) sunt indeplinite,
atunci operatorul L satisface conditia de contraimagine.

Prin intermediul Teoremelor 5.3.4 si 5.3.5, se demonstreaza faptul ca operatorul £ intruneste
conditiile cerute de Corolarul Lumer-Phillips, corespunzator Teoremei Hille-Yosida, vezi [7], [127],
in acest fel, fiind posibila enuntarea teoremei prezentata in continuare.

Teorema 5.3.6 Dacé relatiile de simetrie (5.3.3), precum si ipotezele standard (i) — (iii) sunt sa-
tisfacute, atunci operatorul L genereaza un semigrup de contractii pe spatiul Hilbert H.

Teorema 5.3.7 In conditiile in care, atét relatiile de simetrie (5.3.3), cét si ipotezele standard (i) —
(iti) sunt valabile, iar datele initiale Uy € D(L) si incarcdrile fi, ;. ¢, s, M; € C}([0,00),L?) N
([0, o), WS’Q), atunci problema abstracta, reprezentata prin relatiile (5.3.15), admite solutia unicé

U (1) € CH([0, ), H).

5.3.4.3 Dependenta continua

Teorema 5.3.8 Dacé relatiile de simetrie (5.3.3) si ipotezele standard (i) — (iii) sunt indeplinite,
atunci solutia U(t), a problemei (5.3.15), depinde continuu atat de datele initiale U, precum si de
incarcarile f;, ¢;;, €, s si M;, astfel ca

t
U@ < / I (fis €ijs € 5, M) || ds + U]
0

Rezultatul teoremei de mai sus caracterizeaza, in mod complet, solutia problemei Cauchy (5.3.15),
prin adaugarea, la rezultatele privind existenta si unicitatea solutiei, a dependentei continue in
raport, atat de datele initiale, precum si de incarcari.

5.3.5 Concluzii

Abordarea subiectului referitor la efectele microtemperaturii asupra mediilor termoelastice micro-
morfe, poroase, evidentiaza avantajele utilizarii teoriei semigrupurilor de operatori, in contextul
dificultatii crescute a ecuatiilor si conditiilor, cauzate de un numar mare de necunoscute.

Rezultatele calitative obtinute, corespunzatoare existentei, unicitatii sSi dependentei continue a so-
lutiei problemei mixte, cu date initiale si la limita, se datoreaza supletei acestei teorii, dezvoltarea
subiectului fiind posibild in mod firesc, chiar in cadrul unei complexitati crescute a ecuatiilor si con-
ditiilor care guverneaza teoria termoelasticitatii mediilor micromorfe, poroase, cu microtemperaturi.
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Capitolul 6

Concluzii finale, contributii originale.
Rezultate diseminate. Directii ulterioare de
cercetare

6.1 Concluzii finale, contributii originale

Rezultatele cercetarii, obtinute n timpul studiilor doctorale, s-au concretizat in treisprezece articole
publicate Tn aceasta perioada, noud articole publicate in reviste de specialitate cotate ISI, sianume,
[24, 26, 27,93, 96, 97, 99--101], un articol publicat in jurnal indexat BDI, [23], doua sub forma de
capitole, publicate in volume ale editurii Springer, indexate BDI, [25, 28], si un articol publicat in
volumul unei conferinte internationale de specialitate, [86].

Cinci dintre articolele publicate in reviste de specialitate, cotate ISI, au fost premiate in cadrul
competitiei nationale ,,Premierea rezultatelor cercetarii - UEFISCDI", si anume, [26, 27, 93, 100,
101].

Rezultatele originale, din cadrul tezei de doctorat, se bazeaza pe zece articole publicate, din cele
treisprezece, dintre care, sapte articole publicate in reviste cotate S|, mai exact, [26,27,96,97,99--
101], doua sub forma de capitole, publicate in volume ale editurii Springer, indexate BDI, [25, 28],
si un articol publicat in volumul unei conferinte internationale, [86]. Dintre articolele premiate, in
urma competitiei nationale ,,Premierea rezultatelor cercetarii - UEFISCDI", sunt incluse in teza de
doctorat patru, din cele cinci articole premiate, si anume, [26,27,100, 101].

Rezultatele cercetarii mediilor dipolare s-au concretizat atat in elaborarea unui model matematic
care a inclus efectele microtemperaturilor prezentate de microelemente, abordarea problemei mi-
xte si studierea unicitatii, existentei si dependentei continue a solutiei fiind realizata prin intermediul
teoriei semigrupurilor de operatori, precum si in analizarea consecintelor determinate de prezenta
teoriei Green-Naghdi de tip Il asupra comportarii spatiale a vibratiilor, realizata prin obtinerea unor
estimari ale amplitudinii.

Contributiile asupra mediilor dipolare poroase sunt materializate in modelarea teoriei termoelas-
ticitatii, aferente acestor medii, sub actiunea teoriei Green-Naghdi de tip Ill, fiind vizate studierea
unicitatii, realizata printr-o modalitate speciala, alaturi de obtinerea ecuatiilor constitutive si a unei
generalizari pentru un principiu variational foarte cunoscut, in studierea solutiilor generalizate ale
problemei mixte, asociate acestor medii, precum si in extinderea teoremei asociate domeniului de
influenta din teoria clasica a elasticitatii, prin generalizarea acesteia la contextul mediilor dipolare
poroase.

Cercetarea mediilor micropolare poroase a condus la obtinerea rezultatelor originale referitoare
la probleme foarte diverse, si anume: comportarea spatiala a vibratiilor armonice in timp si stu-
diul amplitudinii, in contextul acestor medii si in lipsa disiparii energiei, realizarea a doua modele
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matematice ale teoriei termoelasticitatii mediilor micropolare poroase, construite, unul in prezenta
unei deformatii de ordin fractionar, cu scopul obtinerii ecuatiilor constitutive, a ecuatiei non-Fourier
a caldurii si a unei relatii de reciprocitate, celalalt, ca o consecinta a inglobarii efectelor existentei
microtemperaturilor, precum si extinderea, asupra mediilor Cosserat poroase, a unui principiu de
minim al energiei.

Contributiile asupra mediilor micromorfe si asupra celor micromorfe poroase sunt concluzionate
prin elaborarea a doua modele matematice, primul, algoritmic, fiind dedicat aprofundarii teoriei ter-
moelasticitatii mediilor micromorfe, prin utilizarea derivatei fractionare Caputo, iar cel de-al doilea,
studiind problema mixta a termoelasticitatii mediilor micromorfe poroase, in prezenta microparti-
culelor inzestrate cu microtemperaturi.

Baza teoretica si modelele prezentate, expresii ale contributiei originale, constituie premizele ex-
tinderii studiilor efectuate si descrise pe parcursul tezei de doctorat, asupra unor medii si teme
diverse, prin folosirea tiparelor propuse.

6.2 Rezultate diseminate

6.2.1 Articole publicate in timpul studiilor doctorale, incluse in teza de doctorat

Articolele elaborate si publicate Tn timpul studiilor doctorale, mentionate in sectiunea 6.1, pe care
se bazeaza rezultatele originale, sunt prezentate in cele ce urmeaza, in ordinea aparitiei in cadrul
tezei de doctorat:

1) Marin Marin, Chirila Adina, Codarcea-Munteanu Lavinia: On a thermoelastic material having
a dipolar structure and microtemperatures. Applied Mathematical Modelling 80, 827-839, Elsevier
BV (2020, online 2019), https://doi.org/10.1016/j.apm.2019.11.022, cotat ISI, vezi [101],

WOS: 000517665300044; IMPACT FACTOR: 3,633
Research Domain: Engineering (Q1); Mathematics (Q;); Mechanics (Q1),

2) Marin Marin, Chirila Adina, Codarcea Lavinia, Vlase Sorin: On vibrations in Green-Naghdi ther-
moelasticity of dipolar bodies. Analele Stiintifice ale Universitatii Ovidius Constanta-Seria Mate-
matica 27(1), 125-140, Ovidius University (2019), https://doi.org/10.2478/auom-2019-0007, cotat
ISI, vezi [99],

WOS: 000465369400007; IMPACT FACTOR: 0,844
Research Domain: Mathematics (Q2),

3) Codarcea-Munteanu Lavinia, Marin Marin: A study on the thermoelasticity of three-phase-lag
dipolar materials with voids. Boundary Value Problems 2019(137), 1-24, Springer Verlag (2019),
https://doi.org/10.1186/s13661-019-1250-9, cotat IS, vezi [26],

WOS: 000482741800001; IMPACT FACTOR: 1,794
Research Domain: Mathematics (Q;),

4) Marin Marin, Codarcea Lavinia: The Initial Boundary Value Problem for Porous Bodies. Pro-
ceedings of the 15th Conference on Applied Mathematics APLIMAT 2016 2, 807-816, Bratislava,
Slovak Republic, Conference Proceedings (2016),
https://www.researchgate.net/publication/320232732, vezi [86],

5) Marin Marin, Othman Mohamed I.A., Vlase Sorin, Codarcea-Munteanu Lavinia: Thermoelasticity
of Initially Stressed Bodies with Voids: A Domain of Influence. Symmetry-Basel 11(4) 573, 1-12,
Multidisciplinary Digital Publishing Institute MDPI (2019),

https://doi.org/10.3390/sym11040573, cotat ISI, vezi [100],
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https://www.researchgate.net/publication/320232732
https://doi.org/10.3390/sym11040573
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WOS: 000467314400132; IMPACT FACTOR: 2,645
Research Domain: Science & Technology-Other Topics (Qs2),

6) Codarcea-Munteanu Lavinia, Marin Marin: Micropolar Thermoelasticity with Voids Using Frac-
tional Order Strain. In: Flaut Cristina, Hoskova-Mayerova Sarka, Flaut Daniel (eds.) Models and
Theories in Social Systems 179, 133-147, Springer, Cham (2018), https://doi.org/10.1007/978-3-
030-00084-4_7, indexat BDI, vezi [25],

7) Marin Marin, Codarcea Lavinia, Chirilda Adina: Qualitative results on mixed problem of micropo-
lar bodies with microtemperatures. Applications and Applied Mathematics AAM 12(2), 776-789
(2017), indexat ISI, vezi [97],

WOS: 000418606200009
Research Domain: Mathematics,

8) Marin Marin, Vlase Sorin, Codarcea-Munteanu Lavinia, Chirila Adina: A generalization of the mi-
nimum principle energy for Cosserat porous materials. Acta Technica Napocensis, Series: Applied
Mathematics, Mechanics, and Engineering 60(IV), 479-484, Technical University of Cluj-Napoca
(2017), indexat ISl, vezi [96],

WOS: 000428901100006
Research Domain: Mechanics,

9) Codarcea-Munteanu Lavinia, Marin Marin: An Algorithmic Perspective on the Thermoelasticity
of the Micromorphic Materials Using Fractional Order Strain. In: Ho$kova-Mayerova S., Flaut C.,
Maturo F. (eds) Algorithms as a Basis of Modern Applied Mathematics. Studies in Fuzziness and
Soft Computing 404, 161-176. Springer, Cham (2021). https://doi.org/10.1007/978-3-030-61334-
1_8, indexat BDI, vezi [28],

10) Codarcea-Munteanu Lavinia, Marin Marin: Influence of Geometric Equations in Mixed Problem
of Porous Micromorphic Bodies with Microtemperature. Mathematics 8(8) 1386, 1-16, Multidis-
ciplinary Digital Publishing Institute MPDI (2020), https://doi.org/10.3390/math8081386, cotat IS,
vezi [27],

WOS: 000564702500001; IMPACT FACTOR:1,747
Research Domain: Mathematics (Q;).

6.2.2 Prezentarea rezultatelor cercetarii

Conferintele internationale, in cadrul carora am prezentat rezultate ale cercetarii, obtinute pe par-
cursul studiilor doctorale, sunt:

e MATHMOD 9th VIENNA International Conference on Mathematical Modelling,
February 21-23, 2018, University of Technology, Wien, Austria

Organizator: Vienna University of Technology - Automation and Control Institute (ACIN),
Institute for Analysis and Scientific Computing (ASC),

Prezentare: Modeling Fractional Order Strain in Dipolar Thermoelasticity,

Sectiune: Mechanical Systems 3;

e  BRAMAT 11th International Conference on Materials Science and Engineering, March
13-16, 2019, Poiana Brasov, Brasov, Romania

Organizator: Universitatea Transilvania din Brasov,

Prezentare: A study on the thermoelasticity of three-phase-lag dipolar materials with
voids,

Sectiune: Ceramics, polymers and composite materials.
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6.2.3 Articole publicate in timpul studiilor doctorale, care nu au fost incluse in teza de doc-
torat

Alte articole elaborate si publicate Tn reviste de specialitate, pe parcursul studiilor doctorale, care
nu au fost incluse in teza de doctorat, sunt prezentate in cele ce urmeaza, doua dintre acestea
fiind publicate in reviste cotate ISI, iar unul in revista indexata BDI. Ordinea prezentarii acestor
lucrari este cea a publicarii.

1) Codarcea-Munteanu Lavinia,, Marin Marin: Thermoelasticity with fractional order strain for dipolar
materials with voids. Bulletin of the Transilvania University of Brasov, Series Ill: Mathematics,
Informatics, Physics 10(59)(2), 49-58, Transilvania University Press (2017), indexat BDI, vezi [23],

2) Marin Marin, Agarwal Ravi P., Codarcea Lavinia: A mathematical model for three-phase-lag
dipolar thermoelastic bodies. Journal of Inequalities and Applications 2017(109), 1-16, Springer
Open (2017), https://doi.org/10.1186/s13660-017-1380-5, cotat ISI, vezi [93],

WOS: 000401064900003; IMPACT FACTOR: 1,47
Research Domain: Mathematics (Q),

3) Codarcea-Munteanu Lavinia, Chirila Adina, Marin Marin: Modeling Fractional Order Strain in
Dipolar Thermoelasticity. IFAC PapersOnLine 51-2, 601-606, Elsevier Science Direct (2018),
https://doi.org/10.1016/j.ifacol.2018.03.102, indexat ISI, vezi [24],

WOS: 000435693000103
Research Domain: Automation & Control Systems (Q3).

6.2.4 Premierea rezultatelor cercetarii

Dintre articolele publicate pe parcursul scolii doctorale, prezentate mai sus, au fost premiate, in
cadrul competitiei nationale Premierea rezultatelor cercetarii - UEFISCDI, urmatoarele articole:

1) A mathematical model for three-phase-lag dipolar thermoelastic bodies. Journal of Inequalities
and Applications, PN - Ill - P1 - 1.1 - PRECISI - 2017 - 17279, vezi [93],

2) A study on the thermoelasticity of three-phase-lag dipolar materials with voids. Boundary Value
Problems, PN - 1ll - P1 - 1.1 - PRECISI - 2019 - 37183, vezi [26],

3) Thermoelasticity of Initially Stressed Bodies with Voids: A Domain of Influence. Symmetry-Basel,
PN - 1ll - P1 - 1.1 - PRECISI - 2019 - 33351, vezi [100],

4) On a thermoelastic material having a dipolar structure and microtemperatures. Applied
Mathematical Modelling, PN - Ill - P1 - 1.1 - PRECISI - 2020 - 43142, vezi [101],

5) Influence of Geometric Equations in Mixed Problem of Porous Micromorphic Bodies with
Microtemperature. Mathematics, PN - 1ll - P1 - 1.1 - PRECISI - 2020 - 46560, vezi [27].

6.3 Directii ulterioare de cercetare

Pe baza modelelor si a subiectelor teoretice, referitoare la cazul anizotrop al mediilor poroase,
elaborate pe parcursul tezei de doctorat, o directie viitoare de cercetare va fi reprezentata de
studierea cazului izotrop, asociat acestor medii poroase, cadru in care coeficientii se regasesc in
numar mult mai restrans decéat in cazul anizotrop, facilitdnd realizarea unor aplicatii numerice.

O alta directie viitoare de cercetare va consta in concretizarea rezultatelor studierii propagarii un-
delor in medii termoelastice anizotrope poroase, in prezenta teoriei Green-Naghdi de tip Ill, sub
forma unor simulari numerice si reprezentari grafice care sa interpreteze efectele, atat ale actiunii
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6. Concluzii finale, contributii originale. Rezultate diseminate. Directii ulterioare de cercetare

acestei teorii, precum si ale prezentei porilor, asupra diverselor caracteristici ale undelor, cum ar fi
viteza de faza sau factorul de calitate care defineste atenuarea, analiza vizand deopotriva situatiile
in care calculele numerice sunt afectate sau cele in care acestea nu sunt influentate de existenta
golurilor.

in aceeasi directie de cercetare se va incadra si studierea propagarii undelor in medii care prezinta
tipare ale deformarii de tip ,,origami", materializate prin expresia unor simulari numerice si a unor
modele grafice. Cercetarea va fi realizata pe medii ortotrope, predispuse plierii, prin intermediul
functiei Green, armonice in timp, care va avea un rol perturbator, iar prezenta unei surse emitente,
in mod constant, va determina o perturbare cu fronturi paralele cu plierea, si implicit o deformare
de tip ,,origami".

86



Bibliografie

[1] Abbas, I.A.: Generalized thermoelastic interaction in functional graded material with
fractional order three-phase lag heat transfer. J. Cent. South Univ. 22(5), 1606-1613
(2015). https://doi.org/10.1007/s11771-015-2677-5

[2] Adams, R.A.: Sobolev Spaces, 1st Edition, Pure and Applied Mathematics Series 65.
Academic Press, New York (1975).

[3] Altenbach, H., Eremeyeyv, V.A.: Cosserat Media. Chapter in Generalized continua - from
the theory to engineering applications, 65-130 (2013).
https://doi.org/10.1007/978-3-7091-1371-4_2

[4] Aouadi, M.: A theory of thermoelastic diffusion materials with voids. Z. Angew. Math. Phys.
61(2), 357-379 (2010). https://doi.org/10.1007/s00033-009-0016-0

[5] Bazarra, N., Campo, M., Fernandez, J.R.: A thermoelastic problem with diffusion,
microtemperatures, and microconcentrations. Acta Mech. 230, 31-48 (2019).
https://doi.org/10.1007/s00707-018-2273-5

[6] Baleanu, D., Diethelm, K., Scalas, E., Trujillo, J.J.: Fractional Calculus: Models and
Numerical Methods, Second Edition. Series on Complexity, Nonlinearity and Chaos:
Volume 5, World Scientific (2012). https://doi.org/10.1142/10044

[7] Brezis, H.: Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations.
Universitex, Springer, New York (2011). https://doi.org/10.1007/978-0-387-70914-7

[8] Cao, W.,, Yang, X., Tian, X.: Basic theorems in linear micromorphic thermoelasticity and
their primary application. Acta Mech. Solida Sin. 26(2), 161-176 (2013).
https://doi.org/10.1016/S0894-9166(13)60016-6

[9] Caputo, M.: Linear models of dissipation whose Q is almost frequency independent-II.
Geophys. J. R. Astron. Soc. 13(5), 529-539 (1967).
https://doi.org/10.1111/j.1365-246X.1967.tb02303.x

[10] Caputo, M., Fabrizio, M.: A new Definition of Fractional Derivative without Singular Kernel.
Progr. Fract. Differ. Appl. 1(2), 73-85 (2015).

[11] Carbonaro, B., Russo, R.: Energy inequalities and the domain of influence theorem in
classical elastodynamics. J. Elast. 14(2), 163-174 (1998).
https://doi.org/10.1007/BF0004 1663

[12] Cattaneo, C.: Sulla conduzione del calore. Atti. Sem. Mat. Fis. Univ. Modena 3, 83-101
(1948).

[13] Ciarletta, M.: A theory of micropolar thermoelasticity without energy dissipation. J. Therm.
Stresses 22(6), 581-594 (1999). https://doi.org/10.1080/014957399280760

87


https://doi.org/10.1007/s11771-015-2677-5
https://doi.org/10.1007/978-3-7091-1371-4_2
https://doi.org/10.1007/s00033-009-0016-0
https://doi.org/10.1007/s00707-018-2273-5
https://doi.org/10.1142/10044
https://doi.org/10.1007/978-0-387-70914-7
https://doi.org/10.1016/S0894-9166(13)60016-6
https://doi.org/10.1111/j.1365-246X.1967.tb02303.x
https://doi.org/10.1007/BF00041663
https://doi.org/10.1080/014957399280760

BIBLIOGRAFIE

[14] Ciarletta, M., Scalia, A.: Some Results in Linear Theory of Thermomicrostretch Elastic
Solids. Meccanica 39(3), 191-206 (2004).
https://doi.org/10.1023/B:MECC.0000022843.48821.af

[15] Chandrasekharaiah, D.S.: A uniqueness theorem in the theory of elastic materials with
voids. J. Elast. 18(2),173-179 (1987). https://doi.org/10.1007/BF00127556

[16] Chandrasekharaiah, D.S.: Hyperbolic Thermoelasticity: A review of Recent Literature.
Appl. Mech. Rev. 51(12), 705-729 (1998). https://doi.org/10.1115/1.3098984

[17] Chirila, A.: Generalized micropolar thermoelasticity with fractional order strain. Bull.
Transilvania Univ. Brasov, Ser. Ill: Math. Inf. Phys. 10(59)(1), 83-90 (2017).

[18] Chirita, S.: Spatial decay estimates for solutions describing harmonic vibrations in a
thermoelastic cylinder. J. Therm. Stresses 18(4), 421-436 (1995).
https://doi.org/10.1080/01495739508946311

[19] Chirita, S., Ghiba, 1.D.: Strong ellipticity and progressive waves in elastic materials with
voids. Proc. Math. Phys. Eng. Sci. 466, 439-458 (2010).
https://doi.org/10.1098/rspa.2009.0360

[20] Chirita, S.: On the harmonic vibrations in linear theory of thermoelasticity of type Ill. Mech.
Res. Commun. 38, 393-398 (2011). https://doi.org/10.1016/j.mechrescom.2011.05.006

[21] Chirita, S., Ciarletta, M., D'Apice, C.: On the theory of thermoelasticity with
microtemperatures. J. Math. Anal. Appl. 397(1), 349-361 (2013).
https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2012.07.061

[22] Choudhuri, S.K.R.: On A Thermoelastic Three-Phase-Lag Model. J. Therm. Stresses
30(3), 231-238 (2007). https://doi.org/10.1080/01495730601130919

[23] Codarcea-Munteanu, L., Marin, M.: Thermoelasticity with fractional order strain for dipolar
materials with voids. Bull. Transilvania Univ. Brasov, Ser. lll: Math. Inf. Phys. 10(59)(2),
49-58 (2017).

[24] Codarcea-Munteanu, L. F., Chirila, A.N., Marin, M.: Modeling Fractional Order Strain in
Dipolar Thermoelasticity. IFAC PapersOnLine 51-2, 601-606 (2018).
https://doi.org/10.1016/j.ifacol.2018.03.102

[25] Codarcea-Munteanu, L., Marin, M.: Micropolar Thermoelasticity with Voids Using Fractional
Order Strain. In: Flaut Cristina, Hoskova-Mayerova Sarka, Flaut Daniel (eds) Models and
Theories in Social Systems 179, 133-147. Springer, Cham (2018).
https://doi.org/10.1007/978-3-030-00084-4_7

[26] Codarcea-Munteanu, L., Marin, M.: A study on the thermoelasticity of three-phase-lag
dipolar materials with voids. Bound. Value Probl. 2019(137), 1-24 (2019).
https://doi.org/10.1186/s13661-019-1250-9

[27] Codarcea-Munteanu, L., Marin, M.: Influence of Geometric Equations in Mixed Problem of
Porous Micromorphic Bodies with Microtemperature. Mathematics 8(8) 1386, 1-16 (2020).
https://doi.org/10.3390/math8081386

[28] Codarcea-Munteanu, L., Marin, M.: An Algorithmic Perspective on the Thermoelasticity of
the Micromorphic Materials Using Fractional Order Strain. In:Ho$kova-Mayerova S., Flaut
C., Maturo F. (eds) Algorithms as a Basis of Modern Applied Mathematics. Studies in
Fuzziness and Soft Computing 404, 161-176.Springer Cham (2021)
https://doi.org/10.1007/978-3-030-61334-1_8

88


https://doi.org/10.1023/B:MECC.0000022843.48821.af
https://doi.org/10.1007/BF00127556
https://doi.org/10.1115/1.3098984
https://doi.org/10.1080/01495739508946311
https://doi.org/10.1098/rspa.2009.0360
https://doi.org/10.1016/j.mechrescom.2011.05.006
https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2012.07.061
https://doi.org/10.1080/01495730601130919
https://doi.org/10.1016/j.ifacol.2018.03.102
https://doi.org/10.1007/978-3-030-00084-4_7
https://doi.org/10.1186/s13661-019-1250-9
https://doi.org/10.3390/math8081386
https://doi.org/10.1007/978-3-030-61334-1_8

Lavinia MUNTEANU (cdsdtorita CODARCEA-MUNTEANU)

[29] Cosserat, E., Cosserat, F.: Théorie des corps déformables. Librairie Scientifique A.
Hermann et Fils, Paris (1909).

[30] Cowin, S.C., Nunziato, J.W.: Linear elastic materials with voids. J. Elast. 13(2), 125-147
(1983). https://doi.org/10.1007/BF00041230

[31] Dow, J.O.: Problem Definition and Development. In: A Unified Approach to the Finite
Element Method and Error Analysis Procedures, 1st Edition, 1-78. Academic Press, United
States (1998). https://doi.org/10.1016/B978-012221440-0/50029-7

[32] Dyszlewicz, J.: Micropolar Theory of Elasticity. Lecture Notes in Applied and
Computational Mechanics Vol.15, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg (2004).
https://doi.org/10.1007/978-3-540-45286-7

[33] El-Karamany, A.S., Ezzat, M.A.: On fractional thermoelasticity. Math. Mech. Solids 16(3),
334-346 (2011). https://doi.org/10.1177/1081286510397228

[34] El-Karamany, A.S., Ezzat, M.A.: On the three-phase-lag linear micropolar thermoelasticity
theory. Eur. J. Mech. A/Solids 40, 198-208 (2013).
https://doi.org/10.1016/j.euromechsol.2013.01.011

[35] Eringen, A.C.: Nonlinear Theory of Continuous Media. In: McGraw-Hill series in
engineering sciences. McGraw-Hill Publishing Company, 477 pg., New York, U.S. (1962)

[36] Eringen, A.C. : Mechanics of micromorphic materials. In: Applied Mechanics, 131-138.
Springer, Berlin, Heidelberg (1966). https://doi.org/10.1007/978-3-662-29364-5_12

[37] Eringen, A.C., Suhubi, E.S.: Nonlinear theory of simple micro-elastic solids-I. Int. J. Eng.
Sci. 2(2), 189-203 (1964). https://doi.org/10.1016/0020-7225(64)90004-7

[38] Eringen, A.C.: Linear Theory of Micropolar Elasticity. J. Math. Mech. 15(6), 909-923
(1966). https://www.jstor.org/stable/24901442

[39] Eringen, A.C.: Mechanics of Micromorphic Continua. In: Mechanics of Generalized
Continua, 18-35. Springer, Berlin, Heidelberg
(1968).https://doi.org/10.1007/978-3-662-30257-6_2

[40] Eringen, A.C.: Micropolar Elastic Solids with Stretch. In: Elastic Solids, 31 pg., Princeton
University, Department of Aerospace and Mechanical Science, U.S. (1968).

[41] Eringen, A.C.: Foundations of micropolar thermoelasticity. International Centre for
Mechanical Sciences Udine, Courses and lectures 23, Springer-Verlag, Wien GMBH
(1970).

[42] Eringen, A.C.: Balance laws of micromorphic mechanics. Int. J. Eng. Sci. 8(10), 819-828
(1970). https://doi.org/10.1016/0020-7225(70)90084-4

[43] Eringen, A.C.: Theory of micromorphic materials with memory. Int. J. Eng. Sci. 10(7),
623-641 (1972). https://doi.org/10.1016/0020-7225(72)90089-4

[44] Eringen, A.C.: Continuum Physics lll: Mixtures and E.M. Field Theories. Academic Press
Inc., New Jersey (1976). https://doi.org/10.1016/B978-0-12-240803-8.X5001-4

[45] Eringen, A.C.: Theory of thermo-microstretch elastic solids. Int. J. Eng. Sci. 28(12),
1291-1301 (1990). https://doi.org/10.1016/0020-7225(90)90076-U

[46] Eringen, A.C.: Micromorphic Elasticity. In: Microcontinuum Field Theories 269-285,
Springer, New York, NY (1999). https://doi.org/10.1007/978-1-4612-0555-5 7

89


https://doi.org/10.1007/BF00041230
https://doi.org/10.1016/B978-012221440-0/50029-7
https://doi.org/10.1007/978-3-540-45286-7
https://doi.org/10.1177/1081286510397228
https://doi.org/10.1016/j.euromechsol.2013.01.011
https://doi.org/10.1007/978-3-662-29364-5_12
https://doi.org/10.1016/0020-7225(64)90004-7
https://www.jstor.org/stable/24901442
https://doi.org/10.1007/978-3-662-30257-6_2
https://doi.org/10.1016/0020-7225(70)90084-4
https://doi.org/10.1016/0020-7225(72)90089-4
https://doi.org/10.1016/B978-0-12-240803-8.X5001-4
https://doi.org/10.1016/0020-7225(90)90076-U
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-0555-5_7

BIBLIOGRAFIE

[47] Eringen, A.C.: Microcontinuum Field Theories: I. Foundations and Solids. Springer, New
York (1999).

[48] Ezzat, M.A., El Karamany, A.S., Fayik, M.A.: Fractional order theory in thermoelastic solid
with three-phase-lag heat transfer. Arch. Appl. Mech. 82(4), 557-572 (2012).
https://doi.org/10.1007/s00419-011-0572-6

[49] Ezzat, M.A., El-Karamany, A.S., El-Bary, A.A.: Two-temperature theory in Green-Naghdi
thermoelasticity with fractional phase-lag heat transfer. Microsyst. Technol. 24(2), 951-961
(2018). https://doi.org/10.1007/s00542-017-3425-6

[50] Goodman, M.A., Cowin, S.C.: A continuum theory for granular materials. Arch. Ration.
Mech. Anal. &44(4), 249-266 (1972). https://doi.org/10.1007/BF00284326

[51] Green, A.E., Rivlin, R.S.: Multipolar continuum mechanics. Arch. Ration. Mech. Anal.
17(2), 113-147 (1964). https://doi.org/10.1007/BF00253051

[52] Green, A.E., Naghdi, P.M.: On thermodynamics and the nature of the second law. Proc.
Math. Phys. Eng. Sci. 357(1690), 253-270 (1977). https://doi.org/10.1098/rspa.1977.0166

[53] Green, A.E., Naghdi, P.M.: A re-examination of the basic postulates of thermomechanics.
Proc. Math. Phys. Eng. Sci. 432(1885), 171-194 (1991).
https://doi.org/10.1098/rspa.1991.0012

[54] Green, A.E., Naghdi, P.M.: On undamped heat waves in an elastic solid. J. Therm.
Stresses 15(2), 253-264 (1992). https://doi.org/10.1080/01495739208946136

[55] Green, A.E., Naghdi, P.M.: Thermoelasticity without energy dissipation. J. Elast. 31(3),
189-208 (1993). https://doi.org/10.1007/BF00044969

[56] Grot, R.A.: Thermodynamics of a continuum with microstructure. Int. J. Eng. Sci. 7(8),
801-814 (1969). https://doi.org/10.1016/0020-7225(69)90062-7

[57] Gurtin, M.E.: Variational principles for linear initial-value problems. Q. Appl. Math. 22(3),
252-256 (1964).

[58] Hetnarski, R.B.: Thermal Stresses IV. Elsevier, Amsterdam (1996).

[59] lesan, D.: Mecanica generalizata a solidelor. Universitatea "Al. |. Cuza”, Centrul de
multiplicare, lasi (1980).

[60] lesan, D.: A theory of thermoelastic materials with voids. Acta Mech. 60(1-2), 67-89
(1986). https://doi.org/10.1007/BF01302942

[61] lesan, D., Quintanilla, R.: Existence and continuous dependence results in the theory of
microstretch elastic bodies. Int. J. Eng. Sci. 32(6), 991-1001 (1994).
https://doi.org/10.1016/0020-7225(94)90051-5

[62] lesan, D., Quintanilla, R.: On a theory of thermoelasticity with microtemperatures. J.
Therm. Stresses 23(3), 199-215 (2000). https://doi.org/10.1080/014957300280407

[63] lesan, D.: On a theory of micromorphic elastic solids with microtemperatures. J. Therm.
Stresses 24(8), 737-752 (2001). https://doi.org/10.1080/014957301300324882

[64] lesan, D.: Thermoelastic Models of Continua, Solid Mechanics and its Applications Series
118. Springer Science+Business Media Dordrecht, originally published by Kluwer
Academic Publishers (2004). https://doi.org/10.1007/978-1-4020-2310-1

[65] lesan, D., Nappa, L.: On the theory of heat for micromorphic bodies. Int. J. Eng. Sci.
43(1-2),17-32 (2005). https://doi.org/10.1016/j.ijengsci.2004.09.003

90


https://doi.org/10.1007/s00419-011-0572-6
https://doi.org/10.1007/s00542-017-3425-6
https://doi.org/10.1007/BF00284326
https://doi.org/10.1007/BF00253051
https://doi.org/10.1098/rspa.1977.0166
https://doi.org/10.1098/rspa.1991.0012
https://doi.org/10.1080/01495739208946136
https://doi.org/10.1007/BF00044969
https://doi.org/10.1016/0020-7225(69)90062-7
 https://doi.org/10.1007/BF01302942
https://doi.org/10.1016/0020-7225(94)90051-5
https://doi.org/10.1080/014957300280407
https://doi.org/10.1080/014957301300324882
https://doi.org/10.1007/978-1-4020-2310-1
https://doi.org/10.1016/j.ijengsci.2004.09.003

Lavinia MUNTEANU (cdsdtorita CODARCEA-MUNTEANU)

[66] lesan, D., Quintanilla, R.: On thermoelastic bodies with inner structure and
microtemperatures. J. Math. Anal. Appl. 354(1), 12-23 (2009).
https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2008.12.017

[67] Ignaczak, J., Carbonaro, B., Russo, R.: Domain of influence theorem in thermoelasticity
with one relaxation time. J. Therm. Stresses 9 (1), 79-91 (1986).
https://doi.org/10.1080/01495738608961889

[68] lovane, G., Passarella, F.: Some Theorems in Thermoelasticity for Micropolar Porous
Media. Rev. Roum. Sci. Tech. Ser. Mec. Appl. 46(1-6), 9-18 (2001).

[69] Kumar, R., Gupta, V.: Uniqueness, reciprocity theorem and variational principle in fractional
order theory of thermoelasticity with voids. Mater. Phys. Mech. (M.P.M.) 1(1), 21-34 (2013).

[70] Lianngenga, R.: Theory of micropolar thermoelastic materials with voids. IJPAMS 9(1), 1-8
(2016).

[71] Liu, W., Saanouni, K., Forest, S., Hu, P.: The Micromorphic Approach to Generalized Heat
Equations. J. Non-Equilib. Thermodyn. 42(4), 327-357 (2017).
https://doi.org/10.1515/jnet-2016-0080

[72] Lord, H.W., Shulman, Y.: A generalized dynamical theory of theroelasticity. J. Mech. Phys.
Solids 15(5), 299-309 (1967). https://doi.org/10.1016/0022-5096(67)90024-5

[73] Luca, I.: Domain of influence and uniqueness in viscothermoelasticity of integral type.
Cont. Mech. Termodyn. 1 (3), 213-226 (1989). https://doi.org/10.1007/BF01171380

[74] Malinowska, A.B., Odzijewicz, T., Torres, D.F.M.: Advanced Methods in the Fractional
Calculus of Variations. Springer Briefs in Applied Sciences and Technology, Springer
(2015). https://doi.org/10.1007/978-3-319-14756-7

[75] Marin, M.: Cesaro means in thermoelasticity of dipolar bodies. Acta Mech. 122(1-4),
155-168 (1997). https://doi.org/10.1007/BF01181996

[76] Marin, M.: A temporally evolutionary equation in elasticity of micropolar bodies with voids.
Politehn. Univ. Bucharest Sci. Bull. Ser. A Appl. Math. Phys. 60(3-4), 3-12 (1998).

[77] Marin, M., Marinescu, C.: Thermoelasticity of initially stressed bodies, asymptotic
equipartition of energy. Int. J. Eng. Sci. 36(1), 73-86 (1998).
https://doi.org/10.1016/S0020-7225(97)00019-0

[78] Marin, M.: An evolutionary equation in thermoelasticity of dipolar bodies. J. Math. Phys.
40(3), 1391-1399 (1999). https://doi.org/10.1063/1.532809

[79] Marin, M.: Week Solutions in Elasticity of Dipolar Porous Materials. Math. Probl. Eng.
2008, article ID 158908, 1-8 (2008). https://doi.org/10.1155/2008/158908

[80] Marin, M.: Harmonic Vibrations in Thermoelasticity of Microstretch Materials. J. Vib.
Acoust. 132(4):044501, 1-6 (2010). https://doi.org/10.1115/1.4000971

[81] Marin, M.: Some Estimates on Vibrations in Thermoelasticity of Dipolar Bodies. J. Vib.
Control 16(1), 33-47 (2010). https://doi.org/10.1177/1077546309103419

[82] Marin, M., Florea, O.: On temporal behaviour of solutions in Thermoelasticity of porous
micropolar bodies. An. St. Univ. Ovidius Constanta 22(1), 169-188 (2014).
https://doi.org/10.2478/auom-2014-0014.

[83] Marin, M., Abbas, |.A., Kumar, R.: Relaxed Saint-Venant principle for thermoelastic
micropolar diffusion. Struct. Eng. Mech. 51(4), 651-662 (2014).
https://doi.org/10.12989/sem.2014.51.4.651

91


https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2008.12.017
https://doi.org/10.1080/01495738608961889
https://doi.org/10.1515/jnet-2016-0080
https://doi.org/10.1016/0022-5096(67)90024-5
https://doi.org/10.1007/BF01171380
https://doi.org/10.1007/978-3-319-14756-7
https://doi.org/10.1007/BF01181996
https://doi.org/10.1016/S0020-7225(97)00019-0
https://doi.org/10.1063/1.532809
https://doi.org/10.1155/2008/158908
https://doi.org/10.1115/1.4000971
https://doi.org/10.1177/1077546309103419
https://doi.org/10.2478/auom-2014-0014
https://doi.org/10.12989/sem.2014.51.4.651

BIBLIOGRAFIE

[84] Marin, M., Agarwal, R.P.: On the possibility of locating in time of solutions for thermoelastic
porous dipolar bodies. Acta Mech. 226(6), 2053-2063 (2015).
https://doi.org/10.1007/s00707-014-1276-0

[85] Marin, M., Othman, M.I.A., Abbas, I.A.: An Extension of the Domain of Influence Theorem
for Generalized Thermoelasticity of Anisotropic Material with Voids. J. Comput. Theor.
Nanos. 12(8), 1594-1598 (2015). https://doi.org/10.1166/jctn.2015.3934

[86] Marin, M.,Codarcea, L.: The Initial Boundary Value Problem for Porous Bodies. Proceedings
of the 15th Conference on Applied Mathematics APLIMAT 2016 2, 807-816, Bratislava,
Slovak Republic (2016). https://www.researchgate.net/publication/320232732

[87] Marin, M., Baleanu, D.: On vibrations in thermoelasticity without energy dissipation for
micropolar bodies. Bound. Value Probl. 2016(111), 1-19 (2016).
https://doi.org/10.1186/s13661-016-0620-9

[88] Marin, M., Craciun, E.M., Pop, N.: Considerations on mixed initial-boundary value
problems for micropolar porous bodies. Dynam. Syst. Appl. 25(1-2), 175-196 (2016).

[89] Marin, M., Nicaise, S.: Existence and stability results for thermoelastic dipolar bodies with
double porosity. Contin. Mech. Termodyn. 28(6), 1645-1657 (2016).
https://doi.org/10.1007/s00161-016-0503-4

[90] Marin, M.: An approach of a heat-flux dependent theory for micropolar porous media.
Meccanica 5(5), 1127-1133 (2016). https://doi.org/10.1007/s11012-015-0265-2

[91] Marin, M., Abbas, |.: Evolution of solutions for dipolar bodies in Thermoelasticity without
energy dissipation. An. St. Univ. Ovidius Constanta-Seria Matematica 24(1), 57-82 (2016).
https://doi.org/10.1515/auom-2016-0019

[92] Marin, M., Baleanu, D., Vlase, S.: Effect of microtemperatures for micropolar thermoelastic
bodies. Struct. Eng. Mech. 6(3), 381-387 (2017).
https://doi.org/10.12989/sem.2017.61.3.381

[93] Marin, M., Agarwal, R.P., Codarcea, L.: A mathematical model for three-phase-lag dipolar
thermoelastic bodies. J. Inequal. Appl. 2017(109), 1-16 (2017).
https://doi.org/10.1186/s13660-017-1380-5

[94] Marin, M., Broadbridge, P., Ochsner, A.: Well-posed dual-phase-lag model of a
thermoelastic dipolar body. ZAMM - J. Appl. Math. Mech. / Zeitschrift fir Angewandte
Mathematik un Mechanik/ 97(12), 1645-1658 (2017).
https://doi.org/10.1002/zamm.201700164

[95] Marin, M., Craciun, E.M.: Uniqueness results for a boundary value problem in dipolar
thermoelasticity to model composite materials. Compos. Part B: Eng. 126(1), 27-37
(2017). https://doi.org/10.1016/j.compositesb.2017.05.063

[96] Marin, M., Vlase, S., Codarcea-Munteanu, L., Chirila, A.: A generalization of the minimum
principle energy for Cosserat porous materials. Acta Tech. Napocensis, Ser. Appl. Math.
Mech. Eng. 60(1V), 479-484 (2017).

[97] Marin, M., Codarcea, L., Chirila, A.: Qualitative results on mixed problem of micropolar
bodies with microtemperatures. Appl. Appl. Math. AAM 12(2), 776-789 (2017).

[98] Marin, M., Radulescu, V.: A Variational Approach for the Mixed Problem in the Elastostatics
of Bodies with Dipolar Structure. Mediterr. J. Math. 15(6) 221, 1-12 (2018).
https://doi.org/10.1007/s00009-018-1269-7

92


https://doi.org/10.1007/s00707-014-1276-0
https://doi.org/10.1166/jctn.2015.3934
https://www.researchgate.net/publication/320232732
https://doi.org/10.1186/s13661-016-0620-9
https://doi.org/10.1007/s00161-016-0503-4
https://doi.org/10.1007/s11012-015-0265-2
https://doi.org/10.1515/auom-2016-0019
https://doi.org/10.12989/sem.2017.61.3.381
https://doi.org/10.1186/s13660-017-1380-5
https://doi.org/10.1002/zamm.201700164
https://doi.org/10.1016/j.compositesb.2017.05.063
https://doi.org/10.1007/s00009-018-1269-7

Lavinia MUNTEANU (cdsdtorita CODARCEA-MUNTEANU)

[99] Marin, M., Chirila, A., Codarcea, L., Vlase, S.: On vibrations in Green-Naghdi
thermoelasticity of dipolar bodies. An. St. Univ. Ovidius Constanta-Seria Matematica 27(1),
125-140 (2019). https://doi.org/10.2478/auom-2019-0007

[100] Marin, M., Othman, M.ILA., Vlase, S., Codarcea-Munteanu, L.. Thermoelasticity of Initially
Stressed Bodies with Voids: A Domain of Influence. Symmetry-Babel 11(4) 573, 1-12,
Multidisciplinary Digital Publishing Institute MDPI (2019).
https://doi.org/10.3390/sym11040573

[101] Marin, M., Chirila, A., Codarcea-Munteanu, L.. On a thermoelastic material having a dipolar
structure and microtemperatures. Appl. Math. Model. 80, 827-839 (2020, online 2019).
https://doi.org/10.1016/j.apm.2019.11.022

[102] Marin, M., Abbas, |., Vlase, S., Craciun, E.M.: A Study of Deformations in a Thermoelastic
Dipolar Body with Voids. Symmetry-Basel 12 (2) 267,1-14 (2020).
https://doi.org/10.3390/sym12020267

[103] Marin, M., Craciun, E.M., Pop, N.: Some Results in Green-Lindsay Thermoelastity of
Bodies with Dipolar Structure. Mathematics: Appl. Math. Solid Mech. MDPI 8 (4) 497, 1-12
(2020). https://doi.org/10.3390/math8040497

[104] Markov, A.A. (1957, online 2014) Theory of Algorithms. J. Symb. Log. 22(1), 77-79 (1957,
online 2014). https://doi.org/10.2307/2964063

[105] Mindlin, R.D., Tiersten, H.F.: Effects of couple-stresses in linear elasticity. Arch. Ration.
Mech. Anal. 11(1), 415-448 (1962). https://doi.org/10.1007/BF00253946

[106] Mindlin, R.D.: Microstructure in linear elasticity. Columbia University, New York (1963)

[107] Mindlin, R.D.: Micro-structure in linear elasticity. Arch. Ration. Mech. Anal. 16(1), 57-78
(1964). https://doi.org/10.1007/BF00248490

[108] Miranville, A., Quintanilla, R.: A Phase-Field Model Based on a Three-Phase-Lag Heat
Conduction. Appl. Math. Optim. 63(1), 133-150 (2011).
https://doi.org/10.1007/s00245-010-9114-9

[109] Nicaise, S., Valein, J.: Stabilization of non-homogeneous elastic materials with voids. J.
Math. Anal. Appl. 387(2), 1061-1087 (2012). https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2011.10.018

[110] Nunziato, J.W., Cowin, S.C.: A nonlinear theory of elastic materials with voids. Arch.
Ration. Mech. Anal. 72(2), 175-201 (1979). https://doi.org/10.1007/BF00249363

[111] Othman, M.L.A., Tantawi, R. S., Hilal, M.|.M.: Rotation and modified Ohm's law influence on
magneto-thermoelastic micropolar material with microtemperatures. Appl. Math. Comput.
276, 468-480 (2016). https://doi.org/10.1016/j.amc.2015.12.031

[112] Othman, M.L.A., Marin, M.: Effect of thermal loading due to laser pulse on thermoelastic
porous medium under G-N theory. Results Phys. 7, 3863-3872 (2017).
https://doi.org/10.1016/j.rinp.2017.10.012

[113] Othman, M.1.A., Elmaklizi, Y.D., Mansoure, N.T.:The effect of temperature-dependent
properties on generalized magneto-thermo-elastic medium with two-temperature under
three-phase-lag model. MMMS 13(1), 122-134 (2017).
https://doi.org/10.1108/MMMS-09-2016-0045

[114] Pazy, A.: Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential
Equations, Applied Mathematical Sciences Series &44. Springer-Verlag, New York Inc.
(1983). https://doi.org/10.1007/978-1-4612-5561-1

93


https://doi.org/10.2478/auom-2019-0007
https://doi.org/10.3390/sym11040573
https://doi.org/10.1016/j.apm.2019.11.022
https://doi.org/10.3390/sym12020267
https://doi.org/10.3390/math8040497
https://doi.org/10.2307/2964063
https://doi.org/10.1007/BF00253946
https://doi.org/10.1007/BF00248490
https://doi.org/10.1007/s00245-010-9114-9
https://doi.org/10.1016/j.jmaa.2011.10.018
https://doi.org/10.1007/BF00249363
https://doi.org/10.1016/j.amc.2015.12.031
https://doi.org/10.1016/j.rinp.2017.10.012
https://doi.org/10.1108/MMMS-09-2016-0045
https://doi.org/10.1007/978-1-4612-5561-1

BIBLIOGRAFIE

[115] Povstenko, Y.Z.: Thermoelasticity that uses fractional heat conduction equation. J. Math.
Sci. 162(2), 296-305 (2009). https://doi.org/10.1007/s10958-009-9636-3

[116] Quintanilla, R.: On the spatial decay for the dynamical problem of thermo-microstretch
elastic solids. Int. J. Eng. Sci. 40 (2), 109-121 (2002).
https://doi.org/10.1016/S0020-7225(01)00042-8

[117] Reiss, R.: Minimum principles for linear elastodynamics. J. Elast. 8, 35-45 (1978).
https://doi.org/10.1007/BF00044509

[118] Rusu, G.: On existence and uniqueness in thermoelasticity of materials with voids. Bull.
Polish Acad. Sci. Tech. Sci. 35(7-8), 339-346 (1987).

[119] Scalia, A., Svanadze, M.: Potential Method in the Linear Theory of Thermoelasticity with
Microtemperatures. J. Therm. Stresses 32 (10), 1024-1042 (2009)
https://doi.org/10.1080/01495730903103069

[120] Suhubi, E.S., Eringen, A.C.: Nonlinear theory of micro-elastic solids-Il. Int. J. Eng. Sci. 2
(4), 389-404 (1964). https://doi.org/10.1016/0020-7225(64)90017-5

[121] Svanadze, M.: Fundamental solutions in the theory of micromorphic elastic solids with
microtemperatures. J. Therm. Stresses 27(4), 345-366 (2004).
https://doi.org/10.1080/01495730490427582

[122] Toupin, R.A.: Elastic materials with couple-stresses. Arch. Ration. Mech. Anal. 11(1),
385-414 (1962). https://doi.org/10.1007/BF00253945

[123] Twiss, R.J., Eringen, A.C.: Theory of mixtures for micromorphic materials - |: Balance laws.
Int. J. Eng. Sci. 9(10), 1019-1044 (1971). https://doi.org/10.1016/0020-7225(71)90032-2

[124] Twiss, R.J., Eringen, A.C.: Theory of mixtures for micromorphic materials - Il. Elastic
constitutive equations. Int. J. Eng. Sci. 10(5), 437-465 (1972).
https://doi.org/10.1016/0020-7225(72)90051-1

[125] Tzou, D.Y.: A Unified Field Approach for Heat Conduction From Macro-to Micro-Scales. J.
Heat Transfer 117(1), 8-16 (1995). https://doi.org/10.1115/1.2822329

[126] Voigt, W.: Theoretische Studien Uber die Elasticitatsverhaltnisse der Krystalle. |. Abh.
Gessel. Wiss. Gétingen 34, 3-52 (1887). http://eudml.org/doc/135896

[127] Yosida, K.: Functional Analysis. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg (1980).

[128] Youssef, H.M.: Theory of generalized thermoelasticity with fractional order strain. J. Vib.
Control 22(18), 3840-3857 (2016). https://doi.org/10.1177/1077546314566837

[129] Yu, Y.J., Tian, X.G., Lu, T.J.: On fractional order generalized thermoelasticity with
micromodeling. Acta Mech. 224(12), 2911-2927 (2013).
https://doi.org/10.1007/s00707-013-0913-3

94


https://doi.org/10.1007/s10958-009-9636-3
https://doi.org/10.1016/S0020-7225(01)00042-8
https://doi.org/10.1007/BF00044509
https://doi.org/10.1080/01495730903103069
https://doi.org/10.1016/0020-7225(64)90017-5
https://doi.org/10.1080/01495730490427582
https://doi.org/10.1007/BF00253945
https://doi.org/10.1016/0020-7225(71)90032-2
https://doi.org/10.1016/0020-7225(72)90051-1
https://doi.org/10.1115/1.2822329
http://eudml.org/doc/135896
https://doi.org/10.1177/1077546314566837
https://doi.org/10.1007/s00707-013-0913-3

Anexe

Rezumatul tezei de doctorat

Teza de doctorat de fata, denumita Contributii asupra mediilor poroase, este rezultatul unei cerce-
tari complexe asupra mediilor poroase, fiind formata din sase capitole, primul introductiv, urmat de
patru capitole care prezinta rezultatele originale, fundamentate pe cele publicate in zece, din cele
treisprezece, articole elaborate pe parcursul studiilor doctorale, si un ultim capitol, in cadrul caruia
sunt prezentate concluziile finale, contributiile originale si directiile ulterioare de cercetare.

Capitolul 2 materializeaza rezultatele originale, obtinute Tn urma cercetarii extinse a mediilor dipo-
lare, prin construirea a doua modele matematice ale termoelasticitatii acestor medii, care includ
efectele, atat ale microtemperaturilor, precum si ale teoriei Green-Naghdi de tip Ill, asupra parti-
cularitatilor problemei mixte, fiind studiate existenta, unicitatea si dependenta continua a solutiei,
prin aplicarea teoriei semigrupurilor de operatori, respectiv comportamentul spatial al vibratiilor.

Contributiile originale asupra mediilor dipolare poroase sunt expuse in Capitolul 3, prima sectiune
fiind rezultatul modelarii matematice a teoriei termoelasticitatii mediilor dipolare poroase, sub ac-
tiunea teoriei Green-Naghdi de tip I, cu studierea consecintelor asupra caracteristicilor problemei
mixte, cu date initiale si la limita, obtinand forma ecuatiilor constitutive, a unei relatii de reciproci-
tate, o generalizare a unui cunoscut principiu variational, precum si un rezultat referitor la unicitatea
solutiei, intr-o maniera speciala, deosebitd de cea clasica. Celelalte doua subcapitole sunt dedi-
cate studierii solutiilor generalizate ale problemei mixte, prin intermediul teoriei semigrupurilor de
operatori liniari, fara introducerea unor restrictii aditionale, respectiv a obtinerii unei extensii, asu-
pra teoriei termoelasticitatii acestor medii, a teoremei referitoare la domeniul de influenta, din teoria
elasticitatii clasice, prin intermediul unor inegalitati, obtinute in prealabil.

Rezultatele originale, prezentate in Capitolul 4, sunt concretizate in urma cercetarii mediilor micro-
polare poroase, cele patru subcapitole fiind dedicate, astfel: primul, analizei comportarii spatiale
a vibratiile armonice in timp, in contextul teoriei liniare a termoelasticitatii, fara disiparea energiei,
obtinand estimari ale amplitudinii, urmatoarele doua, realizarii a doua modele matematice, con-
secinte ale considerarii unei deformatii de ordin fractionar, cu deducerea ecuatiilor constitutive,
a ecuatiei non-Fourier a caldurii, si a unui rezultat referitor la studiul reciprocitatii, respectiv a re-
percusiunilor inglobarii microtemperaturilor asupra studiului problemei mixte, iar ultimul subcapitol
este alocat extinderii unui principiu de minim al energiei, la cadrul mediilor Cosserat poroase.

Capitolul 5 contine contributiile originale asupra mediilor micromorfe poroase, esenta acestui ca-
pitol fiind constituita prin propunerea a doua modele matematice, unul algoritmic, privind studierea
termoelasticitatii mediilor micromorfe, cu considerarea derivatei fractionare Caputo, iar celalalt,
privind dezvoltarea studierii problemei mixte, in contextul creat de existenta microtemperaturilor.

Scopul elaborarii acestei lucrari este constituirea unui suport amplu de tehnici si modele matema-
tice ale teoriei elasticitatii, respectiv a termoelasticitatii mediilor poroase, prin abordarea si dezvol-
tarea unor probleme complexe, in contexte la fel de complexe, asociate acestor medii, alcatuind o
baza teoretica care creeaza premiza extinderii, asupra unor subiecte variate, a metodelor si sche-
melor prezentate, contribuind la o mai buna intelegere a proceselor naturale si a structurii unor
materiale complexe si eliminand astfel, discrepantele dintre teorie si rezultatele oferite de experi-
mente aplicative concrete.
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The doctoral thesis summary

The present doctoral thesis, entitled Contributions on the porous media, is the result of a complex
research on the porous media, consisting of six chapters, the first introductory, followed by four
chapters presenting the original results, based on those published in ten of the thirteen articles de-
veloped during the doctoral studies, and a final chapter, in which the final conclusions, the original
contributions and the further research directions are presented.

Chapter 2 materializes the original results, obtained from extensive research of dipolar media, by
constructing two mathematical models of these media thermoelasticity, which include the effects
of both microtemperatures and Green-Naghdi type Il theory, on the peculiarities of the mixed
problem, the existence, uniqueness and continuous dependence of the solution being studied by
applying the theory of operators semigroups, respectively the spatial behavior of the vibrations.

The original contributions on the porous dipolar media are presented in Chapter 3, the first sec-
tion being the result of mathematical modeling of the porous dipolar media thermoelasticity the-
ory, under the action of Green-Naghdi type Il theory, studying the consequences of the mixed
initial-boundary value problem characteristics, obtaining the form of the constitutive equations, of
a reciprocal relation, a generalization of a known variational principle, as well as a result referring
to the uniqueness of the solution, in a special manner, different from the classical one. The other
two subchapters are dedicated to the study of the mixed problem generalized solutions, through
the theory of linear operators semigroups, without introducing additional restrictions, respectively
to obtaining an extension on the thermoelasticity theory of these media, the theorem on the domain
of influence, through previously obtained inequalities.

The original results, presented in Chapter 4, are concretized following the research of porous mi-
cropolar media, the four subchapters being dedicated as follows: the first, to the analysis of the
spatial behavior of the harmonic vibrations in time, in the context of linear thermoelasticity, without
energy dissipation, obtaining estimates of the amplitude, the next two, to the realization of two ma-
thematical models, consequences of considering a fractional deformation, with the deduction of
the constitutive equations, the non-Fourier heat equation, and a result related to the study of reci-
procity, the incorporation repercussions of microtemperatures on the study of the mixed problem,
and the last subchapter is allocated to the extension of a minimum energy principle, within the
porous Cosserat media.

Chapter 5 contains the original contributions obtained on the porous micromorphic media, the es-
sence of this chapter being the proposal of two mathematical models, one algorithmic, on studying
the thermoelasticity of micromorphic media, considering the fractional derivative Caputo, and the
other, on developing the study of the mixed problem, in the context created by the existence of the
microtemperatures.

The aim of this paper is to provide a comprehensive support of mathematical techniques and mo-
dels of the elasticity, respectively thermoelasticity theory of porous media, by addressing and de-
veloping complex problems, in equally complex contexts, associated with these media, forming a
theoretical basis that creates the extension premise, on various topics, of the methods and sche-
mes presented, contributing to a better understanding of natural processes and of the complex
materials structure, and thus eliminating the discrepancies between theory and the results provi-
ded by concrete application experiments.
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