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Prefata

Tema principala a tezei constd in abordarea unor probleme actuale din cadrul teoriei
aproximarii prin operatori liniari gi pozitivi. Teoria aproximarii constituie un domeniu
vast al analizei matematice si are in centrul temelor abordate, apro-

ximarea functiilor prin alte functii, care sunt mai simple si mai usor de calculat.

Bazele acestei teorii au aparut o data cu teorema clasica a lui Cebigev a celei mai
bune aproximari gi cu teorema de aproximare polinomiala a functiilor continue a lui
Weierstrass de la sfarsitul secolului XIX. Teoria moderna a aproximarii functiilor continue
prin operatori liniari gi pozitivi a fost consolidatd o data cu teorema lui Popoviciu(1950)-
Bohman(1952)-Korovkin(1953).

Rezultate reprezentative obtinute ulterior din cadrul acestei teorii au fost obtinute de
catre G. G. Lorentz, P. L. Butzer, R. DeVore, B. Sendov si V. Popov, Z. Ditzian, V.
Totik, D. D. Stancu, A. Lupasg, F. Altomare, M. Campiti i multi altii. Temele centrale
ale teoriei aproximarii sunt: metode diverse de obtinere de noi operatori, estimarea ratei
de convergenta a operatorilor cu ajutorul modulilor de continuitate si a K—Functionale,
sau prin formule asimptotice, studiul restului si reprezentarea acestuia, pastrarea globala
a netezimii gi conservarea anumitor proprietati, cea mai importanta fiind pastrarea con-
vexitatii.

Obiectivul principal al tezei este obtinerea unor estiméri, cu constante optimale, ale
ordinului de aproximare folosind moduli de continuitate (simpli i ponderati) si momentele
operatorilor. Lucrarea este structurata in patru capitole, prima parte a fiecarui capitol
fiind constituita din notiuni de baza, respectiv notatii folosite in cadrul acestuia.

Lucrarea incepe prin prezentarea spatiilor normate de functii, definitia
operatorilor liniari gi pozitivi, definitia modulilor de continuitate si a modulilor ponderati,
precum si prezentarea proprietatilor acestora.

Primul capitol incepe prin prezentarea notiunilor de baza ale aproximarii functiilor
prin operatori liniari gi pozitivi pe intervale compacte, i anume: teoremele de convergenta
pentru operatori liniari gi pozitivi, evaluari generale folosind moduli de continuitate de
ordinul 1 i 2 si teoreme de tip Voronoskaja.

Rezultatele proprii constau in obtinerea unor estimari generale asimptotice folosind
moduli de continuitate si demonstrarea optimalitatii constantelor care apar in aceste
estimari.

Capitolul al doilea Incepe prin prezentarea binecunoscutului operator a lui Bernstein
impreuna cu o serie de proprietati fundamentale ale acestuia. Polinoamele lui Bernstein
au ajutat la obtinerea unui procedeu constructiv de demonstrare a teoremei de aproximare
a lui Weierstrass. Pentru acest operator, s-au obtinut evaluari ale gradului de aproximare
folosind moduli de continuitate, constantele asimptotice obtinute fiind optimale.

Tot in cadrul acestui capitol s-au prezentat gi alti operatori de tip Bernstein impreuna
cu proprietatile lor (operatorii Kantorovich, operatorii Durrmeyer, operatorii Durrmeyer-
genuine, operatorii a—Bernstein). Un rezultat propriu il reprezintd o metoda iterativa
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prin care s-a reusit obtinerea unei noi clase de operatori de tip Bernstein, pentru care
s-au studiat mai multe proprietati.

Capitolul 3 are ca tema centrala aproximarea functiilor prin operatori liniari si pozitivi
pe necompact, folosind dou& tipuri de aproximare: aproximarea uniform& pe intervale
compacte gi aproximarea ponderata. Rezultatele proprii constau in
estimari generale ale aproximarii ponderate pe intervale necompacte folosind mo-
duli de continuitate clasici gi ponderati. O atentie speciala este acordata ponderilor 1 si
leT. Rezultatele obtinute au fost aplicate pentru operatorii Szasz—Mirakijan si operatorii
Baskakov.

In finalul capitolului, se prezinta o modificare de tip Chlodovsky pentru opera-
torii a—Bernstein. Aceasta reprezinta o metoda pentru obtinerea de noi operatori pentru
aproximarea pe necompact.

Capitolul 4 prezinta notiuni generale privind semigrupurile de operatori. Prima sectiune
contine definitii si rezultate de baza ale aproximarii semigrupurilor de operatori. Tot aici
s-au enuntat mai multe variante cantitative ale teoremei lui Trotter. Rezultatele proprii
obtinute constau in estimari cantitative pentru limita semigrupurilor de operatori liniari
sl pozitivi, acestea fiind aplicate in cazul operatorilor de tip Durrmeyer. Rezultatele
obtinute pentru cazul unidimensional a semigrupurilor generate de operatorul Bernstein
au fost extinse si pentru cazul multidimensional a semigrupurilor generate de operatorul
Bernstein multidimensional.

Bibliografia cuprinde 129 lucrari care sunt citate pe parcursul tezei in cazul rezultatelor
preluate si prezentate in lucrare.

In aceastd lucrare sunt prezentate rezultatele originale ale autorului obtinute pe par-
cursul elaborarii tezei. Ele se regasesc in cele sase articole ale autorului, cinci publicate
si unul in curs de publicare, dintre care doua au fost publicate in revistele Results Math-
ematics [95] i Semigroup Forum [96], care au coeficent SRI de peste 0,5. Lucrarile
publicate au primit 6 citari in reviste ISI. Autorul a participat la urmatoarele conferinte
internationale: Romanian — German Seminar on Approximation Theory and Applications
"RoGer 2017” (Oradea) si "RoGer 2019” (Cluj Napoca ), si Mathematics and Computer
Science "MACOS 2018” (Bragov). Toate rezultatele preluate din literatura sunt insotite
de citare si nu au demonstratii. In cadrul fiecirui capitol sunt indicate lucrarile unde au
fost incluse rezultatele originale ale autorului. Lucrarile originale formeaza in intregime
continutul sectiunilor 1.2, 2.3, 3.2, 3.3.2, 4.4, 4.5 si partial al sectiunilor 2.1.2, 3.3, 3.5.

In incheiere, ag dori sa-mi exprim profunda recunostinta si pretuire domnului Prof.
Dr. Univ. Radu Paltanea si domnului Prof. Dr. dr. h. c¢. Heiner Gonska, conducatorilor
stiintifici ai acestei Teze, pentru increderea acordatd, pentru sfaturile si incurajarile pe
care mi le-au oferit, pentru timpul si rabdarea pe care au avut-o intotdeauna in discutiile
extrem de utile de care am beneficiat pe toata perioada activitatii mele de doctorand.



Preliminarii

In cele ce urmeaza vom introduce definitiile si notiunile de baza pe care le-am folosit in
studiul operatorilor de aproximare.
Incepem prin introducerea notiunii de operator liniar gi pozitiv precum urmeaza:

Definitie 0.0.1. Un operator L definit pe un spatiu liniar de func{ii V se numeste liniar
daca

L(af +Bg) = aL(f) + fL(g), (V)f.g€V siafeR
Operatorul L este pozitiv dacd gi numai daca
L(f) =20
pentru orice f €V gi f > 0.

In ceea ce urmeaza vom considera urmatoarele notatii pe care le vom folosi pe tot
parcursul lucrarii:

N={1,2,...}, No=NuU{0}

II,, — multimea polinoamelor de grad mai mic sau egal cu n, unde n € Ny
[a] — partea intreagd a lui a

{a} — partea fractionard a lui a

e, —functiae,(t) =t", t e R, n €Ny

§i urmatoarele conventii:
0°=1
0-00=0

S S
Zai:O, Haizldacér>s
i=r 1=r

(Z) =0 pentru k > n

Restrictia unei functii f : I — R la o multime J C I se noteaza tot cu f.
Definim pe intervalul real I urmatoarele spatii:

- F(I) - spatiul functiilor reale definite pe I

- Fp(I) - spatiul functiilor reale local marginite definite pe I

B(I) - spatiul functiilor reale marginite definite pe I

C(I) - spatiul functiilor reale continue definite pe T
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- Cy(I) - spatiul functiilor reale continue local marginite definite pe T

- D(I) - spatiul functiilor reale continue si diferentiabile definite pe I

- £,(I) - spatiul functiilor reale integrabile de masura p definite pe I
Pentru orice functie f € B(I) notdm norma supremum ca fiind:

LfI] == sup [f(2)]
xzel

Functiile test e;(z) = 2%, z € I.
Diferenta divizata a functiei f € F(I) in nodurile x1,. ..,z este

k

[f§x1a---;xk] 322 H (xi—xj)_l f(xl)

i=1 \1<j<k j#i
Diferenta finitd de ordinul k pentru functia f € F(I) este
L '
Aff(z) = (j)(—l)k_Jf(a: +jh), x€l, x+khel, h>0
j=0

Definitie 0.0.2. [98] Functia f € F(I) se numeste converd de ordin k > —1 dacd
[f;21,...,Ke2] > 0 pentru orice x1,...xx1o distincte pe I.

Deci f este convexa de ordin —1, dacd este pozitiva, este convexa de ordin 0, daca
este crescatoare si este convexa de ordin 1 daca este convexa uzual.

Definitie 0.0.3. Fie V este un subspatiu liniar a lui F(I) si k > —1. Operatorul liniar
L:V — F(I) se numeste convex de ordin k dacd pentru orice functie f convexd de ordinul
k, L(f) este conver de ordin k.

Pentru oricare L : V' — F(I) operator liniar si pozitiv, V C F(I) vom scrie L(f)(z) =
L(f;z). Exista doud tipuri principale de operatori liniari gi pozitivi:

1) Operatori integrali:
L:C(I)—3F(I) L(f;z):= /f(t)K(t,x)dt, fecl), zel,
I
daca I este compact sau integrala este convergenta, iar K > 0 este o functie continua
global.

2) Operatori discreti:

oo

L(fix) =Y f(&i(x), feF), €l ude§ €I, o € F(I), ¢ >0,

i=1
iar seria este convergenta. In caz particular avem operatorii definiti prin sume finite.

Definitie 0.0.4. Fie L : V — R un operator liniar pozitiv, unde V este un subspatiu
liniar a lui F(I). Fie x € I fixrat. Numim momentele operatorului L centrate in x:

mj(z) =L ((61 —xeo)j;x), ji=0,1,...



Gradul de aproximare prin operatorii liniari gi pozitivi depinde de proprietatile de netez-
ime ale functiilor. In aproximarile gradului de aproximare, instrumente pentru masurarea
netezimii functiilor le reprezinta modulii de continuitate.

Definitie 0.0.5. [5] Fie f € B(I), unde I este un interval. Aplicatia w(f,e) :[0,00) — R,
w(f; h) = sup{[f(z) = FW)I, z,y €1, |[x =yl <h)
se numeste modulul de continuitate de ordinul 1 al lui f.

Teorema 0.0.1. [5](Proprietatile modulului de continuitate de ordinul unu) Fie f €
B(I). Atunci w(f,-) are proprietatile:

1) OJ(f,') > 0.

)
) este subaditiva.
5) w(f,-) este uniform continud, dacd f € Cp(I) N B(I).
(V)h =20, (V)n € N, w(f,nh) <nw(f,h).
7) (V)h > 0,(V)A >0, w(f,Ah) < (14 Nw(f,h).
(Mh =0, (V)s 21, [f(z) = f(Y] < 1+ A%z —y|*)w(f, h).

9) Nf1, f2 € BU), w(fifo;h) < |[frllw(f2; h) + (| fallw(fr; b).

Definitie 0.0.6. [87] Fie V. C F(I) un subspatiu liniar astfel incat [[, C V, k€ N. O
functie Qi : V x [0,00) = [0,00) U {0} se numeste modul de continuitate de ordin k pe
V', daca indeplineste urmatoarele conditii:

1) Qk(f7h1) < Qk(fa h2)a f € ‘/7 0 < hl < h2
2) Qk(f+p7h):9(fah)7 fe‘/v pEHk—lv h>0
3) Qu(0,h) =0, h >0

Spunem cd modul 0y, este normat dacd existda M > 0 astfel incat Q(ex, h) < MRhF, (V)h >
0.

Moduli uzuali de ordinul & > 1 sunt dati de formula:
wr(fy h) = sup{\Aﬁf(x)L vel,x+kpel, p<h},

unde f € B(I), h > 0.
Modulul w; se mai noteaza si simplu cu w.

O pondere admisibild pe intervalul [0, 1] este o functie ¢ € C]0, 1] astfel incat ¢(z) > 0,
z € (0,1).

Modulul de ordinul 1 ponderat a lui f € B[0, 1] este dat de

57w =sup {170 = S woe 0.1, Jo -l < 1o (52 ],

iar modulul de ordinul 2 ponderat a lui f € B[0, 1] este dat de urmatoarea formula:
w{ (f,h) =sup{|f(x — p) = 2f(z) + f(z + p)l, z£p €[0,1], |p| < hep(x), h >0}

Daci ¢(z) = /(1 — x), = € [0, 1] obtinem modulii de ordinul 1 si 2 a lui Ditzian-Totik
si pentru ¢(z) = 1 se obtin modulii clasici de ordin 1 si 2.
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Capitolul 1

Operatori de aproximare
pentru intervale compacte

1.1 Aproximarea functiilor prin operatori liniari si
pozitivi
1.1.1 Teoreme de convergenta

Teorema clasica de aproximare a functiilor continue este urmatoarea:

Teorema 1.1.1. [10][Weierstrass—1885] Pentru orice functie f(x) continud pe un interval
[a,b] si pentru oricare € > 0 existd un polinom P(x) care aproxzimeazd f(x) uniform cu o
eroare mai Micd ca €:

|f(x) — P(x)| <€, x € la,b]. (1.1)
Pentru aproximarea functiilor continue un instrument de baza il reprezinta operatorii
liniari gi pozitivi.
Fundamentul teoriei aproximarii prin siruri de operatori liniari si pozitivi a fost pus
de T. Popoviciu [100], H. Bohman [21] si P. P. Korovkin [76].
Teorema 1.1.2 (T. Popoviciu-1950). [100] Fie un sir de operatori liniari i pozitivi de
forma

Ln(f;x) = an(gn,l) wnz(x)7 fE€ C[CL?b]a S [a>b]

unde &,; € [a,b] siy,; sunt polinoame pozitive. Presupunem ca
Ly (ep; ) = eg

i
lim L, ((e1 — zep)®, ) = 0 uniform in raport cu z € [a,b]
n—oo

Atunci avem
li_>m L, (f) = f uniform pe [a,b], Vf € C[a,b].

Teorema 1.1.3 (P. P. Korovkin-1953). [76] Fie un sir de operatori liniari $i pozitivi
(Lp)n, Ln iV — Fla,b], unde V este un subspatiu liniar a lui Fla,b]. Presupunem cd
¢o, &1, P2 € VN Cla,b] formeaza un sistem Cebisev pe intervalul [a,b]. Dacd avem:

lim L, (¢;) = ¢; uniform pentrui=0,1,2
n—oo

11
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atunci
lim L,(f) = f uniform pentru oricare f € VN CJa,b).

n—roo

Teorema lui Bohman este un caz particular al teoremei lui Korovkin in care apar
functiile 8y = ey, 01 = ey, 02 = eq, iar operatorii sunt si ei de o forma particulara.

Pentru aproximarea simultana, aproximarea functiilor impreuna cu derivatele lor prin
operatori liniari si pozitivi, o proprietate importanta o reprezinta convexitatea de ordin
superior a operatorilor.

1.1.2 Evaluari generale cu moduli de continuitate w; si ws

Un mod simplu de a estima gradul de aproximare cu operatori liniari si pozitivi este cu
ajutorul modulului de continuitate de ordinul I. Astfel de rezultate au fost obtinute in
lucrarile lui O. Shisha si B. Mond[109] si a lui B. Mond[82].

Teorema 1.1.4. [82] Fie L : V — F(I) un operator liniar gi pozitiv, unde I este compact
stV este un subspatiu liniar a lui F(I) astfel incite; € V, j €0,1,2. Pentru orice g € V,
yel sih>0 avem

1L(g,y) — 9(y)| <lg(y)||L(eo,y) — 1]

+ (B + e - ) alen). (2

Urmaétoarele estimari date de citre F. Altomare gi M. Campiti [10] au la baza rezultatul
stabilit de O. Shisha si B. Mond in [109].

Teorema 1.1.5. [109] Fie L : C(I) — F(I) un operator liniar gi pozitiv. Au loc
urmatoarele:

i) Daca f € Cg(I) atunci (V)z € I, (V)h >0
\L(f;2) — f(z)| <[f(z)| - [L(eo;z) — 1]
+ (L(eo;x) +h™ '/ Lieg;z) - L((e1 — zeo)?; a:)) wi(fih).

ii) Dacd f este derivabild pe I gi f' € Cg(I) atunci (V)x € I i (V)h >0
IL(f;2) = f(@)] < [f(@)] - [Lleos ) — 1 + | f'(2)] - [L(ex; ) — wL(eo; )|
+ VL((ey — eoz)?; ) (\/L(eo; z) + h™ '/ L((e1 — zeo)?; ac)) wi(f'sh).

In categoria modululelor de ordin 2 putem include modulul (f,h) — hwy (f', h),
f € D(I). Coeficientul h din fata modulului de ordinul 1 al derivatei este necesar datorita
conditiei de normalizare.

O estimare data cu acest modul se poate vedea in teorema ce urmeaza:

Teorema 1.1.6. [87] Fie L : V. — F(I), un operator liniar si pozitiv, unde V este un
subspatiu a lui F(I). Presupunem cd L(eg;x) = e si L(e;x) = e1. Avem

L) = I@)] < VI —veo)®a) e (27T (er = weo,0)).

Estimaéri ale erorii care implicad modulul de netezime de ordinul 2 au fost obtinute de
catre H.H. Gonska [59] in urméatoarea teorema.




13

Teorema 1.1.7. [59] Fiea < ¢ < d <b si L: Cla,b] — Ble,d] un operator liniar si
pozitiv. Pentru orice f € Cla,b], x € [¢,d] i 6 > 0 are loc urmdtoare inegalitate:

|L(f;2) — f(2)]

< g(HLH—i—l)—l—L((el—er)Q;x)max{6_2;(b—a)_2} ~wa(f;9)
+ 2|L(e; — zep; z)| - max {6_17 (b— a)_l} ~wi(f;9)

+ |L(eo; z) = H([[f]| +w1(f;6)).

R. Paltanea [91] a obtinut un rezultat imbunatatit cu constante optimale, care expri-
mat in termeni de functionale este urmatorul:

Teorema 1.1.8. Fie I un interval arbitrar si fie F : C(I) — R o functionald liniard
pozitiva. Fie s € N, s > 2. Atunci are loc

IF() = f@)| < |f@)][F(eo) = 1| + [Fler — weo) |~ wi(f, )
+(Fleo) + 5h™ Fller — weol*) )n(f, ), (1.3)

pentru orice f € Cp(I), x € I i h > 0 astfel incat h < %lungime([).

Aici simbolul h < 1lungime(I) inseamna h < Llungime(I) daca I este compact si
h < $lungime(I) dacd I nu este compact.

1.1.3 Rezultate asimptotice - Teoreme de tip Voronovskaja si teo-
reme de saturatie

Consideram cel mai mic majorant concav a lui w(f,-) dat de formula urmatoare
sup { (efz)w(f,y;iiyfe)w(f,x) -0 <zr<e< Yy < b—ax ;é y}

O1(f,€) = daca0<e<b-—a
o(f,b—a)=w(f,b—a) dacie>b—a

Un rezultat cantitativ general de tip Voronokaja este urmatorul:

Teorema 1.1.9. [55] Fie L : C[0,1] — C[0,1] un operator liniar $i pozitiv astfel incdt
L(ej;z) = ej pentru j = 0,1. Daca f € C?[0,1] iz € [0,1] atunci

1

L(fix) — f(&) — 5 - P @)L (02— %) | <51 (e — 2)%:2)

O teorema generala de tip asimptotic este urmatoarea:
Teorema 1.1.10. [78] Fie q € N dat, f € C?0,1] si L, : C[0,1] — C[0,1] un sir de
operatori liniari $i pozitivi astfel incat
Ln(eo;l’) =1, S [Oa 1]

i L (61 = 2)7:2)

w0 Ly ((e1 — 2)%:7)

=0, pentru cel putin un j € {1,2,---}
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Atunci

L, ((e1 — z)9;2) 7!

g (n) (
: {L<f?”3)—f(x)—§ Ln((€1—x)r;m)~f ( )}—>O
cand n — oo.

O forma cantitativa a teoremei precedente este urmaétoarea:
Corolar 1.1.1. [55] Fie g € Ny, f € C?0,1] ¢i L : C[0,1] — CI0,1] un operator liniar
$i pozitiv. Atunci

a ") (g
Lifia) - Y L((er — ayim) T

r=0

<L (ler — z|% x)

= g

&y <f(q); 1 L(|€1—x|q+1;.’)’})> .

q—|—1. L(ler — z|%;x)

In finalul acestei sectiuni, mentionam un rezultat de comportare asimptotica care
utilizeaza un modul ponderat.
Vom considera in ceea ce urmeazi ponderea p(z) = /z(l—z), z € [0,1]. Fie
U(z) =xz(1 —z), x €[0,1]. Fie p € [0,1]. Definim
wi ™ (f.h)
=sup { U7 (2)|f(x — p) = 2f(2) + fa + @), a£p € [0,1], |p| < hp'(2)}

unde f € B[0,1], h > 0.

Teorema 1.1.11. [88] Fie ¥(z) = z(1 — ), = € [0,1] si fie (L), un sir de operatori
liniari i pozitivi Ly, : B[0,1] — RO cqre satisface urmdatoarele conditii

i) Ln(e;) =e€;, 1=0,1
i1) exista un gir (auy), astfel incat a, >0, lim, o o, =0 si

lim L, ((61 — xeo)Q,x)

Jim o (2) =1 uniform in raport cu x € (0,1)

iii) Ly ((e1 — zeg)*,z) = o (L ((e1 — weg)?,z)) (n — 00) uniform in raport cu x €

0, 1].

Atunci pentru orice pu € [0,1] si orice f € C?[0,1]

L1
n—o0o wép’“(‘f’ \/Ozin 2 ’

1.2 Evaluari asimptotice cu constante optimale ale
operatorilor liniari si pozitivi in raport cu moduli
de continuitate de ordinul 1 si 2

In acestd sectiune vom urmari sa dam o estimare generala a dezvoltarilor asimptotice

folosind modul de continuitate si de a puncta optimalitatea constantelor care apar in
aceste estimdri. Rezultate din aceastd sectiune sunt cuprinse in lucrarea [95].
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Pentru simplificare, in locul unui sir de operatori liniari §i pozitivi este suficient sa
consideram un singur astfel de operator L. Vom prezenta doua tipuri de estimari. Prima
estimare este pentru cantitatea de forma:

G (g , <) (g ,
r(s =3 e - ope) = L) - Y- P (e - 0y ),

j=0 ' j=0

unde q este par.
A doua este pentru o cantitate de forma:

g (1= X 5=y,

pentru orice k£ natural, unde functia la care aplicam operatorul este extinsa prin continu-
itate in punctul z.

In subcapitolul urméator vom exemplifica aceasta teorie pentru operatorii de tip Bern-
stein, pentru care avem oportunitatea sa comparam rezultatele cu cele obtinute precedent.

1.2.1 Un prim tip de estimare asimptotica folosind modulul de
continuitate

Fie I C R un interval arbitrar.
Fie L : C(I) — F(I) un operator liniar si pozitiv. Pentru z € I i j € Ny consideram

mj(z) = L((e1 = zeo)’, ),
M;(z) = L(ley — weo|, z).

Atunci Moy (x) = mog(z), pentru k € N,

Teorema 1.2.1. Fie L : C(I) — F(I) un operator liniar si pozitiv, unde I este un
interval. Pentruk € No, s €N, f € CE(I), x € I $i h > 0 are loc

L(f.2) -

Pentru s = 1 gi fiecare k € Ny constantele date in (1.4) sunt optimale, adicd daca
existd doud constante A > 0, B > 0, astfel incdt sa existe urmdtoarea inegalitate:

k 5!

oz (b ity

T M (@) Jen (£, h). - (14)

L)

L)@ - XD @) < (AM(a) + B M @) (79 ) (15)
j=0 &

pentru orice operator lmmr §1 pozz’tiv L:C) — F(I), (Vf € C&(I), Mz € I si

(V)h >0, atunci A > & si B > (k+1)

Corolar 1.2.1. Fie L : C(I) — F(I) un operator liniar gi pozitiv. Fie x € I gi k € Ny,
s € N. Presupunem cd M;(xz) # 0, pentru j = k,k + s. Atunci pentru orice functie
f € Ch(I) are loc

-3 2

7=0

Mk(I)w (k) o Sk Myys(2)
)| =275 1<fk)’ (k+s)!Mk(x)>' (1.6)

Corolarul 1.2.1 a fost obtinut pentru operatorii Bernstein pentru s = 1 in [2].
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1.2.2 Primul tip de estimari asimptotice folosind moduli de con-
tinuitate de ordinul unu si doi

Vom folosi urmatoarea lema ajutatoare, care constituie o varianta la rezultatul dat in

[87], Lema 1.1.1.

Lema3 1.2.1. Fie o functionald liniara si pozitiva F : C(I) — R.
i) Presupunem ca existd x € I gi o € C(I), cu urmdtoarele proprietati

a) o(x) =0 gi o(t) >0, pentru orice t € I\ {z};
b) F(o)=0.

Atunci F(f) = F(eo) f(z), f € C(I).
it) Daca F(eg) =0, atunci F = 0.

Rezultatul principal al acestui subcapitol este urmatoarea teorema:

Teorema 1.2.2. Fie I un interval real. Fie L : C(I) — F(I) un operator liniar pozitiv.
Fie s € N, s > 2. Fie k € Ng. Pentru orice f € C¥(I), x € I $i h > 0 astfel incdt
lungime(I) > 2h are loc:

‘ Z f(J) ‘ _Wh_lwl(ka)vh)
USRI

Pentru s = 2 gi orice k € Ny constantele date de relatia (1.7) sunt optimale, adica
daca exista trei constane A >0, B > 0, C' > 0 astfel incat urmatoarea inegalitate:

26

(@) <A (@) B e (12, )

+ (Bm%(x) + ch*mzm(ag))m( R Ry (18)
este adevdratd pentru orice operator liniar si pozitiv L : C(I) — F(I), (V)f € C¥(I),
Mz €I si (V)h > 0 astfel incat lungime(I) > 2h, atunci

1 1 1
AZW’BZ(TW’CZW' (1.9)

1.2.3 Un al doilea tip de estimari asimptotice

Daca f € C¥(I), k € Ny, € I, atunci functia

AL = { e (100) - Z%O Fie—ay), o etl’ t#e (1.10)
, =z

este continua pe I.

Obiectivul acestei sectiuni este de a da estimari pentru L(Ak(f),z), cand L : C(I) —
C(I) este un operator liniar si pozitiv.

Pentru L si k € N definim urmaétorul operator Vi j, : Cp(I) = F(I):

Vi k(g,x) ::L(Glj(g),a:) (geCp), x 1), (1.11)
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unde functia 0%(g) € Cp(I) este data de relatia

k to, Nk—1
0h (o)) = { T Lt —w T glu)dn, tET tE (1.12)
g(l‘), t=x
Lemda 1.2.2. Pentru orice operator liniar gi pozitiv L : C(I) — C(I) si orice k € N,
operatorul Vi, . este bine definit, liniar si pozitiv.
Lema 1.2.3. Daca L : C(I) = C(I) este un operator liniar $i pozitiv, atunci
L (A’;(f),x) = VLJC(f(k),x) — L(eo,ac)f(k)(a:)7 (1.13)
pentru f € CK(I), k€N, z € 1.

Lema 1.2.4. Pentru orice operator liniar gi pozitiv L : C(I) — C(I), k € N si orice

s € Ng avem .
k!
Vir(ler — af*, ) = mLﬂel —z)f,2). (1.14)
Teorema 1.2.3. Fie L : C(I) — C(I) un operator liniar i pozitiv, s € N, k € Np.
Pentru f € C*(I), x € I si h >0 avem:

slk!
(k+s)!

Pentru s = 1 gi orice k € Ny constantele date de relatia (1.15) sunt optimale, adica
daca exista doud constante A > 0, B > 0, astfel incdt inegalitatea:

(k))<= (Eleo)+ B L(ler = o) Jwr (F9, ). (1.15)

IL(AL(f),@)] < (AL(eo,) + BR L(ler — al, @) )wr (F®), h). (1.16)

este adevdratd pentru orice operator liniar si pozitiv L : C(I) — C(I), (V)f € Ck(I),
(V)z € I gi (Y)h > 0 astfel incdt lungime(I) > 2h, atunci

1
A>1, B> ——. 1.1
21, B> (117)

Teorema 1.2.4. Pentru L : C(I) — C(I), un operator liniar si pozitiv, s € N, s > 2,
keNy, feCkI), x €I si h>0 astfel incat lungime(I) > 2h are loc:
1
’L(A];(f)7x)| < m|L(€1 —x, l‘)|h_1w1(f(k)’ h)

k!
+ (L(eo,x) + 5 5

mhisL(lﬁ —Ils,x))wg(f<k),h). (1.18)

Pentru s = 2 si fiecare k € Ny constantele date in relatia (1.18) sunt optimale, adicd
daca exista trei constante A >0, B > 0, C > 0 astfel incat urmdatoarea inegalitate:
LAY (f),2)| < AlL(er —a,2)|h~ wr (f¥), 1)
+(BL(eo, 2) + Ch2L((e; — x)Q,J;)>w2(f(k), h).  (1.19)

este adevdratd pentru orice operator liniar §i pozitiv L : C(I) — C(I), (¥)f € C*(I),
Mz € I si (Y)h > 0 astfel incat lungime(I) > 2h, atunci

1 1
A>—— B>1,C>
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Capitolul 2

Operatori de tip Bernstein

2.1 Operatorii lui Bernstein

Prezentam urmatoarea definitie a operatorilor Bernstein pe care o vom folosi si in con-
tinuare.

Definitie 2.1.1. Fie n € N. Operatorii B, : C[0,1] — C[0,1], f— B, f definiti prin

s = 3 pustf (1) 21

unde
n

Dk (T) (k) (1 —2)"F k=0,n, z€0,1] (2.2)

se numesc operatorii Bernstein. B, f este polinomul de gradn a lui Bernstein si (pn’k)kzﬁ
reprezinta polinoamele fundamentale o lui Bernstein de grad n.

Cu ajutorul polinoamelor lui Bernstein s-a obtinut un procedeu constructiv de demon-
strare a teoremei de aproximare a lui Weierstrass(Teorema 1.1.1).

Teorema 2.1.1. [10] Pentru o functie f(x) marginitd pe [0,1] are loc relatia

lim B,(f,z) = f(x)

n—oo

pentru orice punct de continuitate x a lui f; si relatia are loc unform pe [0,1] dacd f(x)
este continud pe acest interval.

Teorema 2.1.2. [10] Operatorii (By)nen reprezentati in Definitia 2.1.1 au urmdtoarele
proprietati:

1) Operatorii By, sunt liniari i pozitivi.

2) YjoPuk(z) = 1.

3) Bp(eo;z) =1, By(er;x) =2, By(ez;z) = 22 +
4) 1Bnll = 1.

5) Polinomul lui Bernstein este interpolator relativ la f si nodurile 0 si 1, adicd

Bn(f;0) = f(0), Bu(f;1) = f(1).

z(l—x) ]

n

19
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7) Un rezultat mai puternic il avem dat in 1954 de W. B. Temple[121] si de O.
Arama[16] care ne spune cd pentru orice functie convezxd f pe [0, 1] avem inegalitatea

BnJrl(f;x) S Bn(fax)a S [Oa 1}7 n e N
6) Operatorii Bernstein conserva functiile liniare si are loc egalitatea
f<Bu(f), neN

pentru orice functie f convexd.

Derivatele de ordinul 7 > 1 ale polinoamelor lui Bernstein pot fi exprimate astfel:

n—r

k k k+r
Z |:f7aHa"' ) :; pn—r,k(x) (23)

n

(n— )'nr

B (f;x) =

Acest rezultat a fost dat de Popoviciu [101], ceea ce arata c& pentru f convexd de ordinul
k > 1, B,(f) este, de asemenea, convex. S. Wigert[129] a aratat prima data ca

lim [|BY)(f) = f]| =0 dacd f € C"[0,1], r > 1.

2.1.1 Evaluari cu moduli de continuitate. Optimalitatea constan-
telor

Prima estimare a gradului de aproximare a lui Bernstein a fost data de T. Popoviciu [99]
folosind primul modul de continuitate

1Bu(h) — 11 < S (f, fecio] nen.

1
V)’
Estimarea optima este obtinutd de P. C. Sikkema[113]
1B (f) = fIl _ 4306 + 8376
sup  sup =
FECIONTIy neN ¢y, (f’ ﬁ) 5832

=1,08988- - -

De asemenea, avem gi urmétoarea constantd asimptotica, datd de G. C. Essen [48]

sup lim sup 7” ( il

=25 (k +1) (A2k +2) — A(2k)) = 1,04556 - - -
sechointy noos wy (f, 1) kzzo

@ _i2
unde \(z) = \/% S5, exp™ 7 dt.
Din estimarea lui B. Mond [82], obtinem

|Bn(f;2) — f(x)] < 2w <f, x(ln_x)> , feB[0,1], neN, z€(0,1).

In cazul functiilor diferentiabile cu derivata continud, prima estimare cu modulul de
ordinul unu a fost datd de T. Popoviciu [99]. Versiunea punctuald poate fi datd sub
forma:

Bo(fi2) — f(2) < 0y 2=y, (f’,2- x“n‘””)>,fecwo,11

n
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unde z € (0,1), n € Ngi C > 0 este o constantd absolutd. Cea mai bund valoare a
constantei C' 1n aceasta inegalitate este C' = % gi a fost obtinuta in [87]. Din aceasta
estimare se poate obtine cea mai buna aproximare globala gasita prima data de F. Schurr
si W. Steutel [112].

1Bn(f) = fIl _ 1

sup  sup —— 2 =
FEC[0,1\IL; n€N ﬁm (f/7 ﬁ) 4

Estimari remarcabile cu modulul 2 de continuitate sunt date de Y.A. Brudnyi[23] care a
aratat ca exista constanta C > 0 astfel incat

[|Bnf — f|| < Cwo (f, , feC[0,1], neN. (2.4)

1
vn
Versiunea punctuala a acestui rezultat este

|Bn(f;2) — f(z)] < Cws (f, x(ln_x)> , feC[0,1], neN, z € (0,1). (2.5)

care a fost obtinut prima data de Jia—ding Cao [69].

Primele constante concrete care verifica (2.4) sunt date de H. Gonska in [54] si [57],
unde avem constanta C' = 3,25 pentru (2.5) si constanta C' = 1, 6875 pentru (2.4) obtinuta
impreund cu R. K. Kovacheva [58].

In [92] R. Paltinea a demonstrat i C' = 1 este cea mai buni constanta posibil pentru

(2.4), iar in [93] s-a ariitat cd C' = 3 este cea mai buni constanta care poate apirea in

(2.5). ’

2.1.2 Evaluari asimptotice pentru operatorii lui Bernstein

Pentru operatorii Bernstein, Voronoskaya a demonstrat in [127] teorema care ii poartd
numele:

Teorema 2.1.3. [127] Dacad f este marginita pe [0, 1], diferentiabild pe o vecindtate a lui
x §i admite derivatd de ordinul 2, f"(x) pentru x € [0,1] atunci

lim n (B, (fiz) — fla)] = S gy,

n—o0 2
Dacd f € C?(0,1], atunci convergenta este uniformd.

Acest rezultat a fost in atentia multor matematicieni de-a cursul ultimelor decenii.
Rezultatul lui Voronoskaya a reprezentat inspiratia lui S. Bernstein pentru a-1 generaliza
precum urmeaza:

Teorema 2.1.4. [20] Dacd q € N este par, f € C?0,1], atunci uniform in x € [0,1]
avem

aq
n?2

: ") (2
Bu(f;@) = f(2) =Y Bu((e1 — weo) s ) - ! r!( )] -0

r=1
Teorema 2.1.4 a fost generalizata recent pentru orice indice g de catre Tachev.

Teorema 2.1.5. [120] Fie ¢ € N gi C1[0,1]. Atunci nu existd o constantd 8 > 0 astfel
incat sa aiba loc convergenta uniforma a relatied

a ") (4
By(fi2) — f(x) — 5" Bu (e — weq)sz) - S D)

r=1

ni+6

r!

1—>O,n—>oo
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Prezentam in continuare estimari ce se pot obtine ca aplicatii la teoria prezentata in
Capitolul 1.2 la operatorii Bernstein. Aceste rezultate au fost obtinute in lucrarea noastra
[95]. Pentru aceasta avem nevoie si de urmatorul rezultat:

(29)!
8sslns’
Acest rezultat a fost obtinut de D. Cardenas—Morales [33] pentru n € {1,2, 3,4} si de J.

Adell si D. Cardenas—Morales in [4] pentru n = 5. Din acest rezultat si Teorema 1.2.1 cu
2s, in loc de s obtinem

Teoremd 2.1.6. [95] Pentru f € C?[0,1], k € No, n,s €N, z € (0,1) si h > 0 are loc

B, ((ey — x)*,2) < 42(1 — x)

z€[0,1], seN, ne{l,23,4,5}. (2.6)

2k £(5) (4 .
5.0 - 3 L (e - o))
j=0 '
4r(l—z) /1 —9s 2s)! 2

V. S. Videnskii [125] a ardtat ci pentru C' = 1 urmitoarea inegalitate

x(lT;f”) ) f”(x)’ < C’wm (f”, \/2), (2.8)

care are loc pentru oricare f € C?[0,1], x € (0,1), n € N, n > 2. Aceast# inega-

litate a fost numita inegalitatea de tip Videnskyi pentru operatorii lui Bernstein. Despre

constanta C' care poate aparea in aceasta inegalitate exista numeroase imbunatatiri: Gon-

ska gi Raga [63] au obtinut C = 1/2+./5/16 = 0,895285. .., Abel si Siebert [1] au obtinut

C =11/16 = 0,6875, Cérdenas-Morales [33] a dat C' = 617/1024 = 0, 6025390625 si re-

cent Adell i Cdrdenas-Morales [3] au obtinut C = 1/2 + 15/(16)® = 0, 503662109375.. . ..
Folosind Teorema 2.1.6 putem deduce ca avem:

Corolar 2.1.1. [95] Pentru orice f € C?[0,1], n > 2, x € [0,1] are loc

Bn(fax) - f(l’) -

x(ngx) . f”(m)’ < Cowm (f”, \/Z>, (2.9)

1 10!

Co==|14——= ] =0,50240325927734375.
072 ( * 1656!> ’

Observatie 2.1.1. Se alege s =5 deoarece pentru aceastd valoare se obfine mi-

nimul expresiei %

Vidensky.

Bn(fx) = f(z) -

unde

. Aceasta este cea mai bund valoare obfinutd pentru constanta lui

Pe de alta parte nu rezulta ca Cj este cea mai buni constanta posibild, deoarece
estimarea datd in (2.7) nu este optimals.

Corolar 2.1.2. [95] Pentru orice f € C?*[0,1], n > 2, k> 1, z € [0,1] are loc

2k £(5) (g _
B0 - D B — o)
j=0

e et () 0o ()] o

Nu se cunosc in literatura alte evaluari asimptotice cu modulul wy cu care sa se poata
compara acest rezultat.
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2.2 Alti operatori de tip Bernstein modificati

In acest paragraf consideram cativa dintre cei mai cunoscuti operatori obtinuti prin mod-
ificarea operatorilor lui Bernstein.

2.2.1 Operatorul Kantorovich

Definitie 2.2.1. Fie n € N. Operatorul K, : L1[0,1] — C[0,1], f — K,f definiti prin

k+1

n
n+1
(Kn(fiz)=(n+1))_ ( ) (1-— x)”_k/ f(t)dt
k=0 T
se numesc operatorii Kantorovich.
Daca notam cu x,, functia caracteristica a intervalului (O —] atunci operatorii Kan-

torovich pot fi exprimati astfel:

(Kn(f;x):(n+1)§<z>xk(l— - k/ £(#) ( )dt

Lema 2.2.1. [5] Operatorii Kantorovich dati de Definitia 2.2.1 verificd relatiile:
i) Kp(eg;x) = 1.

i) Kn(en;z) = 5z + m

iii) Kn(es;w) = P + 20 g 4 ool
w) lim, 00 K f = f uniform pe [0,1], oricare ar fi f € C[0,1].
Din estimarea lui Shisha si Mond se obtine:

Teorema 2.2.1. Daca f € C[0,1] si x € [0,1] atunci

(n—1a(l-z)+1
n+1

(Ko (f52) = f(2)] < 201 | f,

1
f2‘”1<fwm)'

2.2.2 Operatorul Durrmeyer
Definitie 2.2.2. Fie n € N Operatorii D,, : L1[0,1] — CI0,1], f— D, f definiti prin

n 1
Du(fi) = (04 )Y pua@) [ pua®F (@)t
k=0 0
unde py 1 sunt polinoamele fundamentale ale lui Bernstein, se numeste operatorul Dur-

rmeyer.

Se observa ca sunt liniari gi pozitivi. Urmatoarele proprietati au fost obtinute de M.M.
Dierrennic [43], vezi si O. Agratini [5].
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Teorema 2.2.2. Operatorii Durrmeyer au urmdatoarele proprietati:
1) Dy(ep) = 1.
2) Transformd orice polinom de grad p, p < n intr-un polinom de grad p.

3) limy, 00 D f = f uniform pe [0,1], oricare ar fi f € C|0,1].

4) IDa(f5x) = f(@)| < 201 (f. 7k - ()F € Cl01], (%) = 3.

2.2.3 Operatorul Durrmeyer—genuine

Consideram operatorul Bernstein-Durrmeyer-genuine U,, : C[0,1] — [[,,, considerati de
W. Chen [35] si T. N. T. Goodman si A. Sharma [64].

n—1

k=1

In analogie cu binecunoscuti operatori Bernstein—Durrmeyer, operatorii Bernstein—-Durrmeyer—
genuine au urmatoarele proprietati

Lema 2.2.2. [64][65] Au loc proprietdtile:

(i) U, este liniar $i pozitiv.

(ii) Une; = €5, i = 0,1 i Up(eg; ) = 22 + 22020,

(i) |Unfll < IfII-
() f<Ugf <Unf pentru f convexd si numdrul natural k > n.

(v) U, este de variatie diminuatd, adicd pentru oricare f € C[0,1] o functie neliniard
S(Unf—f) <S(f—f), unde S(g) este functia care contorizeazd numdrul schimbarilor
de semn ale functiei g pe [0,1].

Consideram operatorii diferentiali

_ 2 2
L=n) & g oAl (2.11)

a(
A= s

2 dz?’
cu domeniul comun

D(A)=D(B) = {u € C[0,1]NC?[0,1] : lim z(1 — z)u”(z) = lim z(1 — z)u” (z) = 0}

x—0 r—1

Teorema 2.2.3. [60] Pentru orice functie f € C?[0,1] are loc:

lim n(B,f — f) = Af.

n—oo
Teorema 2.2.4. Exista evaluarea

1

m) , feC,1], neN. (2.12)

1027 = 11 = gon (£
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2.2.4 Operatorii a—Bernstein

In [34], autorii au introdus o noud familie de operatori Bernstein modificati.

Definitie 2.2.3. [34] Consideram functia f definitd pe [0, 1], pentru orice numadr natural
n si orice a € R fixat, definim operatorul a-Bernstein pentru f

Toa(fiz) =Y finli) (@) (2.13)
i=0
unde f; = f (%) . Pentru i = 0,1,...,n, polinomul a-Bernstein p%’i(x) de grad n este

definit ca pYo(z) =1 -, pt(z) = i

P (@) (n__2>(1a)x+ <T_L_2>(1a)(1fc) (2.14)

) 1—2

+ (”) az(l—z) -2 (1 - a)" i

i
unden >2, 0<i<mn, ze€l0,1].
Calculand cativa termeni precum urmeaza, observam urmaéatoarele formule:

Do) = (1 —ax)(l - z)" (2.15)

n—1

pgn(x) =(1—a+ax)z
Cand a = 1, Polinomul a-Bernstein se reduce la polinomul Bernstein clasic.
Lema 2.2.3. [3/] Pentru orice n > 1, si orice a:

i) (Proprietatea de interpolare) Operatorul a-Bernstein pentru f(x) interpoleazd f(x)
la ambele capete ale intervalului [0, 1], adicd

Tnal(f;0) = f(0) si T alf;1) = f(1).
it) (Liniaritatea) Operatorul o-Bernstein este liniar, altfel,

Toa(Af + 19) = ATn0(f) + 1T0,0(9),
pentru orice functie f(x) si g(x) definite pe [0,1] si orice A\, u € R.
Lema 2.2.4. [34] Au loc urmdtoarele proprietdti:

i) Tnaleo;x) =1

i) Tpoler;z) =x.

i11) Operatorul a-Bernstein reproduce functiile liniare, precum urmeazd

Tholax+b;2) =ax +b

pentru orice numere reale a i b.

iv) Operatorul a-Bernstein este un operator monoton pentru 0 < a < 1, deci, dacd
f(x) > g(z), z € [0,1], atunci Tpo(f,z) > Ty.o(g;z), € 0,1].
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v) Dacd f(z) este nenegativd pe [0, 1], atunci operatorul a-Bernstein o transformd tot
intr-o functie pozitiva.

Lema 2.2.5. [34] Au loc urmdtoarele identitati:
i) Ty olex) = a2 + 22070 (1 — ),
i) Ty.a(es;x) = a3 + W:ﬁ(l — )+ Wx(l —z)(1 —2x).
i)

6[n+2(1 —a)] 4 4n+6(1 — o))

Tha(eq; z) =z + a7 (1—2)+ Tﬁ(l —z)(1 —2x)
n [Bn(n —2412(n —6)(1 — o;]f(l —z)+ [n+ 14(1 — a)]x(l ).

Teorema 2.2.5. [34] Dacd functia f(x) este continud pe [0,1], pentru orice o € [0,1],
operatorul a—Bernstein converge uniform la f(x) pe intervalul [0,1].

Urmaitoarea teorema este o teorema de tip Voronoskaja.

Teorema 2.2.6. [34] Fie f(x) mdrginitd pe [0,1]. Atunci, pentru orice x € [0,1] unde
f"(x) existd,

lin [T, ol f12) — f(2)] = 51— )" (2),

n—oo
unde 0 < a < 1.
Urmatorul rezultat ne da o margine superioara pentru eroarea de aproximare.

Teorema 2.2.7. [34] Dacd f(x) este marginita pe [0, 1], atunci, pentru 0 < a <1

3 n+2(1 — )
1£(2) = Tn.a(fi2)]] < Sen ( :
n
Teorema 2.2.8. [84] Fie f € C[0,1]. Dacd f(x) este crescatoare (sau descres-
catoare) pe [0,1] pentru 0 < a < 1, atunci si operatorul a—Bernstein este des-
crescator (respectiv crescator).

Teorema 2.2.9. [34] Fie f € C[0,1]. Daca f(x) este convez pe [0, 1], atunci si operatorul
a—Bernstein este convex pentru orice 0 < o < 1.

Varianta Chlodovsky a operatorilor T,, ., a fost studiatd in [116]. Va fi prezentata in
Capitolul 3.

2.3 Operatori obtinuti prin iterare

In acest paragraf vom construi o noua clasa de operatori care se obtin prin itera-

re. In aceastd constructie se foloseste o metoda de modificare a operatorilor
a—Bernstein, facand la fiecare pas o alegere convenabild parametrului «. Scopul principal
este de a obtine operatori care sa aiba proprietatea de conservare a convexitatii de ordin
superior. Rezultatele din acestd sectiunea sunt cuprinse in lucrarea [97].
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Pentru intregii 0 < r < n consideram operatorul

n—r

T:{(f)(:l)) = an—r,i(x)F;;,i(f)’ f : [07 1] - R’ S [07 1]7 (216)
i=0

unde functionalele F7; sunt definite recursiv prin F,?Z(f) = f(%), 0 <i < nsi pentru
r>1:

7

run=(1- ) R0 S 0sisa s @

Observam ca pentru r = 0, 7)) coincide cu operatorul Bernstein, B,,. De asemenea,
operatorul T)! poate fi pus in legdturd cu operatorii T}, o, definiti de T}, o, = aB,, + (1 —
)T}, pentru « € [0,1], introdusi de Chen in [34].

Pentru operatorii 7, vom studia in aceasta sectiune reprezentarea explicita, mo-
mentele, estimarile gradului de aproximare folosind moduli de continuitate, teorema de tip
Voronoskaja, pastrarea convexitatii de ordin superior si aproximarea simultana. Exista o
analogie partiala intre operatorii 7, si compunerea prin iterare a operatorilor Bernstein:
(B,)" := Bpo---0 By, (rori).

2.3.1 Identitati de baza
Lema 2.3.1. Pentru intregit 0 <r <n, 0 <i<n—r are loc:
i) F},;(e0) =1,

i) Fri,i(el) =2

n—r’

Corolar 2.3.1. Pentru intregii 0 < r < n, gsixz € [0, 1], urmdtoarele relatii sunt adevarate:
i) Ty (eo)(x) =1,
it) T (e1)(x) = .

Pentru a € R, si n € Ny notam cu (a),, simbolul Pochhammer, definit prin (a)o = 1 si
(a)p, =ala+1)...(a+mn—1), pentru n > 1.
Pentru n,r,i,k € Ng, 0 <r<n,0<i<n-—r, 0<k<r definim

Cnrik = (;) (n =i —=1)r—(0)g- (2.18)

Lema3 2.3.2. Pentru f € C[0,1], ne N, 7€ Ny, 0<r <n,0<i<n—r, avem

FLf) = ——— 3 enrins ( Tk ) . (2.19)

(n—r), = n

Observatie 2.3.1. Din Lema 2.3.2 rezulta ca
Ty (f)(@) = (L= 2)f(0) +af(1), f:[0,] =R, neN, ze[0,1].

Aceasta relatie arata ca operatorii 7, fac legatura intre operatorii B,, si B;, similar cu
legatura facuta de (B,)", pentru r = 1 gi limita cind r — oc.

Pentru orice n € N consideram operatorul

"_1t+111), fecp1), teo,1].  (2.20)

Gu(ni = 1= nf (“2e) 417 (
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Lema 2.3.3. Pentrul <r <n gi f € C[0,1] are loc

T (f)(@) = (T3=1 0 Gu) () (), x € [0,1]. (2.21)
Corolar 2.3.2. Pentru intregit 0 < r < n exista reprezentarea

I =Bpr0oGpri10Gn_ry20...0G,. (2.22)

2.3.2 Momentele

Lema 2.3.4. Pentrun € N, p € N are loc

Gn((e1 —weg)?)(t) = Z(t — x)jdmp,j(a:), t,z €10,1], (2.23)
j=0
unde
tnnst) = (7)== ) 40l ]

Y T

np \j—1
Definim momentele de ordin p ale operatorilor T, prin
MPITY(z) =T ((e1 — wep)?P)(x), 0<r <n, p>0, z €[0,1]. (2.24)
Din Lema 2.3.3 si Lema 2.3.4 avem urmatoarea relatie de recurenta

Corolar 2.3.3.

MP[T}](x) = idn’p’j(ac)Mj[T:;:}](:I:)7 1<r<mn,p>0, z€[0,1]. (2.25)

Jj=0

Lema 2.3.5. Avem, pentru x € [0,1], 0 < r < n:

MO = 1 (2.26)

MT;)(x) = 0; (2.27)

M) = e -, (2.28)
n2 nr mn 7"2 T

MATT|(2) = ARSI T ASIE2 0~ o), (2.29)

n*(n—r+1)(n—r+2)
1
MAYT(z) = 2(1— Z)anr(x), culan,(z) < Cp- - (2.30)
unde C, este independent den € N, gix € [0,1].
Lema 2.3.6. Pentru intregii n,r,p, cu n > r + p avem reprezentarea

n—r

T;<ep><x>=( ) By (e0)(x) + Rupr(2), (2:31)

n

unde R, ,(x) este un polinom cu grad cel mult p avand toti coeficentii de tip O (%),
depinzand de p gi r.
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2.3.3 Estimari ale gradului de aproximare prin operatorii 7

In aceastd sectiune deducem estimarile ordinului de aproximare folosind modulul de con-
tinuitate de ordinul intai, modul uzual de continuitate de ordinul al doilea si modulul al
doilea a lui Ditzian-Totik.

Teorema 2.3.1. Pentru f € C[0,1], z € [0,1] si intregii 0 < r < n urmdtoarele estimari
sunt adevarate:

T (@) — F(@)] < 201 (f, \/ (ntr+ el - ”) , (2.32)

Y C———
T() (@)~ £(a)| < é\/ e T (f', 2\/ e ””) - @)
T5(1) ) - (@) < ng <f, \/ it el ‘”)> , (2.34)
T()) - (f, e )> , (23)

unde, aditional, in inegalitatea (2.33) presupunem ca f € C1[0,1], in inegalitatea (2.34)

presupunem cd 2 % < 1 giin inegalitatea (2.35) presupunem cd 2, /*n&ﬂ;ﬁl) <
1.

Corolar 2.3.4. Pentru orice f € C[0,1] si intregul 7 > 0 are loc:

i [T5() ~ £l =0, (2:36)

Vom da o versiune cantitativa a teoremei Voronoskaja. Pentru aceasta vom folosi cel
mai mic majorant concav al primului modul de continuitate, dat pentru functia f € Bla, ]
si h > 0 din

sup (h—z)wi(f, y;-"(y h)wi (f,z )’ 0O<h<b—ua

D1(fih) = { o=eEnsver (2.37)

Wl(f,l), h>b-—a.

Teorema 2.3.2. Dacd f € C?[0,1], r > 0 este un intreg si x € [0,1], atunci avem

T - fo) - 5 - P ) (2.38)

< o, ( \/15) , (2.39)

unde C,. > 0 este o constantd independentd de f,nsiz.

2.3.4 Convexitatea de ordin superior. Aproximare simultana

Reamintim ca notam prin D operatorul de derivare si prin D®* := DoDoDo---0D,
(s-ori), operatorul derivatei de ordin s. Daca f € C*T1(I), atunci f este convexi de ordin
s dacd si numai dacd D**!f(x) > 0, pentru orice z € I. Un operator care transforma
orice functie s-convexa intr-o functie s-convex se numeste operatorul convex de ordin s.
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Lema 2.3.7. Pentru f € C[0,1], si intregii 0 <r <n, 0 < s <n—r avem

. . n—r—s _l’_ 1 s n—r—s s .
DT (f)(x) = g Z Prn—r—s,i () Z Cn+s,r7i+s7kA%f (
1=0

(n—7) P

Z:’“) (2.40)

Teorema 2.3.3. Fie intregii n,r astfel incat n > r. Atunci operatorul T, este convez de

ordin s pentru orice intreq s > —1 astfel ca n > r + s.

Cu ajutorul acestui fapt deducem proprietatea aproximarii simultane a operatorilor
T

Teorema 2.3.4. Pentru intregii 0 <r <n g0 <s<n—r avem

lim [[(D* e T7)(f) = D*f[| =0 (2.41)

n— oo



Capitolul 3

Operatori de aproximare
pentru intervale necompacte

Capitolul prezinta doud tipuri de aproximare pe intervale necompacte, acestea fiind aprox-
imarea uniforma pe intervale compacte si aproximarea ponderata.

Mai intai introducem urmatoarele notiuni de baza pe care le vom folosi in continuare.

Numim pondere pe intervalul [0,00), o functie p € C[0,00) cu proprietatea c& p(z) >
0, x € [0,00) si lim,_, p(x) = 0.

Definim urmatoarele spatii de functii:

- UCy(I) - spatiul functiilor reale, uniform continue gi marginite definite pe I, unde I
este un interval real

- B,[0,00) = {f :[0,00) = R|IM; > 0 astfel incat p(z)f(z) < My (V)z € [0,00)} unde
My este o constantd depinzand de f.

- Ch[0,00) = C[0,00) N B, [0, 0)

- C3]0,00) = {f € C[0,00)| 3 lim; o0 f(z)p(x) € R}

- C0]0,00) = {f € C[0,00)| 3 lim, 00 f(x)p(x) =0 € R}
1

Dacd p(z) = 175x notam C7[0,00) cu C}[0, 00).

Putem observa ugor ci C9[0,00) C C%[0,00) C C5[0,00) C B,[0, o).
Pe B,[0,00) definim norma ||f||, prin

fllp = sup p(z)|f(z).]

x€[0,00
In raport cu aceasta norma B,[0,c0) este un spatiu Banach.
De asemenea, pentru o multime compacta K definim norma supremum functiei f pe
multimea K astfel

f[|xc = sup [ f(2)].
reEK
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3.1 Rezultate generale in teoria aproximarii pe necom-
pact a operatorilor liniari si pozitivi

incepem printr-un exemplu dat de Z. Ditzian [45] care aratd cd Teorema lui Korovkin
nu este adevarata pentru toate sirurile de operatori liniari gi pozitivi aplicate functiilor
continue definite pe un interval necompact, chiar daca restragem la un interval compact
functiile obtinute ca imagini.

Considerém girul de operatori liniari §i pozitivi (Ly)n, Ly : C5[0,00) = C[0,1], unde
p(x) = e™*, definiti prin

Lo(f,2) = Bu(floapa) + f(m)e™, z €[0,1], f € C[0,00),

iar B, este operatorul lui Bernstein.
Atunci L, (eg; z) — 2% pentru k = 0, 1, 2 uniform pe [0, 1], dar L, (e!; z) — e + 1 uniform
pe [0,1].

Pentru a obtine extinderea teoremei lui Korovkin in cazul intervalelor necompacte
sunt necesare conditii suplimentare.

In [7], F. Altomare a prezentat rezultate generale de tip Korovkin intr-un context mai
abstract al spatiilor metrice. Cele mai reprezentative sunt date de urmatoarele teoreme.
Mai intéi consideram spatiul metric (X, d). Notam cu

do(y) == d(z,y), =, y € X.
Teorema 3.1.1. [7] Fie (X,d) un spatiu metric si fie E o sublatice vectoriald a lui
F(X) care contine functiile constante si toate functiile d2(z € X) unde F(X) este spatiul
functiilor reale pe X. Fie (Lyp)pn>1 un sir de operatori liniari si pozitivi din E in F(X) si
fieY o submultime a lui X astfel incat
(i) limy, o0 Ln(e0) = 1 uniform pe Y
(i) limy, o0 Ly (d2;2) = 0 uniform in raport cu x €Y.

Atunci pentru orice f € ENUC,(X)

lim L,(f) = f uniform pe Y

n—oo
unde UCy(X) este spatiul functiilor uniform continue i mdrginite pe X.
Teorema 3.1.2. [7] Fie (X,d) un spatiu metric local compact si fie E o sublatice vec-
toriald a lui F(X) care contine functia constantd 1 si toate functiile d2(xz € X). Fie
Ly, : E — JF un sir de operatori liniari i pozitivi astfel incat
(i) limy, o0 Ly (e0) = 1 uniform pe submultimile compacte din X
(i) limy, o0 Ly, (d%;2) = 0 uniform pe submultimile compacte din X

unde n > 1. Atunci pentru orice f € EN Cy(X)

lim L, (f) = f uniform pe submulfimile compacte din X
n—oo

unde UCy(X) este spatiul functiilor uniform continue gi marginite pe X .
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J. Bustamante prezinta in [27] cAteva teoreme directe pentru giruri de operatori liniari
si pozitivi in spatii ponderate. Consideram m € N fixat gi ponderea

p(x) = pm(x) = (1+z)™™, z €[0,00).
Pentru a € N, b > 0, ¢ > 0 notam
o(x) =/ (1 + ax)(bx + ¢)

Pentru estimari in norma folosim urmatorul modul ponderat pentru orice f € C}[0,00)
cu

wi(fit)p= sup  sup |p(x)Af 0 f(2)] (3.1)
he(0,t] z€I(p,h)

unde I(p,h) = {& >0:hp <z}. In [28], M. Becker a introdus urmitorul modul de
netezime, pentru f € C,[0,00) si h >0

wa(f,1), = it}llgtsggp(w)lf(x +2h) = 2f(z +h) + f(z)| (3.2)

Prezentam in continuare cu o formula echivalenta rezultatul obtinut J. Bustamante in

[27]:

Teorema 3.1.3. [27] Fie m un numar natural fizat gi fie p(x) = (1 + x)~™. Pentru
a€Ngib, ceRcub>0gic>0. Consideram p(x) = \/x(1 + ax) si un operator liniar
si pozitiv Ly, : C}[0,00) — C[0,00) avind proprietdtile urmatoare:

(i) Ln(eo) =ep si Ly(e1) =er
(i) exista o constantd Cy $i un gir (oum)n astfel incat
L, ((61 — eox)z,x) < Cramp?(z), > 0.
(1i1) exista o constantd Cy = Ca(m) astfel incdt pentru orice n € N

L, ((eg+e1)™ z) <Co(1+2)™, z>0.

(iv) existd o constantd C5 = Cs(m) astfel incat pentru oricare n € N

p(z) L, (W; x) < Czanp(z), >0

Atunci exista o constanta C astfel incat, pentru oricare f € C,[0,00) sin € N astfel incat

1
n S 37e

If = La(H)llp < Cwf (f,Van),, [ € Cpl0,00)
unde w3 (f,t), este modulul din (3.1).

Teorema 3.1.4. [27] Presupunem conditiile din Teorema 3.1.8, exceptind faptul cd
L,(e1;x) = e1. Atunci

1) exista o constanta C astfel incdt, pentru oricare f € c, [0,00) gi n € N astfel incdt

1
O < 55

1f = Lu(Dll, < Cwb (f, vam),

o) (1 (24 5o0) = 1 (2= o) )

unde

(,u;;(f7 t), = sup  sup
he(0,t] 2t>hp(x)
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ii) existd o constantd C astfel incdt, pentru oricare f € C;[0,00) sin € N

p(@)|f(z) = La(f;2)| < Cwi (f,Van),, >0
unde

wi(ft), = sup supp(z)|f(z+h)— f(z)]
0<h<tz>0

R. Paltinea a prezentat in [89] estimari cu constante explicite ale gradului de aproxi-
mare prin operatori liniari gi pozitivi pe intervalul [0, c0) folosind moduli de continuitate
ponderat;i.

incepem prin a considera urmatoarele:

Definitie 3.1.1. [89] O functie p € C[0,00) este numitd admisibild dacd verificd urmdtoarele
conditii:

(i) olt) > 0, (V)t € (0,00).
(ii) % convexd pe (0,00).
(#ii) Pentru x > 0 avem

Toodt
—— < oo; pentru(V)z > 0. 3.3
/0+0 o(t) ) 3.3)

(iv) Avem ;
r t
/0+0 20 = o0. (3.4)

In aceasti definitie folosim integrala Riemann improprie. Folosind o functie ¢ admis-
ibila se introduce urmatorul modul ponderat de ordinul intai:

Definitie 3.1.2. [89] Pentru f € F[0,00) si h > 0 avem

(1. = {170) = Fl e o) ol <ne (52} 63)

Admitem 1n definitie c& supremum poate fi egal cu oco.
Pentru o functie admisibila ¢ atagam urmatoarea functie:

Toodt
0(z) :/ONM, 2 € (0,50) (3.6)

Teorema 3.1.5. [89] Fie W wun subspatiu liniar a lu F[0,00) si fie F : W — R o
functionald liniard pozitiva. Fie x € [0,00) si fie ¢ o functie admisibild. Presupunem cd
(0 — 0(x)eg)® € W sieg € W. Atunci pentru oricare f € W si oricare h > 0 avem

[F(f) = f(2)] <[f (@) - |F(eo) — 1]
+ (F(eo) + h2F ((60 — 0(x) - e0)?; z) ) w? (£, h). (3.7)

In cazul ¢ = eg avem 6 = ey i relatia (3.7) devine binecunoscuta estimare a lui Mond.

Prezentam o estimare pentru ponderea ¢(x) = 1]5,“ neN, n>2.
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Teorema 3.1.6. [89] Fie W C F[0,00) un subspatiu liniar astfel incat [],, € W. Daca
L:W — F|0,00) este un operator liniar i pozitiv, atunci oricare ar fi f € W, x € [0, 00)
st h >0 avem

IL(f;2) = f(2)] <If(@)] - [L(eos x) — 1|+

<L(eo;x) + %L ((61 — ze0)?(2e0 + x2eg + €2y ); z)) ~w?(f, h).
(3.8)

3.2 Estimari generale ale aproximarii ponderate pe in-
tervale necompacte folosind moduli clasici de con-
tinuitate

In cadrul acestei subcapitol prezentam unele rezultate obtinute pentru aproximarea pon-
deratd pe intervalul [0, 00) prin operatori liniari si pozitivi. O atentie speciald este acor-
datd ponderilor 1 gi 1/(1 + 22). Aplicatii la aceste rezultate sunt date pentru operatorii
Szasz-Mirakjan si operatorii Baskakov. Fixam o functie pondere p definita pe intervalul
[0, 00), adica o functie continud si strict pozitiva pe acest interval. Rezultatele din aceasta
sectiune sunt cuprinse in lucrarea [94].

Pentru a estima gradul de aproximare a functiei din spatiul C [0, 00), printr-un sir de
operatri liniari gi pozitivi definiti pe spatiul acesta putem aplica diferiti moduli ponderati
de ordinul intai, vezi [53] [27], [77], [128], [66], [89] si multi alti.

Vom considera aici o alta abordare care conduce la estimari cu moduli clasici.

Astfel, o metoda consta in reducerea problemei de aproximare pe spatiul C7[0,00)
la problema de aproximare pe spatiul C[0,1] folosind o transformare. Aceastd ultima
metoda de compactificare pentru problema de convergenta a fost folosita de Bustamante
in [25]. Noi suntem intersati sé obtinem rezultatele cantitative ale gradului de aproximatie
folosind aceasta transformare.

Pentru acest scop, notam

Oy
v =1L yel), (5.9)
Functia v : [0,1) — [0, 00) este o bijectie cu functia inversa
1 X
= . .1
v = T wel000) (3.10)

Consideram operatorul liniar @ : C}[0,00) — C[0,1] definit de

p(¥(y)f(¥(y), dacaye][0,1)

limy e pla) (@), daciy—1 1 €010 (3.11)

O(f,y) = {

Operatorul ® admite operatorul invers ®~! : C[0,1] — C;[0,00) dat de
g~ (x))
p(x)

Fie L : C}[0,00) — C;[0,00) un operator liniar si pozitiv. Consideram operatorul
liniar L® : C[0,1] — C[0,1], dat de:

o g, x) = , g € C[0,1], x €0, 00). (3.12)

L*(g) = (®oLo® 1) (g), g € C[0,1], (3.13)
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care evident ca este, de asemenea, un operator pozitiv care satisface conditia || f—L(f)||, =
|®@f — L®(®f)||s0, pentru orice f € C;[0,00). Folosind acesta transformare studiul
aproximari ponderate prin sirul de operatori (Ly)n, Ly : Cp 00[0,00) = C) oo[0,00) este
redus la aproximarea uniforma prin girul de opera-

tori (L), pe spatiul mai simplu C[0, 1].

Exista multe estimari cu momente si moduli diferiti de ordinul intai si doi. Vezi
[87]. In ceea ce urmeazi vom folosi numai doud estimiri generale, care sunt date in
contexul general al intervalelor arbitrare pentru a le aplica intr-un mod dublu: direct si
prin transformarea care urmeaza.

Teorema 3.2.1. Fie p o pondere continud strict pozitivd pe intervalul [0,00). Fie L :
Cy[0,00) = C;[0,00) un operator liniar si pozitiv si f € C;[0,00). Pentru orice x €
[0,00) si h >0 avem

() = @) < F@)p@) (5 e) 1]

N [L(e;x> +%Ln((¢_l —wp‘l(w)eo)2,x)] wi(Bf,h).  (3.14)

() = @) < @@L () 1]

(e e

+[L(es’x)+2l112L((1/1_1—1/)/;1($)€0)27x)}w2(<1>f7h). (3.15)

In ceea ce urmeazi considerfim douii ponderi importante p(z) = 1 i p(z) = 1/(1+x2),
x > 0. Aproximarea in raport cu ponderea p(z) este echivalentd cu aproximarea uniforma.

Teorema 3.2.2. Fie p(z) =1, z > 0. Fie L : C}[0,00) — C;[0,00) un operator liniar
si pozitiv si f € C}[0,00). Pentru orice z € [0,00) avem

IL(f,2) = f(z)| < |f(z)| - [Lleo, ) — 1]
+ (L(eg, ) + Dwn (f o9, m) (3.16)

1+

IL(f,x) = f(2)] < |f(@)]|L(eo,x) — 1
+ /I(eo 2w <f0¢, v/ L(ey —$€0)27$)>

1+

14z

+ (L(eo,w) + %)m (f o1, m) (3.17)

Observatie 3.2.1. Daca aplicam estimarea din Teorema 1.1.4 si estimarea din Teorema
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1.1.8 pentru I = [0,00), f si x pentru h = \/L(e; — zeg)2,x) obtinem
IL(f,z) — f(x)] < |f(z)|-[L(eo,z) — 1
+(L(eg, z) + 1w (f, L(e; — xe0)2,x)) (3.18)
IL(f,x) = f(x)] < |f(@)|-[L(eo,z) =1
|L(ex — xeg, x)| o (f, \/m)

L(ey — xep)?, x)

+(Le.a) + 3 ) (£ VEer —aeo)) (3.9

Teorema 3.2.3. Fie p(z) = ﬁ, x> 0. Fie L : C;[0,00) — C}[0,00) un operator
liniar si pozitiv si f € C}[0,00). Pentru orice x € [0,00) avem

p(@)|L(f,z) — f(z)] < p(x)f(x)|.’L(€0+e2vx)_1‘

1+ 2?2
+ [W + 1} wi <<I>(f)7 \/m> (3.20)
PO - S < plolfe) [

1+22 1+ 22)(1+2)?

p[Hored 1, (@(fr \/ T e x;> (3.21)

L(eo +e3,7) (M W(_H>

1+ a2 2 (1+22)(1+x)

Observatie 3.2.2. Din Teorema 1.1.4 si Teorema 1.1.8 pentru I = [0,00), pentru h =

L(ey — zeg)?,x) obtinem estimari similare, care pot fi obtinute tnmulfindnd relatiile
(3.18) si (3.19) cu p(x). Si in acest caz, relatiile care sunt obtinute sunt mai bune in
anumite situatii decdt relatiile (3.20) si (3.21), pe cand in alte cazuri ultimele sunt mai
bune.

3.3 Operatorul Bernstein—Chlodovsky

3.3.1 Generalitati

In 1937, 1. Chlodovsky a introdus un nou tip de operatori in [37]. Astfel, pentru b > 0
definim urmaétorul operator:

s =3 (1)1 (-7 () (-5

Pentru b = 1, f € F0,1], = € [0, 1] acesta devine operatorul lui Bernstein. Operatorul
Bernstein este transformat din intervalul [0, 1] in intervalul [0, b].

Ne intereseaza ca b sa fie cat mai mare. Pentru obtinerea operatorului
Chlodovsky—Bernstein se va aplica o tehnica de dilatare a intervalului care poate fi
reprezentata in felul urmator:

CalFi) = Bu (£(b1). ).
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Chlodovsky a utilizat aceastd transformare pentru a aproxima functii definite pe [0, oo)

Pentru aceasta l-a luat pe b variabil sub forma unui sir (b,,),, astfel ca lim,, o, b,, = co. In

plus, se presupune si lim, oo %" = 0. Deci operatorii Chlodovsky au urmatoarea forma

car-E (1) () 0-5)”

In urmatoarea teorema avem convergenta punctuala a acestui operator.

Teorema 3.3.1. [87] Dacd f € C[0,00) i are loc inegalitatea
|f(x)] < C-e", x>0. (3.22)
unde C gt p sunt doud constante arbitrare gi x € [0,00), iar sirul b, verificd conditia
b, < nrFiTy (3.23)
unde 1 este ales suficient de mic atunci
Cn(f;2) = f(z) (n — o0)
unde x € [0,00) .

Aceasta inseamna ca definitia lui C), depinde de cregterea lui f. Ceea ce face ca acesti
operatori sa difere de operatorii de tip Szasz—Mirakjian—Favard.
Pentru convergenta uniforma avem urmatoarea teorema

Teorema 3.3.2. [37] Dacd f € C[0,00) si are loc relatia

n

—o?n 1
1o+ 5 =0 (2) (3.04)

unde o £ 0 finit, atunci sirul de polinoame C,(f) are proprietatea
Cn(f;z) = f(z) cdnd n — 0o
uniform pentru x € [a,b] pentru orice interval [a,b] C (0, 00).
Pentru z € [0, b,], folosind proprietatea operatorilor Bernstein, avem
i) Cplep;z) =1
i) Cpler;z) =2
z (b, —x)

iii) Cp(eg;z) = 2%+ T2

n

) [Cufi) = (0] < o (/20572

3.3.2 Operatolrul a—Bernstein—Chlodovsky

In acest subcapitol, vom introduce varianta Chlodovsky a operatorului a—Bernstein care
reprezinta o generalizare a operatorului a—Bernstein. Vom investiga cateva proprietati
elementare ale acestui operator si vom studia proprietatiile de aproximare, incluzand
formula estimarii asimptotice de tip Voronovskaja a aproximaérii operatorului.
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Dintre rezultatele obtinute pentru operatorii Bernstein-Chlodovsky mentionam Teo-
rema de tip Voronoskaya pentru derivata variantei Kantorovich a operatorilor Bernstein—
Chlodovsky, prezentati de Butzer si Karsli in [24]. De asemenea, Karsli a introdus o
varianta a operatorilor Chlodovsky—Kantorovich si o varianta a opera-
torilor Chlodovsky-Durrmeyer in [71] gi [72]. O variantd Chlodovsky a operatorilor Szasz a
fost introdusa in [119]. Pe de altd parte, g-modificarea operatorilor Bernstein-Chlodovsky
a fost studiata in [70].

Rezultatele prezentate in acest subcapitol au fost cuprinse in lucrarea [116].
Proprietati de baza

Cand a = 1, polinomul a-Bernstein se reduce la operatorul clasic Bernstein. Definitia
noastra principala este urmatoarea.

Definitie 3.3.1. Fie CT,, : C[0,b,) — C[0,b,) operatorii a-Chlodovsky-Bernstein,

definiti de formula
n bn )
CToa(fiz) =Y f (nZ) P (;) (3.25)
i=0 n

unde

N -9 —2

pgm)(a:) = {(n ; )(1 —a)r+ (T;_ 2)(1 —a)(1l—x)+ (7;) az(l — x)} (3.26)
_xi—l(l _ x)n—i—17

sia €R, f e C0,00), x € [0,b,] si (b)), este un gir pozitiv de numerele reale cu

proprietatile

b
lim b, =00 g lim — =0 (3.27)

n—00 n—oo n
Observatie 3.3.1. Pentru a € [0,1] si n € N, operatorul CT,, o( - ;) este pozitiv.
Pentru familia de operatori dam cateva dintre proprietatile si rezultatele lor.
Lema 3.3.1. Pentru tofi n > 1, independent de «:

(i) (Interpolarea functiilor in capetele intervalului) Operatorul a—Chlodovsky—Bernstein
pentru [ interpoleazd f la ambele capete ale intervalului [0,by,], asadar

CTna(f;0) = f(0) i CToa(f;0n) = f(bn) (3.28)
(i) (Liniaritatea) Operatorul a—Chlodovsky—Bernstein este liniar, dect,
CTha(M + 1g) = ACTh o (f) + nCTh,a(9) (3.29)
pentru orice functie f(x) si g(x) definiti pe [0,00), $i oricare A si u reale.
Din Teorema 2.1. din [34] operatorul a—Chlodovsky—Bernstein poate fi exprimat astfel

Teorema 3.3.3. Pentrun € N, z € [0,b,], a € [0,1], f € C[0,00) avem
n—1 n—1 z % x n—i—1
CTho(fim) = (1 - il — ) (1- 3.30
=003 a(" ) () (1-50) (3.0

a3 n()(E) (-2)
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unde

1 x 1 x
=(1- —1 —fl—G+1 3.31
5= (1= )1 (i) + oopf (a4 ) (3.31)

Vom folosi diferentele finite de ordin superior pentru a rescrie forma operatorului si
pentru a simplifica calcularea momentelor operatorului. Avem nevoie doar de diferenta

finita de ordinul al 4-lea pentru a calcula momentul de ordin 4 al operatorului. Deci,
consideram h = %" si functia polinomiald de grad k f(x) = 2*, unde n > k. Atunci avem

»f(0) =0 pentru r >k (3.32)
si
by, . bk bk k! bp i by-(i+k
ALf (nz) = Sf0G) =, Ge ( —, (n )) (3.33)

Urmatorul rezultat se obtine usor:

nil)f(%”') —f(b(i+1)), i€{0,1,---n}. Avem

ATg(i) = (1 o )A;f (b:z) 4 :LJFTATf ([Z:(H 1)) (3.34)

n—1

Lemi 3.3.2. Fie g(i) = (

pentru 0 < r <n.
Acum din Teorema 3.1 ([34]), pag. 6, avem

Teorema 3.3.4. Operatorul a-Chlodovsky Bernstein are urmdtoarea reprezentare in ter-
menii de diferente finite

CT,a(f:0) i[l—a( Datoo +a(})atso| e ea)

Teorema 3.3.4 si Lema 3.3.2 aratd cd operatorul a-Chlodovsky Bernstein are propri-
etatea de conservare a gradului polinoamelor. In particular, pentru f(z) = 2* gsin > k+1
rezulta ca

CTha(er; ) = ag (;)k +ag—1 (bz)k_l +...ta (bn) + ao (3.36)
unde
ap = (1—a) <” . 1) Akg(0) + oz<:> Ak £(0) (3.37)
Lema 3.3.3. Fie CT, o(f;z) dat de (3.25). Primele momente ale operatorului sunt
(1) CTp a(ep;z) =1
(ii) CT, o(e1;2) =
(iii) CTyalez;x) = 22 + 20 g (b, — 2)

(i) CTy o(ez;x) = ad + 202020 gy 4 1460Z 0y (b, — 22)

n3
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(v) CTya(es; ) = x%Wﬁ(bn—x)+wx2(bn_m)(bn_gx)+ [3n<n—2>+12<n—6><1—c:lgllw(bn—m)+[n+14(]
x)

(vi) CT,.o(e1 — eox;x) = 0;

(vii) CTyo ((e1 — eow)?;7) = 2207 (b, — )z

(UZZ'L) OTn,a ((61 _ 6056)4;56) _ [Sn(n72)+12(n76)(17?121]:2(17”7x)+[n+14(1704)]x(bn _ CE)
unden € N, z € [0,b,).
Corolar 3.3.1. Operatorul a—Bernstein-Chlodovsky reproduce functiile liniare, deci

CT,o(ax+byx)=ar+b (3.38)

pentru orice numere reale a $i b.

Proprietati de convergenta
Pentru rezultatul urmator vom folosi Teorema 3.1.1.

Teorema 3.3.5. Fie x € [0,00), f € UCy[0,00) si (bp)n>1 definiti in (3.27) atunci
pentru orice K C [0,00) avem

lim CT,,o(f;z) = f(x) (3.39)

n—oo

uniform in raport cu x € K.

Pentru a determina gradul de aproximare, vom folosi moduli de continuitate de ordinul
1si2.

Teorema 3.3.6. Daca 0 < a<1,n>1 g z€]l0,b,] atunci

CT o (fi2) — fl@)] < 201 (f; \/ nt2l e, x)x) (3.40)

n

Observatie 3.3.2. Din Teorema 3.3.6 obtinem o forma cantitativa a Teoremei 3.3.5,
pentru K C [0,00) un interval compact, rezultd cd

2(1 -
xEK\/W(bnx)xHO cand n — oo.
n

In consecinta avem

lim CT, o(f,z) = f(x) wuniform pe K pentru orice functie f € UC[0,00).

n—00

Teorema 3.3.7. Daca 0 < a<1,n>1 giz€l0,b,] atunci

n2

|CT0(f;2) — f(2)] < ng (f; \/n+2(1_a)(bn - x)x> (3.41)
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O teorema de tip Voronovskaja pentru operatorii a—Bernstein—Chlodovsky
Teorema 3.3.8. Fie f € C?[0,00) si @ € [0,b,]. Dacd f" este uniform continud pe

L. e1—xeg)dx .
[0,00) g1 limy, o0 w(f"; \/g;:Zggelmﬁgug) =0, atunci

tim T [CT, ol f50) ~ f(2)] = %xf”(x). (3.42)

n—oo n
uniform pe orice mulfime compacta.
Teorema 3.3.9. Fie f € C?[0,00), x € [0,by,] si (bn)SS, definit in (3.27). Atunci

n

bn

(CToalFi) ~ () ~ 3 f"()

T 2(1 — « 2(1 — «
|-+ Hze) Ao,

5222 (33

unde M;(z) = CTy, o (|€1 - a:eo|i;x) ,1€N

Observatie 3.3.3. Din Teorema 3.3.9 obtinem Teorema 3.3.5, daca K C [0,00) este un

interval compact, atunci max,c g %jéf)) — 0 pentrun — oo gt lim, o —ﬁ + @ —
%x = 0. In consecintd avem
. n 1 "
i L OT, o (f) — f(a)] = 5o (2) (3.43)

uniform pe K pentru orice compact K C [0,00) dacd f € C%[0,0), = € K.

In continuare vom prezenta operatorii cei mai reprezentativi in aproximarea ponderata
impreuna cu proprietatile lor remarcabile:
3.4 Operatorii Szasz—Favard—Mirakjian

Definitie 3.4.1. [81] Operatorii Szasz—Mirakjian pot fi definiti astfel S, : C3]0,00) —
C[0,00)

> nr k
gm0k (8 o

unde f € F[0,00) este ales astfel incat seria sd fie convergentd.

Teorema 3.4.1. [105] Daca f € C}[0,00), unde p(x) = e, atunci
lim S,(f;z) = f(z) uniform pe [0,00).
n—o0
Teorema 3.4.2. [5] Operatorii Mirakjian—Favard—-Szasz au urmdtoarele proprietdfi:

1)
Sn(eo;z) = 1;

Sn(er;x) = x;

Sn(eg;z) = %+ Eunde x> 0.
n
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2) Pentru f € C3[0,00), limy, o0 Snf = f uniform pentru orice compact [a,b], b >0

$1
1Su(f32) = F(@)] < 20 (f, ﬁ) ek

3) Pentru orice f derivabild pe [0,00) astfel incdt f' € Cp[0,00) avem

Su(f0) = F) <2 [ (7 ﬁ) 20

Teorema 3.4.3. [5] Dacd Sy, n > 1 sunt definiti prin (3.44) atunci
1) S,(f)(f;m) =n"e "y 2, (",f,) %f (&), renN

2) Pentru b > 0, (¥)x € [0,b], (V)f € C"1[0,00) astfel incdt f+1) este mdrginitd pe
[0,00) are loc

SPF10) = SO < LI+ T (1)

unde || - || reprezintd norma supremum pe [0,b] si K, . = 1/2b+ 2T2 +b+ nf

Pentru aproximarea uniformé ne vom situa in spatiul C[0,00). Fie functia pondere
¢, p(x) =+/x, x > 0; utilizdm modul de netezime

u&Aﬂ®=oggJA@ﬂh

V. Totik [123] a demonstrat urmatoarea teorema:
Teorema 3.4.4. Pentru f € Cy[0,00) urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
1) Spf — f=0() (n = o).
2) w2,p(,8) = o(1) (6 0%).
3) flx+ hy/z) — f(z) = 0(1) (h — 0T) uniform pe [0, o).
4) foeq este uniform continud.

Vom arata ca se pot aplica rezultatele din Sectiunea 3.2. la operatori Szasz- Favard—
Mirakjian. Aceste rezultate au fost obtinute in lucrarea [94]. Fie functia ¢(t) = 145, t €
[0,1).

Teorema 3.4.5. [94] Pentru p(z) =1, z € [0,00) si f € C;[0,00), are loc:

T

S,(0) = F@) < 201 (Fowny [t

) , x €[0,00), n €N, (3.45)
|Snff|§2w1< o1, 2\F>’ n € N. (3.46)

Corolar 3.4.1. Daca f € CF [0,00) atunci

lim Sy, f — f]| =0
n— 00
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Teorema 3.4.6. [94] Pentru p(z) = eo, f € C}[0,00), si x € [0,00) are loc:

Su(5) — £ < 2 (£)2). (3.47)
|Sn(fi2) = flz)] < ;w<ﬁvg>. (3.48)

Observatie 3.4.1. Din relatiile (3.47) si (3.48) nu putem obtine Corolarul 8.4.1. Putem
obtinem convergenta uniformd a lui S, f la f pe multimi compacte din [0,00). Mai mult,
nicio altd alegere a argumentului h = h,(x) > 0 in Teorema 1.1.4 si Teorema 1.1.8,
pentru L = S, nu conduce la Corolarul 3.4.1.

Observatie 3.4.2. Corolarul 3.4.1 poate fi obtinut si in alt mod. Este usor de ardtat ca
daca f € C3 [0,00), atunci foey € C; [0,00). De asemenea, este usor de ardtat ca toate
functiile din spatiul C} [0,00) sunt uniform continue. Atunci putem aplica urmdtoarea
Teorema 3.4.3.

Consideram acum ponderea p(x) = x> 0.

_1
1+,’E2’

Teorema 3.4.7. [94] Fie p(x) = w%ﬂ, z € [0,00) si fie functia ® : C}[0,00) — C0, 1],
definita in (3.11). Pentru f € C;[0,00), z € [0,00), n € N are loc:

_r
n(1+ x2?)

(2 ) (0 ) 09

V1781
"100/n |

z €[0,00) 51 f € C}[0,00) atunci

p()[Sn(f,2) = fl2)] < lp(2) f ()]

15, = 7l < 5l + (24 3 ) <<I>(f) (350)

Corolar 3.4.2. Dacd p(r) = 1752,
Jim 1S, f = fll, =0

Teorema 3.4.8. [94] Fie p(x) = eo/(eo + e2). Pentru orice f € C}[0,00) si x € [0,00)

are loc:

p)ISulfo)— @) < e (£ =), (3.51)
p(@)|Sn(f, ) — flx)] < 5(%3}£§5W2(f,:%ﬁ),. (3.52)

In consecinta, pentru orice n € N avem

1++v2

[Snf = fllp < 5 w(ﬁi%) (3.53)
pSaS =11l < VPen(r ) (350

Observatie 3.4.3. [94] Din relatia (3.53) sau relatia (3.54) si Teorema 3.4.4 deducem
Corolarul 3.4.2. In altd ordine de cuvinte Corolarul 8.4.2 poate fi demonstrat prin Teo-
rema 1.1.4 sau Teorema 1.1.8. Asadar in cazul ponderii p = eg/(eg + e2) este o situatie
diferita fata de cea din cazul ponderii p = ey, vezi Observatia 3.4.1
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3.5 Operatorul Baskakov

Definitie 3.5.1. [18] Se numesc operatorii Baskakov operatorii V,, : C5[0,00) — C|0, o)
dati de urmatoarea relafie:

) k
n+k—1 x k
BA,(f;2)=(1 - —_— — .
=S () (75) £ (3) (3.55)
Teorema 3.5.1. [5] Operatorii Baskakov au urmdtoarele proprietdti:
1) BA,(ep;x) =1, BA,(e1;x) =z, BA,(ez;2) =1+ w, x> 0.

2) Pentru orice f € C3[0,00), lim, oo BA,f = f uniform pe orice compact [0,b], b >
0 si

[BA(f32) — f(2)] < 20 <f, x“ﬂ*”) Lz € 0.1

3) Pentru orice f diferentiabild pe [0,00) astfel incat f' € Cp[0, 00)

BAL(fi2) — f(2)] < 20/ “ETT), (f', ““”) >0

n n

Teorema 3.5.2. [5] Au loc:

(i) Daca f este convexd pe [0,00) atunci pentru orice n € N, © > 0, BA,(f,z) >
BAn+1(f;x).

(ii) Dacd f este concavd pe [0,00) atunci oricen € N, © >0, BA,(f,x) < Voy1(f; ).

In continuare prezentam rezultatele obtinute in lucrarea [94], prin aplicarea rezul-
tatelor generale din sectiunea 3.2 la operatorii lui Baskakov.

Teorema 3.5.3. [94] Fie functia ¢ definita in (3.9). Fie p=eq si f € C;[0,00). Pentru
x>0 sin €N au loc relatiile:

BAL.0) — ()] < 2 (S [, (3.56)
|BA,(f, ) — f(z)| < (f 01, /n(1x+x)> + ng (foq/), /M) . (3.57)

|BAw(f,2) — f(2)] < 2w (f, W) : (3.58)
BAW.2) = [@)] < S (f, ””(1:””)) . (3.59)

Din relatiile (3.56) si (3.56) obtinem:
Corolar 3.5.1. [94] Fie p=eg si f € C;[0,00). Pentrun € N are loc:

1BALS — ]| < 21 (f oy, (3.60)

L)

18407 — 71 < Jua (Fou.02). (3.61)
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In consecinta
T [[BA,S ~ f] =0,

Vom considera acum ponderea p(z) = ﬁ, x> 0.

(3.62)

Teorema 3.5.4. [9] Fie p = eo/(eo + e2) si functia ® : C[0,00) — C[0,1] definita in

(8.11), pentru orice f € C};[0,00), orice x > 0 sin € N au loc:

p(@)|BAL(fo2) — fla)] < ZETD)

# (2 ) (00 i)

xz(x+1)
n(z? 4+ 1)

e T U Ee——

p(x)|BAn(f,x) = f(z)| < lp(x) f ()|

+ (3w (20 V TOETD)

2
p(@)|BAL(f,x) — f(2)] < %wl(ﬁ%),

24z + 22

1
P B A ) = S0 < S e (h )

Corolar 3.5.2. [94] Fie p=eo/(eo +e2) si f € C}]0,00). Pentrun € N are loc:

b

b

142 142 277
BA —nf— <
BA=nf—fl, < =5l + =5 m( Voo |-

f)

o(f)
g

277
1000n )’

BA-nf — fl, < 2, [ LEY2

2w1
3+ 152w (20,

3 1
BAwS = flp < 3 (£ )

1104 1
|BALf — fll, < To00“2 (f, %)

In consecinta
nlingo HBAnf - f”p =0.

277
1000n

)

(3.63)

(3.64)
(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)



Capitolul 4

Semigrupuri de operatori

Vom prezenta cateva rezultate privitoare la aproximarea semigrupurilor. Rezultatele
obtinute unidimensional le vom extinde si multidimensional gi le vom aplica in cazul
mai multe tipuri de operatori.

4.1 Notiuni introductive

In cadrul acestei sectiuni vom ilustra succint cateva dintre notiunile cele mai reprezenta-
tive din cadrul teoriei semigrupurilor de operatori si generalizarea teoremelor fundamen-
tale ale acestora.

Fie (X, ||-||) un spatiu Banach. Notam cu B(X) spatiul operatorilor liniari §i marginiti
T: X — X, inzestrat cu norma ||T|| = sup,e x |jz)=1 [T, T € B(X).

Definitie 4.1.1. [126] O familie de operatori {T'(t),t > 0},T(t) € B(x) se numeste
semigrup de operatori pe X daca

oricare t, s € [0,00).
Definitie 4.1.2. [126] Daca semigrupul de operatori {T'(t),t > 0} verifica conditia

Jim [[7(2) — 1] =0

atunci {T(t),t > 0} se numeste semigrup de operatori uniform continuu.
Teorema 4.1.1. [126] Putem face urmdtoarele observatii:

1. Daca {T(t),t > 0} este un semigrup uniform continuu, atunci existd w >0 i M >
1, astfel incat:

T < Me*, ¢ >0.
2. Dacd {T(t),t > 0} este un semigrup uniform continuu, atunci, pentru oricare s > 0
vom avea

lim || 7(¢) — T(s)]| = 0

t—s

47
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Teorema 4.1.2. [126] Daca {T(t),t > 0} este un semigrup uniform continuu pe X,
atunci existd A € B(X) astfel incit T(t) = et > 0, unde et = Y12 ) Ht*AF, unde
A =Ao...0 A (de k ori).

Deoarece semigrupurile uniform continue sunt complet determinate prin teorema prece-
denta, ele prezinta un interes mai limitat.
Acum vom considera o clasa mai larga de semigrupuri de operatori.

Definitie 4.1.3. Fie {T'(t),t > 0}, T'(t) € B(X). Un semigrup de operatori {T(t),t > 0}
se numegste Cy semigrup de operatori dacd

tg%l+ Ttxr=z, V)zeX

in sensul normet lui X.

Se poate observa ca orice semigrup uniform continuu este in acelasi timp si un Cjy
semigrup.
Prezentam in continuare cateva proprietati ale Cy semigrupurilor de operatori.

Teorema 4.1.3. [126] Fie T(t) un Cy semigrup de operatori pe X. Atunci existd limita

Pentru fiecare numdr w > wq existd o constantda M > 1 astfel incat:
|T(t)]] < Me™*,t > 0.

Corolar 4.1.1. [126] Fie {T(t),t > 0} un Cy semigrup si fie x € X. Atunci aplicatia
t — T(t)x intre [0,00) i X este continud.

Definitie 4.1.4. [126] Un Cy semigrup {T'(t),t > 0} se va numi grup mdrginit dacd
exista M > 1 astfel incat ||T(t)|| < M,t > 0; {T(t),t >0} se va numi semigrup de
contractii dacd ||T(t)|] < 1,t > 0.

Fie operatorul liniar A : D(4) C X — X, unde

D(A) = {x €X: G%E%L% e X}

si unde limita de mai sus este considerata in sensul normei lui X.
Pentru oricare + € D(A) vom considera

Ay i LOT—2
t—0+ t

Putem observa c& pentru x € D(A), aplicatia ¢ — T'(t)x este derivabild la dreapta in 0,
iar derivata este egala Azx.

Operatorul liniar A definit mai sus se numeste generatorul infinitezimal al grupului
{T(t),t > 0}.

Teorema 4.1.4. [126] Fie {T(t),t > 0} un Cy semigrup pe X si fie A generatorul squ
infinitezimal
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1. Daca x € X, atunci avem

/t T(s)xds € D(A)
0

¢
A/ T(s)xds =T({t)x —x, t >0
0

2. Pentru x € D(A) are loc T(t)x € D(A) si

%T(t)x =AT(t)x =T(t)Az, t >0

3. Daca x € D(A) atunci
¢ t
T(t)x —x = / T(s)Axds = / AT(s)xds, t >0
0 0

Teorema 4.1.5. [126] Fie A generatorul infinitezimal al unui Cy semigrup {T(t),t > 0}
de operatori pe spatiul Banach X. Atunci D(A) este dens in X, iar A este opera-
tor inchis.

Teorema 4.1.6. [126] Daca Cy semigrupurile T(t) si S(t) au acelasi generator infinitez-
imal A, atunci T(t) = S(t), t > 0.

Fie wp = inf {w € R: (I)M > 1, astfel incat ||T(¢t)|] < Me™*, t > 0}.

Teorema 4.1.7. [126] Fie scalarul A € C astfel incat ReX > wy. Atunci A este valoarea
requlatd pentru A, adicd existd operatorul (A — A)~! € B(X). Mai mult, operatorul
bijectiv, liniar si marginit (N[ — A)~' : X — D(A) poate fi descris prin formula:

N —A) e = / e MT(t)zdt, z € X.
0

Daca A € C este valoare regulata, notam:
R(A:A)x = / e MT(t)xdt, x € X.
0

Teorema 4.1.8. [126] Dacda avem semigrupul de operatori {T(t),t > 0} avind genera-
torul A si X € C verifica conditia Reh > wqy atunci este valoare requlatd i

oo
R(\: Az = / e MT(tadt, x € X
0
st

1
: < .
IR A))| < =~

Teorema 4.1.9. [126] Fie A generatorul infinitezimal al unui Coy semigrup de contractii
gt fie X real, A > 0. Atunci:

lim AR\ : A)z ==z, z € X.
A—00
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4.2 Teorema lui Trotter

Trotter [124] a demonstrat ¢ un semigrup de operatori poate fi generat prin trecere la
limita a iteratelor unui operator.
O varianta a acestui rezultat este prezentat in urmatoarea teorema.

Teorema 4.2.1. [124] Fie (X,||-||) un spativ Banach si fie (Ly)n>1 un sir de operatori
liniari mdrginiti pe X. Mai mult, consideram un sir numere reale pozitive (p(n)),>1astfel
tncdt lim, 0 p(n) = 0. Presupunem cd exista M > 1 si w € R astfel incat

IZE]| < Meoetm® (4.1)

pentru orice k,n > 1.
Fie (A, D(A)) un operator liniar pe X definit ca

A = i 2D =T, (12)
pentru orice f € D(A), unde
D(A) == {g € X|(3) lim L”E)%;)_g}. (4.3)

Presupunem ca
(a) D(A) este densd pe X.

(b) rangul (A — A)(D(A)) este dens in X pentru X > w.

Atunci existd inchiderea operatorului (A, D(A)) este inchis si inchiderea lui este genera-
torul Cy al unui semigrup (T'(t))i>0, care are proprietatea ca pentru orice sir (k(n))p>1
de numere naturale satisfacind lim, . k(n)p(n) =t avem

T(0)(f) = Tim LA™(f) (4.4)

pentru orice f € X.
In plus, ||T(t)|| < M exp“? pentru orice t > 0.

4.3 Iteratele operatorului Bernstein si semigrupul
generat de acesta

In acest subcapitol ne vom ocupa de studiul iteratele operatorului Bernstein. Vom incepe
prin prezentarea proprietatiilor ale acestora.

Iteratele operatorului Bernstein au fost studiate inca din anul 1960. Cele mai semnif-
icante articole pe care le amintim sunt [114], [74], [73], [85], [115], [57] si [56]. Anumite
generalizari au fost date mai tarziu de ciitre Altomare in articolele [8], [9] si [10]. Dintre
articolele cele mai recente amintim [86]. Exista gi studii ale comportamentului iteratelor
lui Bernstein prezentate dintr-un punct de vedere cantitativ dupa cum vom putea observa
in continuare.

Notam cu B,, n € N, operatorul Bernstein de rang n dat de relatia

Bo(f,z) == é}f (i) (Z)xk(l —z)" R,



51

unde f € C[0,1] si z € [0,1].
Definim inductiv puterile lui B,

BY:=1Id, B =B, --- B"!':=B,0oB™ mecN
Avem:
Bi(f,x) = (1 = 2)f(0) + zf(1).
In 1967, Kelinsky si Rivlin [74] au demonstrat urmitoarea teorems:
Teorema 4.3.1. [74] Pentru orice functie f € C[0,1] i orice n € N avem

lim {|B;*(t) = Bu(f)|| = 0.

m— o0

Printre alte demonstratii date acestui rezultat mentionam demonstratia bazata pe
principiul contractiei dat de I. Rus [104].
Un rezultat mai puternic decat Teorema 4.3.1 l-au dat Karlin si Ziegert [73]

Teorema 4.3.2. [75] Fie un gir de numere naturale (my)nen
(i) Daca lim,, o "= = 0, atunci lim, o [|By'~f — f|| =0, f € C[0,1].

(i) Dacd limy, o " = 0o, atunci lim, .« || By f — B1f|| =0, f e C[0,1].

Estimari cantitative ale limitelor din Teorema 4.3.2 au fost date de H. Gonska in felul
urmator:

Teorema 4.3.3. [57] Pentru m, n € N, f € C[0,1] si modulul de ordinul 2 clasic wy au
loc urmatoarele:

() 1B ()~ 1)) < 40 (51— (1= 1T 21—

(i) 1B () = Ba(f,0)] < - (/1= 3) "l = )

Mai general decat rezultatul expus in Teorema 4.3.2, se poate obtine folosind teorema
lui Trotter urmatorul rezultat a lui S. Cooper si S. Waldron:

Teorema 4.3.4. [38] Existd un semigrup de operatori {T(t),t >0}, T(t) : C[0,1] —
C[0,1], asfel ca pentru orice t > 0 si orice gir de numere naturale (my,),, cu proprietatea

M — ¢, avem
n

lim B™ f =T(t)f, (¥)f € Co,1]. (4.5)

n—oo

O estimare cantitativa a acestui rezultat a fost obtinut de H. Gonska si I. Raga in
modul urmator:

Teorema 4.3.5. [61] Exista o constantd c independentd de f € C[0,1], n € Ngit >0

astfel ca pentru orice gir (My)n, My € N astfel ca

n , n 1
lim mt20§z5nmax{|mt|v}§1
n n

n—oo nN
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are loc
1B f =T fI < € {wu (£,61) +oiws (£,64) }

unde

T(t)(fam) :Bl(f7$)+$(1_$)/0 Gt(x7y)(f_B1f)(y)dy

iar nucleul Gy este dat de

o0

k(2k—1) _1p0_
Gulwy) = 3 PO s 0000 ) ) 2y 1),
k=2

Aici p,(;f; (), =1 < x < 1 este polinomul lui Jacobi de parametru (1,1) pe intervalul
[—1, 1] normalizat cu valoarea k — 1 in x = 1.

4.4 Estimari cantitative pentru aproximarea semigrupurilor
de operatori—cazul unidimensional

4.4.1 Estimari cantitative pentru limita semigrupurilor de
operatori pozitivi

In acest capitol vom da o estimare cantitativa generala pentru aproximarea iteratiilor
operatorilor liniar si pozitivi care conserva constantele la limita semigrupului definit de
aceste iteratii.

Rezultate importante ale semigrupurile de operatori generate de iteratiile ope-
ratorului Bernstein au fost date in [74], [115], [61], [36], [80].

Pentru semigrupurile generate alti operatori liniari gi pozitivi, citam [114], [14], [73],
[79], [62]. In ultimele decenii s-au considerat aplicatii ale teoremei lui Trotter pentru
semigrupurile de operatori generati de iteratele unor operatori liniari si pozitivi. Pentru
o referintd generald pentru semigrupurile de operatori citdm [10] si [29]. O versiune
cantitativa a teoremei lui Trotter pentru semigrupul generat de operatorii Bernstein a
fost prima dati obtinutd de ciitre Gonska si Raga [61]. In lucrarea lui Minea [80] aceasta
metoda a fost imbunatatita si aplicata la operatori generali care conserva functiile liniare.

Scopul acestei sectiuni este de a prezenta mai multe estiméari generale ale Teoremei
lui Trotter in cazul operatorilor liniari si pozitivi care conserva doar constantele. Drept
aplicatie vom considera operatorii Durrmeyer. Rezultatele au fost publicate in lucrarea
[117].

Consideram urmatorul sir de operatori liniari si pozitivi (L,)n, L, : C[0,1] — C]0,1],
astfel incat L, (eg) = eg. Notam:

mP(x) == L,((t —2)*,x), k,neN, zel0,1].
MFE(z) = L,(|t —z|F,2), k,neN, zel0,1].
Presupunem ci exita functii @1, 02,9k, %2 € C[0,1], n € N, asfel incat

mh(r) = ~1(2) + YA(@), v € 0,1], nEN, (16)

m?(z) = %902(96) + 2 (z), x € [0,1], n €N, (4.7)
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unde .
leil = o). i =12, (n— o). (48)

Presupunem ca operatorii L,, sunt convecsi de ordin ¢, ¢ > 0, adica operatori cu pro-
prietatea ca pentru orice functie f € C*[0,1], f® >0, avem (L, (f))®*) > 0. Presupunem,
de asemenea, ca

ma () = o(m?(z)), = € [0,1], (n — 00). (4.9)

Atunci, Teorema lui Voronovskaya asigura ca

lim (Ly(f, ) — f(2)) = f'(2)p1(z) + %wg(x)f”(x). (4.10)

n—oo

si limita este uniform in raport cu x € [0, 1], pentru f € C?[0,1].

Fie operatorul diferential A : C2[0,1] — C[0,1], dat de A(f)(x) = p1(x)f'(x) +
so2(2) f"(z), f € C?[0,1], z € [0,1]. Atunci domeniul D(A) = C?[0,1] al operatorului A
este dens in C[0,1].

Teorema lui Trotter asigurd ca existd Cy semigrup T'(t), astfel incat

lim L f = T(5)f. f € C[0,1 (4.11)

dacé%—)t, t>0.

Lemi 4.4.1. Pentru fiecare g € C*[0,1], avem
L lA < 1 M3 (3) 1 / 1 2 "
ng =9 = —Agll < SIMul g™l + Ml - lg'll + Sl - g™l

Lem3 4.4.2. Pentru orice g € C*[0,1], avem:

1 1 1
T(=)g—g— ~Agl| < 201 "I llg”
H (n>g 9= gH < gallZerer + el - g

//||

1
+8?||4</9? + 201905 + 40201 + @205 || - |lg

1 / 3) Lo oy
+W||2<P1<P2 + @25l - 19" + WH%II Nlg*™-

Daca (L), este un gir de operatori liniari si pozitivi care sunt convecsi de orice ordin,
atunci ei pastreaza gradul polinoamelor. Prin urmare, (Lnek)(’“) eR, neN, keNp.
Notam

1
or = (Lnex)® (4.12)

In [80] este demonstrati urmitoarea lema.

Lema 4.4.3. Daca (Ly,), este un sir de operatori liniari gi pozitivi care sunt convecsi de
orice ordin si dacd f € C*[0,1], k > 0 atunci:

LB < (o) [1FM]], 5 = 0.
unde o, este definitd in (4.12).

Acum, rezultatul principal al acestui capitol este dat de urmatoarea teorema.
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Teorema 4.4.1. Fie un sir de operatori liniari si pozitivi (Ly)n, Ly : C[0,1] — C[0, 1],
care sunt convecsi de orice ordin. Fie f € C*[0,1]. Urmdtoarea estimare are loc:

" 1 O.TYL 1
s -1l < T2 (nw I+ slizons + el

1 02 " 2 1 2 / ! "
. ||f | f||w ||+ 2||4<P1+2801<P2+4902801+<P2902||
1—of" 1

o L) <|M3|+ all2eree + 2]
1-—

(4)
S O3
1
+| = -4 (nw A1+ F el |f"||) , (4.13)

unde oy, este definita in (4.12).

4.4.2 Aplicatie: Operatorii Durrmeyer

Operatori Durrmeyer D,, : L1[0,1] — C]0, 1] sunt definiti astfel
(Duf)() = (n+1 an e / Pk (8)F()t,

unde p,, () = (Z)xk(l —x)" "k k=0,1,---, € [0.1]. Acesti operatori sunt convecsi
i > 0. Adicd daca f € C*[0,1] si f@) >0 pe [0,1], atunci (D,,(f))® >0 pe [0, 1].
Avem (din [43]):

1—-2x
i) = =
mi(5) = (2n—6)x(1 —xz)+2
" (n+2)(n+3)
1
mi(z) = O (712) , uniform in raport cu z € [0, 1],

Folosind notatiile (4.6) si (4.7) se obtin relatiile:

orle) =1- 20, wla) = 22
z(l—x) 2

po(x) = 20(1 —x), Yi(x)= a2 +3) Tt 2)mt3)
Asadar,

[¥nll < <S5 Wl o3 <

2 2 2
n (n+2)(n+3)

2
n(n+2)



95

Din [43] rezulté, folosind notatia data in (4.12)

o= n-+2
o n(n—1)
? (n+2)(n+3)
o n(n —1)(n — 2)
’ (n+2)(n+3)(n+4)
o n(n—1)(n—2)(n—3)
* (n+2)(n+3)(n+4)(n+5)
Observam ca o, < 1, k= 1,2,3,4. Rezulta
1 n+2 3
l—0y (n+2)—n <§
L ey
1—o09 n+2)(n+3)—nn-1) ~
1 _ (n+2)(n+3)(n+4) “n
1—o03 n+2)(n+3)(n+4) —nn—-1)(n—2) —
L (0+2)(0+3)(0+4)(0+5) .
1—o04 n+2)n+3)(n+4)(n+5) —nn—-1)(n—-2)(n—3) ~
Cum 291 (2)¢) (x) + @2(x)¢! () = —4(1 — 2z) deducem

1 2 1 3
[nll + 4TL2||2</71<P/1 + 20|l < St 2=

Cum 49?(x) + 201 ()5 (2) + 4p2(2) ] (2) + p2(2) 95 () = 8 — 562(1 — z) deducem
1 1 2
5“%%” + %”4@? + 20105 + 420 + @2y || < o

Avem 2¢1(z)p2(z) + @2(z)ph(z) = 8z(1 — z)(1 — 2z). De asemenea M32(z) <
m2(z)m2 (z) si m2(z) < 2?;_:271 +3) si m}(z) < . Deducem

1 1 1 1
—||ME|| + — |2 < —— 4+ —
Cum 3(x) = 422(1 — z)? deducem
1
~ 32n?

o 2||f 1]/ 3]
In final |1 < 1si 2[po] < 1.

Folosind Teorema 4.4.1 si rezultatele de mai sus obtinem, a fost obtinuta urméatoarea
estimare.

Teoremd 4.4.2. Pentru orice f € C*[0,1] si orice 0 < m < n avem

Dgs =Tl < ool 7+ 215

@) 4 (¢4
QJ 3 ) 171+ 2510
wf—ﬂ@fwjuw)
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4.5 Rezultate cantitative pentru semigrupurile de
operatori generate de operatori Bernstein multi-
dimensionali

Drept bibliografie a temei acestei sectiuni amintim urmétoarele referinte ([30]), ([111]),

([841), ([10]), ([47]), ([11]) si ([6])-

Iteratele si semigrupurile generate de operatorii Bernstein au fost studiate in [74],
[115], [61], [31], [32], [36], [80]. Semigrupurile generate de operatorii multidimensionali
Bernstein au fost considerate in [31], [32], [79]. Pentru limitele grupului generate de alti
operatori liniari si pozitivi citam [114], [14],[73], [79], [62], [117].

Rezultate din aceastd sectiune au fost obtinute in lucrarea [96].

4.5.1 Rezultate auxiliare pentru operatorii Bernstein multidimen-
sionali

Pentru a defini operatorii multidimensionali Bernstein vom considera urmatoarele notatii.
Consideram d € N fixat.
Pentru a ugura notatia multi-indicilor k € N¢, k = (k1, ..., kq) notam |k| = ki+. . .+kqg
si k! =ki!...kq!. Pentrun € N, daca k € NZ, |k| < n putem defini (}) = -

Definim d-simplexul

K(n— kD!

Ag:={T=(x1,...,2q)| 2; >0, (1 <i<d), 21 +...+ x4 <1} (4.14)

Vectorii €; = (0,...,0,1,0,...,0), (1 < i < d) formeaza baza standard a spatiului R?.
Dacd T = (x1,...,24) € Ag ludm |Z| = x1 + ... + x4. Deci |Z] < 1. Daca in plus,

consideram k = (k1,...,kq) € A%, atunci definim T+ = :E]fl e mfld.

Cu notatiile de mai sus avem:

Definitie 4.5.1. Se numeste operatorul Bernstein pe simplex Ay, operatorul definit prin
urmatoarea formuld

B0 = 3 pa@r (5), (4.15)

E n
[k|eAy
unde

i@ = ()70 - iy (4.16)
cu k € Z¢ astfel incat

P, 5(T) =0, if3i, astfel incat k; <0, sau k| > n. (4.17)

n’ - ' n

iar%z (h . kd),neN,f:AdﬁR,EeAd.
In cazul d = 1 si k =k, T =z vom avea cazul unidimensional si vom nota mai simplu
Pn,k(2) in locul p, (7).
Fie a = (a1,...,aq4) € Nd. Presupunem |a| > 1, unde |a| = aj + ... + ag. Daci
f € Clol(Ay) definim
°f olel ¢

= 4.1
oz Ox(t...0zy" (4.18)
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Daci |a| = 0, definim L = f.

Pentru o € Ng notam prin C*(A,), spatiul functiilor f : Ay — R care au derivata
partiala gi—f: continud pe Agz. Pentru 1 < i < d consideram functiile m; : Ag — R,
(%) = ;.

Lema 4.5.1. Pentru T = (z1,...,24) € Agq avem

i) Bo(m —x;,T) =0, (1 <i<d);

i) By((m —x)(m; — x),7) = ==L, (1<i#j < d);
iii) Bn((m —2;)2,7) = 2= (1 < § < d);

iv) By((m; — ;)*,7) = “U=A220) (1< < d);

v) Bu((mi — 2:)?(mj — 2),7) = Z2E5=D (1< j < d, i # j);

vi) By ((m — x3) (7 — ) (T — @), T) = 2“;&#, (1<4,j#m<d, i,j,m diferiti).

Teoremi 4.5.1. Fie o € N¢, |a| > 1. Atunci pentru orice f € Cl*I(Ay), n €N, n > |a
$IT € Ay avem

o~ _ ! B
axTaBn(f, T) = (n—L\aD' Z P o) 5(T) X

" [RlI<n—la|
X//"'/[o,;}'“ g’;f(f‘i;a (gti,j)ei)dta, (4.19)

unde I, = {i € {1,...,d}| a; > 1} gi

dto = [ ﬁdtw.

i€ly j=1

In cazul || = 0, termenul [[ .. fo aplel ata ( + e, (Z?;lt ,j)ez)dfa este redus

a f(%).

Fie a € NZ. Notam

Ka(Ad){feCa(Adﬂ ﬁg( ) >0, (xEAd)}. (4.20)
Urmatoarele corolarii sunt imediate.
Corolar 4.5.1. Pentru orice n € N avem
B, (K“(A)) C K*(Ag). (4.21)

Fie a € N¢. Daca f € C*(Ay)

8 f 1—
@)

Corolar 4.5.2. Pentru orice n € N, oricare o € N& si oricare f € C*(Aq) avem

f
afoc

n!

H = (n — |y nlel (4.22)

axaBn(f)H S
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Prin inductie obtinem

Corolar 4.5.3. Pentru oricare n € N, oricare o € N&, oricare j € Ny si oricare f €
C*(Ag) avem
o“f

’ > (Bn)j(f)H < (n')] —|. (4.23)
oT (n — |a])! nlel 0T
Observatie 4.5.1. Pentru |a| > 2 rezulta
n! < n! _n- 1
(n —|a|)!nlel = (n —2)In? n
Pentru k € N, f € C¥(A,) definim
pe(f) = QEN?‘I;# H%H (4.24)

Corolar 4.5.4. Pentru oricare n € N, oricare 7 € Ny, oricare k € N, k > 2, gi oricare
f € CF(A) avem
n—1

p(BY () < () ). (4.25)

Corolar 4.5.5. Avem B,(Il,,) C II,, m > 0, unde I1,,, este o multime de polinoame cu
d, variabilele avand gradul cel mai mare m.

4.5.2 O estimare cantitativa a teoremei lui Trotter

Consideram operatorul

2 T 2 T
Af(T) = %Z 0 f(_ )xi(l )= > afi(;wj, feC?Ay). (4.26)

Urmatoare lema este de fapt Teorema Voronovskaja pentru operatorii Bernstein pe
simplex

Lema 4.5.2.
lim n(B,(£.7) - f(®) = Af(®). ] € C*(Aa).
Dacé in Teorema ?7 facem alegerile L, = B,,, E = C(Ay), Dy = C?(Ay), Ao = A si
E; =11;, i« > 0, unde II; este spatiul polinoamelor cu graul i si folosim Corolarul 4.5.5,
rezultd cd existd un semigrup de operatori liniari si marginiti {T'(¢) }¢+>0, T(t) : C(Ag) —
C(Ay), astfel incat
lim B (f) =T(t), t >0,

n—oo

pentru orice gir de numere naturale (m,,), astfel incat == =t.

Lema 4.5.3. Pentru g € C*(A,) avem

H ( ) ! QH < Q’éu (g) (4 27)
Bn g g ’I'Lll = 75 M3 ) .
unde 1 1 1
1 3 2 . .
Ci=-d"—-d"+ -d (4.28)

st n3(g) este definit in (4.24).
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Lema 4.5.4. Pentru orice g € C*(Ay) sit >0 avem

2 o
IT(H)g —g—tAgl < 5> Cimg)
k=2

unde 1 1 1
Ci=gd* Ci=d'—d+3d, Cq =7 (4.29)

st pr(g), k= 2,3.4 sunt definite in (4.24).

Rezultatul principal este urmatorul.
Teorema 4.5.2. Pentru f € C*(Ag), m €N, n €N, t >0 avem

14
1B =TON < 2=t Dpaa(h) + LCh(h) + 5 3 Chim(r)]. @30
k=2

unde C%, k=1,2,3,4 sunt dati in (4.28) si (4.29).
In final, compardm rezultatul nostru cu alte dous rezultate obtinute anterior.

Observatie 4.5.2. O versiune cantitativa a Teoremei lui Trotter pentru semigrupurile
de operatori generate de operatori lui Bernstein definiti pe simplex A, a fost obtinutéa de
Campiti si Tacelli [31], [32], pentru functii apartinand spatiului C*(Ag), cu 0 < a < 1.
Spatiul C%%(A,) constand in functii reale f definite pe Ay, care admit derivata de ordinul
2 pe Ay si penru care urmatoarea conditie

1 d
swp o D
ch, o=l 22,

0% f 0% f
() = 5
0x;0x; 001

<yﬂ<<oo

este satisficutd. In [31], in Teorema 2.3, completat in [32], urmitoarea estimare este
demontrata in:

wmﬁ%mﬁwmsnﬂﬁg+ﬂﬁf—4+f”)@mm+“ﬁ))<um

pentru orice t > 0, f € C*%(Ay) si sirul de numere pozitive (k(n)),>1, unde 1 (f) depinde
doar de f. Pe de altd parte relatia (4.30) pentru m, inlocuind k(n) este de forma

IT()f — (Ba)"™ f]] < C1(f) ’k(nn) - t‘ + C’z(f)%, t>0, f€CYAy). (4.32)

Prima remarca este ¢ in ipoteza k(n)/n — t, (n — 00), are un domeniu de aplicabilitate
mai mare decat relatia (4.31), deoarece este valida pe spatiul mai mare C?%(A,) decat
spatiul C*(Ayg).

In cazul cand fe C4(Ad) pentru a face o comparatie intre cele doua rezultate sa
fixdm si s& notam 3 = oD +1) € (0,1/8). Putem face comparatia in doud cazuri.

k(n)

Daca liminf,, ’ t’ n? € (0,00) U {00}, atunci cele doud estimari au acelasi

- t‘ =o0(n"") (n — oo) atunci relatia (4.32), i.e. (4.30) este mai
puternica decat relatia (4.31).

ordin de convergenta la 0, fiind O (’@ —t
k(n)

In cazul cand
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Abstract

In Chaper 1, the own results consist in obtaining general asymptotic estimates using moduli of
continuity and demonstrating the optimality of the constants that appear in these estimates. For
Videnski’s inequality the author obtained the best constant known at present.

The second chapter begins by introducing Bernstein’s well-known operator along with a
number of its fundamental properties. For this operator, the own results obtained consists in
the evaluations of the degree of approximation by using moduli of continuity, the asymptotic
constants obtained are optimal. Also an own result is an iterative method by which it was
possible to obtain a new class of Bernstein-type operators, for which several properties were
studied.

Chapter 3 has as its central theme the approximation of functions by linear and positive
operators on non-compact interval, using two types of approximation: uniform approximation
on compact intervals and weighted approximation. We use a method of compactification for
the convergence problem which was used by Bustamante in [25]. We are interested in obtaining
the quantitative results of the degree of approximation using this transformation. So using this
method we obtained general estimates of the weighted approximation on non-compact intervals
using classical and weighted moduli of continuity. Special attention is given to the weights 1 and
Z%H. The results obtained were applied to the Szasz - Mirakijan and Baskakov operators.

At the end of the chapter, a Chlodovsky-type change is presented for the alpha—Bernstein
operators. This is a method for obtaining new operators for non-compact interval approximation.
For this operators we present the most relevant properties.

Chapter 4 presents general notions regarding the semigroups of operators. The own results
obtained consist in quantitative estimates for the limit of the semigroups of linear and positive
operators, these being applied in the case of Durrmeyer type operators.

The results obtained for the one-dimensional case of the semigroups generated by the Bern-
stein operator were extended and for the multidimensional case of the semigroups generated by
the multidimensional Bernstein operator.

The bibliography includes 129 papers that are cited during the thesis in case of the results
taken over and presented in the paper.

Rezumat

In Capitolul 1, rezultatele proprii constau in obtinerea de estiméari asimptotice generale folosind
moduli de continuitate i demonstrarea optimalitatii constantelor care apar in aceste estimari.
Pentru inegalitatea lui Videnski autorul a obtinut cea mai buna constantd cunoscuta pana in
prezent.

Al doilea capitol incepe prin a prezenta binecunoscutul operator al lui Bernstein impreuna
cu o serie de proprietati fundamentale ale acestuia. Pentru acest operator, rezultatele proprii
obtinute constau in evaluari ale gradului de aproximare prin utilizarea modulilor de continuitate,
constantele asimptotice obtinute fiind optime. De asemenea, un rezultat propriu este o metoda
iterativa prin care s-a putut obtine o noua clasa de operatori de tip Bernstein, pentru care au
fost studiate mai multe proprietat;i.

Capitolul 3 are ca tema centrald aproximarea functiilor prin operatori liniari si pozitivi pe
intervale necompacte, folosind dou& tipuri de aproximare: aproximarea uniforma pe intervale
compacte gi aproximarea ponderata.

Folosim o metoda de compactificare pentru problema de convergenta care a fost folosita de
Bustamante in [25]. Suntem interesati s obtinem rezultatele cantitative ale gradului de aproxi-
mare folosind aceasta transformare. Folosind aceasta metoda si folosind modulele de continuitate
clasice si ponderate, am obtinut estimari generale ale aproximarii ponderate pe intervale necom-

1

pacte. O atentie deosebitd este acordatd ponderilor 1 i ——

g Rezultatele obtinute au fost

aplicate operatorilor Szasz - Mirakijan si Baskakov.
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La sfarsitul capitolului, este prezentatd o modificare de tip Chlodovsky pentru operatorii a—
Bernstein. Aceasta este o metodd pentru obtinerea de noi operatori pentru aproximarea pe
intervale necompacte. Pentru acesti operatori prezentam cele mai relevante proprietati.
Capitolul 4 prezintd notiuni generale privind semigrupurile de operatori. Rezultatele proprii
obtinute constau in estimari cantitative pentru limita semigrupurilor de operatori liniari gi poz-
itivi, acestea fiind aplicate in cazul operatorilor de tip Durrmeyer.

Rezultatele obtinute pentru cazul unidimensional a semigrupurilor generate de operatorul Bern-
stein au fost extinse si pentru cazul multidimensional a semigrupurilor generate de operatorul
Bernstein multidimensional.

Bibliografia cuprinde 129 lucrari care sunt citate pe parcursul tezei in cazul rezultatelor preluate
si prezentate in lucrare.



