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Introducere

Consideratii asupra interpolarii fractale

Interpolarea presupune obtinerea unei functii atunci cand sunt accesibile
doar anumite puncte de pe graficul sau. Metodele traditionale de interpolare,
care folosesc functii polinomiale, rationale, exponentiale, trigonometrice sau
spline, produc functii de interpolare care sunt diferentiabile pe portiuni. Cu
toate acestea, astfel de functii nu sunt potrivite pentru majoritatea situatiilor
din lumea reala in care datele prezinta neregularitati si sunt lipsite de nete-
zime.

Interpolarea fractala difera de alte tipuri conventionale de metode de
interpolare deoarece functia continua de interpolare obtinuta poate sa nu
fie diferentiabila in niciun punct. Prin urmare, interpolarea fractala furni-
zeaza interpolanti mai apropiati de fenomenele naturale, dovedindu-se astfel
a fi o metoda mai versatila pentru datele obtinute din masuratori. Mai
mult, interpolarea fractala contine o gama larga de interpolanti, incluzand
atat interpolanti care nu sunt diferentiabili nicaieri, cat si interpolanti infinit
diferentiabili. Conceptul de functii de interpolare fractala a fost introdus de
catre M. Barnsley (vezi [5] si [6]) si a constituit subiectul a numeroase studii
inca de la aparitie.

Interpolarea fractala este o metoda diferita de interpolare, care consta in
construirea unei functii continue care trece prin toate punctele unui sistem
de date dat, al carei grafic este atractorul unui sistem iterativ de functii. Mai
precis, Barnsley a demonstrat ca, data fiind o submultime reala finita A si o
functie f : A — R, exista o functie continua F' : [min A, max A] — R astfel
incat:

a) Fla=f;
b) exista un sistem iterativ de functii al carui atractor este graficul lui F.

Functia F este denumita functie de interpolare fractala (sau FIF) asociata
setului de date {(a, f(a)) : a € A}.



Rezultatele initiale demonstrate de catre Barnsley cu privire la FIF-uri
au fost studiate in profunzime, ducand, astfel, la numeroase generalizari si
noi directii de cercetare. Printre aceste directii de cercetare, amintim:

a)

functii de interpolare fractala cu mai multe variabile obtinute prin sis-
teme iterative de functii de dimensiuni superioare sau sisteme iterative
de functii recurente (vezi [8]);

functii de interpolare fractala cu variabila ascunsa care presupun
proiectia atractorilor sistemelor iterative de functii cu valori vectori-
ale in spatii de dimensiuni inferioare (vezi [7], [13], [18], [19], [45], [91]
si [94]);

functii de interpolare fractala Hermite sau spline (vezi [58] si [94]);
interpolanti fractali biliniari bazati pe functii biliniare (vezi [11]);

functii spline fractale, care combina functii fractale si functii spline
(vezi [9] si [47]);

suprafete de interpolare fractala (vezi [14], [15], [24], [30], [44], [46],
[76], [79], [92], [97] si [102]);

generalizari ale tehnicii de interpolare fractala a lui Barnsley pentru un
set de date numarabil (vezi [31], [70], [82], [83], [84], [85], [86] si [93]).

Motivatia alegerii temei

Interpolarea fractala se bazeaza pe o metoda constructiva, prin interme-
diul unui procedeu iterativ, spre deosebire de alte metode clasice de inter-
polare (cum ar fi interpolarea liniara, polinomiala, Hermite sau spline) care
presupun o metoda descriptiva. Mai mult, interpolarea fractala permite atat
aproximari folosind functii netede, cat si functii care nu sunt diferentiabile in
toate punctele, fiind astfel mai potrivita pentru date obtinute din masuratori.

Functiile de Interpolare Fractala (FIF) au numeroase aplicatii in domenii
diverse de cercetare. Printre acestea, mentionam:

compresia imaginilor (vezi [10] si [25]);
scalarea imaginilor (vezi [69]);
compresia imaginilor video (vezi [1]);

reconstructia imaginilor satelitare (vezi [20]);
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- criptarea imaginilor (vezi [100]);

- teoria bazelor Schauder (vezi [61] si [64]);

- procesarea semnalelor (vezi [60], [62] si [101]);

- reconstructia amprentei digitale (vezi [3]);

- reconstructia perfuziei tumorale (vezi [17]);

- cuantificarea proceselor cognitive ale creierului (vezi [59]);
- analiza financiara (vezi [39]);

- prognoza indicelui preturilor actiunilor (vezi [96]);

- reconstructia datelor seismice (vezi [41]);

- identificarea suprafetelor de fractura in roci (vezi [98]);

- prognoza cantitatii de oxigen dizolvat in rauri cu bazine hidrografice
complexe (vezi [42]);

- prognoza vitezei vantului (vezi [99] si [103]);
- studiul epidemiilor (vezi [2] si [67]);

- imbunatatirea calitatii datelor in etapa de preprocesare a algoritmilor
de predictie, Machine Learning (vezi [73]).

Versatilitatea interpolarii fractale este subliniata de varietatea de aplicatii
in care este utilizata. Mai mult, teoria interpolarii fractale prezinta un interes
din ce In ce mai mare in randul cercetatorilor, existand o multitudine de
directii diferite si captivante de cercetare (de exemplu, directiile de cercetare
a)-g) din sectiunea anterioara).

Motivatia alegerii temei acestei teze se bazeaza atat pe interesul semni-
ficativ pe care interpolarea fractala il are in cercetare, cat si pe numarul in
crestere de domenii in care apar aplicatii ale interpolarii fractale.

Structura tezei

In aceastd teza, prezentam noi contributii la teoria interpolarii fractale,
organizate in sase capitole. In primul capitol prezentam notatiile si terminolo-
gia de baza, urmata de un studiu detaliat al operatorului Read-Bajraktarevic



in al doilea capitol. Al treilea capitol este dedicat conceptului de interpolare
fractala numarabila, in timp ce al patrulea capitol introduce o noua schema
pentru interpolarea fractala. In al cincilea capitol, introducem un nou tip
de sistem iterativ de functii, iar in ultimul capitol, prezentam aplicatii ale
interpolarii fractale, inclusiv o analiza a raspandirii Covid-19.

Primul capitol este dedicat principalelor notatii si terminologiei care vor
fi utilizate pe parcursul tezei, precum si conceptelor de baza, esentiale pentru
intelegerea continutului tezei. Capitolul contine notiuni fundamentale legate
de contractii generalizate, sisteme iterative de functii, spatiul codurilor si
proiectia canonica.

Capitolul al doilea este dedicat studiului operatorului Read-
Bajraktarevic, un concept fundamental in domeniul teoriei interpolarii
fractale. Principalele rezultate continute in acest capitol fac parte din
articolul ,,Scale-free fractal interpolation”, ,Fractal Fract.” 6 (2022)
(vezi [66]), care este publicat in colaborare cu Maria Navascués si Vasileios
Drakopoulos. In acest capitol prezentam cateva proprietati ale opera-
torului Read-Bajraktarevic in cazul seturilor de date finite. Mai mult,
studiem conditiile in care operatorul Read-Bajraktarevic produce functii de
interpolare netede pentru un anumit set de date.

In cel de al treilea capitol, sunt prezentate rezultatele legate de interpola-
rea fractala numarabila, publicate in articolul ,,A countable fractal inter-
polation scheme involving Rakotch contractions”, , Results Math.” 76
(2021) (vezi [68]). Acest capitol este dedicat FIF-urilor asociate sistemelor de
date numarabile, al caror grafic este atractorul unui sistem iterativ de functii
constituit din contractii mai generale. Mai precis, functiile constitutive sunt
contractii Rakotch, deci nu sunt neaparat contractii Banach. In acest capitol,
demonstram ca pentru un set de date numarabil exista o functie de inter-
polare continua al carei grafic este atractorul unui sistem iterativ numarabil
de functii compus din contractii Rakotch. In ultima parte a capitolului, pre-
zentam cateva exemple de cazuri particulare de sisteme iterative numarabile
de functii in care sunt implicate contractii Rakotch.

In capitolul urmator, al patrulea al acestei teze, prezentam continutul
articolului ,,A fractal interpolation scheme for a possible sizeable
set of data”, ,J. Fractal Geom.” 9 (2022) (vezi [55]), care este rezultatul
unei colaborari cu Radu Miculescu si Alexandru Mihail. In acest capitol,
introducem o noua schema de interpolare fractala. Mai precis, pentru a,b €
R, a < b, si A C R astfel incat {a,b} C A = A C [a,b] si interiorul lui A
este vid, demonstram ca pentru orice functie continua f : A — R exista o
functie continua ¢* : [a,b] — R si un sistem iterativ de functii posibil infinit
al carui atractor este graficul lui g*, astfel incat ¢g*|4= f. Cu alte cuvinte,
rezultatele noastre demonstreaza existenta unei FIF corespunzatoare setului
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de date {(z, f(z)) : = € A}. Schema noastra permite ca multimea A sa fie
nenumarabila, asa cum este cazul multimii triadice a lui Cantor, aducand,
astfel, o contributie semnificativa in domeniul FIF-urilor.

Al cincilea capitol introduce un nou tip de sistem iterativ de functii, mai
precis conceptul de sistem iterativ de functii de tip interpolare, si prezinta
continutul articolului ,,Interpolation type iterated function systems”,
»J. Math. Anal. Appl.” 519 (2023) (vezi [56]), care este publicat in cola-
borare cu Radu Miculescu si Alexandru Mihail. In acest capitol prezentam
proprietatile sistemelor iterative de functii de tip interpolare si demonstram
ca un astfel de sistem are atractor si admite proiectie canonica. Ca un rezul-
tat auxiliar, prezentam o teorema de punct fix.

Ultimul capitol este dedicat aplicatiilor interpolarii fractale si contine
rezultate din articolele ,,An analysis of COVID-19 spread based on
fractal interpolation and fractal dimension”, ,Chaos Solitons Frac-
tals” 139 (2020) (vezi [67]) si ,,A concretization of an approximation
method for non-affine fractal interpolation functions”, ,Mathema-
tics” 9 (2021) (vezi [16]). In prima parte a acestui capitol, prezentim o
aplicatie a interpolarii fractale pentru recuperarea datelor lipsa inregistrate
in primele luni (prima juméatate a anului 2020) ale pandemiei de Covid-19.
Mai mult, folosim dimensiunea boz-counting pentru a evalua complexitatea
rispandirii Covid-19. In a doua parte a capitolului, prezentdm doi algoritmi,
unul determinist si unul probabilistic, care permit vizualizarea aproximarilor
FIF obtinute prin schema prezentata in capitolul trei.

Pentru a rezuma, aceasta teza prezinta o cercetare cuprinzatoare a inter-
polarii fractale, acoperind concepte fundamentale, metode noi si aplicatii in
lumea reala. Astfel, prezenta teza aduce contributii atat in domeniul teoretic,
cat si in cel al aplicatiilor.

Rezultate originale continute in teza
Principalele rezultate originale continute in aceasta teza sunt urmatoarele:

A. O noua schema de interpolare fractala numdarabila in care sunt implicate
contractit Rakotch

Noutatea principala adusa in domeniul de cercetare legat de FIF-uri
este utilizarea sistemelor iterative de functii numarabile compuse din
contractii Rakotch. Am demonstrat ca exista o FIF care interpoleaza
un sistem de date numarabil, al carei grafic este atractorul unui sistem
iterativ de functii numarabil.



B. O schema de interpolare fractala pentru date posibil mari

Introducem rezultate noi care extind tehnica de interpolare fractala a
lui Barnsley. Mai precis, principalul rezultat original pe care il intro-
ducem ne asigura ca pentru a,b € R, a < bsi A C R astfel incat

{a,b} C A= ACJa,b]si A=0, data o functie continua f : A — R,
exista o FIF care interpoleaza datele {(a, f(a)) : a € A}. Subliniem
faptul ca rezultatele noastre permit ca multimea A sa fie nenumarabila
(cum este cazul multimii triadice a lui Cantor), ceea ce reprezinta o
contributie semnificativa in teoria FIF-urilor.

C. Conceptul de sistem iterativ de functii de tip interpolare

Introducem un concept nou, acela de sistem iterativ de functii de tip
interpolare. Noua notiune deriva din teoria FIF-urilor. Pentru acest
nou sistem iterativ de functii de tip interpolare stabilim doua rezultate
importante: demonstram ca un astfel de sistem are atractor si ca admite
proiectie canonica.

Mai mult, prezentam un rezultat nou de punct fix, obtinut ca un corolar
al principalelor rezultate.

D. Functiv de interpolare netede generate de operatori de tip Read-
Bajraktarevic

Demonstram ca operatorii de tip Read-Bajraktarevic pot furniza functii
de interpolare netede pentru anumite sisteme de date.

E. Aplicatii ale interpolarii fractale

Prezentam o aplicatie a interpolarii fractale in studiul epidemiilor. Mai
precis, utilizam interpolarea fractala pentru a recupera date lipsa legate
de primele luni ale pandemiei de Covid-19 si utilizam dimensiunea ,box-
counting” pentru a evalua complexitatea raspandirii Covid-19.

De asemenea, prezentam un algoritm determinist si unul probabilistic,
care permit vizualizarea aproximarilor FIF.

Diseminarea rezultatelor

Rezultatele originale mentionate in sectiunea anterioara (A, B, C, D
si E) au fost diseminate in comunitatea matematica atat sub forma unor
articole publicate in reviste internationale de specialitate, cat si sub forma



unor comunicari orale la conferinte, workshop-uri sau simpozioane, dupa cum
urmeaza:

A. In cadrul conferintei ,, 7th International Workshop on Nonlinear Ana-
lysis, Fixed Point Theory & Applications”, XGEN, in data de 19 mai
2021, am prezentat lucrarea ,A countable fractal interpolation scheme
involving Rakotch contractions”.

In cadrul conferintei , International Conference on Mathematics and
Computer Science” (MACOS) care a avut loc intre 15 si 17 septembrie
2022 in Brasov, Romania, in data de 16 septembrie 2022, am sustinut
prezentarea intitulata ,A countable fractal interpolation scheme invol-
ving Rakotch contractions”.

Am publicat articolul:

C.M. Pacurar, ,,A countable fractal interpolation scheme involving Ra-
kotch contractions” in ,,Results in Mathematics” 76 (2021), 161.

si, in colaborare cu A. Baicoianu si M. Paun, articolul ,A Concretiza-
tion of an Approzimation Method for Non-Affine Fractal Interpolation
Functions” in ,Mathematics” 9 (2021), 767.

B. In cadrul ,,44th Summer Symposium in Real Analysis” desfasurat intre
20 si 24 iunie 2022 la Paris & Orsay, in data de 24 iunie 2022, am
sustinut prezentarea intitulata ,New Contributions to Fractal Interpo-
lation Theory”.

Am publicat, in colaborare cu R. Miculescu si A. Mihail, articolul ,A
fractal interpolation scheme for a possible sizeable set of data” in ,,Jo-
urnal of Fractal Geometry” 9 (2022), 337-355.

C. In cadrul ,, 14th International Conference on Fixed Point Theory and its
Applications” desfasurat intre 11 si 14 iulie 2023 in Brasov, Romania, in
data de 13 iulie 2023, am sustinut prezentarea intitulata ,Interpolation
type iterated function systems”.

Am publicat, in colaborare cu R. Miculescu si A. Mihail, articolul ,/In-
terpolation type iterated function systems” in ,Journal of Mathematical
Analysis and Applications” 519 (2023), 126747.

D. In cadrul ,International Conference on Approximation Theory and
its Applications”, desfasurat intre 12-14 septembrie 2022 in Sibiu,
Romania, am sustinut prezentarea cu titlul ,On some operators appea-
ring in fractal interpolation theory”.



Am publicat, in colaborare cu M. Navascués si V. Drakopoulos, arti-
colul ,Scale-Free Fractal Interpolation” in ,Fractal and Fractional” 6
(2022), 602.

E. Am publicat, in colaborare cu B. Necula, articolul ,An analysis of
COVID-19 spread based on fractal interpolation and fractal dimension”
in ,,Chaos Solitons and Fractals” 139 (2020).

Multumiri

As dori sa 1i multumesc conducatorului meu de doctorat, domnul prof.
dr. Radu Miculescu, pentru ajutorul inestimabil si sprijinul pe care l-am
primit pe parcursul studiilor mele doctorale.

Doresc, de asemenea, sa imi exprim sincera recunostinta fata de Departa-
mentul de Matematica si Informatica al Facultatii de Matematica si Informa-
tica a Universitatii Transilvania din Brasov, pentru crearea unui mediu pro-
pice si extrem de placut pentru cercetarea mea. In plus, sunt recunoscatoare
colegilor mei de la Scoala Doctorala Interdisciplinara de la care am putut
invata multe. Sunt profund recunoscatoare pentru sprijinul constant pe care
l-am primit de la Universitatea Transilvania din Brasov, care mi-a permis sa
particip activ la numeroase conferinte, workshop-uri si vizite de cercetare pe
parcursul studiilor mele.

Sunt, de asemenea, foarte recunoscatoare familiei mele pentru intelegerea
si sustinerea morala constanta pe care am primit-o in aceasta perioada soli-
citanta.



1. Preliminarii

Capitolul curent prezinta notatiile si terminologia necesare pentru par-
curgerea si intelegerea acestei teze, precum si notiunile fundamentale care
sunt esentiale pentru rezultatele continute in capitolele urmatoare.

1.1 Notatii si terminologie

Prin N ne referim la multimea {1,2,...}.

Pentru o functie f : A — B, prin G ne referim la graficul functiei f,
adica multimea {(a, f(a)) : a € A}.

Pentru o functie f : X — X si n € N, notam compunerea de n ori a lui
f cu ea insasi prin fI".

Pentru o multime de indici I, o familie de functii (f;)ie; : X — X sik € N
fixat, notam cu f; 4, ;, compunerea functiilor f; , adica f;, o fi, 0---0o f;,
unde (4;)jeq1,..xy C 1.

Pentru un spatiu metric (X, d) si A C X, vom folosi urmatoarele notatii:

- sup d(z,y) = diam(A);

z,yeA

-{AC X : A#0si A este marginita} = Py(X);

-{AC X : A#0Dsi A este inchisd} = P, (X);

- P(X)NPyX) = P a(X);

-{ACX : A#0si A este compactd} == P.,(X).

In plus, pentru 4, B € P,(X) si z € X, vom folosi si urméatoarele notatii:

- ;gﬁ d(z,a) = d(z, A)

- sup d(a, B) = d(A, B).

acA
Definitia 1.1. Fie (X, d) un spatiu metric. Pentru o functie f : X — X
definim constanta Lipschitz a lui f ca

I ELEN0)

= lip(f) € |0, 4o00].
z,yeX, vy d(I,y) ( ) [ ]



Daca lip(f) < +o0o, atunci functia f se numeste functie Lipschitz.

Pentru a,b € R, a < b, (Y, p) un spatiu metric si a, f € Y, consideram
multimile
{f :a,b] = Y : f este continua} := Cy([a, b])

si
{f :[a,b] =Y : f este continui, f(a) = a si f(b) = B} := C¥"([a, b]).

Pentru (Y,p) = (R,|-|) vom folosi notatia Cg([a,b]) = C([a,b]) si
C?([a,b]) = C*3([a, b]).

Toate spatiile de functii mentionate mai sus, inzestrate cu metrica uni-
forma d,, (adica d,(g,h) = sup p(g(x), h(z)) pentru orice g, h € Cy([a,b])),

z€a,b]

sunt complete.
Pentru k£ € {0} UN, notdm multimea

{f :]a,b] = R : f este de k ori diferentiabili si f* e C([a,b])}

cu C*([a, b]), unde prin () intelegem f.

Inzestrata cu norma = max ®) = max su ®) ()],
ISl = o 157 oo = _max | sup |7(a)

C*([a, b]) este complet.
Fie n € Nsi k € N astfel incat k£ < n. Consideram polinomul Bell partial
sau incomplet (vezi [12]) dat de

Boj(x1;. . 5Ty gpi) =

_ Z n! (%)jl ( Tp—k+1 )jn_kH
N il ! NI T (0= k1)) '

Jitjettin—kt1=k
J1+2i2+ -+ (n—k+1)j,_py1=n

Pentru f, g € C*([a, b]), conform formulei Faa di Bruno (vezi [23] si [28]),
avem

(fog)P(x) = Z F(9(2))Bya(gM (x); g (2); .5 g7V (@), (L)

pentru orice = € [a,b] sip € {1,2,...,k}.
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1.2 Contractii generalizate

Definitia 1.2. Fie (X,d) un spatiu metric. O aplicatie f : X — X se
numeste contractie (sau contractie Banach) daca exista C' € [0,1) astfel
incat

d(f(x), f(y)) < Cd(z,y),

pentru orice z, y € X.

Definitia 1.3. (vezi [34], [48], [72] si [74]) Fie ¢ : [0,00) — [0,00) si (X, d)
un spatiu metric. O aplicatie f : X — X se numeste:

i) ¢-contractie daca

d(f(x), f(y)) < eld(z,y)),

pentru orice x, y € X.

ii) contractie Rakotch daca este o ¢-contractie pentru functia ¢ astfel incat
functia a : (0,00) — (0,00), data de a(t) = % pentru orice t > 0,
este descrescatoare si a(t) < 1 pentru orice ¢ > 0.

iii) contractie Browder daca este o @-contractie, unde functia ¢ este
crescatoare, p(t) < t pentru orice t > 0 si ¢ este continua la dreapta.

iv) contractie Matkowski daca este o ¢-contractie, unde functia ¢ este

crescatoare si lim ol"(t) = 0 pentru orice ¢ > 0.
n—oo

Remarca 1.1 (vezi diagrama de la pagina 144 din [34]).

i) Orice contractie Banach este contractie Rakotch (pentru o functie ¢
data de p(t) = at pentru orice t > 0, unde a € [0,1)).

ii) Orice contractie Rakotch este contractie Browder.

ii1) Orice contractie Browder este contractie Matkowski.

iv) Cele doud afirmatii de mai sus ne asigurd cd orice contractie Rakotch
este st contractie Matkowskz.

Definitia 1.4. Fie (X, d) un spatiu metric, iar f : X — X un operator.
Acesta se numeste operator Picard daca are un unic punct fix x, € X si

n—o0

pentru orice z € X.

Teorema 1.1 (vezi [4]). Fie (X, d) un spatiu metric complet. Daca f : X —
X este o contractie Banach, atunci f este un operator Picard.

Teorema 1.2 (vezi Teorema 1.2 din [48]). Fie (X, d) un spatiu metric com-
plet. Daca f : X — X este o contractie Matkowski, atunci f este un operator
Picard.
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1.3 Sisteme iterative de functii

Conceptul de sistem iterativ de functii este o notiune introdusa de Hut-
chinson (vezi [33]). Acest concept a creat un cadru teoretic riguros pentru
obtinerea fractalilor, fiind intens studiat datorita acestui fapt.

Definitia 1.5. Fie (X, d) un spatiu metric. Functia
h: Pb,cl<X) X Pb,cl<X) — [0,00),

definita ca
h(A, B) = max{d(4, B),d(B, A)},

pentru orice A,B € P,,(X), care este o metricd, se numeste metrica
Hausdorff-Pompeiu pe X.

Definitia 1.6. Fie (X, d) un spatiu metric complet, I o multime finita si fa-
milia de functii continue (f;);e; unde f; : X — X. Perechea ((X,d), (fi)ier)
se numeste sistem iterativ de functii (iterated function system). In continu-
are, vom numi un astfel de sistem, pe scurt, IFS.

Vom face referire la un astfel de IFS ca S = ((X, d), (fi)icr)-

Operatorul fractal asociat IFS-ului S este functia Fs : P, (X) — P, (X),
definita ca

Fs(K) = | JA(K),
iel

pentru orice K € P.,(X).

Daca operatorul fractal Fs este Picard, atunci spunem ca IFS-ul § are
atractor si unicul punct fix al lui Fs se numeste atractorul IFS-ului S care
se noteaza cu As € P, (X).

1.3.1 Sistem iterativ de functii numarabil

Conceptul de TFS poate fi generalizat pentru o familie numarabila de

functii constitutive. Astfel, a aparut conceptul de sistem iterativ de functii
numarabil (vezi [29], [43], [81] si [87]).

Definitia 1.7. Fie (X, d) un spatiu metric compact si functiile f,, : X — X
continue pentru orice n € N. Perechea ((X,d), (fn)nen) se numeste sistem
iterativ de functii numarabil (countable iterated function system). In conti-
nuare, vom numi un astfel de sistem, pe scurt, CIFS.
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Vom face referire la un astfel de CIFS ca S¢ = ((X, d), (fn)nen)-
Operatorul fractal asociat CIFS-ului S¢ este functia Fs, : P.,(X) —
P.,(X), definita ca

FSC(K) = Ufn(K>7
neN
pentru orice K € P.,(X).
Daca operatorul fractal Fs, este Picard, atunci spunem ca CIFS-ul S¢
are atractor si unicul punctul fix al lui Fs, se numeste atractorul CIFS-ului
Sc care se noteaza cu Ag, € Poy(X).

Teorema 1.3 (vezi Teorema 4.6 din [86] si Teorema 3.9 din [88]). Daca
functiile constitutive f, ale CIFS-ului So = ((X,d), (fn)nen) sunt contractii

Matkowski unde functiile ¢, : [0,00) — [0,00) sunt astfel incat sup @, (t) <t
neN
pentru orice t > 0, atuncit S¢ are atractor.

1.3.2 Sisteme iterative de functii posibil infinite

Un concept mai general este acela de sistem iterativ de functii posibil
infinit. Astfel de sisteme cuprind atat cazul unui numar finit sau numarabil
de functii constitutive, cat si cazul unui numar infinit nenumarabil de functii
constitutive.

Definitia 1.8. Fie (X,d) un spatiu metric complet si o familie de functii
(fi)ier cu urmatoarele proprietati:

- fi + X — X sunt contractii Banach astfel incat sup lip(f;) < 1,

iel
- familia de functii (f;)ic; este marginita, adica U fi(A) € Py(X) pentru
1€

orice A € Py(X).

Perechea ((X,d), (fi)icr) se numeste sistem iterativ de functii posibil in-
finit. In continuare, vom numi un astfel de sistem, pe scurt, PIIFS.

Vom face referire la un astfel de PIIFS ca S; = (X, d), (fi)ier)-
Operatorul fractal asociat PIIFS-ului S; este functia Fs, : P, 4(X) —
Pb,cl(X)a data de

FSI(B) = Ufz<B)7

pentru orice B € B, 4(X).

Teorema 1.4 (vezi Teorema 4.1 din [57]). Pentru orice S = (X, d), (fi)ier),
existd un unic As, € Py (X)), numit atractorul sitemului Sy, astfel incat

FSI (ASI) = ASI'

13



In plus, avem

lim h(FY(B), As,) = 0,

n—o0

pentru orice B € Py 4(X).

1.4 Spatiul codurilor si proiectia canonica

Fie I o multime nevida si n € N. In continuare, vom utiliza urmétoarele
notatii:

-V = A1

_ I{l,2,...,n} — An(I)

A(I) este multimea cuvintelor infinite cu litere din alfabetul I si un ele-
ment standard w din A(I) are forma w = wyws...W, W11

A, (I) este multimea cuvintelor de lungime n cu litere din alfabetul I si
un element standard w din A, ([) are forma w = wiws...w,.

A(I) inzestrat cu distanta data de

0 daca w =10
d 79 = ? y 7
A { m, daca w # 6

unde w = wWiwWows...WpWpa1-.- Si 0 = 010505...0,0,,.1..., devine un spatiu metric.
Pentru m € N si w = wjws...wpwpi1... € A(L), vom folosi urméatoarea
notatie
W1Wa...Wp = [W]m-

Sa observam ca daca I este finit, atunci spatiul metric (A(),da) este
compact. Daca [ este infinit, atunci spatiul metric (A(I),d,) este complet.
Pentru i € I, putem considera functia 7; : A(I) — A(I) data de

Ti(Ww) = iwiWa.. . WpWni1-.-, (1.2)

pentru orice w = wiws...WpwWnt1... € A(I).

Fie fi: X - X, i€ lsiw=uwws...w, € A,(I). Vom folosi urmatoarea
notatie fi w,..wn = fu-

In cazul particular in care I are un singur element, i, avem f ; ; = fi[n]

n times

pentru orice n € N.

Proiectia canonica asociata unui IFS este o functie surjectiva care duce
spatiul codurilor A(]) in atractorul IFS-ului considerat. Proiectia canonica
permite caracterizari alternative ale atractorului unui IF'S si este un instru-
ment util in studiul fractalilor.
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Definitia 1.9. Pentru IFS-ul S = ((X,d), (fi)icr), avand atractor, spunem
ca acesta admite proiectie canonica daca:

i) Pentru orice w = wiwy ... wpwpt1 ... € A(I), im fu 0. w0, (z) - notata
n—oo

m(w) - exista si nu depinde de z € X.
ii) m(w) € As pentru orice w € A(I).
iii) Functia 7 : A(I) — Ags are urmatoarele proprietati:

a) este continua;
b) este surjectiva;

c) moT; = f; o pentru orice i € I.

Remarca 1.2. Functia © din Definitia 1.9, i) este denumitd proiectia ca-
nonica de la A(I) la As.
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2. Operatorul
Read-Bajraktarevic

In acest capitol, studiem operatori de tip Read-Bajraktarevic, care sunt
esentiali in teoria interpolarii fractale. Partea finala a capitolului este dedi-
cata studiului operatorilor de tip Read-Bajraktarevic care furnizeaza functii
de interpolare netede.

2.1 Functii de interpolare

2.1.1 Sisteme finite de date

Fie I C R un compact real si I" un sistem finit de puncte definit de
I'={(xn,yn) EI xR : ne{0,...,N}},

unde NV € N.
Daca x,_1 < z,, pentru orice n € {1,2,..., N}, sistemul de puncte I" este
numit un sistem de date. In acest caz, consideram I = [xg, zy].

Definitia 2.1. O functie de interpolare corespunzatoare sistemului de date
[ este o functie continua f : I — R care satisface f(z,) = y,, pentru orice
ne{0,1,...,N}.

Fie familia de homeomorfisme afine k,, : [ — [z,,_1,x,] astfel incat
kn(xo) =21 st ky(zy) = zp,
pentru orice n € {1,2,..., N} si exista ¢, € [0, 1) astfel incat
(@) = ka(2')] < Gulo — 7],

pentru orice z,z’ € I siorice n € {1,2,...,N}.
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Fie familia de functii continue F,, : [ x R — R astfel incat

Fn<x07y0> = Yn—1 Sl Fn<$N,yN> = Yn;

pentru orice n € {1,2,..., N}.
Pentru n € {1,2,..., N}, definim functiile K, : I x R — I x R astfel

Kn(z,y) = (ka(x), Fu(2,)),
pentru orice z € I siy € R.

2.1.2 Sisteme numarabile de date

Fie (Y, d) un spatiu metric compact si A un sistem numarabil de puncte
A={(x,y) ERXY : ne{0}UN} (2.1)

Sistemul de puncte definit in relatia (2.1) este numit un sistem numarabil
de date daca sirul (xn)ne{o}UN este strict crescator si marginit, iar sirul
(Yn)neqoyun este convergent.

Vom folosi urmatoarele notatii:

ro=a, limx,=0b, yo=m, limy,= M.
n—o0o n—o0

Definitia 2.2. In contextul descris mai sus, o functie continui f : [a,b] — Y
astfel incat f(z,) = y, pentru orice n € {0} UN se numeste functie de
interpolare corespunzatoare sistemului numarabil de date A.

Fie A = {(zp,yn) € [a,b] x Y : n € {0} UN} un sistem numarabil de
date.

Pentru orice n € N, fie [, : [a,b] — [2,-1,2,] un homeomorfism pentru
care exista L, € [0,1) astfel Incat

i) |ln(z) — 1 (2")] < Ly|z — 2| pentru orice x, 2’ € [a, b];
i) ly(a) =x,_1 si 1,(b) = xp;

iii) sup L,, < 1.
neN

Pentru orice n € N, fie W,, : [a,b] X Y — Y o functie continua astfel incat
) Wala,m) =yny st Wy(b, M) = yn;
ij) nlggo diam(ImW,) = 0.

Pentru n € N, definim f, : [a,b] X Y — [a,b] X Y astfel incat

fn(J:a y) = (ln(x)v Wn(x,y)),
pentru orice = € [a,b] siy € Y.
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2.2 Operatori de tip Read-Bajraktarevic

2.2.1 Operatorul de tip Read-Bajraktarevic pentru ca-
zul finit

Consideram contextul descris in sectiunea 1.1.1 si spatiul C¥¥~ () inzestrat
cu metrica uniforma d,. In continuare, vom folosi notatia C¥¥~([) = C.
Fie T : C — C, operatorul de tip Read-Bajraktarevic definit ca

T(H)(x) = Fulk, (2), £k, (2))),

pentru orice f € C si orice x € [x,_1, Ty).
Operatorul T este bine definit si 7(f)(z,) = yn, pentru orice f € C si
orice n € {0,1,...,N}.

Teorema 2.1. In contextul anterior, fie F,, contractic Matkowski in a doua
variabila, adica exista functiile crescatoare @y, @ [0,00) — [0,00) astfel incat
lim ol (t) = 0 pentru orice t > 0 si

m—o0

[Fn((2,y) = Ful(2,9)] < enlly = o/])

pentru orice x € I siy,y € R. Daca functia ¢ : [0,00) — [0,00) definita

ca p(t) = sup  u(t) satisface conditia lim @™ (t) = 0 pentru orice
ne{l1,2,...,N} m—00

t > 0, atunci operatorul T este o contractie Matkowski si, in consecinta, are

un unic punct fix f. € C care este o functie de interpolare pentru sistemul de
date T'.

2.2.2 Operatorul de tip Read-Bajraktarevic pentru ca-
zul numarabil

Fie contextul descris in sectiunea 1.2. Consideram spatiul C7" ([a, b])
inzestrat cu metrica uniforma d,. Vom nota C7" ([a,b]) cu €.
Pentru f € €, consideram functia Ty : [a,b] — Y definita astfel:

T _ W, (1 (x), f(I (), daciz € [xp_1,7,), nEN
slw) = M, daca x = b.

Deoarece Ty este bine definitd si Ty € €, putem considera operatorul
T :¢€ — € definit ca

T(f) =Ty

pentru fiecare f € €, care este bine definit.
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2.2.3 Functii de interpolare netede

Chiar daca interpolarea fractala are o importanta deosebita pentru mo-
delarea datelor neregulate, care necesita functii care nu sunt diferentiabile in
niciun punct, ea include si functii netede. Aceasta sectiune prezinta rezultate
care fac parte din [66].

Fie k € N arbitrar, dar fixat. Fie a,b € R, a < b si intervalul real

I = [a,b]. Pentru N € N, N > 1, sa consideram x; € [a,b] pentru
orice i € {0,1,..., N} astfel incat zo = a, xy = b si x;_; < x; pentru
orice i € {1,2,...,N}. Vom nota cu I; intervalul [z; 1, ;] pentru orice

i€{l1,2,...,N}.
Consideram sistemul finit de date

A ={(zi,yip) €I xR :i€{0,1,...,N}, pe{0,1,...,k}}.
Fie l; : I — I, definit astfel:

Ti— Ti—1 bri_y — ax;

i) = b—a v b—a

= a;x + by,

pentru fiecare x € I.

Consideram S; € C*(I) si R; € C*(R), unde i € {1,2,...,N}. Pentru
f € C*(I) astfel incat f®)(x;) = y;, pentru orice i € {0,1,...,N} si p €
{0,1,...,k}, definim familia de functii continue W; : I x R — R, astfel:

Wi(z,y) = f(li(x)) + Ri(y) — Si(z),

pentru orice (z,y) € I x Rsioricei € {1,2,...,N}.
In plus, presupunem ca pentru orice i € {1,2,..., N} sip € {1,2,...,k}
sunt satisfacute urmatoarele conditii:

p
57(a) =D RY (500) By (4015902 - Yop-i1); (2:2)
j=1
p .
SP0) =3 R (o) Bog (ynasywz 9N p-g11); (2:3)
j=1

Si(a) = Ri(yop) si Si(b) = Ri(yno),

unde B, ; sunt polinoamele Bell definite in sectiunea 1.1.
Consideram

A¥(I) = {g € C*(I) : g (a) = yo, si 9P (b) = yn, pentru fiecare p € {0,1,...
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inzestrata cu norma || - || (definita in sectiunea 1.1).
Fie operatorul de tip Read-Bajraktarevic D : A*(I) — A*(I) definit ca

D(g)(x) = Wi(l; (), (17 (2))) = f(2) + Ri(g(l7 ' (2))) — Si(l7 (),
pentru orice x € I; si orice g € A*(I).
Propozitia 2.1. Operatorul D este bine definit.

Teorema 2.2 (vezi Teorema 5 din [66]). In contextul mentionat mai sus,
existd f € C*(I) care satisface urmdtoarele ecuatii functionale:

(fHP () = fP()+

p

a0 RO @) By (MO @) 5 (PP (@)~
= a; PSP (17 (x)) = fP () + a;P(Rio FHP (U7 (@) — 0, 7SP (17 (),

(2.4)
pentru orice i € {1,2,...,N}, pe{l,...,N}, z € I; si

fi@) = flz) + (Rio f) (17 (@) = Silli (), (2.5)

pentru orice x € I;. Functia f% interpoleazd sistemul de date A'.
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3. O noua schema de
interpolare fractala
numarabila 1n care sunt
implicate contractii Rakotch

O directie de interes in ceea ce priveste functiile de interpolare fractala
(FIF) se axeaza pe utilizarea unor teoreme de punct fix mai generale decat
teorema de punct fix a lui Banach (vezi Teorema 1.1) pentru a demonstra
existenta FIF-urilor. Dupa lucrarea initiala a lui Barnsley, multe extinderi ale
interpolarii fractale s-au bazat predominant pe teorema lui Banach pentru a
stabili existenta FIF-urilor. Cu toate acestea, dezvoltarile recente au deschis
noi posibilitati prin utilizarea altor teoreme cu punct fix. In acest context,
au aparut contributii semnificative, dintre care mentionam pe cea a lui S.
Ri, care a utilizat contractii de tip Rakotch pentru a obtine rezultate noi
(vezi [75]), J. Kim et al. care au apelat la contractii de tip Geraghty (vezi
[38]) si S. Ri si V. Drakopoulos care au extins rezultatele pentru suprafete
(vezi [77]). Aceste noi rezultate evidentiaza diversificarea instrumentelor si
tehnicilor matematice utilizate in cercetarea existentei FIF-urilor, oferind noi
cai de explorare in aceasta zona de cercetare.

O alta directie legata de FIF-uri se refera la considerarea unei multimi
numarabile de puncte in locul uneia finite. In aceast’ directie, N. Secelean a
introdus interpolarea fractala numarabila (vezi [82]) bazata pe sisteme itera-
tive de functii numarabile (CIFS) (vezi [29], [81], [87]). Secelean a demonstrat
existenta FIF pentru un set de date A = {(z,,y,) € I xR : n € {0} UN},

unde (Z,)nefojun este un sir strict crescator si marginit cu b = lim z,,, ast-
n—0o0

fel incat I = [xo,b], iar (yn)nefoyun este un sir convergent (vezi [82]). A.
Gowrisankar si R. Uthayakumar au extins aceste rezultate pentru date in
care (Zp)nefojun este un sir monoton si marginit, iar (¥, )nefoyun este un sir
marginit (vezi [31]). Aceasta directie de cercetare a fost dezvoltata in lucrari
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ulterioare, inclusiv [83], [84] si [93], evidentiindu-se interesul in crestere asu-
pra interpolarii fractale numarabile.

In acest capitol, combindm cele doud linii distincte de cercetare initiate
de Secelean si Ri. Astfel, introducem o noua schema de interpolare frac-
tala pentru sisteme numarabile de date si CIFS-uri compuse din contractii
Rakotch. Continutul acestui capitol se bazeaza pe rezultatele din ,,A coun-
table fractal interpolation scheme involving Rakotch contractions”,
publicat in ,Results in Mathematics” de C. Pacurar (see [68]).

3.1 Functii de interpolare fractala implicand
contractii Rakotch

Fie (Y, d) un spatiu metric compact, familiile de functii (1,,)nen, (Wh)nen
si (fu)nen si familia de numere (L,),en definite in sectiunea 2.1.2.

Operatorul T este operatorul Read-Bajraktarevich pentru cazul
numarabil, introdus in sectiunea 2.2.2, pentru sistemul numarabil de date
(2.1).

Primul rezultat demonstreaza ca operatorul 7' este o contractie Matkow-
ski daca functiile W,, sunt contractii Matkowski in al doilea argument. Astfel,
deoarece (€, d,) este complet, teorema urmatoare demonstreaza ca operato-
rul 7" are un unic punct fix daca functiile W,, sunt contractii Matkowski in
al doilea argument.

Teorema 3.1 (vezi Teorema 3 din [68]). Fie A = {(z,,y,) ER XY : n €
{0} UN} un sistem numarabil de date. Daca functiile W,, sunt contractii
Matkowski in cel de al doilea argument, adica exista o functie crescatoare
@ :]0,00) — [0,00) astfel incat nh_)IIolo ©"(t) = 0 pentru orice t > 0 si

d(Wn((z,y)), Wa((z,9))) < (d(y,9)) (3.1)

pentru orice x € [a,b] siy,y €Y, atunci T este o contractie Matkowski.

Urmatorul rezultat demonstreaza ca daca functiile W,, sunt Lipschitz in
primul argument si contractii Rakotch in a doua variabila, atunci functiile f,
sunt contractii Rakotch in raport cu o metrica echivalenta cu cea initiala pe

[a,b] x Y. Functiile f, sunt functiile constitutive ale CIFS care vor furniza
FIF.

Teorema 3.2 (vezi Teorema 4 din [68]). Fie A = {(z,,y,) € R xY
n € {0} UN} un sistem numarabil de date astfel incat W, sunt Lipschitz
in prima variabila si contractit Rakotch in a doua variabila, adica exista
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L > 0 si o functie crescatoare ¢ : [0,00) — [0,00) astfel incdt functia « :

(0,00) = (0,00), data de a(t) = @, pentru orice t > 0 sa fie descrescatoare

st a(t) < 1 pentru orice t > 0, astfel incat

d(Wa((z, ), Wal(2',9/))) < Llz — 2’| + o(d(y, y)),

pentru orice (x,y), (2',y) € [a,b] x Y, n € N.
Atunci, f, sunt contractit Rakotch in raport cu metrica dy data de

do((x,y), (2", y)) = |z — 2’| +0d(y, y),

l1—sup Ly,

pentru orice (z,y), (x',y') € [a,b] X Y, unde 6 = 2(”;51) € (0,1).

Teorema 3.3 (vezi Teorema 6 din [68]). In contextul Teoremei 3.1, avem
Im Gy, =Gy,

pentru orice foy € €.

3.2 Cazuri particulare de CIFS care implica
contractii Rakotch

Aceasta sectiune prezinta cateva cazuri particulare de CIFS-uri care im-
plica contractii de tip Banach si Rakotch.
In contextul sectiunii 2.1.2, putem alege

Ty — Tp1 br,_1 — ax,

() = b—a . b—a

pentru orice = € [a, b] si pentru orice n € N.
Prezentam doua moduri de a alege functiile W,,, presupunand ca Y C
[0,00):

A.
Yn — Yn—1 M —m byn,l—ayn bm — aM
Wa(z,y) ( — n b—a)x+ S R
=CpT + dny + Gn,

unde d,, € [0, 1) astfel incat lim d, = 0, pentru orice n € N.

n—oo
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W,, sunt contractii Banach in a doua variabila, ceea ce implica faptul
ca sunt contractii Rakotch in a doua variabila pentru functia ¢ data de
©(t) = ¢ -t pentru orice t > 0.

'n

In acest caz, functiile f,, sunt definite ca:

Ty — Tn-1 bmn—l — aTy

fn(x,y)—( b—a ' b—a

—— M —
Yn ynl_dn m I‘f‘dny‘f’
b—a b—a

bYp_1 — ayn 4 bm —aM
b—a " b—a ’

pentru orice n € N si orice = € [a,b], y € Y.

B.
Wn y = Cn ny
(z,y) cm+1+ny+g
unde
yn_ynfl 1 M m
Cp = — —
b—a b—a\1+nM 1+nm
si
Yn — Yn—1 a M b m
gn = Yn—1 — A

b—a b—al+nM b—al+nm’
pentru orice n € N.
W, sunt contractii Rakotch in a doua variabila pentru orice n € N.
In acest caz, functiile f,, pot fi alese astfel:

Ty — T bxr,_1 — ax,
n -~ Yn— 1 M
Yn — Yn—1 __m T+ Y +
b—a b—a\1+nM 1+4+nm 1+ ny
4 Yn — Yn—1 a M b m
n-1— @ - )
Yn-1 b—a b—al+nM b—al+nm

pentru orice n € N si orice z € [a,b], y € Y.
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4. O schema de interpolare
fractala pentru seturi de
date posibil foarte mari

In acest capitol, extindem metoda de interpolare fractala a lui Barnsley.
Consideram a,b € R, a < b, A C R astfel incat {a,b} C A=A C [a,b] si

interiorul lui A, notat cu A, este vid. Rezultatul principal afirma ca pentru
orice functie continua f : A — R exista o functie continua ¢g* : [a,b] — R siun
PIIFS al carui atractor este graficul functiei g* si gl* v = [. Cu alte cuvinte,
rezultatul principal asigura existenta unei FIF corespunzatoare setului de
date {(a, f(a)) : a € A}.

Daca A este finit, obtinem schema de interpolare fractala a lui Barnsley
din [5]. Pe de alta parte, atunci cand A are forma A = {z,, : n € N} U {b},
unde (x,)nen este strict crescator, x; = a, nll_{goxn = b si x, € [a,b] pentru

orice n € N, obtinem schema de interpolare prezentata de Secelean in [82].
Subliniem faptul ca schema noastra de interpolare permite ca multimea A sa
fie nenumarabila, cum este cazul multimii triadice a lui Cantor.

Principalul instrument utilizat pentru trecerea de la date numarabile la
date nenumarabile este teorema de structura a submultimilor deschise din R.
Aceasta teorema furnizeaza un sir (I,,)nen de intervale deschise si disjuncte
care au proprietatea ca [a,b] N A = ngNI”' Folosind acest sir, consideram

operatorul T : C/@F®)([q b)) — CF@F®)([q b]). Aspectul cel mai dificil
care apare in contextul datelor nenumarabile este demonstrarea bunei definiri
a operatorului, 1" deoarece trebuie sa depasim unele dificultati tehnice.

Rezultatele cuprinse in acest capitol, care fac parte din articolul ,,A frac-
tal interpolation scheme for a possible sizeable set of data” publicat
in colaborare cu R. Miculescu si A. Mihail in ,Journal of Fractal Geome-
try” (vezi [55]), sunt mai generale decat rezultatele existente in literatura de
specialitate.
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4.1 Cateva rezultate tehnice

Sa consideram a,b € R, a < b si A C R avand urmatoarele proprietati:

i) {a,b} CA="AC [a,b];

i) A=0.
Atunci exista un sir (7,,)nen de intervale deschise si disjuncte astfel incat
[a,b] N A = U["‘
neN

unde I,, = (v, B,), pentru orice n € N.
Vom studia separat punctele de acumulare ale lui A N (x,00), respectiv
AN (—o0,z), si punctele care nu sunt puncte de acumulare.

Remarca 4.1 (vezi Remarca 3.2. din [55]). a) Dacd x € A nu este un punct
de acumulare al lui AN (x,00), atunci exista n € N astfel incat v = «,.

b) Similar, dacd x nu este un punct de acumulare al lui AN (—o0,x),
atunci exista n € N astfel incat x = [3,,.

Remarca 4.2 (vezi Remarca 3.3. din [55]). a) Dacd © € A este un punct
de acumulare al lui AN (z,00), atunci pentru orice sir (x)gen C (z,b) N A
avand proprietatea ca klim x, = x, existd un sir ((aun,, Bn,))ken de elemente

—00
din familia {(awm, ) @ n € N} astfel incat:
i) v < ap, < PBn,, pentru orice k € N;
i) T € (Qny, Bny,), pentru orice k € N;
iii) multimea {zx : k € N} N (an,, B, ) este finita pentru orice k € N;
i) lim oy, = lim G, = =.
k—o0 k—o0
b) Similar, daca x € A este un punct de acumulare al lui AN (—o0,x),
atunci pentru orice sir (xg)gen C (a, )N A avind proprietatea ca lim zy, = x,

k—oo
existd un sir ((Qun, , Bn, ) Jken de elemente din familia {(aw,, 5,) : n € N} astfel
incat:

i) Qn, < Bn, <, pentru orice k € N;
i) T € (Qny, Bny,), pentru orice k € N;
iii) multimea {zy : k € N} N (an,, Bn,) este finita pentru orice k € N;

i) lim oy, = lim 3, = =.
k—o0 k—o0
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4.2 Functii de interpolare fractala asociate
unor seturi de date posibil foarte mari

Consideram functiile [, : [a, b] — [av,, B,] date de

ﬂn_Oén O‘nb_ﬁna
b—a v b—a

ln(z) = = apx + by,

pentru orice = € [a, b] si orice n € N.

Remarca 4.3 (vezi Remarca 3.4. din [55]). Pentru functiile I, sunt sa-
tisfacute urmatoarele:

a) ly(a) = ay, sil,(b) = B, pentru orice n € N.
b) 171 [, Ba] — [a,b] este datd de
b—a x+ﬁna—anb

5n_an Bn_an

)

pentru orice T € [ay, By] si orice n € N,

c) 7N a) =a sil;1(B,) = b pentru orice n € N.

Pentru o functie continud f : A — R, consideram functiile g, : R* — R
date de

gn(l', y) =

bf(cn) = af(B) , bf(a) —af(b) _

n) n b) —
(S~ S TO-S@Y
b—a b—a
= T + dpy + €,
pentru orice (z,y) € R? si orice n € N, unde (d,,),en C [0, 1) este astfel incat
lim d,, = 0.

n—o0

Remarca 4.4 (vezi Remarca 3.5. din [55]). Pentru functiile g,, sunt sa-
tisfacute conditiile: gn(a, f(a)) = f(an) si gn(b, f(b)) = f(Bn), pentru orice
n € N.

S& consideram spatiul C(@/(®)([q,b]) inzestrat cu metrica uniforma d,,.
Vom nota C¥(@-/®)([q, b)) cu C.
Pentru g € C, sa consideram functia 7}, : [a,b] — R, data de

B f(x), reA
Tolw) = { Cauliy (@) + dug (1 (2)) + €, dacd @ € (o, Ba)
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Remarca 4.5 (vezi Remarca 3.6. din [55]). a) Avem T (o) =
cal (e + dng(l () + e, pentru orice g € C si orice n € N,

b) In mod similar, avem Ty(By) = cul; (Bn) + dng(l;(Bn)) + €n, pentru
orice g € C si orice n € N.

Propozitia 4.1 (vezi Propozitia 3.7. din [55)). In conteztul de mai sus,
avem Ty € C, pentru orice g € C.

Propozitia 4.1 ne permite sa definim operatorul 7': C — C dat de
T(g) = Tga
pentru orice g € C.

Propozitia 4.2 (vezi Propozitia 3.8. din [55]). In contextul mentionat mai
sus, avem

du(T(91), T(g2)) < (sup dn) du(91, 92),

neN

pentru orice g1, g2 € C, deci T este o contractie Banach in raport cu metrica
uniforma d,,.

Deoarece (C,d,) este un spatiu metric complet, folosind Teorema 1.1,
Propozitia 4.2 asigura existenta unui unic g* € C astfel incat

T(g)=g"
Remarca 4.6 (vezi Remarca 3.9. din [55]). Avem gy = f.

Vom demonstra ca exista un PIIFS al carui atractor este graficul functiei
g*. In acest sens, consideram functiile f,, : R? — R? date de

fn(aja y) = (anx + bna CnT + dny + en)a
pentru orice z,y € Rsin € N.

Remarca 4.7 (vezi Remarca 3.10. din [55]). @) Avem sup a, < 1.

neN
b) Sirul (cp)nen este marginit.
1—sup an
Remarca 4.7 ne permite sa consideram 6 € (0, "ZN ,unde C' > 0

este astfel incat |c,| < C, pentru orice n € N si metrica p, pe R?, datd de
p((x1,91), (T2, 92)) = |21 — 22| + 0 |[y1 — 2!,

pentru orice (z1,y1), (T2, y2) € R2.
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Propozitia 4.3 (vezi Propozitia 3.11. din [55)). In contextul descris mai
sus, functitle f,, sunt contractii Banach in raport cu metrica p.

Remarca 4.8 (vezi Remarca 3.12. din [55]). a) Spatiul metric (R?, p) este
un spatiu metric complet.

b) Avem sup lip(f,) < max{sup a, + 0C,sup d,} < 1.
neN neN neN
c) Familia (fy,)nen este marginita deoarece sirurile (an)nen, (bn)nen,

(€n)nen, (dn)nen St (€n)nen Sunt marginite.

Datoritda Remarcii 4.8, putem considera PIIFS (vezi sectiunea 1.3.2.)
SI = ((R2>P)> (fn)nEN)-

Teorema 4.1 (vezi Teorema 3.13. din [55]). In contextul mentionat mai sus,
avem

Gy ={(z,9"(x)) + x € a,b]} = As;.

Vom prezenta cateva exemple de multimi A care satisfac conditiile
mentionate mai sus:

A. Daca A este finita, obtinem schema clasica de interpolare a lui Barnsley
(vezi [5]).

B. Daca A = {x, : n € N} U {b}, unde (x,)nen este strict crescator,

xr1 = asi lim x, = b, obtinem schema de interpolare prezentata in [82].
n—oo

C. Putem alege A = {z,, : n € N}U{y, : n € N}U{a, b}, unde lim z, =
n—oo

a, limy, =b, z, € [a, F?] si y, € [%$2, b] pentru orice n € N.
n—oo
D. Putem alege A sa fie multimea triadica a lui Cantor. Acesta este
un exemplu important deoarece A nu este numarabila. Prin urmare,
schema noastra este o generalizare a celei prezentate de Secelean in

[82).

Partea finala a acestui capitol prezinta un rezultat care arata ca, pentru
orice g € C, daca n este destul de mare, graficul FIF poate fi aproximat,
oricat de bine, de graficul lui T (g).

Teorema 4.2 (vezi Teorema 3.14. din [55)). In contextul descris mai sus,
avem Fs,(Gg4) = G, pentru orice g € C.

Teorema 4.3 (vezi Teorema 3.15. din [55]). In contextul mentionat mai sus,

avem lim h(Grwm (), G) = 0, pentru orice g € C.

n—o0
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5. Sisteme iterative de functii
de tip interpolare

In acest capitol introducem un concept nou de IF'S, mai precis, notiunea
de sistem iterativ de functii de tip interpolare. Conceptul se bazeaza pe
proprietatile IFS-urilor folosite in construirea FIF-urilor. Demonstram mai
multe proprietati pe care aceste sisteme le au, iar rezultatul principal afirma
ca un astfel de sistem are atractor si ca admite proiectie canonica. In plus,
prezentam un rezultat de punct fix, pe care il obtinem ca un corolar al re-
zultatului nostru principal.

Continutul acestui capitol se bazeaza pe articolul ,,Interpolation type
iterated function systems”, publicat in ,Journal of Mathematical Analy-
sis and Applications” in colaborare cu Radu Miculescu si Alexandru Mihail

(vezi [56]).

5.1 Leme auxiliare

Prima sectiune este dedicata unor leme preliminare esentiale in demon-
strarea rezultatelor principale ale acestui capitol.

Lemma 5.1 (vezi Lema 2.7 din [56]). Fie doud spatii metrice (X,d) si (Y, p)
st o multime finita nevida 1. Presupunem ca urmatoarele multime de functii
dinY inY {A,n cweA(),neN} si{A 0k weAI), z€ X, n ke
N} au proprietatile urmadatoare:

i) lim sup P(Awznk(Y), Awn(y)) = 0, pentru orice K, €
k—o0 neN,weA(I),zeK1,yeY
P.,(X).

i) Exista o functie b : A(I) — Y astfel incat pentru orice Ky € P.,(Y)
avem

lim sup p((Api0...0A4u,)(y),bw))=0.

=00 e A(I),yeK o
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ii) Exista C € [0,1) astfel incat

sup Mp<Aw,x,n,k) < C,
n,keNweA(I),ze K1

pentru orice Ky € P, (X).

Atunci, avem

lim sup p((Aw,m,l,nko,m,Zn—lo- . -OAw,x,n—l,Qko,:B,n,l)(y)7 b<w)) = 07
N0 e A(I),z€K1,y€ Ko

pentru orice Ky € P, (X) si Ky € Pp(Y).

5.2 Sisteme iterative de functii de tip inter-
polare

In aceasts sectiune prezentam definitia unui sistem iterativ de functii de
tip interpolare si furnizam cateva exemple de astfel de sisteme.
Fie spatule metrice (X7 d) Sl (Y7 p)a Sl dmax«xla yl)7 (3:27 y?)) =

max{d(z1, z2), p(y1,y2) }, pentru orice (z1,41), (22,2) € X xY. Consideram
spatiul metric (X X Y, dyax)-

Definitia 5.1 (vezi Definitia 3.1 din [56]). Un sistem iterativ de functii de
tip interpolare S consta in:

- doua spatii metrice complete (X, d) si (Y, p)
- o familie finita de functii (f;);cs astfel incat:

i) Pentru fiecare ¢ € I, exista functiile continue ¢g; : X — X si
h; : X XY — Y cu proprietatea ca f; : X XY — X XY este data
de fi(z,y) = (g:(2), hi(x, y)), pentru orice (z,y) € X X Y.

ii) Pentru orice w € A(I), exista a, € X astfel incat

lim  sup d(gu,(2),a,) =0,
=00 e KweA()

pentru orice K € P.,(X).
iii) Exista C € [0, 1) astfel incat

p(hi(z,y1), hi(z,y2)) < Cp(yr, y2),

pentru orice x € X, y1,y2 € Y sit € .
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In continuare, un astfel de sistem iterativ de functii de tip interpolare
reprezinta perechea & = ((X X Y, dmax), (fi)ier) si, ne vom referi la el, pe
scurt, ca I-tIFS.

Remarca 5.1.  a) Un exzemplu de I-tIFS este S = ((R% || - ||lso), (fi)ier)

b)

unde exista a;,b;, c;,d;e; € R, a;,d; € [0,1) astfel incdt
filz,y) = (@ix + b, civ + diy + €),
pentru orice (z,y) € R* sii € I.

Conditia i) din definitia anterioard este legata de conceptul de ,point-
fibred IFS”, introdus initial de B. Kieninger (vezi [37]) in cazul in care
(X, d) este un spatiu metric compact. Bazandu-ne pe Teorema 3.7 si
Corolarul 3.11 din [40], aceasta conditie este indeplinitd daca functiile
g; sunt contractii Browder (care includ contractiile Rakotch).

Prin urmare, un exemplu mai subtil decat primul ar putea fi construit
luand functiile g; contractitc Browder, care nu sunt contractic Banach.
Pentru a ilustra acest lucru, prezentam un alt exemplu de I-tIFS: fie
S = (([0,1] x R, |- 1), (fi)ieqr,2), pentru care exista a;, b, c; € R, b; €
[0,1) astfel incat

filz,y) = (sinz, a;w + by + ¢;),
pentru orice (x,y) € [0,1] x R sii € {1,2}.

Prezentam doua exemple de I[-tIFS-urt pentru care spatiile metrice
(X,d) si (Y, p) sunt compacte.

Primul este (([0,1] x [0,1], ] - [|o), (fi)icf1,2y) unde

r+1 2z4+y+1 , r+2 x+y+2
fl(xay):< ) ) 4 ) St fQ(xay):( 4 ) 4 )

pentru orice z,y € [0, 1].
Al doilea este (([0,1] x [0, 1], ]| - |lsc), (fi)ieq1,2}) unde

r+7 x+2y+1 ) ) 3r+2y+1
fl(x7y):( ] 9 4y ) St f2($7y): (SlnxaTy)

pentru orice z,y € [0, 1].
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5.3 Proprietati ale sistemelor iterative de
functii de tip interpolare
Aceasta sectiune prezinta proprietatile I-tIFS-urilor. Aceste proprietati

sunt de o importanta deosebita in demonstrarea rezultatului principal, care
asigura existenta atractorului unui I-tIF'S.

Lemma 5.2 (vezi Lema 3.3. din [56]). Pentru orice I-tIFS S = ((X X
Y, dm(w)a (fi)ie[) avem

{aw, : we A(I)} € P, (X).

In particular,

{a, : we A(l)} € P(X).

Lemma 5.3 (vezi Lema 3.4. din [56]). Pentru orice I-tIFS S = ((X x
Y, daz), (fi)ier), IFS-ul G = ((X,d), (¢:)icr) are atractor.

Sa luam in considerare un I-tIFS & = ((X X Y, dmax), (fi)ier) si doua
familii de functii din Y in Y: {A,, : w € A(I),n € N} si {Ap s @ w €
A(I), x € X, n,k € N}, definite ca

Avann(y) = {hwn (gwn+1wn+2...wn+k_1(x),y), dacz:x E>2
o he, (2, 9), daca k=1
si
Aun(Y) = he, (A i rominiom (T), Y)
pentru orice y € Y.

Lemma 5.4 (vezi Lema 3.5. din [56]). In contextul descris mai sus, avem

f[w]n (ZL’, y) = (g[w]n ('r)a (Aw,m,l,n o Aw,x,2,n—1 0...0 Aw,x,n—1,2 o Aw,z,n,l)(y»,
pentru oricex € X,y €Y sine N, n>2.

Lemma 5.5 (vezi Lema 3.6. din [56]). In contextul mentionat anterior,
avem

lim sup p(Aw,z,n,k<y)u Aw,n(y)> = 07

N=0 peNweA(l),zeK1,yc Ko

pentru orice Ky € Po,(X) si Ky € P.,(Y).
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Lemma 5.6 (vezi Lema 3.7. din [56]). In contextul descris mai sus, avem

sup lip(Aw,r,n,k) S CJ
n,keNweA(I),ze K

pentru orice K € P.,(X).

Lemma 5.7 (vezi Lema 3.8. din [56)). In contextul descris mai sus ezistd o
functie b: A(I) — Y astfel incat

lim (Ay10...04,,)(y) =bw),

n—o0

pentru orice y € Y.
Mai mult,

lim  sup  p((Aus o0 Aun)(y),bw)) =0,

=00 yeA() yeK

pentru orice K € P, (Y).

5.4 Sistemele iterative de functii de tip in-
terpolare au atractor si admit proiectie
canonica

In aceast’ sectiune stabilim rezultatul principal al acestui capitol.

Propozitia 5.1 (vezi Propozitia 4.1. din [56]). Fie S = ((X x
Y, dmax), (fi)icr) un I-HIFS astfel incat (Y, p) este compact. Atunci exista
o functie b: A(I) =Y astfel incat pentru orice K € P.,(X xY) avem

lim sup Amax (flw]. (2, 1), (aw, b(w))) = 0.

O weA(l),(z,y)eK

In contextul Propozitiei de mai sus, folosind notatia b(w) := b, consi-
deram functia 7 : A(I) - X x Y, definita prin
(W) = (ay, by),

pentru orice w € A(I) si

7(A(])) = {(aw,by) : we A(I)} = As.
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Propozitia 5.2 (vezi Propozitia 4.2. din [56]). Fie S = ((X x
Y, dax), (fi)ier) un I-tIFS astfel incat (Y, p) este compact. Atunci:

a) m este continud.

b) fiom=mom, pentru orice i € I.
c) Fs(As) = As.

d) As € Py(X x Y).

e) lim Fén](K) = As, pentru orice K € P.,(X xY).

n—0o0

f) As este unicul punct fiz al lui Fs.

Rezultatele prezentate in Propozitia anterioara pot fi rezumate in
urmatoarea teorema centrala a acestui capitol:

Teorema 5.1 (vezi Teorema 4.3. din [56]). Orice I-tIFS S = ((X x
Y, dumax), (fi)ier) cu (Y, p) compact are atractor si admite proiectie canonica.

5.5 Un rezultat de punct fix corelat

Ca rezultat suplimentar ce decurge din Teorema 5.1, in cazul particular
cand [ are un singur element, obtinem urmatorul rezultat de punct fix legat
de Teorema 2.2 din [80].

Teorema 5.2 (vezi Teorema 4.4. din [56]). Fie (X,d) un spatiu metric
complet si (Y, p) un spatiu metric compact, g : X — X sih: X XY =Y
continue astfel incat:

i) Exista a € X astfel incat nh_>nolo 8161]13 d(g"(x),a) = 0, pentru orice K €
P.,(X).

ii) Ezista C € [0,1) cu proprietatea ca p(h(z,y1),h(x,y2)) < Cp(y1,ya),
pentru orice x € X, y1,y2 € Y.

Atunci f + X XY — X x Y, data de f(x,y) = (9(x),h(z,y)), pentru
orice (x,y) € X x Y, este un operator Picard.
Mai mult,

lim sup dmax(f[n} (36’73/>7 (a, b)) =0,

0 (z,y)eK

pentru orice K € P.,(X xY), unde (a,b) este unicul punct fix al lui f.
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6. Aplicatii ale interpolarii
fractale

Acest capitol este dedicat aplicatiilor interpolarii fractale. Prima sectiune
se bazeaza pe articolul ,,An analysis of Covid-19 spread based on frac-
tal interpolation and fractal dimension” publicat in ,,Chaos Solitons
Fractals” (vezi [67]), in colaborare cu B. Necula, iar a doua sectiune se ba-
zeaza pe articolul ,,A Concretization of an Approximation Method
for Non-Affine Fractal Interpolation Functions” publicat in ,Mathe-
matics” (vezi [16]), In colaborare cu A. Baicoianu si M. Paun.

In prima sectiune, analizam pandemia de Covid-19 dintr-o perspectiva
fractala. Curbele epidemiologice sunt reconstruite folosind interpolare frac-
tala, pe baza similaritatiilor dintre aceste curbe si fractali clasici (de exemplu,
graficul functiei lui Takagi).

In a doua sectiune, propunem doi algoritmi, folosind o schema probabi-
listica si o schema determinista, care pot fi folositi pentru obtinerea apro-
ximarilor functiilor de interpolare fractala.

6.1 Analiza Covid-19 dintr-o perspectiva
fractala

Analiza raspandirii pandemiei Covid-19 dintr-o perspectiva fractala ar
putea conduce la o intelegere mai profunda a subtilitatilor bolii si a modu-
lui in care aceasta epidemie se deosebeste de alte epidemii istorice. Privind
raspandirea epidemiei ca pe o structura fractala obtinem potentiale avan-
taje pentru domeniul medical, imbunatatind intelegerea crizei in domeniul
instrument valoros pentru evaluarea evolutiei altor epidemii.

In aceasti sectiune, am examinat pandemia de Covid-19 dintr-o per-
spectiva fractala, folosind interpolarea fractala. In plus, am folosit dimen-
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siunea ,, box-counting”, cunoscuta si sub numele de dimensiune Minkowski-
Bouligand, pentru a evalua si cuantifica raspandirea pandemiei Covid-19 in
mai multe tari europene.

6.1.1 Concluzii

Abordarea curbelor epidemiologice ca fiind structuri fractale are doua
principale avantaje.

In primul rand, data fiind iregularitatea datelor si dificultatea de a prezice
cresterea zilnica a numarului de cazuri, considerarea datelor ca fractali ar pu-
tea deschide o noua directie pentru prezicerea evolutiei epidemiei. Deoarece
graficul cazurilor zilnice este considerat un fractal, pe langa caracterul sau
neregulat, acesta poseda o anumita arhitectura fractala predispusa la auto-
similaritate. Aceasta similaritate joaca un rol crucial in evaluarea situatiei
la momentul curent si in prezicerea schimbarilor viitoare in curbele epidemi-
ologice.

Pe de alta parte, tratarea curbei epidemiologice ca fractal si aplicarea
interpolarii fractale pentru datele disponibile pot fi un instrument puternic
pentru reconstructia datelor. In acest sens, trebuie s& subliniem ci numérul
de cazuri inregistrate depinde in mare masura de numarul de teste efectuate
de fiecare tara intr-o anumita zi. Analizand datele obtinute prin interpolare
fractala, putem acoperi unele bucati de date care lipsesc, pentru a obtine
o imagine mai buna a epidemiei, imbunatatind astfel intelegerea adevaratei
extinderi a epidemiei.

6.2 Aproximarea functiilor de interpolare
fractala utilizand contractii Rakotch

Prezentul capitol propune o implementare a unei metode de aproximare
pentru functiile de interpolare fractala care implica functii atat afine, cat si
non-afine. In timp ce au existat studii anterioare care abordeaza aspectele
computationale ale atractorilor sistemelor iterative de functii (vezi [21], [22],
[27] si [53]), din cate stim, nu a existat o cercetare dedicata in mod specific
functiilor de interpolare fractala non-afine in acest context.

Pentru a construi aproximari ale functiei de interpolare fractala, propu-
nem doi algoritmi, unul probabilistic si unul determinist.
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6.2.1 Doi algoritmi pentru obtinerea unor aproximari

ale functiei de interpolare fractala

Propunem doi algoritmi pentru obtinerea functiei de interpolare fractala

asociata unui sistem iterativ de functii cu functii constitutive atat afine,
cat si non-afine. Algoritmul 1 propune o schema probabilistica, in timp ce
Algoritmul 2 prezinta o schema determinista. Prezentam algoritmii mai jos,
asa cum apar in sectiunea 4 din [16].

Algorithm 1 The Probabilistic Scheme.

1:

Consider an empty set of points P C R? and p a significant big signed
positive integer.

Generate an arbitrary point (z.,y.) € [0,1] x [0, 1].
Determine P {J {(z¢,vc)}

Generate a random signed integer 0 < k& < 100.
Compute (¢, Ye) = fu(Te, Ye).

Repeat steps 3, 4 and 5 p times.

Sort the elements of the set P in ascending order with respect to the first
component of the elements.

Plot the function passing through all the points of the set P.

Algorithm 2 The Deterministic Scheme.

1:

Consider k the number of initial points, n the number of functions invol-
ved, p the number of steps and define an empty set of points P C R2.

: Generate randomly a set K of k points in [0,1] x [0, 1].

Determine P |J K.
Compute P = f1(P) U f2(P) U...U fu(P).
Repeat step 4 p times.

Sort the elements of the set P in ascending order regarding the first
component of the elements.

Plot the function passing through all the points of the set P.
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6.2.2 Rezultate ale algoritmilor de aproximare
Fie sirul (z,,)nefoyun, dat de z,, = 3\/‘%5;1, pentru orice n € {0} UN, care

.- v . . |sin(%)|+l
este pozitiv, crescator si convergent, si (yn)nefojun dat de y, = —E

pentru orice n € {0} UN, care este convergent. Fie m = lim z, = 3 si
n—oo
M = lim y, = 0.

n—oo
Consideram sirul de functii f, : [xg,m] x R — [z9,m] X R, definite ca:

_ Tn—Tn—1 MIn—-1—TOIn Yn—=Yn—-1 __ 1 M _ Yo
fn<$,y) - < m—xg T+ m—xo ) < m—xg m—xg <1+nM 1+ny0>) T+
Y _ Yn—Yn—1 o M _— m Yo :
Py Yot — wptaet  Ee T — 1+ny0> , pentru orice n € N,
care sunt non-afine in a doua variabila.
Folosind limbajul de programare C++, obtinem graficul aproximarii
functiei de interpolare fractala in cazul non-afin utilizand cei doi algoritmi.

e Vi
\ ay \
Vo Wit VAT
iy \ ‘1\m\‘.}\\m.
(a) Schema probabilisticd, cazul (b) Schem& deterministé, cazul non-
non-afin cu 100 000 de puncte afin cu 100 000 000 de puncte

Figura 6.1: Aproximare a functiei de interpolare fractala

Dupa 100 000 de pasi, in cazul probabilistic, utilizand Algoritmul 1,
obtinem rezultatul prezentat in Figura 6.1(a). Timpul de procesare pen-
tru generarea punctelor este de 1.039 secunde, iar timpul pentru obtinerea
graficului este de 1.3 secunde.

Prin utilizarea Algoritmului 2, cu parametrii specificati £ = 100, n = 100
si p = 3, obtinem graficul afisat in Figura 6.1(b). Timpul total de procesare
in acest caz particular este de 1474.477 secunde.

6.2.3 Concluzii

Cei doi algoritmi considerati, cel probabilistic si cel determinist, furni-
zeaza rezultate similare atunci cand sunt folositi pentru a aproxima FIF in
cazul afin, dar si non-afin. In cazul Algoritmului probabilistic 1, se obtin
rezultate semnificative dupa depasirea a 10 000 de pasi, iar timpul necesar
pentru generarea graficului este mai mic de 3 secunde.
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7. Concluzii

In aceasti teza, am adus contributii noi la teoria interpolarii fractale. Am
demonstrat existenta FIF asociata unui CIF'S compus din contractii Rakotch.
In plus, am introdus o noua schema de interpolare fractala aplicabila unui set
de date posibil infinit (incluzand multimi nenumarabile) si am demonstrat
existenta unei FIF al carei grafic este atractorul unui PIIFS. In plus, bazandu-
ne pe teoria functiilor de interpolare fractala, am introdus un nou tip de IF'S,
denumit sistem iterativ de functii de tip interpolare. Pentru acest nou I-
tIFS am demonstrat ca are atractor si admite proiectie canonica. In plus,
am prezentat doua aplicatii ale FIF, una in studiul curbelor epidemiologice
(pentru epidemia Covid-19) si a doua axandu-se pe metode computationale
pentru obtinerea aproximarilor graficului FIF.

In ceea ce priveste cercetari viitoare, teza actuala deschide anumite noi
directii de cercetare. O noua directie de generalizare si cercetare ar putea fi
considerarea [FS-urilor compuse din contractii mai generale. In acest sens, in
legatura cu rezultatele din Capitolul 3, ne asteptam ca CIFS-uri compuse din
functii care sunt contractii mai generale (de exemplu, contractii Matkowski)
sa poata fi utilizate pentru a obtine FIF.

In ceea ce priveste aplicatiile FIF, pornind de la rezultatele din sectiunea
1 a Capitolului 6, o directie de cercetare este legata de imbunatatirea preciziei
algoritmilor de predictie utilizand interpolarea fractala in etapa de preproce-
sare.

In concluzie, aceasti tezd aduce contributii semnificative la teoria inter-
polarii fractale prin introducerea unor noi cadre si concepte.
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