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2 Operatorul Read-Bajraktarevic 16
2.1 Funct, ii de interpolare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2 Operatori de tip Read-Bajraktarevic . . . . . . . . . . . . . . 18
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Introducere

Considerat, ii asupra interpolării fractale

Interpolarea presupune obt, inerea unei funct, ii atunci când sunt accesibile
doar anumite puncte de pe graficul său. Metodele tradit, ionale de interpolare,
care folosesc funct, ii polinomiale, rat, ionale, exponent, iale, trigonometrice sau
spline, produc funct, ii de interpolare care sunt diferent, iabile pe port, iuni. Cu
toate acestea, astfel de funct, ii nu sunt potrivite pentru majoritatea situat, iilor
din lumea reală ı̂n care datele prezintă neregularităt, i s, i sunt lipsite de nete-
zime.

Interpolarea fractală diferă de alte tipuri convent, ionale de metode de
interpolare deoarece funct, ia continuă de interpolare obt, inută poate să nu
fie diferent, iabilă ı̂n niciun punct. Prin urmare, interpolarea fractală furni-
zează interpolant, i mai apropiat, i de fenomenele naturale, dovedindu-se astfel
a fi o metodă mai versatilă pentru datele obt, inute din măsurători. Mai
mult, interpolarea fractală cont, ine o gamă largă de interpolant, i, incluzând
atât interpolant, i care nu sunt diferent, iabili nicăieri, cât s, i interpolant, i infinit
diferent, iabili. Conceptul de funct, ii de interpolare fractală a fost introdus de
către M. Barnsley (vezi [5] s, i [6]) s, i a constituit subiectul a numeroase studii
ı̂ncă de la aparit, ie.

Interpolarea fractală este o metodă diferită de interpolare, care constă ı̂n
construirea unei funct, ii continue care trece prin toate punctele unui sistem
de date dat, al cărei grafic este atractorul unui sistem iterativ de funct, ii. Mai
precis, Barnsley a demonstrat că, dată fiind o submult, ime reală finită A s, i o
funct, ie f : A → R, există o funct, ie continuă F : [minA,maxA] → R astfel
ı̂ncât:

a) F|A = f ;

b) există un sistem iterativ de funct, ii al cărui atractor este graficul lui F .

Funct, ia F este denumită funct, ie de interpolare fractală (sau FIF) asociată
setului de date {(a, f(a)) : a ∈ A}.
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Rezultatele init, iale demonstrate de către Barnsley cu privire la FIF-uri
au fost studiate ı̂n profunzime, ducând, astfel, la numeroase generalizări s, i
noi direct, ii de cercetare. Printre aceste direct, ii de cercetare, amintim:

a) funct, ii de interpolare fractală cu mai multe variabile obt, inute prin sis-
teme iterative de funct, ii de dimensiuni superioare sau sisteme iterative
de funct, ii recurente (vezi [8]);

b) funct, ii de interpolare fractală cu variabilă ascunsă care presupun
proiect, ia atractorilor sistemelor iterative de funct, ii cu valori vectori-
ale ı̂n spat, ii de dimensiuni inferioare (vezi [7], [13], [18], [19], [45], [91]
s, i [94]);

c) funct, ii de interpolare fractală Hermite sau spline (vezi [58] s, i [94]);

d) interpolant, i fractali biliniari bazat, i pe funct, ii biliniare (vezi [11]);

e) funct, ii spline fractale, care combină funct, ii fractale s, i funct, ii spline
(vezi [9] s, i [47]);

f) suprafet,e de interpolare fractală (vezi [14], [15], [24], [30], [44], [46],
[76], [79], [92], [97] s, i [102]);

g) generalizări ale tehnicii de interpolare fractală a lui Barnsley pentru un
set de date numărabil (vezi [31], [70], [82], [83], [84], [85], [86] s, i [93]).

Motivat, ia alegerii temei

Interpolarea fractală se bazează pe o metodă constructivă, prin interme-
diul unui procedeu iterativ, spre deosebire de alte metode clasice de inter-
polare (cum ar fi interpolarea liniară, polinomială, Hermite sau spline) care
presupun o metodă descriptivă. Mai mult, interpolarea fractală permite atât
aproximări folosind funct, ii netede, cât s, i funct, ii care nu sunt diferent, iabile ı̂n
toate punctele, fiind astfel mai potrivită pentru date obt, inute din măsurători.

Funct, iile de Interpolare Fractală (FIF) au numeroase aplicat, ii ı̂n domenii
diverse de cercetare. Printre acestea, ment, ionăm:

- compresia imaginilor (vezi [10] s, i [25]);

- scalarea imaginilor (vezi [69]);

- compresia imaginilor video (vezi [1]);

- reconstruct, ia imaginilor satelitare (vezi [20]);
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- criptarea imaginilor (vezi [100]);

- teoria bazelor Schauder (vezi [61] s, i [64]);

- procesarea semnalelor (vezi [60], [62] s, i [101]);

- reconstruct, ia amprentei digitale (vezi [3]);

- reconstruct, ia perfuziei tumorale (vezi [17]);

- cuantificarea proceselor cognitive ale creierului (vezi [59]);

- analiza financiară (vezi [39]);

- prognoza indicelui pret,urilor act, iunilor (vezi [96]);

- reconstruct, ia datelor seismice (vezi [41]);

- identificarea suprafet,elor de fractură ı̂n roci (vezi [98]);

- prognoza cantităt, ii de oxigen dizolvat ı̂n râuri cu bazine hidrografice
complexe (vezi [42]);

- prognoza vitezei vântului (vezi [99] s, i [103]);

- studiul epidemiilor (vezi [2] s, i [67]);

- ı̂mbunătăt, irea calităt, ii datelor ı̂n etapa de preprocesare a algoritmilor
de predict, ie, Machine Learning (vezi [73]).

Versatilitatea interpolării fractale este subliniată de varietatea de aplicat, ii
ı̂n care este utilizată. Mai mult, teoria interpolării fractale prezintă un interes
din ce ı̂n ce mai mare ı̂n rândul cercetatorilor, existând o multitudine de
direct, ii diferite s, i captivante de cercetare (de exemplu, direct, iile de cercetare
a)-g) din sect, iunea anterioară).

Motivat, ia alegerii temei acestei teze se bazează atât pe interesul semni-
ficativ pe care interpolarea fractală ı̂l are ı̂n cercetare, cât s, i pe numărul ı̂n
cres,tere de domenii ı̂n care apar aplicat, ii ale interpolării fractale.

Structura tezei

În această teză, prezentăm noi contribut, ii la teoria interpolării fractale,
organizate ı̂n s,ase capitole. În primul capitol prezentăm notat, iile s, i terminolo-
gia de bază, urmată de un studiu detaliat al operatorului Read-Bajraktarevic
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ı̂n al doilea capitol. Al treilea capitol este dedicat conceptului de interpolare
fractală numărabilă, ı̂n timp ce al patrulea capitol introduce o nouă schemă
pentru interpolarea fractală. În al cincilea capitol, introducem un nou tip
de sistem iterativ de funct, ii, iar ı̂n ultimul capitol, prezentăm aplicat, ii ale
interpolării fractale, inclusiv o analiză a răspândirii Covid-19.

Primul capitol este dedicat principalelor notat, ii s, i terminologiei care vor
fi utilizate pe parcursul tezei, precum s, i conceptelor de bază, esent, iale pentru
ı̂nt,elegerea cont, inutului tezei. Capitolul cont, ine not, iuni fundamentale legate
de contract, ii generalizate, sisteme iterative de funct, ii, spat, iul codurilor s, i
proiect, ia canonică.

Capitolul al doilea este dedicat studiului operatorului Read-
Bajraktarevic, un concept fundamental ı̂n domeniul teoriei interpolării
fractale. Principalele rezultate cont, inute ı̂n acest capitol fac parte din
articolul

”
Scale-free fractal interpolation”,

”
Fractal Fract.” 6 (2022)

(vezi [66]), care este publicat ı̂n colaborare cu Maria Navascués s, i Vasileios
Drakopoulos. În acest capitol prezentăm câteva proprietăt, i ale opera-
torului Read-Bajraktarevic ı̂n cazul seturilor de date finite. Mai mult,
studiem condit, iile ı̂n care operatorul Read-Bajraktarevic produce funct, ii de
interpolare netede pentru un anumit set de date.

În cel de al treilea capitol, sunt prezentate rezultatele legate de interpola-
rea fractală numărabilă, publicate ı̂n articolul

”
A countable fractal inter-

polation scheme involving Rakotch contractions”,
”
Results Math.” 76

(2021) (vezi [68]). Acest capitol este dedicat FIF-urilor asociate sistemelor de
date numărabile, al căror grafic este atractorul unui sistem iterativ de funct, ii
constituit din contract, ii mai generale. Mai precis, funct, iile constitutive sunt
contract, ii Rakotch, deci nu sunt neapărat contract, ii Banach. În acest capitol,
demonstrăm că pentru un set de date numărabil există o funct, ie de inter-
polare continuă al cărei grafic este atractorul unui sistem iterativ numărabil
de funct, ii compus din contract, ii Rakotch. În ultima parte a capitolului, pre-
zentăm câteva exemple de cazuri particulare de sisteme iterative numărabile
de funct, ii ı̂n care sunt implicate contract, ii Rakotch.

În capitolul următor, al patrulea al acestei teze, prezentăm cont, inutul
articolului

”
A fractal interpolation scheme for a possible sizeable

set of data”,
”
J. Fractal Geom.” 9 (2022) (vezi [55]), care este rezultatul

unei colaborări cu Radu Miculescu s, i Alexandru Mihail. În acest capitol,
introducem o nouă schemă de interpolare fractală. Mai precis, pentru a, b ∈
R, a < b, s, i A ⊆ R astfel ı̂ncât {a, b} ⊆ A = A ⊆ [a, b] s, i interiorul lui A
este vid, demonstrăm că pentru orice funct, ie continuă f : A → R există o
funct, ie continuă g∗ : [a, b] → R s, i un sistem iterativ de funct, ii posibil infinit
al cărui atractor este graficul lui g∗, astfel ı̂ncât g∗|A= f . Cu alte cuvinte,
rezultatele noastre demonstrează existent,a unei FIF corespunzătoare setului
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de date {(x, f(x)) : x ∈ A}. Schema noastră permite ca mult, imea A să fie
nenumărabilă, as,a cum este cazul mult, imii triadice a lui Cantor, aducând,
astfel, o contribut, ie semnificativă ı̂n domeniul FIF-urilor.

Al cincilea capitol introduce un nou tip de sistem iterativ de funct, ii, mai
precis conceptul de sistem iterativ de funct, ii de tip interpolare, s, i prezintă
cont, inutul articolului ”

Interpolation type iterated function systems”,

”
J. Math. Anal. Appl.” 519 (2023) (vezi [56]), care este publicat ı̂n cola-

borare cu Radu Miculescu s, i Alexandru Mihail. În acest capitol prezentăm
proprietăt, ile sistemelor iterative de funct, ii de tip interpolare s, i demonstrăm
că un astfel de sistem are atractor s, i admite proiect, ie canonică. Ca un rezul-
tat auxiliar, prezentăm o teoremă de punct fix.

Ultimul capitol este dedicat aplicat, iilor interpolării fractale s, i cont, ine
rezultate din articolele

”
An analysis of COVID-19 spread based on

fractal interpolation and fractal dimension”,
”
Chaos Solitons Frac-

tals” 139 (2020) (vezi [67]) s, i ”
A concretization of an approximation

method for non-affine fractal interpolation functions”,
”
Mathema-

tics” 9 (2021) (vezi [16]). În prima parte a acestui capitol, prezentăm o
aplicat, ie a interpolării fractale pentru recuperarea datelor lipsă ı̂nregistrate
ı̂n primele luni (prima jumătate a anului 2020) ale pandemiei de Covid-19.
Mai mult, folosim dimensiunea box-counting pentru a evalua complexitatea
răspândirii Covid-19. În a doua parte a capitolului, prezentăm doi algoritmi,
unul determinist s, i unul probabilistic, care permit vizualizarea aproximărilor
FIF obt, inute prin schema prezentată ı̂n capitolul trei.

Pentru a rezuma, această teză prezintă o cercetare cuprinzătoare a inter-
polării fractale, acoperind concepte fundamentale, metode noi s, i aplicat, ii ı̂n
lumea reală. Astfel, prezenta teză aduce contribut, ii atât ı̂n domeniul teoretic,
cât s, i ı̂n cel al aplicat, iilor.

Rezultate originale cont, inute ı̂n teză

Principalele rezultate originale cont, inute ı̂n această teză sunt următoarele:

A. O nouă schemă de interpolare fractală numărabilă ı̂n care sunt implicate
contract,ii Rakotch

Noutatea principală adusă ı̂n domeniul de cercetare legat de FIF-uri
este utilizarea sistemelor iterative de funct, ii numărabile compuse din
contract, ii Rakotch. Am demonstrat că există o FIF care interpolează
un sistem de date numărabil, al cărei grafic este atractorul unui sistem
iterativ de funct, ii numărabil.
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B. O schemă de interpolare fractală pentru date posibil mari

Introducem rezultate noi care extind tehnica de interpolare fractală a
lui Barnsley. Mai precis, principalul rezultat original pe care ı̂l intro-
ducem ne asigură că pentru a, b ∈ R, a < b s, i A ⊆ R astfel ı̂ncât

{a, b} ⊆ A = A ⊆ [a, b] s, i
◦
A = ∅, dată o funct, ie continuă f : A → R,

există o FIF care interpolează datele {(a, f(a)) : a ∈ A}. Subliniem
faptul că rezultatele noastre permit ca mult, imea A să fie nenumărabilă
(cum este cazul mult, imii triadice a lui Cantor), ceea ce reprezintă o
contribut, ie semnificativă ı̂n teoria FIF-urilor.

C. Conceptul de sistem iterativ de funct,ii de tip interpolare

Introducem un concept nou, acela de sistem iterativ de funct, ii de tip
interpolare. Noua not, iune derivă din teoria FIF-urilor. Pentru acest
nou sistem iterativ de funct, ii de tip interpolare stabilim două rezultate
importante: demonstrăm că un astfel de sistem are atractor s, i că admite
proiect, ie canonică.

Mai mult, prezentăm un rezultat nou de punct fix, obt, inut ca un corolar
al principalelor rezultate.

D. Funct,ii de interpolare netede generate de operatori de tip Read-
Bajraktarevic

Demonstrăm că operatorii de tip Read-Bajraktarevic pot furniza funct, ii
de interpolare netede pentru anumite sisteme de date.

E. Aplicat,ii ale interpolării fractale

Prezentăm o aplicat, ie a interpolării fractale ı̂n studiul epidemiilor. Mai
precis, utilizăm interpolarea fractală pentru a recupera date lipsă legate
de primele luni ale pandemiei de Covid-19 s, i utilizăm dimensiunea

”
box-

counting” pentru a evalua complexitatea răspândirii Covid-19.

De asemenea, prezentăm un algoritm determinist s, i unul probabilistic,
care permit vizualizarea aproximărilor FIF.

Diseminarea rezultatelor

Rezultatele originale ment, ionate ı̂n sect, iunea anterioară (A, B, C, D
s, i E) au fost diseminate ı̂n comunitatea matematică atât sub forma unor
articole publicate ı̂n reviste internat, ionale de specialitate, cât s, i sub forma
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unor comunicări orale la conferint,e, workshop-uri sau simpozioane, după cum
urmează:

A. În cadrul conferint,ei ”
7th International Workshop on Nonlinear Ana-

lysis, Fixed Point Theory & Applications”, XGEN, ı̂n data de 19 mai
2021, am prezentat lucrarea

”
A countable fractal interpolation scheme

involving Rakotch contractions”.

În cadrul conferint,ei ”
International Conference on Mathematics and

Computer Science” (MACOS) care a avut loc ı̂ntre 15 s, i 17 septembrie
2022 ı̂n Bras,ov, România, ı̂n data de 16 septembrie 2022, am sust, inut
prezentarea intitulată

”
A countable fractal interpolation scheme invol-

ving Rakotch contractions”.

Am publicat articolul:

C.M. Păcurar,
”
A countable fractal interpolation scheme involving Ra-

kotch contractions” ı̂n
”
Results in Mathematics” 76 (2021), 161.

s, i, ı̂n colaborare cu A. Băicoianu s, i M. Păun, articolul
”
A Concretiza-

tion of an Approximation Method for Non-Affine Fractal Interpolation
Functions” ı̂n

”
Mathematics” 9 (2021), 767.

B. În cadrul
”
44th Summer Symposium in Real Analysis” desfăs,urat ı̂ntre

20 s, i 24 iunie 2022 la Paris & Orsay, ı̂n data de 24 iunie 2022, am
sust, inut prezentarea intitulată

”
New Contributions to Fractal Interpo-

lation Theory”.

Am publicat, ı̂n colaborare cu R. Miculescu s, i A. Mihail, articolul
”
A

fractal interpolation scheme for a possible sizeable set of data” ı̂n
”
Jo-

urnal of Fractal Geometry” 9 (2022), 337–355.

C. În cadrul
”
14th International Conference on Fixed Point Theory and its

Applications” desfăs,urat ı̂ntre 11 s, i 14 iulie 2023 ı̂n Bras,ov, România, ı̂n
data de 13 iulie 2023, am sust, inut prezentarea intitulată

”
Interpolation

type iterated function systems”.

Am publicat, ı̂n colaborare cu R. Miculescu s, i A. Mihail, articolul
”
In-

terpolation type iterated function systems” ı̂n
”
Journal of Mathematical

Analysis and Applications” 519 (2023), 126747.

D. În cadrul
”
International Conference on Approximation Theory and

its Applications”, desfăs,urat ı̂ntre 12-14 septembrie 2022 ı̂n Sibiu,
România, am sust, inut prezentarea cu titlul

”
On some operators appea-

ring in fractal interpolation theory”.
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Am publicat, ı̂n colaborare cu M. Navascués s, i V. Drakopoulos, arti-
colul

”
Scale-Free Fractal Interpolation” ı̂n

”
Fractal and Fractional” 6

(2022), 602.

E. Am publicat, ı̂n colaborare cu B. Necula, articolul
”
An analysis of

COVID-19 spread based on fractal interpolation and fractal dimension”
ı̂n

”
Chaos Solitons and Fractals” 139 (2020).
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1. Preliminarii

Capitolul curent prezintă notat, iile s, i terminologia necesare pentru par-
curgerea s, i ı̂nt,elegerea acestei teze, precum s, i not, iunile fundamentale care
sunt esent, iale pentru rezultatele cont, inute ı̂n capitolele următoare.

1.1 Notat, ii s, i terminologie

Prin N ne referim la mult, imea {1, 2, ...}.
Pentru o funct, ie f : A → B, prin Gf ne referim la graficul funct, iei f ,

adică mult, imea {(a, f(a)) : a ∈ A}.
Pentru o funct, ie f : X → X s, i n ∈ N, notăm compunerea de n ori a lui

f cu ea ı̂nsăs, i prin f [n].
Pentru o mult, ime de indici I, o familie de funct, ii (fi)i∈I : X → X s, i k ∈ N

fixat, notăm cu fi1i2...ik compunerea funct, iilor fik , adică fi1 ◦ fi2 ◦ · · · ◦ fik ,
unde (ij)j∈{1,...,k} ⊆ I.

Pentru un spat, iu metric (X, d) s, i A ⊆ X, vom folosi următoarele notat, ii:
- sup
x,y∈A

d(x, y) := diam(A);

- {A ⊆ X : A ̸= ∅ s, i A este mărginită} := Pb(X);
- {A ⊆ X : A ̸= ∅ s, i A este ı̂nchisă} := Pcl(X);
- Pb(X) ∩ Pcl(X) := Pb,cl(X);
- {A ⊆ X : A ̸= ∅ s, i A este compactă} := Pcp(X).

În plus, pentru A,B ∈ Pb(X) s, i x ∈ X, vom folosi s, i următoarele notat, ii:
- inf
a∈A

d(x, a) := d(x,A)

- sup
a∈A

d(a,B) := d(A,B).

Definit, ia 1.1. Fie (X, d) un spat, iu metric. Pentru o funct, ie f : X → X,
definim constanta Lipschitz a lui f ca

sup
x,y∈X,x ̸=y

d(f(x), f(y))

d(x, y)
:= lip(f) ∈ [0,+∞].
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Dacă lip(f) < +∞, atunci funct, ia f se numes,te funct, ie Lipschitz.

Pentru a, b ∈ R, a < b, (Y, ρ) un spat, iu metric s, i α, β ∈ Y , considerăm
mult, imile

{f : [a, b] → Y : f este continuă} := CY ([a, b])

s, i

{f : [a, b] → Y : f este continuă, f(a) = α s, i f(b) = β} := Cα,β
Y ([a, b]).

Pentru (Y, ρ) = (R, | · |) vom folosi notat, ia CR([a, b]) = C([a, b]) s, i
Cα,β

R ([a, b]) = Cα,β([a, b]).
Toate spat, iile de funct, ii ment, ionate mai sus, ı̂nzestrate cu metrica uni-

formă du (adică du(g, h) = sup
x∈[a,b]

ρ(g(x), h(x)) pentru orice g, h ∈ CY ([a, b])),

sunt complete.
Pentru k ∈ {0} ∪ N, notăm mult, imea

{f : [a, b] → R : f este de k ori diferent, iabilă s, i f
(k) ∈ C([a, b])}

cu Ck([a, b]), unde prin f (0) ı̂nt,elegem f .
Înzestrată cu norma ∥f∥k = max

p∈{0,1,...,k}
∥f (p)∥∞ = max

p∈{0,1,...,k}
sup
x∈[a,b]

|f (p)(x)|,

Ck([a, b]) este complet.
Fie n ∈ N s, i k ∈ N astfel ı̂ncât k ≤ n. Considerăm polinomul Bell part, ial

sau incomplet (vezi [12]) dat de

Bn,k(x1; . . . ;xn−k+1) =

=
∑

j1+j2+···+jn−k+1=k
j1+2j2+···+(n−k+1)jn−k+1=n

n!

j1! . . . jn−k+1!

(x1

1!

)j1
. . .

(
xn−k+1

(n− k + 1)!

)jn−k+1

.

Pentru f, g ∈ Ck([a, b]), conform formulei Faà di Bruno (vezi [23] s, i [28]),
avem

(f ◦ g)(p)(x) =
p∑

i=1

f (i)(g(x))Bp,i(g
(1)(x); g(2)(x); . . . ; g(p−i+1)(x)), (1.1)

pentru orice x ∈ [a, b] s, i p ∈ {1, 2, . . . , k}.
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1.2 Contract, ii generalizate

Definit, ia 1.2. Fie (X, d) un spat, iu metric. O aplicat, ie f : X → X se
numes,te contract, ie (sau contract, ie Banach) dacă există C ∈ [0, 1) astfel
ı̂ncât

d(f(x), f(y)) ≤ Cd(x, y),

pentru orice x, y ∈ X.

Definit, ia 1.3. (vezi [34], [48], [72] s, i [74]) Fie φ : [0,∞) → [0,∞) s, i (X, d)
un spat, iu metric. O aplicat, ie f : X → X se numes,te:

i) φ-contract, ie dacă

d(f(x), f(y)) ≤ φ(d(x, y)),

pentru orice x, y ∈ X.

ii) contract, ie Rakotch dacă este o φ-contract, ie pentru funct, ia φ astfel ı̂ncât

funct, ia α : (0,∞) → (0,∞), dată de α(t) = φ(t)
t

pentru orice t > 0,
este descrescătoare s, i α(t) < 1 pentru orice t > 0.

iii) contract, ie Browder dacă este o φ-contract, ie, unde funct, ia φ este
crescătoare, φ(t) < t pentru orice t > 0 s, i φ este continuă la dreapta.

iv) contract, ie Matkowski dacă este o φ-contract, ie, unde funct, ia φ este
crescătoare s, i lim

n→∞
φ[n](t) = 0 pentru orice t > 0.

Remarca 1.1 (vezi diagrama de la pagina 144 din [34]).
i) Orice contract,ie Banach este contract,ie Rakotch (pentru o funct,ie φ

dată de φ(t) = αt pentru orice t ≥ 0, unde α ∈ [0, 1)).
ii) Orice contract,ie Rakotch este contract,ie Browder.
iii) Orice contract,ie Browder este contract,ie Matkowski.
iv) Cele două afirmat,ii de mai sus ne asigură că orice contract,ie Rakotch

este s, i contract,ie Matkowski.

Definit, ia 1.4. Fie (X, d) un spat, iu metric, iar f : X → X un operator.
Acesta se numes,te operator Picard dacă are un unic punct fix x∗ ∈ X s, i

lim
n→∞

f [n](x) = x∗,

pentru orice x ∈ X.

Teorema 1.1 (vezi [4]). Fie (X, d) un spat,iu metric complet. Dacă f : X →
X este o contract,ie Banach, atunci f este un operator Picard.

Teorema 1.2 (vezi Teorema 1.2 din [48]). Fie (X, d) un spat,iu metric com-
plet. Dacă f : X → X este o contract,ie Matkowski, atunci f este un operator
Picard.
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1.3 Sisteme iterative de funct, ii

Conceptul de sistem iterativ de funct, ii este o not, iune introdusă de Hut-
chinson (vezi [33]). Acest concept a creat un cadru teoretic riguros pentru
obt, inerea fractalilor, fiind intens studiat datorită acestui fapt.

Definit, ia 1.5. Fie (X, d) un spat, iu metric. Funct, ia

h : Pb,cl(X)× Pb,cl(X) → [0,∞),

definită ca
h(A,B) = max{d(A,B), d(B,A)},

pentru orice A,B ∈ Pb,cl(X), care este o metrică, se numes,te metrica
Hausdorff-Pompeiu pe X.

Definit, ia 1.6. Fie (X, d) un spat, iu metric complet, I o mult, ime finită s, i fa-
milia de funct, ii continue (fi)i∈I unde fi : X → X. Perechea ((X, d), (fi)i∈I)
se numes,te sistem iterativ de funct, ii (iterated function system). În continu-
are, vom numi un astfel de sistem, pe scurt, IFS.

Vom face referire la un astfel de IFS ca S = ((X, d), (fi)i∈I).
Operatorul fractal asociat IFS-ului S este funct, ia FS : Pcp(X) → Pcp(X),

definită ca
FS(K) =

⋃
i∈I

fi(K),

pentru orice K ∈ Pcp(X).
Dacă operatorul fractal FS este Picard, atunci spunem că IFS-ul S are

atractor s, i unicul punct fix al lui FS se numes,te atractorul IFS-ului S care
se notează cu AS ∈ Pcp(X).

1.3.1 Sistem iterativ de funct, ii numărabil

Conceptul de IFS poate fi generalizat pentru o familie numărabilă de
funct, ii constitutive. Astfel, a apărut conceptul de sistem iterativ de funct, ii
numărabil (vezi [29], [43], [81] s, i [87]).

Definit, ia 1.7. Fie (X, d) un spat, iu metric compact s, i funct, iile fn : X → X
continue pentru orice n ∈ N. Perechea ((X, d), (fn)n∈N) se numes,te sistem
iterativ de funct, ii numărabil (countable iterated function system). În conti-
nuare, vom numi un astfel de sistem, pe scurt, CIFS.
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Vom face referire la un astfel de CIFS ca SC = ((X, d), (fn)n∈N).
Operatorul fractal asociat CIFS-ului SC este funct, ia FSC

: Pcp(X) →
Pcp(X), definită ca

FSC
(K) =

⋃
n∈N

fn(K),

pentru orice K ∈ Pcp(X).
Dacă operatorul fractal FSC

este Picard, atunci spunem că CIFS-ul SC

are atractor s, i unicul punctul fix al lui FSC
se numes,te atractorul CIFS-ului

SC care se notează cu ASC
∈ Pcp(X).

Teorema 1.3 (vezi Teorema 4.6 din [86] s, i Teorema 3.9 din [88]). Dacă
funct,iile constitutive fn ale CIFS-ului SC = ((X, d), (fn)n∈N) sunt contract,ii
Matkowski unde funct,iile φn : [0,∞) → [0,∞) sunt astfel ı̂ncât sup

n∈N
φn(t) < t

pentru orice t ≥ 0, atunci SC are atractor.

1.3.2 Sisteme iterative de funct, ii posibil infinite

Un concept mai general este acela de sistem iterativ de funct, ii posibil
infinit. Astfel de sisteme cuprind atât cazul unui număr finit sau numărabil
de funct, ii constitutive, cât s, i cazul unui număr infinit nenumărabil de funct, ii
constitutive.

Definit, ia 1.8. Fie (X, d) un spat, iu metric complet s, i o familie de funct, ii
(fi)i∈I cu următoarele proprietăt, i:

- fi : X → X sunt contract, ii Banach astfel ı̂ncât sup
i∈I

lip(fi) < 1,

- familia de funct, ii (fi)i∈I este mărginită, adică ∪
i∈I

fi(A) ∈ Pb(X) pentru

orice A ∈ Pb(X).
Perechea ((X, d), (fi)i∈I) se numes,te sistem iterativ de funct, ii posibil in-

finit. În continuare, vom numi un astfel de sistem, pe scurt, PIIFS.

Vom face referire la un astfel de PIIFS ca SI = ((X, d), (fi)i∈I).
Operatorul fractal asociat PIIFS-ului SI este funct, ia FSI

: Pb,cl(X) →
Pb,cl(X), dată de

FSI
(B) =

⋃
i∈I

fi(B),

pentru orice B ∈ Pb,cl(X).

Teorema 1.4 (vezi Teorema 4.1 din [57]). Pentru orice SI = ((X, d), (fi)i∈I),
există un unic ASI

∈ Pb,cl(X), numit atractorul sitemului SI , astfel ı̂ncât

FSI
(ASI

) = ASI
.
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În plus, avem
lim
n→∞

h(F
[n]
SI

(B), ASI
) = 0,

pentru orice B ∈ Pb,cl(X).

1.4 Spat, iul codurilor s, i proiect, ia canonică

Fie I o mult, ime nevidă s, i n ∈ N. În continuare, vom utiliza următoarele
notat, ii:

- IN := Λ(I)
- I{1,2,...,n} := Λn(I).
Λ(I) este mult, imea cuvintelor infinite cu litere din alfabetul I s, i un ele-

ment standard ω din Λ(I) are forma ω = ω1ω2...ωnωn+1....
Λn(I) este mult, imea cuvintelor de lungime n cu litere din alfabetul I s, i

un element standard ω din Λn(I) are forma ω = ω1ω2...ωn.
Λ(I) ı̂nzestrat cu distant,a dată de

dΛ(ω, θ) =

{
0, dacă ω = θ
1

2min{k∈N :ωk ̸=θk} , dacă ω ̸= θ
,

unde ω = ω1ω2ω3...ωnωn+1... s, i θ = θ1θ2θ3...θnθn+1..., devine un spat, iu metric.
Pentru m ∈ N s, i ω = ω1ω2...ωnωn+1... ∈ Λ(I), vom folosi următoarea

notat, ie
ω1ω2...ωm := [ω]m.

Să observăm că dacă I este finit, atunci spat, iul metric (Λ(I), dΛ) este
compact. Dacă I este infinit, atunci spat, iul metric (Λ(I), dΛ) este complet.

Pentru i ∈ I, putem considera funct, ia τi : Λ(I) → Λ(I) dată de

τi(ω) = iω1ω2...ωnωn+1..., (1.2)

pentru orice ω = ω1ω2...ωnωn+1... ∈ Λ(I).
Fie fi : X → X, i ∈ I s, i ω = ω1ω2 . . . ωn ∈ Λn(I). Vom folosi următoarea

notat, ie fω1ω2...ωn
:= fω.

În cazul particular ı̂n care I are un singur element, i, avem f i...i
n times

= f
[n]
i

pentru orice n ∈ N.
Proiect, ia canonică asociată unui IFS este o funct, ie surjectivă care duce

spat, iul codurilor Λ(I) ı̂n atractorul IFS-ului considerat. Proiect, ia canonică
permite caracterizări alternative ale atractorului unui IFS s, i este un instru-
ment util ı̂n studiul fractalilor.
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Definit, ia 1.9. Pentru IFS-ul S = ((X, d), (fi)i∈I), având atractor, spunem
că acesta admite proiect, ie canonică dacă:

i) Pentru orice ω = ω1ω2 . . . ωnωn+1 . . . ∈ Λ(I), lim
n→∞

fω1ω2...ωn(x) - notată

π(ω) - există s, i nu depinde de x ∈ X.

ii) π(ω) ∈ AS pentru orice ω ∈ Λ(I).

iii) Funct, ia π : Λ(I) → AS are următoarele proprietăt, i:

a) este continuă;

b) este surjectivă;

c) π ◦ τi = fi ◦ π pentru orice i ∈ I.

Remarca 1.2. Funct,ia π din Definit,ia 1.9, iii) este denumită proiect,ia ca-
nonică de la Λ(I) la AS .
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2. Operatorul
Read-Bajraktarevic

În acest capitol, studiem operatori de tip Read-Bajraktarevic, care sunt
esent, iali ı̂n teoria interpolării fractale. Partea finală a capitolului este dedi-
cată studiului operatorilor de tip Read-Bajraktarevic care furnizează funct, ii
de interpolare netede.

2.1 Funct, ii de interpolare

2.1.1 Sisteme finite de date

Fie I ⊆ R un compact real s, i Γ un sistem finit de puncte definit de

Γ = {(xn, yn) ∈ I × R : n ∈ {0, . . . , N}},

unde N ∈ N.
Dacă xn−1 < xn pentru orice n ∈ {1, 2, . . . , N}, sistemul de puncte Γ este

numit un sistem de date. În acest caz, considerăm I = [x0, xN ].

Definit, ia 2.1. O funct, ie de interpolare corespunzătoare sistemului de date
Γ este o funct, ie continuă f : I → R care satisface f(xn) = yn, pentru orice
n ∈ {0, 1, . . . , N}.

Fie familia de homeomorfisme afine kn : I → [xn−1, xn] astfel ı̂ncât

kn(x0) = xn−1 s, i kn(xN) = xn,

pentru orice n ∈ {1, 2, . . . , N} s, i există ζn ∈ [0, 1) astfel ı̂ncât

|kn(x)− kn(x
′)| ≤ ζn|x− x′|,

pentru orice x, x′ ∈ I s, i orice n ∈ {1, 2, . . . , N}.
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Fie familia de funct, ii continue Fn : I × R → R astfel ı̂ncât

Fn(x0, y0) = yn−1 s, i Fn(xN , yN) = yn,

pentru orice n ∈ {1, 2, . . . , N}.
Pentru n ∈ {1, 2, . . . , N}, definim funct, iile Kn : I × R → I × R astfel

Kn(x, y) = (kn(x), Fn(x, y)),

pentru orice x ∈ I s, i y ∈ R.

2.1.2 Sisteme numărabile de date

Fie (Y, d) un spat, iu metric compact s, i ∆ un sistem numărabil de puncte

∆ = {(xn, yn) ∈ R× Y : n ∈ {0} ∪ N}. (2.1)

Sistemul de puncte definit ı̂n relat, ia (2.1) este numit un sistem numărabil
de date dacă s, irul (xn)n∈{0}∪N este strict crescător s, i mărginit, iar s, irul
(yn)n∈{0}∪N este convergent.

Vom folosi următoarele notat, ii:

x0 = a, lim
n→∞

xn = b, y0 = m, lim
n→∞

yn = M.

Definit, ia 2.2. În contextul descris mai sus, o funct, ie continuă f : [a, b] → Y
astfel ı̂ncât f(xn) = yn pentru orice n ∈ {0} ∪ N se numes,te funct, ie de
interpolare corespunzătoare sistemului numărabil de date ∆.

Fie ∆ = {(xn, yn) ∈ [a, b] × Y : n ∈ {0} ∪ N} un sistem numărabil de
date.

Pentru orice n ∈ N, fie ln : [a, b] → [xn−1, xn] un homeomorfism pentru
care există Ln ∈ [0, 1) astfel ı̂ncât

i) |ln(x)− ln(x
′)| ≤ Ln|x− x′| pentru orice x, x′ ∈ [a, b];

ii) ln(a) = xn−1 s, i ln(b) = xn;

iii) sup
n∈N

Ln < 1.

Pentru orice n ∈ N, fie Wn : [a, b]×Y → Y o funct, ie continuă astfel ı̂ncât

j) Wn(a,m) = yn−1 s, i Wn(b,M) = yn;

jj) lim
n→∞

diam(ImWn) = 0.

Pentru n ∈ N, definim fn : [a, b]× Y → [a, b]× Y astfel ı̂ncât

fn(x, y) = (ln(x),Wn(x, y)),

pentru orice x ∈ [a, b] s, i y ∈ Y .
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2.2 Operatori de tip Read-Bajraktarevic

2.2.1 Operatorul de tip Read-Bajraktarevic pentru ca-
zul finit

Considerăm contextul descris ı̂n sect, iunea 1.1.1 s, i spat, iul Cy0,yN (I) ı̂nzestrat
cu metrica uniformă du. În continuare, vom folosi notat, ia Cy0,yN (I) = C.

Fie T : C → C, operatorul de tip Read-Bajraktarevic definit ca

T (f)(x) = Fn(k
−1
n (x), f(k−1

n (x))),

pentru orice f ∈ C s, i orice x ∈ [xn−1, xn].
Operatorul T este bine definit s, i T (f)(xn) = yn, pentru orice f ∈ C s, i

orice n ∈ {0, 1, . . . , N}.

Teorema 2.1. În contextul anterior, fie Fn contract,ii Matkowski ı̂n a doua
variabilă, adică există funct,iile crescătoare φn : [0,∞) → [0,∞) astfel ı̂ncât

lim
m→∞

φ
[m]
n (t) = 0 pentru orice t > 0 s, i

|Fn((x, y))− Fn((x, y
′))| ≤ φn(|y − y′|)

pentru orice x ∈ I s, i y, y′ ∈ R. Dacă funct,ia φ : [0,∞) → [0,∞) definită
ca φ(t) = sup

n∈{1,2,...,N}
φn(t) satisface condit,ia lim

m→∞
φ[m](t) = 0 pentru orice

t > 0, atunci operatorul T este o contract,ie Matkowski s, i, ı̂n consecint,ă, are
un unic punct fix f∗ ∈ C care este o funct,ie de interpolare pentru sistemul de
date Γ.

2.2.2 Operatorul de tip Read-Bajraktarevic pentru ca-
zul numărabil

Fie contextul descris ı̂n sect, iunea 1.2. Considerăm spat, iul C
m,M
Y ([a, b])

ı̂nzestrat cu metrica uniformă du. Vom nota Cm,M
Y ([a, b]) cu C.

Pentru f ∈ C, considerăm funct, ia Tf : [a, b] → Y definită astfel:

Tf (x) =

{
Wn(l

−1
n (x), f(l−1

n (x))), dacă x ∈ [xn−1, xn], n ∈ N
M, dacă x = b.

Deoarece Tf este bine definită s, i Tf ∈ C, putem considera operatorul
T : C → C, definit ca

T (f) = Tf

pentru fiecare f ∈ C, care este bine definit.

18



2.2.3 Funct, ii de interpolare netede

Chiar dacă interpolarea fractală are o important, ă deosebită pentru mo-
delarea datelor neregulate, care necesită funct, ii care nu sunt diferent, iabile ı̂n
niciun punct, ea include s, i funct, ii netede. Această sect, iune prezintă rezultate
care fac parte din [66].

Fie k ∈ N arbitrar, dar fixat. Fie a, b ∈ R, a < b s, i intervalul real
I = [a, b]. Pentru N ∈ N, N > 1, să considerăm xi ∈ [a, b] pentru
orice i ∈ {0, 1, . . . , N} astfel ı̂ncât x0 = a, xN = b s, i xi−1 < xi pentru
orice i ∈ {1, 2, . . . , N}. Vom nota cu Ii intervalul [xi−1, xi] pentru orice
i ∈ {1, 2, . . . , N}.

Considerăm sistemul finit de date

∆′ = {(xi, yi,p) ∈ I × R : i ∈ {0, 1, . . . , N}, p ∈ {0, 1, . . . , k}}.

Fie li : I → Ii definit astfel:

li(x) =
xi − xi−1

b− a
x+

bxi−1 − axi

b− a
= aix+ bi,

pentru fiecare x ∈ I.
Considerăm Si ∈ Ck(I) s, i Ri ∈ Ck(R), unde i ∈ {1, 2, . . . , N}. Pentru

f ∈ Ck(I) astfel ı̂ncât f (p)(xi) = yi,p pentru orice i ∈ {0, 1, . . . , N} s, i p ∈
{0, 1, . . . , k}, definim familia de funct, ii continue Wi : I × R → R, astfel:

Wi(x, y) = f(li(x)) +Ri(y)− Si(x),

pentru orice (x, y) ∈ I × R s, i orice i ∈ {1, 2, . . . , N}.
În plus, presupunem că pentru orice i ∈ {1, 2, . . . , N} s, i p ∈ {1, 2, . . . , k}

sunt satisfăcute următoarele condit, ii:

S
(p)
i (a) =

p∑
j=1

R
(j)
i (y0,0)Bp,j(y0,1; y0,2 . . . ; y0,p−j+1), (2.2)

S
(p)
i (b) =

p∑
j=1

R
(j)
i (yN,0)Bp,j(yN,1; yN,2 . . . ; yN,p−j+1), (2.3)

Si(a) = Ri(y0,0) s, i Si(b) = Ri(yN,0),

unde Bp,j sunt polinoamele Bell definite ı̂n sect, iunea 1.1.
Considerăm

Ak(I) = {g ∈ Ck(I) : g(p)(a) = y0,p s, i g
(p)(b) = yN,p pentru fiecare p ∈ {0, 1, . . . , k}},
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ı̂nzestrată cu norma ∥ · ∥k (definită ı̂n sect, iunea 1.1).
Fie operatorul de tip Read-Bajraktarevic D : Ak(I) → Ak(I) definit ca

D(g)(x) = Wi(l
−1
i (x), g(l−1

i (x))) = f(x) +Ri(g(l
−1
i (x)))− Si(l

−1
i (x)),

pentru orice x ∈ Ii s, i orice g ∈ Ak(I).

Propozit, ia 2.1. Operatorul D este bine definit.

Teorema 2.2 (vezi Teorema 5 din [66]). În contextul ment,ionat mai sus,
există fR ∈ Ck(I) care satisface următoarele ecuat,ii funct,ionale:

(fR)(p)(x) = f (p)(x)+

+ a−p
i

p∑
j=1

R
(j)
i (fR(l−1

i (x)))Bp,j((f
R)(1)(l−1

i (x)); . . . ; (fR)(p−j+1)(l−1
i (x)))−

− a−p
i S

(p)
i (l−1

i (x)) = f (p)(x) + a−p
i (Ri ◦ fR)(p)(l−1

i (x))− a−p
i S

(p)
i (l−1

i (x)),
(2.4)

pentru orice i ∈ {1, 2, . . . , N}, p ∈ {1, . . . , N}, x ∈ Ii s, i

fR(x) = f(x) + (Ri ◦ fR)(l−1
i (x))− Si(l

−1
i (x)), (2.5)

pentru orice x ∈ Ii. Funct,ia fR interpolează sistemul de date ∆′.
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3. O nouă schemă de
interpolare fractală
numărabilă ı̂n care sunt
implicate contract, ii Rakotch

O direct, ie de interes ı̂n ceea ce prives,te funct, iile de interpolare fractală
(FIF) se axează pe utilizarea unor teoreme de punct fix mai generale decât
teorema de punct fix a lui Banach (vezi Teorema 1.1) pentru a demonstra
existent,a FIF-urilor. După lucrarea init, ială a lui Barnsley, multe extinderi ale
interpolării fractale s-au bazat predominant pe teorema lui Banach pentru a
stabili existent,a FIF-urilor. Cu toate acestea, dezvoltările recente au deschis
noi posibilităt, i prin utilizarea altor teoreme cu punct fix. În acest context,
au apărut contribut, ii semnificative, dintre care ment, ionăm pe cea a lui S.
Ri, care a utilizat contractii de tip Rakotch pentru a obt, ine rezultate noi
(vezi [75]), J. Kim et al. care au apelat la contractii de tip Geraghty (vezi
[38]) s, i S. Ri s, i V. Drakopoulos care au extins rezultatele pentru suprafet,e
(vezi [77]). Aceste noi rezultate evident, iază diversificarea instrumentelor s, i
tehnicilor matematice utilizate ı̂n cercetarea existent,ei FIF-urilor, oferind noi
căi de explorare ı̂n această zonă de cercetare.

O altă direct, ie legată de FIF-uri se referă la considerarea unei mult, imi
numărabile de puncte ı̂n locul uneia finite. În această direct, ie, N. Secelean a
introdus interpolarea fractală numărabilă (vezi [82]) bazată pe sisteme itera-
tive de funct, ii numărabile (CIFS) (vezi [29], [81], [87]). Secelean a demonstrat
existent,a FIF pentru un set de date ∆ = {(xn, yn) ∈ I × R : n ∈ {0} ∪ N},
unde (xn)n∈{0}∪N este un s, ir strict crescător s, i mărginit cu b = lim

n→∞
xn, ast-

fel ı̂ncât I = [x0, b], iar (yn)n∈{0}∪N este un s, ir convergent (vezi [82]). A.
Gowrisankar s, i R. Uthayakumar au extins aceste rezultate pentru date ı̂n
care (xn)n∈{0}∪N este un s, ir monoton s, i mărginit, iar (yn)n∈{0}∪N este un s, ir
mărginit (vezi [31]). Această direct, ie de cercetare a fost dezvoltată ı̂n lucrări
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ulterioare, inclusiv [83], [84] s, i [93], evident, iindu-se interesul ı̂n cres,tere asu-
pra interpolării fractale numărabile.

În acest capitol, combinăm cele două linii distincte de cercetare init, iate
de Secelean s, i Ri. Astfel, introducem o nouă schemă de interpolare frac-
tală pentru sisteme numărabile de date s, i CIFS-uri compuse din contract, ii
Rakotch. Cont, inutul acestui capitol se bazează pe rezultatele din

”
A coun-

table fractal interpolation scheme involving Rakotch contractions”,
publicat ı̂n

”
Results in Mathematics” de C. Păcurar (see [68]).

3.1 Funct, ii de interpolare fractală implicând

contract, ii Rakotch

Fie (Y, d) un spat, iu metric compact, familiile de funct, ii (ln)n∈N, (Wn)n∈N
s, i (fn)n∈N s, i familia de numere (Ln)n∈N definite ı̂n sect, iunea 2.1.2.

Operatorul T este operatorul Read-Bajraktarevich pentru cazul
numărabil, introdus ı̂n sect, iunea 2.2.2, pentru sistemul numărabil de date
(2.1).

Primul rezultat demonstrează că operatorul T este o contract, ie Matkow-
ski dacă funct, iileWn sunt contractii Matkowski ı̂n al doilea argument. Astfel,
deoarece (C, du) este complet, teorema următoare demonstrează că operato-
rul T are un unic punct fix dacă funct, iile Wn sunt contract, ii Matkowski ı̂n
al doilea argument.

Teorema 3.1 (vezi Teorema 3 din [68]). Fie ∆ = {(xn, yn) ∈ R × Y : n ∈
{0} ∪ N} un sistem numărabil de date. Dacă funct,iile Wn sunt contract,ii
Matkowski ı̂n cel de al doilea argument, adică există o funct,ie crescătoare
φ : [0,∞) → [0,∞) astfel ı̂ncât lim

n→∞
φn(t) = 0 pentru orice t > 0 s, i

d(Wn((x, y)),Wn((x, y
′))) ≤ φ(d(y, y′)) (3.1)

pentru orice x ∈ [a, b] s, i y, y′ ∈ Y , atunci T este o contract,ie Matkowski.

Următorul rezultat demonstrează că dacă funct, iile Wn sunt Lipschitz ı̂n
primul argument s, i contract, ii Rakotch ı̂n a doua variabilă, atunci funct, iile fn
sunt contract, ii Rakotch ı̂n raport cu o metrică echivalentă cu cea init, ială pe
[a, b] × Y . Funct, iile fn sunt funct, iile constitutive ale CIFS care vor furniza
FIF.

Teorema 3.2 (vezi Teorema 4 din [68]). Fie ∆ = {(xn, yn) ∈ R × Y :
n ∈ {0} ∪ N} un sistem numărabil de date astfel ı̂ncât Wn sunt Lipschitz
ı̂n prima variabilă s, i contract,ii Rakotch ı̂n a doua variabilă, adică există
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L > 0 s, i o funct,ie crescătoare φ : [0,∞) → [0,∞) astfel ı̂ncât funct,ia α :

(0,∞) → (0,∞), dată de α(t) = φ(t)
t
, pentru orice t > 0 să fie descrescătoare

s, i α(t) < 1 pentru orice t > 0, astfel ı̂ncât

d(Wn((x, y)),Wn((x
′, y′))) ≤ L|x− x′|+ φ(d(y, y′)),

pentru orice (x, y), (x′, y′) ∈ [a, b]× Y , n ∈ N.
Atunci, fn sunt contract,ii Rakotch ı̂n raport cu metrica dθ dată de

dθ((x, y), (x
′, y′)) := |x− x′|+ θd(y, y′),

pentru orice (x, y), (x′, y′) ∈ [a, b]× Y , unde θ =
1−sup

n∈N
Ln

2(L+1)
∈ (0, 1).

Teorema 3.3 (vezi Teorema 6 din [68]). În contextul Teoremei 3.1, avem

lim
n→∞

GT [n](f0) = Gf∗ ,

pentru orice f0 ∈ C.

3.2 Cazuri particulare de CIFS care implică

contract, ii Rakotch

Această sect, iune prezintă câteva cazuri particulare de CIFS-uri care im-
plică contract, ii de tip Banach s, i Rakotch.

În contextul sect, iunii 2.1.2, putem alege

ln(x) =
xn − xn−1

b− a
x+

bxn−1 − axn

b− a
,

pentru orice x ∈ [a, b] s, i pentru orice n ∈ N.
Prezentăm două moduri de a alege funct, iile Wn, presupunând că Y ⊆

[0,∞):

A.

Wn(x, y) =

(
yn − yn−1

b− a
− dn

M −m

b− a

)
x+dny+

byn−1 − ayn
b− a

−dn
bm− aM

b− a
=

= cnx+ dny + gn,

unde dn ∈ [0, 1) astfel ı̂ncât lim
n→∞

dn = 0, pentru orice n ∈ N.

23



Wn sunt contract, ii Banach ı̂n a doua variabilă, ceea ce implică faptul
că sunt contract, ii Rakotch ı̂n a doua variabilă pentru funct, ia φ dată de
φ(t) = c · t pentru orice t ≥ 0.

În acest caz, funct, iile fn sunt definite ca:

fn(x, y) =

(
xn − xn−1

b− a
x+

bxn−1 − axn

b− a
,(

yn − yn−1

b− a
− dn

M −m

b− a

)
x+ dny +

byn−1 − ayn
b− a

− dn
bm− aM

b− a

)
,

pentru orice n ∈ N s, i orice x ∈ [a, b], y ∈ Y .

B.

Wn(x, y) = cnx+
y

1 + ny
+ gn,

unde

cn =
yn − yn−1

b− a
− 1

b− a

(
M

1 + nM
− m

1 + nm

)
s, i

gn = yn−1 − a
yn − yn−1

b− a
+

a

b− a

M

1 + nM
− b

b− a

m

1 + nm
,

pentru orice n ∈ N.
Wn sunt contract, ii Rakotch ı̂n a doua variabilă pentru orice n ∈ N.
În acest caz, funct, iile fn pot fi alese astfel:

fn(x, y) =

(
xn − xn−1

b− a
x+

bxn−1 − axn

b− a
,(

yn − yn−1

b− a
− 1

b− a

(
M

1 + nM
− m

1 + nm

))
x+

y

1 + ny
+

+yn−1 − a
yn − yn−1

b− a
+

a

b− a

M

1 + nM
− b

b− a

m

1 + nm

)
,

pentru orice n ∈ N s, i orice x ∈ [a, b], y ∈ Y .
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4. O schemă de interpolare
fractală pentru seturi de
date posibil foarte mari

În acest capitol, extindem metoda de interpolare fractală a lui Barnsley.
Considerăm a, b ∈ R, a < b, A ⊆ R astfel ı̂ncât {a, b} ⊆ A = A ⊆ [a, b] s, i

interiorul lui A, notat cu
◦
A, este vid. Rezultatul principal afirmă că pentru

orice funct, ie continuă f : A → R există o funct, ie continuă g∗ : [a, b] → R s, i un
PIIFS al cărui atractor este graficul funct, iei g∗ s, i g∗|A = f . Cu alte cuvinte,
rezultatul principal asigură existent,a unei FIF corespunzătoare setului de
date {(a, f(a)) : a ∈ A}.

Dacă A este finit, obt, inem schema de interpolare fractală a lui Barnsley
din [5]. Pe de altă parte, atunci când A are forma A = {xn : n ∈ N} ∪ {b},
unde (xn)n∈N este strict crescător, x1 = a, lim

n→∞
xn = b s, i xn ∈ [a, b] pentru

orice n ∈ N, obt, inem schema de interpolare prezentată de Secelean ı̂n [82].
Subliniem faptul că schema noastră de interpolare permite ca mult, imea A să
fie nenumărabilă, cum este cazul mult, imii triadice a lui Cantor.

Principalul instrument utilizat pentru trecerea de la date numărabile la
date nenumărabile este teorema de structură a submult, imilor deschise din R.
Această teoremă furnizează un s, ir (In)n∈N de intervale deschise s, i disjuncte
care au proprietatea că [a, b] ∖ A = ∪

n∈N
In. Folosind acest s, ir, considerăm

operatorul T : Cf(a),f(b)([a, b]) → Cf(a),f(b)([a, b]). Aspectul cel mai dificil
care apare ı̂n contextul datelor nenumărabile este demonstrarea bunei definiri
a operatorului, T deoarece trebuie să depăs, im unele dificultăt, i tehnice.

Rezultatele cuprinse ı̂n acest capitol, care fac parte din articolul
”
A frac-

tal interpolation scheme for a possible sizeable set of data” publicat
ı̂n colaborare cu R. Miculescu s, i A. Mihail ı̂n

”
Journal of Fractal Geome-

try” (vezi [55]), sunt mai generale decât rezultatele existente ı̂n literatura de
specialitate.
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4.1 Câteva rezultate tehnice

Să considerăm a, b ∈ R, a < b s, i A ⊆ R având următoarele proprietăt, i:

i) {a, b} ⊆ A = A ⊆ [a, b];

ii)
◦
A = ∅.

Atunci există un s, ir (In)n∈N de intervale deschise s, i disjuncte astfel ı̂ncât

[a, b]∖ A =
⋃
n∈N

In.

unde In = (αn, βn), pentru orice n ∈ N.
Vom studia separat punctele de acumulare ale lui A ∩ (x,∞), respectiv

A ∩ (−∞, x), s, i punctele care nu sunt puncte de acumulare.

Remarca 4.1 (vezi Remarca 3.2. din [55]). a) Dacă x ∈ A nu este un punct
de acumulare al lui A ∩ (x,∞), atunci există n ∈ N astfel ı̂ncât x = αn.

b) Similar, dacă x nu este un punct de acumulare al lui A ∩ (−∞, x),
atunci există n ∈ N astfel ı̂ncât x = βn.

Remarca 4.2 (vezi Remarca 3.3. din [55]). a) Dacă x ∈ A este un punct
de acumulare al lui A ∩ (x,∞), atunci pentru orice s, ir (xk)k∈N ⊆ (x, b)∖ A
având proprietatea că lim

k→∞
xk = x, există un s, ir ((αnk

, βnk
))k∈N de elemente

din familia {(αn, βn) : n ∈ N} astfel ı̂ncât:

i) x < αnk
< βnk

, pentru orice k ∈ N;

ii) xk ∈ (αnk
, βnk

), pentru orice k ∈ N;

iii) mult,imea {xk : k ∈ N} ∩ (αnk
, βnk

) este finită pentru orice k ∈ N;

iv) lim
k→∞

αnk
= lim

k→∞
βnk

= x.

b) Similar, dacă x ∈ A este un punct de acumulare al lui A ∩ (−∞, x),
atunci pentru orice s, ir (xk)k∈N ⊆ (a, x)∖A având proprietatea că lim

k→∞
xk = x,

există un s, ir ((αnk
, βnk

))k∈N de elemente din familia {(αn, βn) : n ∈ N} astfel
ı̂ncât:

i) αnk
< βnk

< x, pentru orice k ∈ N;

ii) xk ∈ (αnk
, βnk

), pentru orice k ∈ N;

iii) mult,imea {xk : k ∈ N} ∩ (αnk
, βnk

) este finită pentru orice k ∈ N;

iv) lim
k→∞

αnk
= lim

k→∞
βnk

= x.
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4.2 Funct, ii de interpolare fractală asociate

unor seturi de date posibil foarte mari

Considerăm funct, iile ln : [a, b] → [αn, βn] date de

ln(x) =
βn − αn

b− a
x+

αnb− βna

b− a
= anx+ bn,

pentru orice x ∈ [a, b] s, i orice n ∈ N.

Remarca 4.3 (vezi Remarca 3.4. din [55]). Pentru funct,iile ln, sunt sa-
tisfăcute următoarele:

a) ln(a) = αn s, i ln(b) = βn pentru orice n ∈ N.

b) l−1
n : [αn, βn] → [a, b] este dată de

l−1
n (x) =

b− a

βn − αn

x+
βna− αnb

βn − αn

,

pentru orice x ∈ [αn, βn] s, i orice n ∈ N.

c) l−1
n (αn) = a s, i l−1

n (βn) = b pentru orice n ∈ N.

Pentru o funct, ie continuă f : A → R, considerăm funct, iile gn : R2 → R
date de

gn(x, y) =

=

(
f(βn)− f(αn)

b− a
− dn

f(b)− f(a)

b− a

)
x+dny+

bf(αn)− af(βn)

b− a
−dn

bf(a)− af(b)

b− a
=

= cnx+ dny + en,

pentru orice (x, y) ∈ R2 s, i orice n ∈ N, unde (dn)n∈N ⊆ [0, 1) este astfel ı̂ncât
lim
n→∞

dn = 0.

Remarca 4.4 (vezi Remarca 3.5. din [55]). Pentru funct,iile gn, sunt sa-
tisfăcute condit,iile: gn(a, f(a)) = f(αn) s, i gn(b, f(b)) = f(βn), pentru orice
n ∈ N.

Să considerăm spat, iul Cf(a),f(b)([a, b]) ı̂nzestrat cu metrica uniformă du.
Vom nota Cf(a),f(b)([a, b]) cu C.

Pentru g ∈ C, să considerăm funct, ia Tg : [a, b] → R, dată de

Tg(x) =

{
f(x), x ∈ A

cnl
−1
n (x) + dng(l

−1
n (x)) + en, dacă x ∈ (αn, βn)

.
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Remarca 4.5 (vezi Remarca 3.6. din [55]). a) Avem Tg(αn) =
cnl

−1
n (αn) + dng(l

−1
n (αn)) + en, pentru orice g ∈ C s, i orice n ∈ N.

b) În mod similar, avem Tg(βn) = cnl
−1
n (βn) + dng(l

−1
n (βn)) + en, pentru

orice g ∈ C s, i orice n ∈ N.

Propozit, ia 4.1 (vezi Propozit, ia 3.7. din [55]). În contextul de mai sus,
avem Tg ∈ C, pentru orice g ∈ C.

Propozit, ia 4.1 ne permite să definim operatorul T : C → C dat de

T (g) = Tg,

pentru orice g ∈ C.

Propozit, ia 4.2 (vezi Propozit, ia 3.8. din [55]). În contextul ment,ionat mai
sus, avem

du(T (g1), T (g2)) ≤ (sup
n∈N

dn) du(g1, g2),

pentru orice g1, g2 ∈ C, deci T este o contract,ie Banach ı̂n raport cu metrica
uniformă du.

Deoarece (C, du) este un spat, iu metric complet, folosind Teorema 1.1,
Propozit, ia 4.2 asigură existent,a unui unic g∗ ∈ C astfel ı̂ncât

T (g∗) = g∗.

Remarca 4.6 (vezi Remarca 3.9. din [55]). Avem g∗|A = f .

Vom demonstra că există un PIIFS al cărui atractor este graficul funct, iei
g∗. În acest sens, considerăm funct, iile fn : R2 → R2 date de

fn(x, y) = (anx+ bn, cnx+ dny + en),

pentru orice x, y ∈ R s, i n ∈ N.

Remarca 4.7 (vezi Remarca 3.10. din [55]). a) Avem sup
n∈N

an < 1.

b) S, irul (cn)n∈N este mărginit.

Remarca 4.7 ne permite să considerăm θ ∈
(
0,

1−sup
n∈N

an

C

)
, unde C > 0

este astfel ı̂ncât |cn| ≤ C, pentru orice n ∈ N s, i metrica ρ, pe R2, dată de

ρ((x1, y1), (x2, y2)) = |x1 − x2|+ θ |y1 − y2| ,

pentru orice (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2.
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Propozit, ia 4.3 (vezi Propozit, ia 3.11. din [55]). În contextul descris mai
sus, funct,iile fn sunt contract,ii Banach ı̂n raport cu metrica ρ.

Remarca 4.8 (vezi Remarca 3.12. din [55]). a) Spat,iul metric (R2, ρ) este
un spat,iu metric complet.

b) Avem sup
n∈N

lip(fn) ≤ max{sup
n∈N

an + θC, sup
n∈N

dn} < 1.

c) Familia (fn)n∈N este mărginită deoarece s, irurile (an)n∈N, (bn)n∈N,
(cn)n∈N, (dn)n∈N s, i (en)n∈N sunt mărginite.

Datorită Remarcii 4.8, putem considera PIIFS (vezi sect, iunea 1.3.2.)
SI = ((R2, ρ), (fn)n∈N).

Teorema 4.1 (vezi Teorema 3.13. din [55]). În contextul ment,ionat mai sus,
avem

Gg∗ = {(x, g∗(x)) : x ∈ [a, b]} = ASI
.

Vom prezenta câteva exemple de mult, imi A care satisfac condit, iile
ment, ionate mai sus:

A. Dacă A este finită, obt, inem schema clasică de interpolare a lui Barnsley
(vezi [5]).

B. Dacă A = {xn : n ∈ N} ∪ {b}, unde (xn)n∈N este strict crescător,
x1 = a s, i lim

n→∞
xn = b, obt, inem schema de interpolare prezentată ı̂n [82].

C. Putem alege A = {xn : n ∈ N}∪{yn : n ∈ N}∪{a, b}, unde lim
n→∞

xn =

a, lim
n→∞

yn = b, xn ∈ [a, a+b
2
] s, i yn ∈ [a+b

2
, b] pentru orice n ∈ N.

D. Putem alege A să fie mult, imea triadică a lui Cantor. Acesta este
un exemplu important deoarece A nu este numărabilă. Prin urmare,
schema noastră este o generalizare a celei prezentate de Secelean ı̂n
[82].

Partea finală a acestui capitol prezintă un rezultat care arată că, pentru
orice g ∈ C, dacă n este destul de mare, graficul FIF poate fi aproximat,
oricât de bine, de graficul lui T [n](g).

Teorema 4.2 (vezi Teorema 3.14. din [55]). În contextul descris mai sus,
avem FSI

(Gg) = GT (g), pentru orice g ∈ C.

Teorema 4.3 (vezi Teorema 3.15. din [55]). În contextul ment,ionat mai sus,
avem lim

n→∞
h(GT [n](g), G) = 0, pentru orice g ∈ C.
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5. Sisteme iterative de funct, ii
de tip interpolare

În acest capitol introducem un concept nou de IFS, mai precis, not, iunea
de sistem iterativ de funct, ii de tip interpolare. Conceptul se bazează pe
proprietăt, ile IFS-urilor folosite ı̂n construirea FIF-urilor. Demonstrăm mai
multe proprietăt, i pe care aceste sisteme le au, iar rezultatul principal afirmă
că un astfel de sistem are atractor s, i că admite proiect, ie canonică. În plus,
prezentăm un rezultat de punct fix, pe care ı̂l obt, inem ca un corolar al re-
zultatului nostru principal.

Cont, inutul acestui capitol se bazează pe articolul
”
Interpolation type

iterated function systems”, publicat ı̂n
”
Journal of Mathematical Analy-

sis and Applications” ı̂n colaborare cu Radu Miculescu s, i Alexandru Mihail
(vezi [56]).

5.1 Leme auxiliare

Prima sect, iune este dedicată unor leme preliminare esent, iale ı̂n demon-
strarea rezultatelor principale ale acestui capitol.

Lemma 5.1 (vezi Lema 2.7 din [56]). Fie două spat,ii metrice (X, d) s, i (Y, ρ)
s, i o mult,ime finită nevidă I. Presupunem că următoarele mult,imi de funct,ii
din Y ı̂n Y {Aω,n : ω ∈ Λ(I), n ∈ N} s, i {Aω,x,n,k : ω ∈ Λ(I), x ∈ X, n, k ∈
N} au proprietăt,ile următoare:

i) lim
k→∞

sup
n∈N,ω∈Λ(I),x∈K1,y∈Y

ρ(Aω,x,n,k(y), Aω,n(y)) = 0, pentru orice K1 ∈

Pcp(X).

ii) Există o funct,ie b : Λ(I) → Y astfel ı̂ncât pentru orice K2 ∈ Pcp(Y )
avem

lim
n→∞

sup
ω∈Λ(I),y∈K2

ρ((Aω,1 ◦ . . . ◦ Aω,n)(y), b(ω)) = 0.
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iii) Există C ∈ [0, 1) astfel ı̂ncât

sup
n,k∈N,ω∈Λ(I),x∈K1

lip(Aω,x,n,k) ≤ C,

pentru orice K1 ∈ Pcp(X).

Atunci, avem

lim
n→∞

sup
ω∈Λ(I),x∈K1,y∈K2

ρ((Aω,x,1,n◦Aω,x,2,n−1◦. . .◦Aω,x,n−1,2◦Aω,x,n,1)(y), b(ω)) = 0,

pentru orice K1 ∈ Pcp(X) s, i K2 ∈ Pcp(Y ).

5.2 Sisteme iterative de funct, ii de tip inter-

polare

În această sect, iune prezentăm definit, ia unui sistem iterativ de funct, ii de
tip interpolare s, i furnizăm câteva exemple de astfel de sisteme.

Fie spat, iile metrice (X, d) s, i (Y, ρ), s, i dmax((x1, y1), (x2, y2)) =
max{d(x1, x2), ρ(y1, y2)}, pentru orice (x1, y1), (x2, y2) ∈ X×Y . Considerăm
spat, iul metric (X × Y, dmax).

Definit, ia 5.1 (vezi Definit, ia 3.1 din [56]). Un sistem iterativ de funct, ii de
tip interpolare S constă ı̂n:

- două spat, ii metrice complete (X, d) s, i (Y, ρ)

- o familie finită de funct, ii (fi)i∈I astfel ı̂ncât:

i) Pentru fiecare i ∈ I, există funct, iile continue gi : X → X s, i
hi : X ×Y → Y cu proprietatea că fi : X ×Y → X ×Y este dată
de fi(x, y) = (gi(x), hi(x, y)), pentru orice (x, y) ∈ X × Y .

ii) Pentru orice ω ∈ Λ(I), există aω ∈ X astfel ı̂ncât

lim
n→∞

sup
x∈K,ω∈Λ(I)

d(g[ω]n(x), aω) = 0,

pentru orice K ∈ Pcp(X).

iii) Există C ∈ [0, 1) astfel ı̂ncât

ρ(hi(x, y1), hi(x, y2)) ≤ Cρ(y1, y2),

pentru orice x ∈ X, y1, y2 ∈ Y s, i i ∈ I.
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În continuare, un astfel de sistem iterativ de funct, ii de tip interpolare
reprezintă perechea S = ((X × Y, dmax), (fi)i∈I) s, i, ne vom referi la el, pe
scurt, ca I-tIFS.

Remarca 5.1. a) Un exemplu de I-tIFS este S = ((R2, ∥ · ∥∞), (fi)i∈I)
unde există ai, bi, ci, di, ei ∈ R, ai, di ∈ [0, 1) astfel ı̂ncât

fi(x, y) = (aix+ bi , cix+ diy + ei),

pentru orice (x, y) ∈ R2 s, i i ∈ I.

b) Condit,ia ii) din definit,ia anterioară este legată de conceptul de
”
point-

fibred IFS”, introdus init,ial de B. Kieninger (vezi [37]) ı̂n cazul ı̂n care
(X, d) este un spat,iu metric compact. Bazându-ne pe Teorema 3.7 s, i
Corolarul 3.11 din [40], această condit,ie este ı̂ndeplinită dacă funct,iile
gi sunt contract,ii Browder (care includ contract,iile Rakotch).

Prin urmare, un exemplu mai subtil decât primul ar putea fi construit
luând funct,iile gi contract,ii Browder, care nu sunt contract,ii Banach.
Pentru a ilustra acest lucru, prezentăm un alt exemplu de I-tIFS: fie
S = (([0, 1] × R, | · |), (fi)i∈{1,2}), pentru care există ai, bi, ci ∈ R, bi ∈
[0, 1) astfel ı̂ncât

fi(x, y) = (sin x , aix+ biy + ci),

pentru orice (x, y) ∈ [0, 1]× R s, i i ∈ {1, 2}.

c) Prezentăm două exemple de I-tIFS-uri pentru care spat,iile metrice
(X, d) s, i (Y, ρ) sunt compacte.

Primul este (([0, 1]× [0, 1], ∥ · ∥∞), (fi)i∈{1,2}) unde

f1(x, y) =

(
x+ 1

2
,
2x+ y + 1

4

)
s, i f2(x, y) =

(
x+ 2

4
,
x+ y + 2

4

)
pentru orice x, y ∈ [0, 1].

Al doilea este (([0, 1]× [0, 1], ∥ · ∥∞), (fi)i∈{1,2}) unde

f1(x, y) =

(
x+ 7

8
,
x+ 2y + 1

4

)
s, i f2(x, y) =

(
sinx,

3x+ 2y + 1

6

)
pentru orice x, y ∈ [0, 1].
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5.3 Proprietăt, i ale sistemelor iterative de

funct, ii de tip interpolare

Această sect, iune prezintă proprietăt, ile I-tIFS-urilor. Aceste proprietăt, i
sunt de o important, ă deosebită ı̂n demonstrarea rezultatului principal, care
asigură existent,a atractorului unui I-tIFS.

Lemma 5.2 (vezi Lema 3.3. din [56]). Pentru orice I-tIFS S = ((X ×
Y, dmax), (fi)i∈I) avem

{aω : ω ∈ Λ(I)} ∈ Pcp(X).

În particular,
{aω : ω ∈ Λ(I)} ∈ Pb(X).

Lemma 5.3 (vezi Lema 3.4. din [56]). Pentru orice I-tIFS S = ((X ×
Y, dmax), (fi)i∈I), IFS-ul G = ((X, d), (gi)i∈I) are atractor.

Să luăm ı̂n considerare un I-tIFS S = ((X × Y, dmax), (fi)i∈I) s, i două
familii de funct, ii din Y ı̂n Y : {Aω,n : ω ∈ Λ(I), n ∈ N} s, i {Aω,x,n,k : ω ∈
Λ(I), x ∈ X, n, k ∈ N}, definite ca

Aω,x,n,k(y) =

{
hωn(gωn+1ωn+2...ωn+k−1

(x), y), dacă k ≥ 2

hωn(x, y), dacă k = 1

s, i
Aω,n(y) = hωn(aωn+1ωn+2...ωm...(x), y)

pentru orice y ∈ Y .

Lemma 5.4 (vezi Lema 3.5. din [56]). În contextul descris mai sus, avem

f[ω]n(x, y) = (g[ω]n(x), (Aω,x,1,n ◦ Aω,x,2,n−1 ◦ . . . ◦ Aω,x,n−1,2 ◦ Aω,x,n,1)(y)),

pentru orice x ∈ X, y ∈ Y s, i n ∈ N, n ≥ 2.

Lemma 5.5 (vezi Lema 3.6. din [56]). În contextul ment,ionat anterior,
avem

lim
n→∞

sup
n∈N,ω∈Λ(I),x∈K1,y∈K2

ρ(Aω,x,n,k(y), Aω,n(y)) = 0,

pentru orice K1 ∈ Pcp(X) s, i K2 ∈ Pcp(Y ).
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Lemma 5.6 (vezi Lema 3.7. din [56]). În contextul descris mai sus, avem

sup
n,k∈N,ω∈Λ(I),x∈K

lip(Aω,x,n,k) ≤ C,

pentru orice K ∈ Pcp(X).

Lemma 5.7 (vezi Lema 3.8. din [56]). În contextul descris mai sus există o
funct,ie b : Λ(I) → Y astfel ı̂ncât

lim
n→∞

(Aω,1 ◦ . . . ◦ Aω,n)(y) = b(ω),

pentru orice y ∈ Y .
Mai mult,

lim
n→∞

sup
ω∈Λ(I),y∈K

ρ((Aω,1 ◦ . . . ◦ Aω,n)(y), b(ω)) = 0,

pentru orice K ∈ Pcp(Y ).

5.4 Sistemele iterative de funct, ii de tip in-

terpolare au atractor s, i admit proiect, ie

canonică

În această sect, iune stabilim rezultatul principal al acestui capitol.

Propozit, ia 5.1 (vezi Propozit, ia 4.1. din [56]). Fie S = ((X ×
Y, dmax), (fi)i∈I) un I-tIFS astfel ı̂ncât (Y, ρ) este compact. Atunci există
o funct,ie b : Λ(I) → Y astfel ı̂ncât pentru orice K ∈ Pcp(X × Y ) avem

lim
n→∞

sup
ω∈Λ(I),(x,y)∈K

dmax(f[ω]n(x, y), (aω, b(ω))) = 0.

În contextul Propozit, iei de mai sus, folosind notat, ia b(ω) := bω, consi-
derăm funct, ia π : Λ(I) → X × Y , definită prin

π(ω) = (aω, bω),

pentru orice ω ∈ Λ(I) s, i

π(Λ(I)) = {(aω, bω) : ω ∈ Λ(I)} := AS .
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Propozit, ia 5.2 (vezi Propozit, ia 4.2. din [56]). Fie S = ((X ×
Y, dmax), (fi)i∈I) un I-tIFS astfel ı̂ncât (Y, ρ) este compact. Atunci:

a) π este continuă.

b) fi ◦ π = π ◦ τi, pentru orice i ∈ I.

c) FS(AS) = AS .

d) AS ∈ Pcp(X × Y ).

e) lim
n→∞

F
[n]
S (K) = AS , pentru orice K ∈ Pcp(X × Y ).

f) AS este unicul punct fix al lui FS .

Rezultatele prezentate ı̂n Propozit, ia anterioară pot fi rezumate ı̂n
următoarea teoremă centrală a acestui capitol:

Teorema 5.1 (vezi Teorema 4.3. din [56]). Orice I-tIFS S = ((X ×
Y, dmax), (fi)i∈I) cu (Y, ρ) compact are atractor s, i admite proiect,ie canonică.

5.5 Un rezultat de punct fix corelat

Ca rezultat suplimentar ce decurge din Teorema 5.1, ı̂n cazul particular
când I are un singur element, obt, inem următorul rezultat de punct fix legat
de Teorema 2.2 din [80].

Teorema 5.2 (vezi Teorema 4.4. din [56]). Fie (X, d) un spat,iu metric
complet s, i (Y, ρ) un spat,iu metric compact, g : X → X s, i h : X × Y → Y
continue astfel ı̂ncât:

i) Există a ∈ X astfel ı̂ncât lim
n→∞

sup
x∈K

d(g[n](x), a) = 0, pentru orice K ∈

Pcp(X).

ii) Există C ∈ [0, 1) cu proprietatea că ρ(h(x, y1), h(x, y2)) ≤ Cρ(y1, y2),
pentru orice x ∈ X, y1, y2 ∈ Y .

Atunci f : X × Y → X × Y , dată de f(x, y) = (g(x), h(x, y)), pentru
orice (x, y) ∈ X × Y , este un operator Picard.

Mai mult,
lim
n→∞

sup
(x,y)∈K

dmax(f
[n](x, y), (a, b)) = 0,

pentru orice K ∈ Pcp(X × Y ), unde (a, b) este unicul punct fix al lui f .

35



6. Aplicat, ii ale interpolării
fractale

Acest capitol este dedicat aplicat, iilor interpolării fractale. Prima sect, iune
se bazează pe articolul

”
An analysis of Covid-19 spread based on frac-

tal interpolation and fractal dimension” publicat ı̂n
”
Chaos Solitons

Fractals” (vezi [67]), ı̂n colaborare cu B. Necula, iar a doua sect, iune se ba-
zează pe articolul

”
A Concretization of an Approximation Method

for Non-Affine Fractal Interpolation Functions” publicat ı̂n
”
Mathe-

matics” (vezi [16]), ı̂n colaborare cu A. Băicoianu s, i M. Păun.
În prima sect, iune, analizăm pandemia de Covid-19 dintr-o perspectivă

fractală. Curbele epidemiologice sunt reconstruite folosind interpolare frac-
tală, pe baza similarităt, iilor dintre aceste curbe s, i fractali clasici (de exemplu,
graficul funct, iei lui Takagi).

În a doua sect, iune, propunem doi algoritmi, folosind o schemă probabi-
listică s, i o schemă deterministă, care pot fi folosit, i pentru obt, inerea apro-
ximărilor funct, iilor de interpolare fractală.

6.1 Analiza Covid-19 dintr-o perspectivă

fractală

Analiza răspândirii pandemiei Covid-19 dintr-o perspectivă fractală ar
putea conduce la o ı̂nt,elegere mai profundă a subtilităt, ilor bolii s, i a modu-
lui ı̂n care această epidemie se deosebes,te de alte epidemii istorice. Privind
răspândirea epidemiei ca pe o structură fractală obt, inem potent, iale avan-
taje pentru domeniul medical, ı̂mbunătăt, ind ı̂nt,elegerea crizei ı̂n domeniul
sănătăt, ii indusă de Covid-19. De asemenea, ı̂n acest fel putem obt, ine un
instrument valoros pentru evaluarea evolut, iei altor epidemii.

În această sect, iune, am examinat pandemia de Covid-19 dintr-o per-
spectivă fractală, folosind interpolarea fractală. În plus, am folosit dimen-
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siunea
”
box-counting”, cunoscută s, i sub numele de dimensiune Minkowski-

Bouligand, pentru a evalua s, i cuantifica răspândirea pandemiei Covid-19 ı̂n
mai multe t, ări europene.

6.1.1 Concluzii

Abordarea curbelor epidemiologice ca fiind structuri fractale are două
principale avantaje.

În primul rând, dată fiind iregularitatea datelor s, i dificultatea de a prezice
cres,terea zilnică a numărului de cazuri, considerarea datelor ca fractali ar pu-
tea deschide o nouă direct, ie pentru prezicerea evolut, iei epidemiei. Deoarece
graficul cazurilor zilnice este considerat un fractal, pe lângă caracterul său
neregulat, acesta posedă o anumită arhitectură fractală predispusă la auto-
similaritate. Această similaritate joacă un rol crucial ı̂n evaluarea situat, iei
la momentul curent s, i ı̂n prezicerea schimbărilor viitoare ı̂n curbele epidemi-
ologice.

Pe de altă parte, tratarea curbei epidemiologice ca fractal s, i aplicarea
interpolării fractale pentru datele disponibile pot fi un instrument puternic
pentru reconstruct, ia datelor. În acest sens, trebuie să subliniem că numărul
de cazuri ı̂nregistrate depinde ı̂n mare măsură de numărul de teste efectuate
de fiecare t,ară ı̂ntr-o anumită zi. Analizând datele obt, inute prin interpolare
fractală, putem acoperi unele bucăt, i de date care lipsesc, pentru a obt, ine
o imagine mai bună a epidemiei, ı̂mbunătăt, ind astfel ı̂nt,elegerea adevăratei
extinderi a epidemiei.

6.2 Aproximarea funct, iilor de interpolare

fractală utilizând contract, ii Rakotch

Prezentul capitol propune o implementare a unei metode de aproximare
pentru funct, iile de interpolare fractală care implică funct, ii atât afine, cât s, i
non-afine. În timp ce au existat studii anterioare care abordează aspectele
computat, ionale ale atractorilor sistemelor iterative de funct, ii (vezi [21], [22],
[27] s, i [53]), din câte s,tim, nu a existat o cercetare dedicată ı̂n mod specific
funct, iilor de interpolare fractală non-afine ı̂n acest context.

Pentru a construi aproximări ale funct, iei de interpolare fractală, propu-
nem doi algoritmi, unul probabilistic s, i unul determinist.
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6.2.1 Doi algoritmi pentru obt, inerea unor aproximări
ale funct, iei de interpolare fractală

Propunem doi algoritmi pentru obt, inerea funct, iei de interpolare fractală
asociată unui sistem iterativ de funct, ii cu funct, ii constitutive atât afine,
cât s, i non-afine. Algoritmul 1 propune o schemă probabilistică, ı̂n timp ce
Algoritmul 2 prezintă o schemă deterministă. Prezentăm algoritmii mai jos,
as,a cum apar ı̂n sect, iunea 4 din [16].

Algorithm 1 The Probabilistic Scheme.

1: Consider an empty set of points P ⊆ R2 and p a significant big signed
positive integer.

2: Generate an arbitrary point (xc, yc) ∈ [0, 1]× [0, 1].

3: Determine P
⋃

{(xc, yc)}.

4: Generate a random signed integer 0 < k ≤ 100.

5: Compute (xc, yc) = fk(xc, yc).

6: Repeat steps 3, 4 and 5 p times.

7: Sort the elements of the set P in ascending order with respect to the first
component of the elements.

8: Plot the function passing through all the points of the set P .

Algorithm 2 The Deterministic Scheme.

1: Consider k the number of initial points, n the number of functions invol-
ved, p the number of steps and define an empty set of points P ⊆ R2.

2: Generate randomly a set K0 of k points in [0, 1]× [0, 1].

3: Determine P
⋃

K0.

4: Compute P = f1(P)
⋃

f2(P)
⋃
. . .

⋃
fn(P).

5: Repeat step 4 p times.

6: Sort the elements of the set P in ascending order regarding the first
component of the elements.

7: Plot the function passing through all the points of the set P .
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6.2.2 Rezultate ale algoritmilor de aproximare

Fie s, irul (xn)n∈{0}∪N, dat de xn = 3
√
n+1√
n+1

, pentru orice n ∈ {0} ∪ N, care

este pozitiv, crescător s, i convergent, s, i (yn)n∈{0}∪N dat de yn =
|sin ( 180·n

π )|+1
√
n+1

,

pentru orice n ∈ {0} ∪ N, care este convergent. Fie m = lim
n→∞

xn = 3 s, i

M = lim
n→∞

yn = 0.

Considerăm s, irul de funct, ii fn : [x0,m] × R → [x0,m] × R, definite ca:

fn(x, y) =
(

xn−xn−1

m−x0
x+ mxn−1−x0xn

m−x0
,
(

yn−yn−1

m−x0
− − 1

m−x0

(
M

1+nM
− y0

1+ny0

))
x+

+ y
1+ny

+ yn−1 − x0
yn−yn−1

m−x0
+ x0

m−x0

M
1+nM

− m
m−x0

y0
1+ny0

)
, pentru orice n ∈ N,

care sunt non-afine ı̂n a doua variabilă.
Folosind limbajul de programare C++, obt, inem graficul aproximării

funct, iei de interpolare fractală ı̂n cazul non-afin utilizând cei doi algoritmi.

(a) Schema probabilistică, cazul
non-afin cu 100 000 de puncte

(b) Schemă deterministă, cazul non-
afin cu 100 000 000 de puncte

Figura 6.1: Aproximare a funct, iei de interpolare fractală

După 100 000 de pas, i, ı̂n cazul probabilistic, utilizând Algoritmul 1,
obt, inem rezultatul prezentat ı̂n Figura 6.1(a). Timpul de procesare pen-
tru generarea punctelor este de 1.039 secunde, iar timpul pentru obt, inerea
graficului este de 1.3 secunde.

Prin utilizarea Algoritmului 2, cu parametrii specificat, i k = 100, n = 100
s, i p = 3, obt, inem graficul afis,at ı̂n Figura 6.1(b). Timpul total de procesare
ı̂n acest caz particular este de 1474.477 secunde.

6.2.3 Concluzii

Cei doi algoritmi considerat, i, cel probabilistic s, i cel determinist, furni-
zează rezultate similare atunci când sunt folosit, i pentru a aproxima FIF ı̂n
cazul afin, dar s, i non-afin. În cazul Algoritmului probabilistic 1, se obt, in
rezultate semnificative după depăs, irea a 10 000 de pas, i, iar timpul necesar
pentru generarea graficului este mai mic de 3 secunde.
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7. Concluzii

În această teză, am adus contribut, ii noi la teoria interpolării fractale. Am
demonstrat existent,a FIF asociată unui CIFS compus din contract, ii Rakotch.
În plus, am introdus o nouă schemă de interpolare fractală aplicabilă unui set
de date posibil infinit (incluzând mult, imi nenumărabile) s, i am demonstrat
existent,a unei FIF al cărei grafic este atractorul unui PIIFS. În plus, bazându-
ne pe teoria funct, iilor de interpolare fractală, am introdus un nou tip de IFS,
denumit sistem iterativ de funct, ii de tip interpolare. Pentru acest nou I-
tIFS am demonstrat că are atractor s, i admite proiect, ie canonică. În plus,
am prezentat două aplicat, ii ale FIF, una ı̂n studiul curbelor epidemiologice
(pentru epidemia Covid-19) s, i a doua axându-se pe metode computat, ionale
pentru obt, inerea aproximărilor graficului FIF.

În ceea ce prives,te cercetări viitoare, teza actuală deschide anumite noi
direct, ii de cercetare. O nouă direct, ie de generalizare s, i cercetare ar putea fi
considerarea IFS-urilor compuse din contract, ii mai generale. În acest sens, ı̂n
legătură cu rezultatele din Capitolul 3, ne as,teptăm ca CIFS-uri compuse din
funct, ii care sunt contract, ii mai generale (de exemplu, contract, ii Matkowski)
să poată fi utilizate pentru a obt, ine FIF.

În ceea ce prives,te aplicat, iile FIF, pornind de la rezultatele din sect, iunea
1 a Capitolului 6, o direct, ie de cercetare este legată de ı̂mbunătăt, irea preciziei
algoritmilor de predict, ie utilizând interpolarea fractală ı̂n etapa de preproce-
sare.

În concluzie, această teză aduce contribut, ii semnificative la teoria inter-
polării fractale prin introducerea unor noi cadre s, i concepte.
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[16] A. Băicoianu, C. Păcurar, M. Păun, A concretization of an approxima-
tion method for non-affine fractal interpolation functions, Mathematics 9
(2021), 767.
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[56] R. Miculescu, A. Mihail, C. Păcurar, Interpolation type iterated func-
tion systems, J. Math. Anal. Appl. 519 (2023), 126747.

[57] A. Mihail, R. Miculescu, The shift space for an infinite iterated function
system, Math. Rep. Bucur. 11 (2009), 21-32.

[58] M. Navascués, M. Sebastián, Generalization of Hermite functions by
fractal interpolation, J. Approx. Theory 131 (2004), 19-29.

[59] M. Navascués, M. Sebastián, Fitting curves by fractal interpolation: An
application to the quantification of cognitive brain processes, Thinking in
patterns, 143–154, World Sci. Publ., River Edge, NJ, 2004.

[60] M. Navascués, M. Sebastián, Spectral and affine fractal methods in sig-
nal processing, Int. Math. Forum 1 (2006), 1405-1422.

[61] M. Navascués, M. Sebastián, Construction of affine fractal functions
close to classical interpolants, J. Comput. Anal. Appl. 9 (2007), 271-283.

[62] M. Navascués, Reconstruction of sampled signals with fractal functions,
Acta Appl. Math. 110 (2010), 1199-1210.

[63] M. Navascués, A. Chand, V. Veedu, M. Sebastián, Fractal interpolation
functions: A short survey, Appl. Math. 5 (2014), 1834-1841.

[64] M. Navascués, Affine fractal functions as bases of continuous functions,
Quaest. Math. 37 (2014), 415-428.

[65] M. Navascués, P. Viswanathan, A. Chand, M. Sebastián, S. Katiyar,
Fractal bases for Banach spaces of smooth functions, Bull. Aust. Math.
Soc. 92 (2015), 405-419.
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