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1 Introducere
1.1 Domeniul tezei

Rezultatele originale care fac parte din această teză reprezintă o cercetare ı̂n domeniul
matematic al teoriei aproximării. Acest topic este de interes ı̂n cercetarea matematicii
deoarece multe alte domenii din matematică sunt strâns legate de teoria aproximării. De
exemplu, ı̂n analiza reală s, i complexă teoria generală a s, irurilor s, i seriilor, dezvoltările
asimptotice, moduli de netezime, K-funct, ionale s, i convexitatea sunt fundamentale ı̂n stu-
diul procesleor de aprixomare. De asemenea, ı̂n teoria aproximării sunt prezente aspecte
ale analizei funct, ionale s, i teoriei operatorilor precum teoria abstractă a operatorilor liniari
s, i pozitivi ı̂mpreună cu teorema lui Korovkin, C0-semigrupuri s, i altele. Teoria aproximării
este legată de teoria probabilităt, ilor prin teoria generală a lui Feller s, i de teoria ecuat, iilor
diferent, iale prin proprietăt, i speciale ale unor clase de operatori. Pe de altă parte, teoria
aproximării se ocupă de posibilitatea de a reduce obiectele matematice generale (cum ar
fi funct, iile) la clase mai simple de obiecte (cum ar fi polinoamele). Pe parcursul cercetării
ı̂n matematică, această abordare este fundamentală, făcând astfel din teoria aproximării
un subiect de interes cu mare aplicabilitate.

Un moment semnificativ ı̂n dezvoltarea teoriei aproximării ca domeniu de cercetare
distins ı̂n cadrul analizei matematice ı̂s, i are ı̂nceputul cu celebrele teoreme ale celei mai
bune aproximări a lui Cebyshev s, i ale lui K. Weierstrass care, ı̂n secolul al XIX-lea,
a demonstrat aproximarea funct, iilor continue pe o mult, ime compactă prin polinoame.
Teorema propusă de Weierstrass a fost demonstrată s, i de S. N. Bernstein care a introdus
celebrii operatori care ı̂i poartă numele (aces,ti operatori au fost modificat, i ulterior de L.
V. Kantorovich s, i J. L. Durrmeyer pentru a aproxima s, i funct, iile integrabile). Ulterior,
bazele teoriei aproximării ca subiect de cercetare ı̂n matematică au fost consolidate ı̂n
continuare prin rezultate datorate lui Popoviciu, Bohman s, i Korovkin prin care funct, iile
continue pe mult, imi compacte pot fi aproximate prin operatori pozitivi s, i liniari, s, i anume,
aces,tia au demonstrat că orice operator liniar s, i pozitiv care ı̂ndeplines,te anumite condit, ii
poate fi folosit ı̂n locul operatorului lui Bernstein.

În prezent, teoria aproximării se preocupă de metode prin care se obt, in operatori
liniari s, i pozitivi, pentru care teorema lui Korovkin poate fi utilizată pentru a verifica
dacă aces,tia aproximează funct, ii, estimări ale gradului de aproximare cu aces,ti operatori
care pot fi obt, inute sub formă de estimări cantitative (s, i anume, rezultate ı̂n termeni de
module de netezime al căror scop este măsurarea netezimii), teoreme de tip Voronovskaya
(ce vor fi discutat ulterior). Rezultatele fundamentale ı̂n aceste direct, ii se datorează lui
G. G. Lorenz, R. DeVore, F. Altomare, Z. Ditzian, V. Totik, H. Gonska, P. L. Butzer,
U. Abel s, i mult, i alt, ii. Pentru o prezentare detaliată a acestui tip de rezultate, cărt, ile
lui Lorentz s, i DeVore ([37]), DeVore ([36]), Altomare ([15]), Ditzian s, i Totik ([39]) pot fi
consultate.
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1.2 Motivarea alegerii temei

După cum am ment, ionat anterior, teoria aproximării se preocupă de aproximarea proce-
selor dificile prin altele mult mai simple, care pot fi studiate cu us,urint, ă s, i cu proprietăt, i
similare cu proprietăt, ile proceselor luate ı̂n considerare. O astfel de situat, ie poate fi ob-
servată ı̂n practică, de exemplu, ı̂n informatică unde un calculator are la dispozit, ie doar
operat, iile de adunare s, i ı̂nmult, ire, as,adar, estimările numerelor irat, ionale pot fi obt, inute
de către calculator doar dacă foloses,te aproximări care implică aceste două operat, ii, adică
calculatorul poate face acest lucru folosind aproximări prin polinoame (de exemplu, po-
linomul lui Taylor, totus, i ı̂n această situat, ie apar dificultăt, i, deoarece nu toate funct, iile
sunt netede, multe fiind continue, ı̂nsă pentru a evita această problemă pot fi utilizat, i
operatori pozitivi s, i liniari, cum ar fi operatorii Bernstein s, i alt, ii care vor fi prezentat, i
mai departe ı̂n teză).

În afară de aceasta, teoria aproximării poate fi utilă ı̂n teoria ecuat, iei diferent, iale unde
se pot determina solut, iile unei probleme Cauchy dacă există teoreme care dau condit, ii ı̂n
care poate fi generat C0-semigrupul asociat cu problema Cauchy. Totus, i, aici există un
dezavantaj, deoarece aceste teoreme nu oferă o formă explicită a C0-semigrupul. În teoria
aproximării această problemă este rezolvată prin teoreme care generează C0-semigrupul s, i
oferă, de asemenea, o aproximare a acestuia prin iterat, ii ale operatorilor liniari s, i pozitivi
care generează semigrupul, permit, ând astfel studierea proprietăt, ilor C0-semigrupului prin
analiza proprietăt, ilor operatorului care ı̂l aproximează.

Alte motivat, ii ale alegerii acestui domeniu de cercetare sunt reprezentate de legătura
dintre teoria aproximării s, i analiza funct, ională (deoarece multe concepte din analiza
funct, ională pot fi folosite ı̂n teoria aproximării precum: spat, ii Banach, principiul mărginirii
uniforme, etc.) iar mai recent există o legătură ı̂ntre Inteligent,a Artificială s, i teoria apro-
ximării deoarece ret,elele neuronale pot fi văzute ca un operator de aproximare.

1.3 Structura tezei

Această teză este ı̂mpărt, ită ı̂n s,apte capitole. În cel de-al doilea capitol, cu titlul Prelimi-
narii, prezentăm notat, iile utilizate de-a lungul tezei s, i rezultatele din literatură, obt, inute
de alt, i cercetători din acest domeniu, care au fost cele mai relevante ı̂n dezvoltarea tezei,
cum ar fi operatori utilizat, i ı̂n teoria aproximării s, i proprietăt, i ale acestora, module de
netezime, teoreme de tip Voronovskaya, aspecte din teoria C0-smemigrupurilor s, i o scurtă
recapitulare a rezultatelor despre seriile geometrice de operatori liniari s, i pozitivi. Aceste
rezultate preliminare fac toate parte din Bibliografie s, i sunt citate ori de câte ori sunt
ment, ionate pe parcursul tezei.

This thesis is divided in seven chapters. In the second chapter, with the title Preli-
minaries, we present the notations used throughout the thesis and results din literature,
obtained by other researchers in this field, such as operators used in approximation the-
ory and theorems regarding them, moduli of smoothness, Voronovskaya theorems, C0-
smemigroups and Geometric series of positive and linear operators, which were the most
relevant to developing the original results contained in this thesis. These preliminary
results are all part of the References and they are cited whenever they are mentioned
throughout the thesis.
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Cel de-al treilea capitol, Teorema Voronovskaya generalizată s, i convergent,a seriilor de
puteri de operatori liniari s, i pozitivi, este dedicat obt, inerii de noi operatori de aproximare
care sunt construit, i ca serii de puteri de operatori liniari s, i pozitivi mai generale (deci poate
fi văzut ca o generalizare a rezultatelor existente privind seria geometrica de operatori
liniari s, i pozitivi din [1, 4, 80] s, i altele ment, ionate pe parcursul tezei). Tot ı̂n acest
capitol am obt, inut o generalizare a teoremei Voronvsakya dând o formă explicită a limitei
utilizate ı̂n astfel de teoreme. Aceste rezultate fac parte din articolul original Generalized
Voronovskaya theorem and the convergence of power series of positive linear operators, J.
Math. Anal. Appl., 531 (2024), Issue 2, Part 2.

În capitolul al patrulea, Reprezentarea limitei seriilor de puteri de operatori liniari
s, i pozitivi prin utilizarea semigrupului de operatori generat,i de iterat,iile acestora, am
obt, inut o caracterizare a unei serii generale de puteri de operatori liniari s, i pozitivi prin
utilizarea C0-semigrupului generat de iteratele operatorilor liniari s, i pozitivi apart, inând
unei anumite clase. Acest rezultat poate fi găsit ı̂n articolul original: The representation
of the limit of power series of positive linear operators by using the semigroup of operators
generated by their iterates, Dolomites Research Notes on Approximation (2023), 16(3),
39-47.

În capitolul al cincilea, O teoremă de tip Voronovskaya asociată unor serii geome-
trice de operatori Bernstein - Durrmeyer, am a obt, inut o teoremă Voronovskaya pentru
operatorii obt, inut, i de U. Abel ı̂n [1] care sunt seriile geometrice asociate operatorului
Bernstein-Durrmeyer. Aici principalele dificultăt, i au fost cauzate de spat, iul de funct, ii pe
care a fost studiat acest operator, spat, iu rar ı̂ntâlnit ı̂n teoria aproximării. Aceste rezul-
tate fac parte din articolul original: A Voronovskaya type theorem associated to geome-
tric series of Bernstein-Durrmeyer operators, Carpathian Journal of Mathematics(2025),
41(2).

În capitolul al s,aselea s, i al s,aptelea am obt, inut variante exponent, iale ale operatorilor
Kantorovich-Stancu s, i ale operatorilor Bernstein-Durrmeyer având ca model construct, ia
dată ı̂n [18]. În ceea ce prives,te aces,ti operatori am obt, inut rezultate de aproximare
folosind teoremele Korovkin s, i prin studierea normei acestor operatori pe o versiune pon-
derată a sapt, iilor Lp, apoi am obt, inut rezultate asimptotice s, i estimări cantitative. De
asemenea, am obt, inut s, i rezultate cantitative folosind relat, ia dintre K-funct, ionale s, i mo-
dulele de netezime (relat, ie dată ı̂n [62]). Aceste capitole fac parte din articolele originale:
Exponential Bernstein-Durrmeyer operators, General Mathematics(2024), Volume 32, no.
2, 84-97 s, i Exponential Kantorovich-Stancu operators, Bull. Univ. Transilvania Brasov,
Ser. 3, Math. Comput. Sci., 5(67), 2025, no. 2, 127-144.

1.4 Rezultate originale obt, inute ı̂n teză

În timpul studiilor mele de doctorat, cercetarea pe care am realizatt-o este cuprinsă ı̂n
următoarele articole originale:

1. Generalized Voronovskaya theorem and the convergence of power series of positive
linear operators

Aici scopul nostru a fost mai ı̂ntâi să obt, inem o versiune generalizată a teoremei Vo-
ronovskaya sub forma limitei ns(Ln − I)sf , s ∈ N, unde Ln sunt anumit, i operatori
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liniari s, i pozitivi. În mod echivalent, aceasta este o formă explicită a teoremei Vo-
ronovskaya pentru combinat, iile Micchelli de operatori. Apoi, aplicăm acest rezultat
pentru a obt, ine limita anumitor serii de puteri de operatori liniari s, i pozitivi.

2. The representation of the limit of power series of positive linear operators by using
the semigroup of operators generated by their iterates

În această lucrare, scopul nostru a fost de a oferi o caracterizare a limitei serii-
lor de puteri de forma βn

∑∞
k=0(Ln)

k, n ∈ N, unde βn ∈ R prin utilizarea C0-
semigrupurilor generate de iterat, iile operatoriilor (Ln)n, n ∈ N, care apart, in unei
anumite clase. Acest rezultat a fost obt, inut prin utilizarea structurii proprii atât a
operatorilor, cât s, i a C0-semigrupului.

3. A Voronovskaya type theorem associated to geometric series of Bernstein - Durr-
meyer operators

În acest articol am obt, inut un rezultat asimptotic privind convergent,a operatorilor
Pn = 1

n

∑∞
n=0Mn, n ∈ N, unde Mn sunt bine cunoscut, ii operatori Bernstein-

Durrmeyer s, i Pn sunt seria geometrică de operatori asociată acestui operator. Di-
ficultatea obt, inerii acestui rezultat a fost cauzată de alegerea spat, iului pe care am
lucrat, s, i anume, un subspat, iu al L∞, care este rar ı̂ntâlnit ı̂n teoria aproximării.

4. Exponential Kantorovich-Stancu operators

Aici am introdus o variantă exponent, ială a operatorilor Kantorovich-Stancu. În
ceea ce prives,te aces,ti operatori, demonstrăm că ei verifică condit, iile teoremei lui
Korovkin s, i, de asemenea, că ei aproximează funct, ii dintr-un spat, iu Lp ponderat.
Mai mult, vom obt, ine o teoremă de tip Voronovskaya s, i câteva estimări cantitative
ale aproximării folosind modulul de continuitate de ordinul ı̂ntâi. De asemenea,
vom demonstra câteva estimări privind aproximarea funct, iilor dintr-un spat, iu Lp

ponderat folosind K-funct, ionalele de ordinul unu s, i doi. În final, vom obt, ine o esti-
mare care implică modulul de continuitate de ordinul ı̂ntâi s, i modulul de netezime
de ordinul doi folosind relat, ia de echivalent, ă dintre aceste module s, i K-funct, ionalele
corespunzătoare.

5. Exponential Bernstein-Durrmeyer operators

În acest articol am introdus o variantă exponent, ială a operatorilor Bernstein-Durrmeyer.
În ceea ce prives,te aces,ti noi operatori obt, inem nis,te rezultate de convergent, ă, o
teoremă de tip Voronovskaya s, i câteva estimări cantitative folosind modulul de con-
tinuitate de ordinul ı̂ntâi s, i modulul de netezire de ordinul doi s, i apoi relat, ia dintre
aces,tia s, i K-funct, ionale. De asemenea, studiem proprietăt, ile lor de aproximare
simultană.

1.5 Diseminarea rezultatelor

Rezultatele enumerate ı̂n sect, iunea anterioară au fost publicate ı̂n diverse jurnale de
specialitate din cercetarea ı̂n matematică s, i unele dintre ele au fost prezentate ı̂n cadrul
unor conferint,e internat, ionale de teoria aproximării.
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1. În cadrul edit, iei din 2022 a conferint,ei ”Functional Analysis, Approximation Theory
and Numerical Analysis”, desfăs,urată la Matera, Italia, 5-8 Iulie 2022, a avut loc
prelegerea: Despre convergent,a serii de puteri ale operatorilor liniari pozitivi.

De asemenea, ı̂n numărul special dedicat acestei conferint,e am publicat al doilea
articol:

S, . Garoiu, R. Paltanea, The representation of the limit of power series of posi-
tive linear operators by using the semigroup of operators generated by their iterate,
Dolomites Research Notes on Approximation (2023), 16(3), 39-47.

Acest articol a fost realizat ı̂n colaborare cu ı̂ndrumătorul meu Prof. Dr. Radu
Păltănea.

2. În timpul celei de-a paisprezecea edit, ii a ”International Conference on Approxima-
tion Theory and Applications”, t, inută ı̂n Sibiu, România, 12-14 Septembrie 2022,
am sust, inut comunicarea: Voronovskaya type results for geometric series of Durr-
meyer operators, legată de al treilea articol din sect, iunea anterioară.

3. În timpul celei de-a patra edit, ii a

International Conference on Mathematics and Computer Science, t, inută ı̂n Bras,ov,
România, 15-17 Septembrie, 2022, am t, inut comunicarea: On the convergence of
power series of positive linear operators

De asemenea, am publicat următorul articol realizat ı̂n colaborare cu Prof. Dr.
Radu Păltănea:

Ş. Garoiu, R. Păltănea, Generalized Voronovskaya theorem and the convergence
of power series of positive linear operators, J. Math. Anal. Appl., 531 (2024), Issue
2, Part 2.

4. În timpul celei de-a cincea edit, ii a International Conference on Mathematics and
Computer Science, held in Bras,ov, România, 13-15 Iunie, 2024, am t, inut prele-
gerea: A Voronovskaya type theorem associated to geometric series of Bernstein -
Durrmeyer operator

De asemenea, am publicat următorul articol:

S, . Garoiu, A Voronovskaya type theorem associated to geometric series of Bernstein-
Durrmeyer operators, Carpathian Journal of Mathematics(2025), 41(2),

5. Alte articole publicate:

S, . Garoiu, Exponential Bernstein-Durrmeyer operators, General Mathematics(2024),
Volume 32, no. 2, 84-97,

S, . Garoiu, Exponential Kantorovich-Stancu operators, Bull. Univ. Transilvania
Brasov, Ser. 3, Math. Comput. Sci., 5(67), 2025, no. 2, 127-144.
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1.6 Mult,umiri

În primul rând, as, dori să-mi exprim recunos,tint,a pentru sprijinul s, i contribut, ia nepret,uită
la dezvoltarea mea ca cercetător ı̂n etapa de doctorat consilierului meu prof. dr. Radu
Păltănea care mi-a răspuns la fiecare ı̂ntrebare pe care am avut-o s, i mi-a oferit ı̂ndrumarea
s, i asistent,a ori de câte ori a fost nevoie.

În al doilea rând, as, dori să mult,umesc Departamentului de Matematică s, i Informa-
tică a Universităt, ii Transilvania din Bras,ov s, i, de asemenea, Universităt, ii mele pentru
sprijinirea fiecărei ies, iri la conferint,e din străinătate s, i, de asemenea, pentru facilitarea
procedurii de cercetare.

Nu ı̂n ultimul rând, as, dori să mult,umesc mult familiei mele pentru sprijinul s, i
ı̂ncurajarea necondit, ionată de-a lungul acestor ani.
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2 Preliminarii
2.1 Notat, ii s, i rezultate de bază

În primul rând, vom prezenta notat, iile folosite ı̂n teză.
Fie N = {1, 2, . . . } s, i N0 = N ∪ {0}.
Prin C([a, b]) ne referim la spat, iul Banach al funct, iilor f : [a, b] → R continue pe un

interval [a, b], care este ı̂nzestrat cu nomra supremum ∥f∥ = maxx∈[a,b] |f(x)|. De aseme-

nea, Ck([a, b]), k ∈ N, reprezintă spat, iul funct, iilor continue pe [a, b] ce admit derivate de
ordinul kth iar prin B([a, b]) notăm spat, iul funct, iilor mărginite pe [a, b].

Apoi, Lp([0, 1]), 1 ≤ p ≤ ∞ reprezintă mult, imea funct, iilor p-integrabile, ı̂nzestrat cu

norma ∥f∥p =
{∫ 1

0
|f(x)dx|p

} 1
p

. Are loc f ∈ Lp([0, 1]) dacă ∥f∥p <∞.

Mult, imea Π reprezintă spat, iul polinoamelor, iar pentru j ∈ N0, prin Πj notăm spat, iul
polinoamelor de grad cel mult j. Funct, iile monomiale vor fi ej(x) = xj , j ∈ N0, x ∈ [0, 1].
Din aceste mult, imi de polinoame vom avea nevoia de funct, ia:

ψ(x) = x(1− x), x ∈ [0, 1]. (2.1)

În continuare, vom prezenta câteva dintre principalele rezultate din literatura actuală ı̂n
teoria aproximării care fac parte din topic-ul tezei cu teza.

Definition 2.1.1. Fie X un spat,iu de funct,ii. Prin operatori pozitivi s, i liniari ı̂nt,elegem
operatori L : X → X care satisfac:

1. Lf > 0 pentru f ∈ X s, i f > 0,

2. L(αf + βg) = α(Lf) + β(Lg), oricare ar fi f, g ∈ X s, i α, β ∈ R.

Pentru L, un operator liniar s, i pozitiv prin Lk = L ◦ · · · ◦ L︸ ︷︷ ︸
k-times

, k ∈ N0, cu L0 = I unde

I este operatorul identitate, notăm iterat, iile de ordinul k ale lui L.
În continuare, vom face următoarea notat, ie pentru momentele s, i pentru momentele

absolute ale operatorilor L:

mj
n(x) = (L(e1 − xe0)

j)(x), (2.2)

M j
n(x) = (L|e1 − xe0|j)(x). (2.3)

Vom nota cu DjL, j = 0, 1, 2 . . . , derivata de ordinul jth a operatorului L.
Este bine cunoscut faptul că operatorii pozitivi s, i liniari joacă un rol important ı̂n teo-

ria aproximării, S. N. Bernstein a demonstrând că funct, iile continue pe intervale compacte
pot fi aproximate prin polinoame (teorema Weierstrass) folosind astfel de operatori. Un
alt motiv pentru care operatorii liniari pozitivi sunt studiat, i intens este celebra Teoremă
Korovkin (see [66], [67]).

Teorema 2.1.2 (Korovkin). Fie Y un subspt,iu liniar al lui X s, i Ln : Y → X un s, ir de
operatori liniari s, i pozitivi. Dacă funct,iile φ0, φ1, φ2 ∈ Y ∩ C([0, 1]) formează un sistem
Chebyshev pe [0, 1] s, i dacă

lim
n→∞

Lnφi = φi, uniform pentru i = 0, 1, 2, (2.4)
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atunci
lim
n→∞

Lnf = f, uniform pentru orice f ∈ Y ∩ C([0, 1]). (2.5)

Un sistem Chebysev de ordin l + 1 este o mult, ime de funct, ii φ0, . . . , φl ∈ C([0, 1])
pentru care combinat, ia liniară φ =

∑p
j=0 ajφj , unde p ≤ l s, i a0, . . . , ap ∈ R, are cel mult

l rădăcini pe [0, 1]. Pentru mai multe rezultate legate de Toerema lu Korovkin se pot
consulta: [13], [14], [23] and [83].

În literatură, există o mult, ime de operatori liniari pozitivi care verifică teorema lui
Korovkin. Îi vom aminti doar pe cei care vor apărea ı̂n această teză. Un prim exemplu este
operatorul obt, inut de Bernstein (vezi [28]) când a demonstrat Teorema lui Weierstrass
([93]) legată de aproximarea pe compacte, s, i anume operatorul Bn denumit după el:

(Bnf) (x) =
n∑
k=0

pn,k (x) f

(
k

n

)
, n ∈ N, x ∈ [0, 1] , f ∈ C([0, 1]), (2.6)

unde

pn,k (x) =

(
n

k

)
xk (1− x)

n−k
, pentru 0 ≤ k ≤ n, (2.7)

s, i pn,k (x) = 0 pentru k > n. Aces, i operatori au fost studiat, i ı̂n detaliu ı̂n: [30], [68],
[38], etc. De asemenea, sunt prezente o mult, ime de generalizări ale acestor operatori.
Mentionam operatori Stancu (vezi [89]) Bα,βn , obt, inut, i pentru funct, ii f ∈ C([0, 1])

(
Bα,βn f

)
(x) =

n∑
k=0

pn,k(x)f

(
k + α

n+ β

)
, n ∈ N, x ∈ [0, 1], f ∈ C([0, 1]), (2.8)

unde 0 < α < β.
Operatorii Bn pot fi modificat, i astfel ı̂ncât f ∈ L1([0, 1]), as,adar ajungând la operatorii

Kantorovich ([64]):

(Knf)(x) = (n+ 1)

n∑
k=0

pn,k

∫ k+1
n+1

k
n+1

f(t)dt, x ∈ [0, 1], f ∈ L1([0, 1]). (2.9)

Aici, deoarece sunt relevants, i pentru teza noastră, vom ment, iona varianta exponent, ială
a operatorilor Kn introdusă de Angeloni s, i Costarelli ı̂n [18]:

(Knf)(x) =

n∑
k=0

eµxpn,k(an+1(x))(n+ 1)

∫ k+1
n+1

k
n+1

f(t)e−µtdt, (2.10)

unde µ > 0, f ∈ C([0, 1]) x ∈ [0, 1], n ∈ N, s, i an(x) := e
µx
n −1

e
µ
n−1

sunt funct, ii crescătoare,

continue s, i convexe pe [0, 1] pentru care an(0) = 0 s, i an(1) = 1.
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2.2 Module de netezime

2.3 Teoreme de tip Voronovskaya

2.4 C0-semigroupuri de operators s, i approximarea lor

Această sect, iune este dedicată studiului C0-semigrupurilor s, i modului ı̂n care acestea
pot fi aproximate prin iterat, ii ale proceselor de aproximare. Aici, amintim câteva dintre
lucrările efectuate ı̂n [15] s, i alt, ii.

2.4.1 C0-semigrupuri

Fie K câmpul numerelor reale R sau al numerelor complexe C. Vom nota cu (E, ∥ · ∥)
un spat, iu Banach s, i prin L(E) spat, iul operatorilor liniari s, i mărginit, i definit, i pe E. Prin
ı̂nzestrarea spat, iului L(E) cu norma supremum:

∥B∥ := sup
f∈E
∥f∥≤1

∥B(f)∥, B ∈ L(E),

se obt, ine că (L(E), ∥ · ∥) este de asemenea un spat, iu Banach.

Definition 2.4.1. Fie (T (t))t≥0 ∈ L(E). Familia (T (t))t≥0 este un semigrup de operatori
mărgint,i pe E dacă:

1. T (0) = I, unde I operatorul identitate pe E,

2. T (t+ s) = T (t)T (s) oricare ar fi s, t ≥ 0, s, i T (t)T (s) = T (t) ◦ T (s).

Un semigrup (T (t))t≥0 este un C0-semigrup (semigrup puterni continuu) dacă, oricare ar
fi t0 ≥ 0 s, i pentru o funct,ie f din E, pe (E, ∥ · ∥) are loc:

lim
t→t+0

T (t)(f) = T (t0)(f).

Fie (T (t))t≥0 un C0-semigrup pe (E, ∥ · ∥) s, i (A,D(A)) un operator liniar pe E, unde:

A(f) := lim
t→0+

T (t)(f)− f

t
, oricare ar fi f ∈ E. (2.11)

s, i D(A) domeniul lui A definit ca

D(A) :=

{
f ∈ E | ∃ lim

t→0+

T (t)(f)− f

t
∈ E

}
. (2.12)

Atunci, (A,D(A)) este generatorul C0-semigrupului (T (t))t≥0.
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2.4.2 Aproximare C0-semigrupurilor

În cartea scrisă de Altomare s, i coautorii săi ([15]) există o revizuire extinsă cu privire la
unele teoreme care dau condit, ii necesare s, i suficiente ı̂n care un operator liniar (A,D(A))
pe un spat, iu Banach (E, ∥·∥) să fie generatorul unui C0-semigrup (T (t))t≥0. Dezavantajul
acestor teoreme de generare este că nu oferă o formă explicită a C0-semogrupului, deci nu
oferă nicio informat, ie despre semigrup. Prin urmare, ı̂n teoria aproximării există rezultate
care nu numai că dau condit, ii ı̂n care un operator adecvat este generatorul unui C0-
semigrup, dar, de asemenea, oferă mijloace de aproximare a semigrupului prin utilizarea
iterat, iilor operatorilor liniari, permit, ând astfel studierea proprietăt, ilor semigrupurilor prin
studierea proprietăt, ilor operatorului care ı̂i aproximează.

Un prim astfel de rezultat este Teorema lui Trotter (see [91])

Teorema 2.4.2 (Trotter). Pe spat,iul Banach (E, ∥·∥) fie (Ln)n≥1 un s, ir de operatori lini-
ari s, i mărginit,i iar (ρ(n))n≥1 un s, ir de numere reale pozitive astfel ı̂nĉıt limn→∞ ρ(n) = 0.
Se presupune că există M ≥ 1 s, i ω ∈ R pentru care

∥Lkn∥ ≤Meωρ(n)k, ∀ k, n ≥ 1, (2.13)

unde Lkn este iterat,ia de ordinul kth al lui Ln. Fie (A,D(A))un operator liniar pe spat,iul
Banach (E, ∥ · ∥) definit ca:

A(f) := lim
n→∞

Lnf − f

ρ(n)
, f ∈ D(A), (2.14)

cu domeniul:

D(A) :=

{
g ∈ E | ∃ lim

n→∞

Lng − g

ρ(n)

}
. (2.15)

Dacă următoarele condit,ii sunt satisfăcute:

(i) D(A) este o submult,ime densă ı̂n E;

(ii) (λI −A)(D(A)) este o submult,ime densă ı̂n E pentru λ > ω;

atunci, ı̂nchiderea lui (A,D(A)) este generatoarea C0-semigrupului (T (t))t≥0, cu pro-
prietate că pentru orice t ≥ 0 s, i pentru orice s, ir de numere naturale (k(n))n≥1 cu
limn→∞ k(n)ρ(n) = t are loc limita:

lim
n→∞

Lk(n)n f = T (t)(f), f ∈ E. (2.16)

Mai mult, pentru orice t ≥ 0, ∥T (t)∥ ≤Meωt.

2.5 Serii geometrice de operatori liniari s, i pozitivi

Întrucât una dintre preocupările principale ale acestei teze este studiul seriilor generale
de puteri de operatori liniari s, i pozitivi, vom aminti o parte din literatura de specialitate
existentă ı̂n această direct, ie, s, i anume vom prezenta un scurt rezumat al rezultatelor din
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[3], [4], [78] s, i [80] care sunt relevante pentru cont, inutul tezei.
Unul dintre primele studii asupra seriei geometrice de operatori liniari s, i pozitivi se

datorează lui Păltănea, vezi [78]. S, i anume, el a studiat proprietăt, ile serie geometrică
asociată operatorilor Bernstein Bn. În [78], autorul a introdus operatorii

An =
1

n

∞∑
k=0

(Bn)
k
, (2.17)

unde Bkn sunt iterat, iile de ordinul k ale Bn. Este cunoscut că itert, iile Bkn (studiate ı̂n
[2, 5, 31, 32, 55, 65, 74, 75, 85]) pot fi mereu definite, ı̂nsă, sunt cazuri când operatorii An
nu sunt bine definite, de exemplu dacă se iau ı̂n considerare valorile proprii ale Bn (date
ı̂n [33]). Prin urmare, este necesară o select, ie atentă a spat, iului care poate fi domeniul
de definit, ie al acestor operatori. În acest sens, ı̂n [78] autorul a demonstrat că operatorii
An din (2.17) sunt bine definit, i pe spat, iul:

ψC([0, 1]) := {f |∃g ∈ C([0, 1]), f = ψg}, (2.18)

unde ψ(x) = x(1−x), x ∈ [0, 1]. Mai mult, spat, iul ψC([0, 1]) poate fi ı̂nzestrat cu norma:

∥f∥ψ = ∥g∥, f ∈ ψC([0, 1]), (2.19)

s, i (ψC([0, 1]), ∥ · ∥)ψ este un spat, iu Banach (se poate observa că convergenţă ı̂n raport cu
norma ∥ · ∥ψ implică s, i convergenţă ı̂n raport norma obişnuită ∥ · ∥).

Pentru orice funct, ie f ∈ B([0, 1]) ∩ C((0, 1)) s, i x ∈ [0, 1], ı̂n [4], următorul operator a
fost definit:

F (f)(x) := (1− x)

x∫
0

tf (t) dt+ x

x∫
0

(1− t) f(t)dt, (2.20)

s, i a fost demonstrat că F (f) ∈ ψC([0, 1]) ∩ C2(0, 1) s, i că are loc identitatea:

(F (f)(x))
′′
= −f (x) , f ∈ B([0, 1]) ∩ C((0, 1)), x ∈ [0, 1]. (2.21)

În lucrarea [78], R. Păltănea a demonstrat următorul rezultat:

lim
n→∞

||An(ψf)− 2F (f)||ψ = 0, f ∈ ψC([0, 1]), (2.22)

ı̂nsă, aici o versiune put, in modificată a F (f) ı̂n sensul că operatorul a fost definit pentru
funct, ii f ∈ C([0, 1]) ı̂n loc de f ∈ B([0, 1]) ∩ C((0, 1)). Pe urmă, ı̂n [3] convergent,a
operatorilor An a fost studiată pe un subspat, iu mai general al C([0, 1]), s, i anume, pe
spat, iul

C0([0, 1]) := {f ∈ C([0, 1])| f(0) = 0, f(1) = 0}. (2.23)

s, i un rezultat similar cu cel din (2.22) a fost obţinut folosind valorile proprii ale Bn.
O generalizare a operatorilor An a fost introdusă de Abel et al. ([4]), s, i anume, ı̂n

formula (6.1) operatorii Bn au fost ı̂nlocuit, i cu operatori liniar s, i pozitiv Ln aparţinând
unei clase generale de operatori. Dacă notăm prin GLn seria geometrică atas,ată acestor
operatori Ln, atunci ([4]): lim

n→∞
||GLn(f)− 2G(f/ψ)||ψ = 0, pentru funct, ii f din spat, iul



15

Cψ [0, 1] = {f : C([0, 1]) → C([0, 1]) : ∃ g ∈ B[0, 1] ∩ C (0, 1) , f = ψg} care ı̂mpreună
cu norma ||·||ψ formează un spat, iu Banach. Operatorii An au fost studiatt, s, i pe spat, iul
C0[0, 1] = {f ∈ C([0, 1]) : f(0) = f(1) = 0} ı̂nzestrat cu norma supremum uzuală, ı̂n
lucrarea [80]. Acolo s-a obt, inut o teoremă Voronovskaya.

Studii suplimentare asupra operatorilor de aproximare definit, i ca serii geometrice de
operatori liniari s, i pozitivi au fost realizate ı̂n lucrarea [4]. Acolo autorii au considerat
operatorul

GL =

∞∑
k=0

Lk, (2.24)

care este seria geometrică asociată unui operator liniar s, i pozitiv L : X → X, unde X este
un subspat, iu liniar al C([0, 1]) s, i Lk sunt iterat, iile de ordinul k, k ≥ 1, ale lui L s, i L0 = I, I
fiind operatorul identitate. Ca s, i ı̂nainte, iterat, iile lui L pot fi ı̂ntotdeauna definite (pentru
mai multe studii privind iterat, iile operatorilor liniari pozitivi vezi [48, 49, 51, 63, 94]),
totus, i pentru ca operatorul GL să fie bine definit trebuie făcută o alegere adecvată a
domeniului de definit, ie. Domeniul, considerat de autori ı̂n [4] a fost spat, iul:

Cψ([0, 1]) := {f : [0, 1] → R|∃g ∈ B([0, 1]) ∩ C((0, 1)) : f = ψg}, (2.25)

ı̂nzestrat cu norma:

∥f∥ψ := sup
x∈(0,1)

|f(x)|
ψ(x)

, f ∈ Cψ([0, 1]). (2.26)

De observat că:

Cψ([0, 1]) = {f ∈ C([0, 1])| ∃M > 0 : |f(x)| ≤Mψ(x), x ∈ [0, 1]}. (2.27)

De remarcat că (Cψ([0, 1]), ∥·∥ψ) este un spat, iu Banach s, i convergent, ă ı̂n raport cu norma
∥ · ∥ψ implică s, i convergent,a ı̂n raport cu norma supremum uzuală ∥ · ∥. De asemenea,
Cψ([0, 1]) este o extindere a spat, iului ψC([0, 1]).

Mai departe, Abel et al. au demonstrat ı̂n [4] că dacă L : C([0, 1]) → C([0, 1])sunt
operatori apart, inând unei clase Λ, de operatori liniari s, i pozitivi (vezi mai jos definit, ia
acestei clase de operatori), atunci operatorul GL este bine definit pe Cψ([0, 1]).

Avem că L ∈ Λ dacă L sunt operatori liniari s, i pozitivi care ı̂ndeplinesc următoarele
condit, ii (vezi Definit, ia 1 din [4]):

1. L preserve linear functions;

2. ∥L∥ψ < 1;

3. L ̸= B1, where B1 is the Bernstein operator for n = 1.

În continuare, a fost demonstrat că dacă (Ln)n∈N este un s, ir de operatori pozitivi s, i liniari
astfel ı̂ncât Ln ∈ Λ, n ∈ N atunci pentru orice f ∈ B([0, 1])∩C((0, 1)) următoarea limită
este valabilă ı̂n anumite condit, ii (vezi teorema 2, [4]):

lim
n→∞

∥αnGn(ψf)− 2F (f)∥ψ = 0, (2.28)

unde Gn = GLn , αn este un factor de normalizare (dat ı̂n relaţia (11) din [4]) s, i F (f) este
de forma din (2.20), F (f) ∈ ψC([0, 1]) ∩ C2((0, 1)).
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Pe urmă, ı̂n [80], a fost demonstrat că operatorul GL este bine definit pe spat, iul
C0([0, 1]), dat ı̂n (2.23). Mai mult, pe acest spat, iu un rezultat de convergent, ă (̂ın raport
cu norma pe spat, iului C0([0, 1])) similar cu cel din (2.28) are loc s, i s-a obt, inut o teoremă
Voronovskaya.

De remarcat că ı̂ntre cele trei spat, ii considerate ca domeniu de definit, ie al operatorilor
GL următoarea relaţie este adevărată ı̂n raport cu norma supremum ∥ · ∥:

ψC([0, 1]) = Cψ([0, 1]) = C0([0, 1]), (2.29)

unde A reprezintă ı̂nchiderea mult, imii A.
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3 Teorema Voronovskaya gene-
ralizată s, i convergent,a seriilor de
puteri de operatori liniari s, i po-
zitivi
În acest capitol vom obt, ine serii de puteri de operatori liniari s, i pozitivi mai generale
decât cea introdusă de Abel, Ivan s, i Păltănea ı̂n lucrarea[4], care, as,a cum am ment, ionat
ı̂n capitolul anterior, este o serie geometrică de operatori liniari s, i pozitivi. În această
direct, ie am obt, inut o teoremă Voronovskaya generalizată s, i unele rezultate de convergent, ă
privind operatorul definit ca serie de puteri ment, ionat mai sus. Aceste rezultate au fost
publicate ı̂n lucrarea [46]: Ş. Garoiu, R. Păltănea, Generalized Voronovskaya theorem
and the convergence of power series of positive linear operators, J. Math. Anal. Appl.,
531 (2024), Issue 2, Part 2.

Fie Bn : C([0, 1]) → C([0, 1]) operatorii Bernstein:

(Bnf)(x) =

n∑
k=0

pn,k(x)f

(
k

n

)
, n ∈ N, x ∈ [0, 1], f ∈ C([0, 1]),

unde polnoamele pn,k sunt definite astfel:

pn,k(x) =

(
n

k

)
xk(1− x)n−k, 0 ≤ k ≤ n, x ∈ [0, 1].

Teorema Voronovskaya ı̂n norma supremum esteS,

lim
n→∞

∥∥∥∥n(Bnf − f)− 1

2
ψf ′′

∥∥∥∥ = 0, for f ∈ C2([0, 1]). (3.1)

Există o vastă literatură privind rezultatele de tip Voronovskaya pentru divers, i operatori,
din care amintim doar lucrarea [52], ı̂n care limita este dată ı̂ntr-o formă mai puternică,
folosind o normă ponderată.

Unul dintre obiectivele acestui capitol este de a da o generalizare a teoremei Vorono-
vskaya prin furnizarea unei forme explicite a limitei limn→∞ ns(Ln − I)s, s ∈ N, unde
operatorii Ln apart, in unei clase generale de operatori liniari pozitivi. Acest rezultat este
echivalent cu teorema Voronovskaya explicită pentru combinat, iile Micchelli de operatori
Ln, date de I − (I −Ln)

s, definite ı̂n [71]. În cazul operatorilor Bernstein, o reprezentare
part, ială a limitei a fost dată de Agrawal [6].

Pe de altă parte, acest rezultat va juca un rol esent, ial ı̂n studiul limitei serii de putere
a operatorilor. Un caz particular al seriei de puteri este dat de seria geometrică, care
a fost singura luată ı̂n considerare până acum. Seria geometrică a unui s, ir de operatori
Ln, n = 0, 1 . . . is given by

∑∞
k=0(Ln)

k. După cum a fost ment, ionat ı̂n Sect, iunea 2.5
această serie geometrică nu este definită pentru toate funct, iile din C([0, 1]), ca de exemplu,
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pentru funcţiile proprii ale Ln. Prin urmare, este necesară o slect, ie adecvată de subspat, ii
ale C([0, 1]). Din Sect, iunea 2.5 un prim spat, iu care poate fi luat ı̂n considerare este
subspat, iul ψC([0, 1]) definit ı̂n (2.18), s, i ı̂nzestrat cu norma ∥ · ∥ψ dată ı̂n (2.19).

Amintim că ı̂n [78], a fost demonstrat că operatorul An = (1/n)
∑∞
k=0(Bn)

k, este bine
definit pe spt, iul ψC([0, 1]) s, i

lim
n→∞

∥An(f)− 2F (f/ψ)∥ψ = 0, f ∈ ψC([0, 1]), (3.2)

unde F (f) este dat ı̂n (2.20).
O altă demonstras, ie a relat, iei (3.2) bazată pe structura proprie a operatorilor Bn a

fost dată ı̂n [3].
În lucrarea [4] s-a obţinut un rezultat analog pentru operatori An, construit pornind

de la operatori mai generali decât Bn pe spat, iul Cψ([0, 1]). Au fost date s, i alte versiuni
s, i generalizări ale seriei geometrice de operatori ı̂n lucrările [1], [4], [56], [84], [10] s, i [80].

Ment, ionăm că [4] s-a obţinut o teoremă Voronovakaya inversă. Anterior, o teoremă
Voronovakaya inversă a fost obt, inută prin altă metodă ı̂n [16].

Un alt obiectiv al acestui capitol este de a lua ı̂n considerare serii de puteri de operatori
liniari s, i pozitivi mai generale de forma

∞∑
k=0

βn,k(Ln)
k, βn,k ∈ R, (3.3)

unde operatorii Ln sunt definit, i pe spat, iul Cψ([0, 1]) iar apoi de a studia convergenţa
acestor serii de puteri.

3.1 Teorema Voronovksaya generalizată

Pentru j ∈ N0, vom nota:

σj =

[
j + 1

2

]
, (3.4)

unde [a] este partea ı̂ntreagă a lui a. Apoi C∞([0, 1]) reprezintă spat, iul funct, iilor f :
[0, 1] → R care admit derivată de orice ordin pe [0, 1].

Fie (Ln)n∈N un s, ir de operatori liniari s, i pozitivi. Pentru n ∈ N, j ∈ N0, x ∈ [0, 1],
vom nota

mj
n(x) = (Ln(e1 − xe0)

j)(x),

M j
n(x) = (Ln|e1 − xe0|j)(x).

În continuare, (Ln)n∈N va fi un s, ir de operatori liniari s, i pozitivi Ln : C([0, 1]) →
C([0, 1]) care, pentru n ∈ N, ı̂ndeplinesc următoarele condit, ii:

L1) Ln(ej) = ej , j = 0, 1;

L2) mj
n(x) = ψ(x)n−σjQn,j(x), j ≥ 2, n ∈ N, x ∈ [0, 1], unde Qn,j ∈ C∞([0, 1])

astfel ı̂ncât pentru oricare j, p ∈ N0, există o constantă Cj,p > 0 cu proprietatea că

Q
(p)
n,j(x) ≤ Cj,p pentru orice x ∈ [0, 1] s, i n ∈ N.



19

L3) m2
n(x) = αnψ(x), cu αn ∈ (0, 1), pentru n ≥ n0, n0 ∈ N s, i există α > 0 astfel ı̂ncât

limn→∞ nαn = α.

Lema 3.1.1. (vezi Lema 1 din [46]) Pentru orice ı̂ntreg j ≥ 0:

M j
n(x) = O

(
ψ(x)

nj/2

)
, uniform pentru n ∈ N, s, i x ∈ [0, 1]. (3.5)

Mai departe, modulul de continuitate de ordinul ı̂ntâi al unei funct, ii mărginite g :
[0, 1] → R, este definit ca:

ω1(g, h) = sup{|g(u)− g(v)|, u, v ∈ [0, 1], |u− v| ≤ h}, h > 0.

Lema 3.1.2. (vezi Lema 2 din [46]) Fie k ≥ 1 s, i fie (gn)n∈N, gn ∈ Ck([0, 1]), (n ∈ N),
un s, ir de funct,ii astfel ı̂ncât

lim
h→0

ω1(g
(k)
n , h) = 0, uniform pentru n ∈ N. (3.6)

Atunci,

(Lngn)(x) =

k∑
j=0

1

j!
mj
n(x)(D

jgn)(x) + o

(
ψ(x)

nk/2

)
, uniform pentru x ∈ [0, 1]. (3.7)

Pentru j ∈ N0 s, i n ∈ N considerăm operatorul P jn : Cj([0, 1]) → C([0, 1]) definit ca

(P jnf)(x) =
1

j!
mj
n(x)(D

jf)(x), f ∈ Cj([0, 1]), x ∈ [0, 1]. (3.8)

De asemenea, pentru orice n ∈ N, p ∈ N0 s, i oricare numere ı̂ntregi j1, . . . , jp ≥ 0, notăm

P jp,...,j1n = P jpn ◦ · · · ◦ P j1n ; dacă p ≥ 1 s, i Pn = I, dacă p = 0. (3.9)

Lema 3.1.3. (vezi Lema 3 din [46]) Fie j1, . . . jp ≥ 0 s, i p ∈ N numere ı̂ntregi astfel
ı̂ncât cel put,in unul dintre ele este mai mare sau egal cu 2. Atunci, pentru orice număr

ı̂ntreg 0 ≤ k ≤ j1 + . . .+ jp, există anumite funct,ii τ
j1,...,jp
n,k ∈ C∞([0, 1]), n ∈ N, care au

următoarele proprietăt,i

i) pentru orice număr ı̂ntreg s ≥ 0 există o constantă C ce depinde doar de j1, . . . , jp,

k s, i s, pentru care |(τ j1,...,jpn,k )(s)(x)| ≤ Cnj1+...+jp−2, pentru n ∈ N s, i x ∈ [0, 1];

ii) pentru orice funct,ie f ∈ Cj1+...+jp([0, 1]) are loc:

(P jp,...,j1n f)(x) =
ψ(x)

nσj1+...+σjp

j1+...+jp∑
k=0

f (k)(x)τ
j1,...,jp
n,k (x), x ∈ [0, 1]. (3.10)

Lema 3.1.4. (vezi Lema 4 din [46]) Fie s ≥ 2 un număr ı̂ntreg s, i f ∈ C2s([0, 1]) o
funct,ie. Fie j1, j2, . . . , jp ≥ 0 numere ı̂ntregi, p ∈ N s, i r = j1 + . . . + jp astfel ı̂ncât

r < 2s. Pentru n ∈ N, notăm cu gn = nqP
jp,...,j1
n f , unde q = σj1 + . . . + σjp . Atunci

gn ∈ C2s−r([0, 1]) s, i

lim
h→0

ω1(g
(2s−r)
n , h) = 0, uniform ı̂n raport cu n ∈ N. (3.11)
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Pentru numerele ı̂ntregi s ≥ 2 s, i 0 ≤ p ≤ s, definim

Λsp = {(j1, . . . , jp) : j1, . . . , jp ∈ N0, j1 + · · ·+ jp ≤ 2s} , if p ≥ 1

Λs0 = ∅.
(3.12)

Lema 3.1.5. (vezi Lema 5 din [46]) Fie s s, i p numere ı̂ntregi astfel ı̂ncât s ≥ 2 s, i
0 ≤ p ≤ s. Pentru oricare f ∈ C2s([0, 1]), n ∈ N s, i x ∈ [0, 1] are loc

((Ln)
pf)(x) =

∑
(j1,...,jp)∈Λsp

(P jp,...,j1n f)(x) + o

(
ψ(x)

ns

)
, x ∈ [0, 1], (3.13)

unde o
(
ψ(x)
ns

)
(n→ ∞) este uniform ı̂n raport cu x ∈ [0, 1].

Prezentăm acum următorul rezultat, care este o us,oară ı̂mbunătăt, ire a teoremei 6 [46].

Teorema 3.1.6. Pentru orice număr ı̂ntreg s ≥ 1 s, i pentru fiecare funct,ie f ∈ C2s([0, 1])
avem

((Ln − I)sf)(x) =
1

ns

(α
2
ψD2

)s
f(x) + o

(
ψ(x)

ns

)
, uniform pentru x ∈ [0, 1]. (3.14)

În consecint,ă, are loc:

lim
n→∞

∥∥∥∥ns((Ln − I)sf)−
(
1

2
ψD2

)s
f

∥∥∥∥
ψ

= 0 (3.15)

Observat, ia 3.1.7. (vezi Observat,ia 7 din [46]) În cazul s = 1 rezultatul Voronovskaya
dat ı̂n (3.14) a fost obt, inut ca un caz particular, dar cu alte condit, ii asupra operatorilor
Ln, ı̂n [52].

Următorul Corolar este o ı̂mbunătăt, ire a Corolarului 8 de la [46].

Corolarul 3.1.8. Pentru orice număr ı̂ntreg s ≥ 1 s, i pentru fiecare funct,ie f ∈ C2s([0, 1])
avem

lim
n→∞

∥∥∥ns((Ln − I)sf)−
(α
2
ψD2

)s
f
∥∥∥ = 0. (3.16)

Următoarea observat, ie este o us,oară ı̂mbunătăt, ire a Observat, ia 9 din [46].

Observat, ia 3.1.9. Fie Zsn combinat, iile Micchelli de operatori (Ln)n, date de

Zsn = I − (I − Ln)
s, n, s ∈ N. (3.17)

Relat, ia (3.14) poate fi scrisă ı̂n mod echivalent ca

lim
n→∞

∥∥∥ns(Zsnf − f) +
(
−α
2
ψD2

)s
f
∥∥∥
ψ
= 0, f ∈ C2s([0, 1]). (3.18)

Aceasta rezultă din egalitatea Zsn − I = (−1)s+1(Ln − I)s.
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3.2 Serii de puteri de operatori liniari s, i pozitivi ge-
neralizate

În această sect, iune vom considera operatorii liniari s, i pozitivi (Ln)n∈N care ı̂ndeplinesc
condiţiile L1), L2) şi L3) din secţiunea precedentă.

Observat, ia 3.2.1. (vezi Observat,ia 10 din [46]) Din condiţiile L1)-L3) se poate deduce
că

Lnψ = (1−αn)ψ, deoarece (Lnψ)(x) = (Lne1)(x)−m2(x)−2x(Lne1)(x)+x
2(Lne0)(x) =

ψ(x)−m2
n(x).

Pentru un operator liniar mărginit T : Cψ([0, 1]) → Cψ([0, 1]), pentru simplitate, vom
scrie ∥T∥ψ ı̂n loc de ∥T∥L(Cψ([0,1]),Cψ([0,1])). Deoarece Ln satisface condiţia L3) rezultă

că Ln este un operator liniar s, i mărginit pe Cψ([0, 1]) s, i că ∥Ln∥ψ = 1−αn. Într-adevăr,
dacă f ∈ Cψ([0, 1]) atunci, folosind Observat, ia 3.2.1, ăentru x ∈ (0, 1), avem că:

|(Lnf)(x)| ≤ (Ln|f |)(x) =
(
Ln

|f |
ψ
ψ

)
(x) ≤ ∥f∥ψ(Lnψ)(x) = ∥f∥ψ(1− αn)ψ(x).

Atunci

∥Ln∥ψ = sup
∥f∥ψ≤1

sup
x∈(0,1)

|(Lnf)(x)|
ψ(x)

≤ sup
∥f∥ψ≤1

sup
x∈(0,1)

(Ln∥f∥ψψ)(x)
ψ(x)

= 1− αn.

Fie s ≥ 0 un ı̂ntreg. Definim Asn : Cψ([0, 1]) → Cψ([0, 1]) astfel

Asn =
αs+1
n

s!

∞∑
k=s

(k)s(Ln)
k−s (3.19)

unde (k)s = k(k− 1) . . . (k− s+1) iar convergenţa seriei se consideră ı̂n raport cu norma
∥ · ∥ψ.

Următoarea Lemă demonstrează existent,a operatorului nostru.

Lema 3.2.2. (vezi Lema 11 D=din [46]) Operatorul Asn : Cψ([0, 1]) → Cψ([0, 1]) este
bine definit şi ∥Asn∥ψ = 1.

Lema 3.2.3. (vezi Lema 12 din [46]) Pe spat,iul Cψ([0, 1]) sunt valabile următoarele
identităt,i

i) (I − Ln)
s+1

∑∞
k=s(k)s(Ln)

k−s = s!I,

ii)
∑∞
k=s(k)s(Ln)

k−s(I − Ln)
s+1 = s!I,

unde cu I am notat operatorul de identitate.

Vom defini următorii operatori: F̃ : Cψ([0, 1]) → Cψ([0, 1]), F̃ (f) = F (f/ψ), Hs :

Cψ([0, 1]) → Cψ([0, 1]),Hs =
(
2
α

)s+1
F̃ s+1 s, i D̃ : C2([0, 1]) → ψC([0, 1]), D̃f = −α

2ψD
2f ,

unde s ∈ N0 s, i operatorul F este definit ca ı̂n (2.20) s, i deoarece are loc (2.27) atunci
F (f) ∈ Cψ([0, 1]) deci F̃ este bine definit pe Cψ([0, 1]).
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Lema 3.2.4. (vezo Lema 13 din [46]) Pentru f ∈ Cψ([0, 1]), s ∈ N0 s, i x ∈ (0, 1) avem
că:

(D̃s+1Hsf)(x) = f(x). (3.20)

În cele din urmă, putem demonstra principalul rezultat al acestei sect, iuni

Teorema 3.2.5. (vezi Teorema 14 din [46]) Pentru f ∈ Cψ([0, 1]) s, i s ∈ N are loc

lim
n→∞

∥Asnf − αs+1Hsf∥ψ = 0. (3.21)

3.3 Aplicat, ii

Pentru aceste aplicat, ii facem trimitere la Sect, iunea 4 din [46].
1. Operatorii Bernstein
Un prim exemplu de operatori care verifică condit, iile L1), L2) s, i L3) sunt operatorii

Bernstein Bn din (2.6) s, i (2.7). Momentele lor mj
n(x) = Bn(e1−xe0)j(x), j ∈ N0 satisfac

următoarele relat, ii [68], [37]:

m0
n(x) = 1, m1

n(x) = 0, m2
n(x) =

x(1− x)

n
, n ∈ N, x ∈ [0, 1] (3.22)

s, i

mj+1
n (x) =

x(1− x)

n
((mj

n)
′(x) + jmj−1

n (x)), j ∈ N, n ∈ N, x ∈ [0, 1]. (3.23)

Din (3.22) se poate deduce imediat că operatorii Bn satisfac condit, iile L1) s, i L3) cu
αn = 1

n s, i α = 1. Din (3.23) prin induct, ie se poate arăta că, pentru j ≥ 2, avem

mj
n(x) = ψ(x)n−σj ·Qn,j(x), (3.24)

unde Qn,j este un polinom de grad j − 2 cu coeficient, i mărginit, i ı̂n raport cu n. As,adar

este ı̂ndeplinită s, i condit, ia L2). În consecint, ă, putem aplica Teorema 3.1.6 s, i Teorema
3.2.5 operatorilor Bernstein.

2. Operatorii Durrmeyer modificat, i
Pentru un parametru ρ ≥ 1, fie operatorii Uρn : C([0, 1]) → C([0, 1]), vezi [79], [53],

definit, i ca

(Uρnf)(x) =

n∑
k=0

F ρn,k(f)pn,k(x), n ∈ N, x ∈ [0, 1], f ∈ C([0, 1]),

unde Fn,0(f) = f(0), Fn,n(f) = f(1) s, i

Fn,k(f) =

∫ 1

0

f(t)
tkρ−1(1− t)(n−k)ρ−1

B(kρ, (n− k)ρ)
dt, 1 ≤ k ≤ n− 1,

B fiind funct, ia beta. Aces,ti operatori devin operatorii Durrmeyer genuine, pentru ρ = 1 s, i
limρ→∞ Uρnf = Bnf , pentru orice n ∈ N s, i f ∈ C([0, 1]), [53]. Este cunoscut că Uρnej = ej ,
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j = 0, 1 deci condit, ia L1) este ı̂ndeplinită. Cu notat, iamj
n(x) = (Uρn(e1−xe0)j)(x), pentru

n ∈ N, j ∈ N0, x ∈ [0, 1] avem, pentru j ≥ 1, că:

mj+1
n (x) =

1

nρ+ j

(
ρψ(x)(mj

n)
′(x) + j(1− 2x)mj

n(x) + j(ρ+ 1)ψ(x)mj−1
n (x)

)
. (3.25)

De aici, rezultă că m2
n(x) = ρ+1

nρ+1ψ(x). As,adar condit, ia L3) este satisfacută pentru

αn = ρ+1
nρ+1 , n ≥ 2 s, i α = ρ+1

ρ . De asemenea, din relat, ia (3.25) condit, ia L2) rezultă prin
induct, ie. As,adar Teorema 3.1.6 s, i Teorema 3.2.5 pot fi aplicate operatorilor Uρn.
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4 Reprezentarea limitei seriilor
de puteri de operatori liniari s, i
pozitivi prin utilizarea semigru-
pului de operatori generat, i de
iterat, iile acestora
În acest capitol obt, inem o caracterizare a limitei seriilor de puteri de operatori liniari s, i
pozitivi folosind C0-semigrupul generat de iterat, iile acestor operatori. Rezultatele prezen-
tate aici au fost publicate ı̂n lucrarea [47]: S, . Garoiu, R. Paltanea, The representation of
the limit of power series of positive linear operators by using the semigroup of operators
generated by their iterate, Dolomites Research Notes on Approximation (2023), 16(3),
39-47.

Fie L un operator liniar pozitiv şi Lk iteras, iile sale de ordinul kpentru k ≥ 1 cu L0 = I,
unde I este operatorul identitate.

Dacă (Ln)n, Ln : C([0, 1]) → C([0, 1]) este un s, ir de operatori liniari s, i pozitivi, seria
geometrică a operatorilor Ln este de forma

βn

∞∑
k=0

(Ln)
k, n ∈ N (4.1)

unde βn ∈ R este un factor de normalizare. După cum am mentionat ı̂n Capitolul 2,
Sect, iunea 5 seria geometrică de operatori liniari s, i pozitivi nu este definită pentru orice
funct, ie di C([0, 1]). De exemplu, ı̂n ipoteza că Ln invariază constantele, atunci operatorii
din (4.1) nu sunt definite pentru astfel de funct, ii. Pentru a defini această serie geometrică
de operatori este necesară restrângerea domeniului de definit, ie al operatorilor. Un spat, iu
care poate fi luat ı̂n considerare este spat, iul ψC([0, 1]), defininit ı̂n (2.18), ı̂nzestrat cu
norma ∥ · ∥ψ definită ı̂n (2.19).

Amintim că un prim studiu al convergent,ei seriei geometrice atas,ate la un s, ir de
operatori (Ln)n a fost realizat ı̂n lucrarea [78], s, i anume, a fost considerat cazul când Ln =
Bn, unde Bn sunt operatorii Bersntein. Acolo a fost arătat operatorii An : ψC([0, 1]) →
ψC([0, 1]), pot fi definit, i ca

An =
1

n

∞∑
k=0

(Bn)
k, n ∈ N

iar acest s, ir admite limită când n→ ∞, pe sapt, iul (ψC([0, 1]), ∥ ·∥ψ), care poate fi descris
ı̂n mod explicit.

În această direct, ie, mai multe lucrări au extins acest studiu pentru diverse clase de
operatori liniari s, i pozitivi s, i pentru alte spat, ii de funct, ii, vezi [1], [3], [4], [56], [78], [80],
[84].
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Recent, ı̂n lucrarea lui Acar, Aral s, i Raşa ([10]) a fost introdusă o nouă modalitate
de a descrie limita uniformă a seriei geometrice de forma (4.1) folosind C0-semigrupl de
operatori generat de iterat, iile operatorilor Ln. Pentru mai multe detalii vezi Capitolul 2,
Sect, iunea 5 care cont, ine câteva dintre rezultatele obt, inute de autorii lucrării ment, ionate.

Scopul nostru este de a studia convergent,a unor serii de puteri mai generale de forma:

∞∑
k=0

βn,k(Ln)
k (4.2)

folosind C0-semigrupul generat de iterat, iile operatorilor Ln. Abordarea noastră diferă de
studiul realizat ı̂n [10] prin considerarea unui alt tip de operatori, a unui alt spat, iu de
funct, ii s, i a unui tip mai puternic de convergent, ă.

Pentru a face acest lucru pe lângă spat, iul ψC([0, 1]) vom considera s, i spat, iul Cψ([0, 1])
definit ı̂n (2.25) cu norma ∥ · ∥ψ dată ı̂n (2.26). Acest spat, iu este o extensie a spat, iului
ψC([0, 1]) s, i (see [4]):

Cψ([0, 1]) = {f ∈ C([0, 1]), ∥f∥ψ <∞}.

De asemenea Cψ([0, 1]) ı̂nzestrat cu norma ∥ · ∥ψ este un spat, iu Banach, dar nu este un
spat, iu Banach ı̂n raport cu norma supremum ∥ · ∥, deoarece

ψC([0, 1]) = Cψ([0, 1]) = C0([0, 1]),

unde C0([0, 1]) = {f ∈ C([0, 1])|f(0) = 0, f(1) = 0}.
Dacă f, fn ∈ Cψ([0, 1]), n ∈ N s, i ∥f − fn∥ψ → 0, (n → ∞) atunci ∥f − fn∥ → 0,

(n→ ∞). Din acest motiv, putem numi ∥ · ∥ψ norma tare pe Cψ([0, 1]).
Dacă L : Cψ([0, 1]) → Cψ([0, 1]) este un operator liniar s, i mărginit vom folosi notat, ia

∥L∥ψ = sup
∥f∥ψ≤1

∥Lf∥ψ. (4.3)

4.1 Rezultate auxiliare

Pe parcursul acestui capitol vom lua ı̂n considerare un s, ir (Ln)n de operatori liniari s, i
pozitivi Ln : C([0, 1]) → C([0, 1]), Ln ̸= I, ce verifică următoarele condit, ii.

A1) Există α ∈ (0, 1) s, i αn ∈ (0, 1), n ∈ N astfel ı̂ncât Ln(ψ) = (1− αn)ψ, n ∈ N s, i
limn→∞ nαn = α.

A2) Operatorii Ln admit valorile proprii an,j asociate polinoamelor proprii pn,j , 0 ≤
j ≤ n, cu deg pn,j = j, unde, pentru un polinom p notăm cu deg p, gradul lui p.

A3) Există polinoame pj , j ≥ 0, astfel ı̂ncât limn→∞ pn,j = pj , j = 0, 1, . . . .
A4) Pentru orice j ≥ 0 există lj ∈ (0, 1], astfel ı̂ncât

lim
n→∞

(an,j)
n = lj

s, i mai mult, dacă lj = 1, atunci an,j = 1, pentru orice n ∈ N.
A5) Avem că Ln(ψΠ) ⊂ ψΠ.
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A6) Există (T (t))t>0 un C0- semigrup de operatori pentru care

T (t)f = lim
n→∞

(Ln)
knf, uniform pentru f ∈ C([0, 1]), t ≥ 0, (4.4)

dacă kn ∈ N, limn→∞
kn
n = t.

Din condit, iile A1)-A6) rezultă următoarele consecint,e.

Observat, ia 4.1.1. (vezi Observat,ia 1, [47]) Deoarece Ln este un operator liniar s, i pozitiv
cu Ln ̸= I, din condit, ia A4) există cel mult două valori ale j ≥ 0, pentru care lj = 1.

Observat, ia 4.1.2. (vezi Observat,ia 2, [47]) Din condit, ia A4) rezultă că

lim
n→∞

an,j = 1, s, i lim
n→∞

n(1− an,j) = − ln lj , j = 0, 1, . . . . (4.5)

Observat, ia 4.1.3. (vezi Observat,ia 3, [47]) Din condit, iile A3), A4) and A6) rezultă că

T (t)pj = ltjpj , j ∈ N0, t ≥ 0. (4.6)

De remarcat că ı̂n anumite ipoteze toerema lui Trotter, adică Teorema 2.4.2 (vezi [91]),
asigură ı̂ndeplinirea condit, ie A6).

Observat, ia 4.1.4. (vezi Observat,ia 4, [47]) Pentru r ≥ 0, deoarece polinoamele pn,j ,
0 ≤ j ≤ r au proprietatea că deg pn,j = j, ele formează o bază pentru Πr s, i ı̂n consecint, ă
Ln(Πr) ⊂ Πr. Atunci, prin induct, ie, Lkn(Πr) ⊂ Πr, k ∈ N, pentru orice n, k ∈ N. Din
condit, ia A6) rezultă că T (t)(Πr) ⊂ Πr, r ∈ N0.

Observat, ia 4.1.5. (vezi Observat,ia 5, [47]) Ment, ionăm că prima parte a condit, iei A1)
este o consecint, ă a următoarelor condit, ii: Ln(ej) = ej , j = 0, 1 s, i Ln(Π2) ⊂ Π2. Într-
adevăr, s-a demonstrat ı̂n [4] că dacă L : C([0, 1]) → C([0, 1]) este un operator liniar s, i
pozitiv astfel ı̂ncât Ln(ej) = ej , j = 0, 1 s, i Ln(Π2) ⊂ Π2, atunci există β ∈ [0, 1) astfel
ı̂ncât Lψ = βψ.

De asemenea, condit, ia A5) este o consecint, ă a următoarelor condit, ii: Ln(C([0, 1])) ⊂
Π s, i Ln(ej) = ej , j = 0, 1. Într-adevăr, ı̂n acest caz avem Lnf(0) = f(0) s, i Lnf(1) = f(1),

pentru orice f ∈ C([0, 1]). În consecint, ă, pentru f ∈ ψC([0, 1]) rezultă că Lnf(0) =
Lnf(1) = 0 deci Ln(ψC([0, 1])) ⊂ ψΠ.

În cele din urmă avem nevoie de următoarele leme.

Lema 4.1.6. (vezi Lema 2.1 din [47]) Pentru orice t ≥ 0 rezultă că T (t)(Cψ([0, 1])) ⊂
Cψ([0, 1]) s, i

∥T (t)∥ψ = e−αt. (4.7)

Lema 4.1.7. (vezi Lema 2.2 din [47]) Fie r ∈ N. Dacă un s, ir de polinoame (σn)n,
σn ∈ ψΠr este uniform convergent la un polinom σ⋆ ∈ ψΠr, atunci s, irul (σn)n converge,
de asmenea, la σ⋆ ı̂n norma ∥ · ∥ψ.
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4.2 Rezultate principale

Urmı̂toarea lemă joacă un rol important ı̂n vederea obt, inerii rezultatului principal.

Lema 4.2.1. (vezi Lema 3.1 din [47]) Pentru p ∈ Π, s ∈ N0, t ≥ 0 s, i un s, ir de numere
naturale (kn)n astfel ı̂ncât kn/n→ t, (n→ ∞) exista limita:

lim
n→∞

1

ks+1
n

kn∑
i=0

(i)s(Ln)
ip =

1

ts+1

∫ t

0

usT (u)pdu. (4.8)

uniformă pe [0, 1], unde (i)s = i(i− 1) . . . (i− s+ 1).

Corolarul 4.2.2. (vezi Corollary 3.2 din [47]) Pentru orice p ∈ ψΠ, s ∈ N0, t > 0 s, i un
s, ir de numere naturale (kn)n astfel ı̂ncât kn/n→ t, (n→ ∞) are loc

lim
n→∞

∥∥∥∥∥ 1

ks+1
n

kn∑
i=0

(i)s(Ln)
ip− 1

ts+1

∫ t

0

usT (u)pdu

∥∥∥∥∥
ψ

= 0. (4.9)

Acum avem nevoie de următoarea teoremă care, cu notat, ii modificate, provine dintr-
un rezultat dovedit ı̂n cartea lui Nachbin [73], vezi Lema 2, pag. 95.

Teorema A Fie b > 0. Pentru orice f ∈ C([0,∞)), astfel ı̂ncât f(x)e−bx → 0,
(x→ ∞), s, i orice ε > 0există un polinom p astfel ı̂ncât

sup
x∈[0,∞)

e−bx|f(x)− p(x)| < ε.

În terminologia din [73], funct, ia e−bx, x ≥ 0 este o pondere fundamentală.

Fie spat, iul:

C̃α([0,∞)) = {g ∈ C([0,∞))| ∃b ∈ (0, α), lim
x→∞

f(x)e−bx = 0}. (4.10)

Rezultatul nostru principal este următorul:

Teorema 4.2.3. (vezi Teorema 3.3 din [47]) Dacă g ∈ C̃α([0,∞)) s, i f ∈ ψC([0, 1])
atunci

lim
n→∞

∥∥∥∥∥ 1n
∞∑
i=0

g

(
i

n

)
(Ln)

if −
∫ ∞

0

g(t)T (t)fdt

∥∥∥∥∥
ψ

= 0. (4.11)

4.3 Aplicat, ii

Pentru rezultatele din această sect, iune facem trimitere la Sect, iunea 4 din [46].
1. Operatorii Bernstein
Fie Bn : C([0, 1]) → C([0, 1]) operatorii Bernstein definit, i ca:

(Bnf)(x) =

n∑
k=0

pn,k(x)f

(
k

n

)
,
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unde

pn,k(x) =

(
n

k

)
xk(1− x)n−k, 0 ≤ k ≤ n, x ∈ [0, 1].

Operatorii Bn ı̂ndeplinesc condit, iile A1)-A6), vezi [30], [33] and [68]. Mai exact, avem că
Bnψ = n−1

n ψ deci αn = 1/n s, i α = 1. Bn admite valorile proprii an,j corespunzătoare
polinoamelor proprii pn,j , 0 ≤ j ≤ n, cu deg pn,j = j s, i

lj := lim
n→∞

ann,j = e−j(j−1)/2, j ∈ N0.

Pentru j = 0, 1, avem pn,j(t) = ej s, i Bn(ej) = ej . Existent,a polinoamelor pj =

limn→∞ pn,j este demonstrată ı̂n [33]. În sfârs, it, existent,a semigrupului de operatori
generat, i de iterat, iile lui Bn este dată ı̂n [15].

2. Operatorii Uρn
Pentru ρ > 0 s, i n ∈ N, n ≥ 2, operatorii Uρn sunt definit, i (vezi [53], [79]), după cum

urmează:

(Uρnf)(x) =

n∑
k=0

pn,k(x)F
ρ
n,k(f), f ∈ C([0, 1]), x ∈ [0, 1],

unde

Fn,0(f) = f(0), Fn,n(f) = f(1);

Fn,k(f) =

∫ 1

0

f(t)
tkρ−1(1− t)(n−k)ρ−1

B(kρ, (n− k)ρ)
dt, 1 ≤ k ≤ n− 1.

Structura proprie a acestor operatori a fost studiată ı̂n [57].
Aces,ti operatori ı̂ndeplinesc s, i condit, iile A1)-A6). Mai precis avem următoarele:

Uρnψ = n−1
nρ+1ψ, as,adar putem considera αn = ρ+1

nρ+1 s, i α = 1. Atuci, Uρn admite poli-

noamele proprii pn,j , 0 ≤ j ≤ n, deg pn,j = j. Mai mult, pn,j = ej s, i U
ρ
n(ej) = ej , pentru

j = 0, 1. Valorile proprii sunt, vezi [57]:

an,j = ρj
n(n− 1) . . . (n− j + 1)

(nρ)(nρ+ 1) . . . (nρ+ j − 1)
, 0 ≤ j ≤ n.

As,adar

lj := lim
n→∞

ann,j = e−
j(j−1)

2 · ρ+1
ρ , j ≥ 0.

Existent,a polinoamelor limită pj = limn→∞ pn,j este de asemenea arătată ı̂n [57]. Pentru
demonstrarea existenţei semigrupului de operatori generat de iteraţiile operatorilor Uρn se
poate aplica Corolarul 2.2.11 din [15].
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5 O teoremă de tip Voronovs-
kaya asociată seriilor geometrice
de operatori Durrmeyer
În acest capitol ne propunem să găsim o teoremă de tip Voronovskaya pentru seria geo-
metrică asociată operatorilor Bernstein-Durrmeyer, introdusă de Abel.

Acest rezultat a fost publicat ı̂n lucrarea:
[43]: S, . Garoiu, A Voronovskaya type theorem associated to geometric series of

Bernstein-Durrmeyer operators, Carpathian Journal of Mathematics(2025), 41(2).

5.1 Seria geometrică de operatori Bernstein-Durrmeyer

U. Abel, ı̂n lucrarea [1], a introdus seria geometrică asociată operatorilor Bernstein-
Durrmeyer (operatori care au apărut pentru prima dată ı̂n lucrarea [41] s, i independent
ı̂n [70]; proprietăt, ile lor fiind studiate ulterior ı̂n [34], [37], [77] etc.)

(Mnf)(x) = (n+ 1)

n∑
k=0

pn,k (x)

1∫
0

pn,k (t) f (t) dt, f ∈ L∞([0, 1]). (5.1)

S, i anume, operatorii pe care i-a studiat sunt definit, i după cum urmează:

Pn =
1

n

∞∑
k=0

(Mn)
k
.

Aces,ti operatori sunt bine definit, i pe spat, iul V, descris mai jos

V = {f ∈ L∞ ([0, 1]) : ||f ||∗ <∞} , (5.2)

unde ∥ · ∥∗ este norma:

||f ||∗ = sup
y∈(0,1)

∣∣∣∣∣∣(ψ (y))−1

y∫
0

f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ .
De asemenea, V ı̂nzestrat cu norma ||·||∗ este un spat, iu Banach.

Pentru f ∈ V , se poate defini F pe (0, 1) ca fiind:

F (y) = (ψ (y))−1

y∫
0

f (x) dx, y ∈ (0, 1) . (5.3)

Atunci, f = (ψF )
′
a. p. t. pe [0, 1] s, i ||f ||∗ = ||F ||∞ .
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Mai departe, operatorul P : V → V, a fost definit ca

P (f)(x) =

1∫
0

t∫
x

F (u) dudt, x ∈ [0, 1], f ∈ V, (5.4)

Integrând prin părt, i ı̂n relat, ia (5.4) se poate observa că

P (f)(x) = −
x∫

0

tF (t) dt+

1∫
x

(1− t)F (t)dt, x ∈ [0, 1], f ∈ V, (5.5)

s, i prin derivare rezultă
P ′(f)(x) = −F (x) . (5.6)

În lucrarea sa, Abel a demonstrat că operatorii Pn satisfac următorul rezultat de
convergent, ă

Teorema 5.1.1. Dacă f ∈ V , atunci, pe (V, ||·||∗) , are loc convergent,a

lim
n→∞

||Pn (f)− P (f)||∗ = 0. (5.7)

De asemenea, Abel a obţinut următoarele două rezultate cu privire la norma opera-
torilor Mn s, i Pn pe spat, iul V .

Propozit, ia 5.1.2. Pentru fiecare n ∈ N, operatoriiMn au proprietatea căMn (V ) ⊂ V, s, i

||Mn||L(V,V ) =
n

n+ 2
. (5.8)

Propozit, ia 5.1.3. Pentru fiecare n ∈ N operatorii Pn au proprietatea că Pn (V ) ⊂ V, s, i

||Pn||L(V,V ) =
1

2
+

1

n
. (5.9)

Rezultate mai recente privind seriile de puteri de operatorii de aproximare pot fi văzute
ı̂n [10], [46], [47], [56] s, i [84]. De asemenea, un mic rezumat al principalelor rezultate pe
această temă poate fi văzut s, i ı̂n Capitolul 2 Sect, iunea 5.

5.2 Un rezultat de tip Voronovskaya

În această sect, iune vom prezenta principalul nostru rezultat, s, i anume vom dobt, ine o
teoremă de tip Voronovskaya asociată operatorilor Pn. Prima dată, vom nota cu GMn

=
∞∑
k=0

(Mn)
k
seria geometrică asociată operatorilor Bernstein - DurrmeyerMn, unde convergent,a

are loc pe spat, iul V. Apoi vom demonstra că următoarele identităt, i sunt adevărate.
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Lema 5.2.1. (vezi Lema 2.1 din [43]) Operatorul GMn ∈ V s, i verifică identităt,ile:

(I −Mn) ◦GMn
= I, (5.10)

s, i
GMn

◦ (I −Mn) = I, (5.11)

unde I este operatorul identitate.

În cele ce urmează vom lucra pe spat, iul V1 = V ∩ C([0, 1]). Ment, ionăm pentru ca
f ∈ V1 este necesar ca f ∈ C([0, 1]) s, i∫ 1

0

f(t)dt = 0. (5.12)

Pe acest spat, iu definim operatorul U : V1 → C([0, 1]) după cum urmează

U(f) (y) =


(ψ (y))−1

y∫
0

f (x) dx, y ∈ (0, 1)

f(0), y = 0
−f(1), y = 1

f ∈ V1, (5.13)

s, i norma ∥ · ∥∗ ca:
∥f∥∗ = sup

y∈[0,1]

|U(f)(y)|. (5.14)

Aici, avem că U(f)(1) = limy→1

∫ y
0
f(t)dt

ψ(y) s, i U(f)(0) = limy→0

∫ y
0
f(t)dt

ψ(y) , deci, deoarece

ψ(0) = ψ(1) = 0, aplicând regula lui l’ Hospital’s vom obt, ine că U(f)(1) = −f(1) s, i
U(f)(0) = f(0).

În continuare, vom defini operatorul

Θ(h)(x) = −
∫ x

0

th(t)dt+

∫ 1

x

(1− t)h(t)dt, (5.15)

unde h ∈ C([0, 1]) s, i x ∈ [0, 1].

Propozit, ia 5.2.2. (vezi Propozit,ia 2.3 din [43]) Operatorul Θ are proprietatea:

Θ(C([0, 1])) ⊂ V1.

Din această relat, ie s, i din (5.15), rezultă că

P (f) := Θ(U(f)), f ∈ V1. (5.16)

Apoi, pe spat, iul V1, următorul rezultat referitor la norma ∥ · ∥∗ are loc.

Lema 5.2.3. (vezi Lema 2.2 din [43]) Pentru orice funct,ie f ∈ V1 are loc:

∥f∥∗ ≤ 2∥f∥∞. (5.17)

Acum, putem demonstra principalul nostru rezultat.
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Teorema 5.2.4. (vezi Teorema 2.2 din [43]) Fie f ∈ V1 o funct,ie derivabilă de zece ori

pe [0, 1] care satisface condit,iile
∫ 1

0
f(y) logψ(y)dy = 0, f(0)+f(1) = 0, f ′(0)−f ′(1) = 0,

f ′′(0) + f ′′(1) = 0 s, i f ′′′(0)− f ′′′(1) = 0. Atunci:

lim
n→∞

n(Pn (f)− P (f)) = 2P (f)−Θ(T ′ψ′)− 1

2
Θ(T ′′ψ), (5.18)

ı̂n raport cu norma ∥ · ∥∗.
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6 Operatori Kantorovich Stancu
exponent, iali
În acest capitol vom introduce o nouă clasă de operatori de tip exponenţial, obţinuţi cu
o modificare de tip Stancu. (similară cu cea pentru operatorii Bn, vezi operatorii B

α,β
n

din (2.8) obt, inut, i ı̂n [89]), a operatorilor Bernstein-Kantorovich exponent, iali din formula
(2.10), obt, inut, i ı̂n [18]. Apoi vom demonstra că aces,ti operatori satisfac teorema lui
Korovkin, vom obt, ine un rezultat de convergent, ă ı̂ntr-o versiune ponderată a normei pe
spat, ii Lp, un rezultat asimptotic de tip Voronovskaya s, i unele evaluări ale ordiniului de
aproximare folosind K-funct, ionale s, i moduli de netezime.

Aceste rezultate au fost publicate ı̂n [45]:
S, . Garoiu, Exponential Kantorovich-Stancu operators, Bull. Univ. Transilvania

Brasov, Ser. 3, Math. Comput. Sci., 5(67), 2025, no. 2, 127-144.

6.1 Definit, ia operatorilor s, i rezultatul de convergent, ă

Vom introduce operatorii:

Kα,β,µ
n f(x) = (n+ β + 1)eµx

n∑
k=0

pn,k(an+1(x))

∫ k+α+1
n+β+1

k+α
n+β+1

e−µtf(t)dt, f ∈ C([0, 1]) (6.1)

unde x ∈ [0, 1] s, i 0 ≤ α ≤ β, µ > 0, an(x) = e
µx
n+β −1

e
µ

n+β −1
, n ∈ N. Aces,ti operatori sunt o

modificare de tip Stancu a operatorilor exponent, iali Bernstein-Kantorovici din (2.10).
Pentru a arăta că aces,ti operatori verifică teorema lui Korovkin vom verifica convergent,a

lor pentru funct, iile de test e0(x) = 1, expµ(x) = eµx s, i exp2µ(x) = e2µx, pentru x ∈ [0, 1],
care formează un sistem Chebyshev. Prima dată, este evident că

Kα,β,µ
n expµ(x) = expµ(x), x ∈ [0, 1]. (6.2)

Pentru a obt, ine rezultatele noastre de aproximare vom avea nevoie de următoarea lemă.

Lema 6.1.1. (vezi Lema 1 din [45]) Pentru x ∈ [0, 1] avem că:

Kα,β,µ
n e0(x) =

n+ β + 1

µ
eµx(1− e−

µ
n+β+1 )e−

µ(α+n)
n+β+1 (1− e

µx
n+β+1 + e

µ
n+β+1 )n, (6.3)

Kα,β,µ
n exp2µ(x) =

n+ β + 1

µ
eµxe

µα
n+β+1 (e

µ
n+β+1 − 1)e

µnx
n+β+1 , (6.4)

Kα,β,µ
n exp3µ(x) =

n+ β + 1

2µ
eµxe

2µα
n+β+1 (e

2µ
n+β+1 − 1) (6.5)

×
(
e
µ(x+1)
n+β+1 + e

µx
n+β+1 − e

µ
n+β+1

)n
,
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Kα,β,µ
n exp4µ(x) =

n+ β + 1

3µ
eµxe

3µα
n+β+1 (e

3µ
n+β+1 − 1) (6.6)

×
(
e
µ(x+2)
n+β+1 + e

µ(x+1)
n+β+1 + e

µx
n+β+1 − e

2µ
n+β+1 − e

µ
n+β+1

)n
.

Având ı̂n vedere Lema 6.1.1 s, i deoarece funct, iile e0, expµ s, i exp2µ formeaz un sis-

tem Chebyshev putem demonstra că operatorii Kα,β,µ
n f converg unfirom la funct, ii f ∈

C([0, 1]).

Teorema 6.1.2. (vezi Teorema 1 din [45]) Pentru f ∈ C([0, 1]) are loc convergent,a
uniformă pe [0, 1] a operatorilor Kα,β,µ

n f la funct,iile f.

În continuare, vom obt, ine un rezultat de aproximare pentru funct, ii ce apart, in unei
versiuni ponderate a spat, iilor Lp.

În cele ce urmează, prin Lpµ([0, 1]) ı̂nt,elegem spt, iul funct, iilor f cu proprietatea:

∥f∥p,µ =

{∫ 1

0

|e−µxf(x)dx|p
} 1
p

<∞.

De asemenea, se poate observa că dacă f ∈ Lpµ([0, 1]), atunci f ∈ Lp([0, 1]) s, i reciproc.

Teorema 6.1.3. (vezi Teorema 2 din [45]) Pentru f ∈ Lpµ([0, 1]) s, i n ∈ N, rezultă:

∥Kα,β,µ
n f∥p,µ ≤

((
1 +

β

n+ 1

)
e

µ
n+β+1 − 1

µ
n+β+1

) 1
p

∥f∥p,µ, (6.7)

s, i, ı̂n consecint,ă,
∥Kα,β,µ

n f∥p,µ ≤ Θµ,β∥f∥p,µ, (6.8)

unde Θµ,β =
((

1 + β
2

)
eµ−1
µ

) 1
p

. Mai mult,

∥Kα,β,µ
n f − f∥p,µ → 0, as n→ ∞. (6.9)

Observat, ia 6.1.4. (vezi Observat,ia 1 din [45]) Inegalităt,ile din Teorema 6.1.3 pot fi
rescrise folosind norma ∥ · ∥p, s, i de asemenea avem că:

∥Kα,β,µ
n ∥p ≤ eµΘµ,β . (6.10)

6.2 Teorema Voronovskaya

În această sect, iune vom demonstra o teoremă de tip Voronovskaya pentru a obt, ine rata de
aproximare a operatorilor nos,tri. În cele ce urmează, deoarece sistemul Chebyshev consi-
derat este {e0, expµ, exp2µ}, vom scrie funct, iile f ∈ C2([0, 1]) ca f(x) = (f◦lnµ)(expµ), x ∈
[0, 1] unde lnµ(x) = logeµ(x) este funct, ia inversă a expµ(x).

Pentru astfel de funct, ii, are loc următoarea formulă Voronovskaya.
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Teorema 6.2.1. (vezi Teorema 3 din [45]) Fie f ∈ C2([0, 1]). Următoarea limită existăS,

lim
n→∞

n(Kα,β,µ
n f − f)(x) =

[
−1

2
− α+ (1 + β + µ)x− µx2

]
(µf(x)− f ′(x)) (6.11)

+
x(1− x)

2
(f ′′(x) + µf(x)),

uniform pentru x ∈ [0, 1].

6.3 Estimări cantitative

În cele ce urmează vom oferi câteva caracterizări ale ratei de convergent, ă a operatorilor
nos,tri la funct, ii din C([0, 1]). Rezultatele se obt, in ı̂n termeni de K-functionale, definite pe
parcurs, modulul de ordinul ı̂ntâi de continuitate s, i modulul de ordinul doi de netezime.
Unele dintre aceste rezultate sunt obt, inute folosind echivalent,a dintre K-funct, ionale s, i
modulele ment, ionate.

Pentru a obt, ine estimările ment, ionate la ı̂nceputul acestei sect, iuni vom avea nevoie
de următorul rezultat auxiliar.

Lema 6.3.1. (vezi Lema 2 din [45]) Pentru y ∈ [0, 1] avem că

n∑
k=0

pn,k(y)

∣∣∣∣ k + α

n+ β + 1
− y

∣∣∣∣ ≤ Ωn,β , (6.12)

unde Ωn,β =

√
(β+1)2+n/4

n+β+1 .

Acum, putem afirma primul nostru rezultat cantitativ care implică modulul de conti-
nuitate de ordinul ı̂ntâi definit ca:

ω1(f, δ) = sup{|f(t)− f(x)|, t, x ∈ [0, 1], |t− x| < δ}, f ∈ C([0, 1]), δ > 0.

În acest scop, este valabilă următoarea teoremă.

Teorema 6.3.2. (vezi Teorema 4 din [45]) Fie f ∈ C([0, 1]). Atunci, pentru n ∈ N avem
că:

|Kα,β,µ
n f(x)− f(x)| ≤ |f(x)|

C1
α,β,µ

n
+ eµω1(exp

−1
µ f, τn) (6.13)

+eµω1

(
exp−1

µ f,
1√

n+ β + 1

){
1 +

1

2
√
n+ β + 1

+ Ωn,β

}
,

unde
τn = max

x∈[0,1]
|an+1(x)− x|, (6.14)

s, i C1
α,β,µ este o constantă care depinde α, β, µ.
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În continuare, vom obt, ine o estimare pentru aproximarea funct, iilor f ∈ Lp([0, 1]),
1 ≤ p <∞ folosind K-functionala:

K1(f, δ)p = inf
g∈C1[0,1]

{∥f − g∥p + δ∥g′∥∞}, δ > 0, 1 ≤ p <∞. (6.15)

Teorema 6.3.3. (vezi Teorema 5 din [45]) Fie f ∈ Lp([0, 1]), 1 ≤ p < ∞ s, i n ∈ N.
Atunci:

∥Kα,β,µ
n f − f∥p ≤

C1
α,β,µ

n
∥f∥∞ + eµ(Θβ,µ + 1)K1

(
f,

δα,βn

Θβ,µ + 1

)
p

, (6.16)

unde δα,βn = 1
2(n+β+1) +Ωn,β + τn s, i C1

α,β,µ este o constantă ce depinde de α, β s, i µ.

Acum, pentru a continua cu ultimul nostru rezultat, vom avea nevoie de următoarele
definit, ii ale K-funct, ionalei s, i modulului de netezime de ordinul doi ω2:

Kj(f, δ) = inf
g∈Cj([0,1])

{∥f − g∥∞ + δj∥g(j)∥∞}, f ∈ C([0, 1]), δ > 0, j = 1, 2,

s, i
ω2(f, δ) = sup

h∈[0,δ]

sup
x∈[0,1−h

2 ]

∣∣∆2
h(f, x)

∣∣ ,
unde ∆2

h(f, x) = f(x)− 2f(x+ h) + f(x+ 2h).
Este bine cunoscut că ı̂ntre aceste K-funct, ionale s, i ω1 s, i ω2 are loc următoarea relat, ie

(vezi [62]): Kj(f, δ) ≤ Cjωj(f, δ), f ∈ C([0, 1]), δ > 0, j = 1, 2, unde Cj sunt constante
ce depind de j.

Teorema 6.3.4. (vezi Teorema 6 din [45]) Fie f ∈ C([0, 1]). Atunci:

∥Kα,β,µ
n f − f∥∞ ≤ 2

C1
α,β,µ

n
∥f∥∞ + C∗

1ω1

(
f,

1

n

)
+ C∗

2ω2

(
f,

1√
n

)
, (6.17)

pentru n ∈ N unde C∗
1 s, i C∗

2 sunt constante ce depind de α, β, µ.
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7 Operatori Bernstein
Durrmeyer exponent, iali
În acest capitol, scopul nostru este de a obt, ine o variantă exponent, ială a operatorilor
Bernstein-Durrmeyer Mn din (5.1) similară cu varianta propusă de Angeloni s, i Costa-
relli ([18]) pentru operatorii exponent, iali Bernstein-Kantorovich din (2.10). Apoi vom
demonstra că aces,ti operatori satisfac teorema lui Korovkin, vom obt, ine un rezultat de
convergent, ă ı̂ntr-o versiune ponderată a normei pe spat, ii Lp, un rezultat asimptotic de
tip Voronovskaya, unele evaluări ale ordinului de aproximare folosind K-funct, ionale s, i
module de netezime s, i ı̂n final vom demonstra un rezultat de aproximare simultană.

Aceste rezultate au fost publicate ı̂n [44]:
S, . Garoiu, Exponential Bernstein-Durrmeyer operators, General Mathematics(2024),

Volume 32, no. 2, 84-97.

7.1 Definit, ia operatorilor s, i câteva observat, ii

Operatorii Bernstein-Durrmeyer sunt definit, i ca:

Mnf(x) = (n+ 1)

n∑
k=0

pn,k (x)

1∫
0

pn,k (t) f (t) dt, n ∈ N, f ∈ L∞([0, 1]).

După cum am ment, ionat la ı̂nceput, vom introduce o variantă exponent, ială a operatorilor
Mn definit, i după cum urmează:

M∗
nf(x) = (n+ 1)eµx

n∑
k=0

pn,k(x)

∫ 1

0

pn,k(t)f(t)e
−µtdt, f ∈ C([0, 1]), x ∈ [0, 1], n ∈ N,

(7.1)
unde µ > 0 este un parametru real.

În primul rând, avem următoarea observat, ie, care afirmă că operatorii nos,tri invariază
funct, ia exponent, ială expµ(x) = eµx, x ∈ [0, 1].

Observat, ia 7.1.1. (vezi Observat,ia 1 din [44]) Pentru x ∈ [0, 1] s, i n ∈ N avem că:

M∗
nexpµ(x) = (n+ 1)eµx

n∑
k=0

pn,k(x)

∫ 1

0

pn,k(t)dt = eµx
n∑
k=0

pn,k(x) = eµx.

Următoarea identitate are loc.

Observat, ia 7.1.2. (vezi Observat,ia 2 din [44]) Pentru f ∈ C([0, 1]), n ∈ N, x ∈ [0, 1]
avem că

M⋆
nf(x) = expµ(x)Mn(f exp−µ)(x). (7.2)
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Des, i operatorii nos,tri sunt construit, i ı̂ntr-un mod similar cu operatorii obt, inut, i de An-
geloni s, i Costarelli, din (2.10), pentru ei nu vom avea nevoie de modificarea argumentului
polinoamelor pn,k.

Vom reaminti definit, ia modulului de continuitate de ordinul ı̂ntâi

ω1(f, δ) = sup{|f(t)− f(x)|, |t− x| < δ x, t ∈ [0, 1], δ > 0}.

Pentru f ∈ C1([0, 1]) modulul de netezime de ordinul doi este definit ca

ω2(f, δ) = sup
h∈[0,δ]

sup
x∈[0,1−h

2 ]

∣∣∆2
h(f, x)

∣∣ ,
unde ∆2

h(f, x) = f(x)−2f(x+h)+f(x+2h) este diferent,a finită de ordinul doi a funct, iei
f, cu pasul h.

Folosind modulele de mai sus vom oferi câteva estimări cantitative privind gradul de
aproximare de către operatorii nos,tri. O altă astfel de estimare va fi dată folosind K-
funct, ionalele

Kj(f, δ) = inf
g∈Cj([0,1])

{∥f − g∥∞ + δj∥g(j)∥∞}, f ∈ C([0, 1]), δ > 0, j = 1, 2. (7.3)

s, i următaore relat, ie dintre Kj s, i ωj :

Kj(f, δ) ≤ Cjωj(f, δ), j = 1, 2

Cj este o constantă ce depinde de j (vezi [62]). Prin Cj([0, 1]) ne referim la spat, iul
funct, iilor având derivate de ordinul jth continue pe [0, 1] pentru j = 1, 2.

7.2 Rezultate de convergent, ă

Fie γi(x) = xi expµ(x), i = 0, 1, 2, x ∈ [0, 1]. Atunci, având ı̂n vedere următoarea lemă,
putem considera funct, iile γi, i = 0, 1, 2, ca funcţii test ce vor fi utilizate la verificarea
condiţiilor teoremei Korovkin pentru operatorii M∗

n.

Lema 7.2.1. (vezi Lema 1 din [44]) Mult,imea {γi(x)| i = 0, 1, 2, . . . , x ∈ [0, 1]} este
un sistem Chebyshev.

Pentru funct, iile test γ0, γ1, γ2 au loc următoarele rezultate.

Lema 7.2.2. (vezi Lema 2 din [44]) Următoarele identităt,i sunt adevărate:

M∗
nγ0(x) = γ0(x) = expµ(x), (7.4)

M∗
nγ1(x) =

n

n+ 2
γ1(x) +

1

n+ 2
γ0(x) (7.5)

M∗
nγ2(x) =

n(n− 1)

(n+ 2)(n+ 3)
γ2(x) +

n

(n+ 2)(n+ 3)
γ1(x) +

2

(n+ 2)(n+ 3)
γ0(x) (7.6)

As,adar putem demonstra următorul rezultat de convergent, ă.
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Teorema 7.2.3. (vezi Teorema 1 din [44]) Fie f ∈ C([0, 1]). Atunci M∗
nf converge

unfiorm la f pe [0, 1].

Mai departe, vom demonstra că operatorii nos,tri aproximează funct, ii apart, inând
spat, iilor Lp. Cu toate acestea, deoarece operatorii nos,tri sunt definit, i ca ı̂n (7.1) va
fi la ı̂ndemână să lucrăm cu o versiune ponderată a spat, iilor Lp, şi anume vom demonstra
convergenţa operatorilor M∗

n ı̂n spat, iul Lpµ([0, 1]).Având ı̂n vedere acest lucru, spunem că
o funct, ie f : [0, 1] → R apart, ine Lpµ([0, 1]) dacă f ∈ Lp([0, 1]) s, i

∥f∥p,µ =

{∫ 1

0

∣∣e−µtf(t)∣∣p dt} 1
p

<∞. (7.7)

Chiar dacă, f ∈ Lpµ([0, 1]) atunci f ∈ Lp([0, 1]) (s, i reciproc), alegerea spat, iului este
motivată de definit, ia operatorilor M∗

n.

Teorema 7.2.4. (vezi Teorema 2 din [44]) Fie f ∈ Lpµ([0, 1]). Atunci:

∥M∗
nf∥p,µ ≤ ∥f∥p,µ. (7.8)

Mai mult,
lim
n→∞

∥M∗
nf − f∥p,µ = 0. (7.9)

7.3 Teorema Voronovskaya

În această sect, iune vom găsi un rezultat de tip Voronovskaya pentru operatorii M∗
n. În

cele ce urmează prin C2([0, 1]) ne referim la spatiul functiilor continue pe [0, 1] care admit
derivată de ordinul 2 ı̂n x ∈ (0, 1).

Teorema 7.3.1. (vezi Teorema 3 din [44]) Dacă f ∈ C2([0, 1]) atunci, pentru x ∈ [0, 1]:

lim
n→∞

n(M∗
nf − f)(x) = [µ2x(1− x)− µ(1− 2x)]f(x) (7.10)

+[1− 2x− 2µx(1− x)]f ′(x) + x(1− x)f ′′(x).

7.4 Estimări cantitative

În această sect, iune vom oferi câteva estimări cantitative ale aproximării cu operatoriiM∗
n.

S, i anume, enunt, ăm următorul rezultat.

Teorema 7.4.1. (vezi Teorema 4 din [44]) Pentru f ∈ C([0, 1]), n ∈ N, x ∈ [0, 1] s, i
δ > 0, avem că

|f(x)−M⋆
nf(x)| ≤ eµx

[
1 +

(2n− 6)x(1− x) + 2

δ2(n+ 2)(n+ 3)

]
ω1 (f · exp−µ, δ) , (7.11)
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s, i

|f(x)−M⋆
nf(x)| ≤ eµx

[
|1− 2x|
δ(n+ 2)

ω1 (f · exp−µ, δ)

+

(
1 +

(2n− 6)x(1− x) + 2

2δ2(n+ 2)(n+ 3)

)
ω2 (f · exp−µ, δ)

]
, (7.12)

În consecint,ă,

∥f −M⋆
nf∥ ≤ 3

2
eµ · ω1

(
f · exp−µ,

1√
n

)
, (7.13)

s, i

∥f −M⋆
nf∥ ≤ eµ ·

[
1√
n
· ω1

(
f · exp−µ,

1√
n

)
+

5

4
ω2

(
f · exp−µ,

1√
n

)]
. (7.14)

În continuare, o altă estimare folosind ω1 se poate obt, ine după cum urmează.

Teorema 7.4.2. (vezi Teorema 5 din [44]) Fie f ∈ C([0, 1]). Pentru x ∈ [0, 1] s, i n ∈ N,
are loc:

|f(x)−M∗
nf(x)| ≤

(
e2µx +

1

2
eµx
)
ω1

(
f · e−µ·, 1√

n

)
. (7.15)

În cele ce urmează, vom obt, ine o estimare a gradului de aproximare, a funct, iilor
apart, inând C([0, 1]), ı̂n termeni de modulele ω1 s, i ω2 folosind K-funct, ionalele din (7.3)
s, i relat, ia dintre acestea s, i modulele ment, ionate.

Teorema 7.4.3. (vezi Teorema 6 din [44]) Dacă f ∈ C([0, 1]) s, i n ∈ N atunci:

∥M∗
nf − f∥∞ ≤ µ2eµ + 4µ

4n
∥f∥∞ +K1

n,µω1

(
f,

eµ(2µ+ 1) + 4

eµ(8n+ µ2) + 4µ

)
(7.16)

+K2
n,µω2

(
f,

√
eµ(2µ+ 1) + 4

eµ(8n+ µ2) + 4µ

)
,

unde K1
n,µ = C1

[eµ(8n+µ2)+4µ](µeµ+2)

2n[eµ(2µ+1)+4] s, i K2
n,µ = C2

e2µ(8n+µ2)+4µeµ

4n[eµ(2µ+1)+4] , cu C1 s, i C2 con-
stante.

7.5 Aproximare simultană

În cele ce urmează vom oferi un rezultat de aproximare simultană privind operatorii
nos,tri. Pentru a face acest lucru vom avea nevoie de derivata de ordinul r a operatorilor
M∗
n. Mai ı̂ntâi vom reaminti un rezultat care se datorează lui Derriennic (vezi [34]):

Lema 7.5.1. Fie f ∈ Cr([0, 1]). Atunci, pentru x ∈ [0, 1], n ∈ N:

dr

dxr
Mnf(x) =

(n+ 1)!n!

(n− r)!(n+ r)!

n−r∑
k=0

pn−r,k(x)

∫ 1

0

pn+r,k+r(t)f
(r)(t)dt. (7.17)
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În continuare, vom face următoarea notat, ie

Qn,jf(x) =
(n+ 1)!n!

(n− j)!(n+ j)!

n−j∑
k=0

pn−j,k(x)

∫ 1

0

pn+j,k+j(t)f(t)dt. (7.18)

Observat, ia 7.5.2. Avem că:

dj

dxj
(Mnf)(x) = Qn,jf

(j)(x). (7.19)

Din (7.18) putem vedea că operatorii Qn,j sunt liniari, pozitiv s, i că verifică urmatoarea
lema, demonstrată de Derriennic (see [34]).

Lema 7.5.3. Fie f ∈ C([0, 1]) o funct,ie. Atunci Qn,jf converge uniform la f.

Acum, putem enunt,a rezultatul principal al acestei sect, iuni.

Teorema 7.5.4. (vezi Teorema 7 din [44]) Fie f ∈ Cr([0, 1]) s, i s = 0, 1, . . . , r. Atunci:

lim
n→∞

ds

dxs
(M∗

nf) = f (s), (7.20)

uniform pe [0, 1].
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8 Concluzii
O mare parte a acestei teze se ocupă cu studiul problemelor din teoria aproximărilor
prin utilizarea unor serii de puteri de operatori. În acest sens, am obt, inut teoreme de
convergent, ă ale seriilor de puteri de s, iruri de operatori liniari s, i pozitivi ı̂n două contexte
diferite, unul bazat pe teoremele Voronovskaya s, i celălalt folosind C0-semigrupuri de ope-
ratori. În primul context am obt, inut s, i un rezultat privind iterat, iile operatorilor liniari
s, i pozitivi care s-a dovedit a fi o reprezentare explicită a teoremei Voronovskaya pen-
tru combinat, iile Micchelli de operatori liniari s, i pozitivi. Până acum, după cunos,tint,ele
noastre, nu există un astfel de rezultat, cu except, ia unei reprezentări part, iale a limitei
ı̂n Teorema Voronovskaya ment, ionată mai sus, dată doar pentru operatorii Bernstein. În
afară de aceasta, am studiat s, i teoremele Voronovskaya referitoare la o clasă de operatori
obt, inut, i prin serii geometrice de operatori Bernstein-Durrmeyer.

O altă direct, ie de cercetare abordată este studiul unor operatori obt, inut, i ca modificări
de tip exponent, ial ale operatorilor de tip Kantorovich s, i Durrmeyer. Această direct, ie este
legată de progresele recente ı̂n acest sens din literatura actuală pe această temă.

Subiectele abordate ı̂n această teză pot fi continuate cu mai multe studii ale seriilor de
puteri construite cu operatori liniari pozitivi, iar teza deschide cercetări ulterioare privind
legătura dintre C0-semigrupuri s, i probleme de aproximare s, i, de asemenea, generalizări
ulterioare ale unor clase de operatori obt, inute prin diferite modificări.
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[46] Ş. Garoiu, R. Păltănea, Generalized Voronovskaya theorem and the convergence of
power series of positive linear operators, J. Math. Anal. Appl., 531(2)(2), (2024).

[47] S, . Garoiu, R. Paltanea, The representation of the limit of power series of posi-
tive linear operators by using the semigroup of operators generated by their iterate,
Dolomites Research Notes on Approximation, 16(3), (2023), 39-47.

[48] I. Gavrea, M. Ivan, On the iterates of positive linear operators preserving the linear
functions, J. Math. Anal. Appl. 372, (2010), 366–368.

[49] I. Gavrea, M. Ivan, On the iterates of positive linear operators, J. Approx. Theory,
163, (2011), 1076–1079.



46

[50] H. Gonska, On the degree of approximation in Voronovskaya’s theorem, Studia Univ.
Babes-Bolyai, Mathematica, 52(3), (2007).

[51] H. Gonska, M. Heilmann, I. Ras,a, Convergence of iterates of genuine and ultras-
pherical Durrmeyer operators to the limiting semigroup: C2-estimates, J. Approx.
Theory, 160, (2009), 243–255.
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[89] D. D. Stancu, Asupra unei generalizări a polinoamelor lui Bernstein, Stud. Univ.
Babes -̧Bolyai Math., 14, (1969), 31–45.

[90] O. Szász, Generalization of S. Bernstein’s polynomials to the infinite interval, Journal
of Research of the National Bureau of Standards, 45, (1950).

[91] H. F. Trotter, Approximation of semi-groups of operators, Pacific J. Math., 8, (1958),
887–919.

[92] E.W. Voronovskaya, Determination de la forme asymptotique d’approximation des
fonctions par les polynomes de M. Bernstein. Dokl. Akad. Nauk SSSR, 79, (1932),
79-85.

[93] K. G. Weierstrass, U die analytische Darstellbarkeit sogenannter licher Funktionen
einer reellen Veranderlichen, Sitzungsber. Akad. Berlin, 2, (1885), 633-639.

[94] H.-J. Wenz, On the limits of (linear combinations of) iterates of linear operators, J.
Approx. Theory 89, (1997), 219–237.



49

Lista publicat, iilor
1. S, . Garoiu, A Voronovskaya type theorem associated to geometric series of Bernstein-

Durrmeyer operators, Carpathian Journal of Mathematics, 41(2), (2025).

2. S, . Garoiu, Exponential Bernstein-Durrmeyer operators, General Mathematics,
32(2), (2024), 84-97.

3. S, . Garoiu, Exponential Kantorovich-Stancu operators, Bull. Univ. Transilvania
Brasov, Ser. 3, Math. Comput. Sci., 5(67)(2), (2025), 127-144.
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