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1 Introducere
1.1 Domeniul tezei

Rezultatele originale care fac parte din aceasta teza reprezintd o cercetare in domeniul
matematic al teoriei aproximarii. Acest topic este de interes In cercetarea matematicii
deoarece multe alte domenii din matematica sunt strans legate de teoria aproximarii. De
exemplu, in analiza reala si complexa teoria generala a sirurilor si seriilor, dezvoltarile
asimptotice, moduli de netezime, K-functionale si convexitatea sunt fundamentale in stu-
diul procesleor de aprixomare. De asemenea, in teoria aproximarii sunt prezente aspecte
ale analizei functionale si teoriei operatorilor precum teoria abstracta a operatorilor liniari
si pozitivi impreuna cu teorema lui Korovkin, Cp-semigrupuri si altele. Teoria aproximarii
este legata de teoria probabilitatilor prin teoria generala a lui Feller si de teoria ecuatiilor
diferentiale prin proprietati speciale ale unor clase de operatori. Pe de alta parte, teoria
aproximadrii se ocupa de posibilitatea de a reduce obiectele matematice generale (cum ar
fi functiile) la clase mai simple de obiecte (cum ar fi polinoamele). Pe parcursul cercetarii
in matematica, aceasta abordare este fundamentala, ficand astfel din teoria aproximarii
un subiect de interes cu mare aplicabilitate.

Un moment semnificativ in dezvoltarea teoriei aproximarii ca domeniu de cercetare
distins in cadrul analizei matematice isi are inceputul cu celebrele teoreme ale celei mai
bune aproximari a lui Cebyshev si ale lui K. Weierstrass care, in secolul al XIX-lea,
a demonstrat aproximarea functiilor continue pe o multime compacta prin polinoame.
Teorema propusa de Weierstrass a fost demonstrata si de S. N. Bernstein care a introdus
celebrii operatori care ii poartd numele (acesti operatori au fost modificati ulterior de L.
V. Kantorovich si J. L. Durrmeyer pentru a aproxima si functiile integrabile). Ulterior,
bazele teoriei aproximarii ca subiect de cercetare In matematicd au fost consolidate in
continuare prin rezultate datorate lui Popoviciu, Bohman si Korovkin prin care functiile
continue pe multimi compacte pot fi aproximate prin operatori pozitivi si liniari, si anume,
acestia au demonstrat ca orice operator liniar si pozitiv care indeplineste anumite conditii
poate fi folosit in locul operatorului lui Bernstein.

In prezent, teoria aproximarii se preocupa de metode prin care se obtin operatori
liniari si pozitivi, pentru care teorema lui Korovkin poate fi utilizata pentru a verifica
daca acestia aproximeaza functii, estimari ale gradului de aproximare cu acesti operatori
care pot fi obtinute sub forma de estimari cantitative (si anume, rezultate in termeni de
module de netezime al ciror scop este masurarea netezimii), teoreme de tip Voronovskaya
(ce vor fi discutat ulterior). Rezultatele fundamentale in aceste directii se datoreaza lui
G. G. Lorenz, R. DeVore, F. Altomare, Z. Ditzian, V. Totik, H. Gonska, P. L. Butzer,
U. Abel si multi altii. Pentru o prezentare detaliata a acestui tip de rezultate, cartile
lui Lorentz si DeVore ([37]), DeVore ([36]), Altomare ([15]), Ditzian si Totik ([39]) pot fi
consultate.



1.2 Motivarea alegerii temei

Dupa cum am mentionat anterior, teoria aproximarii se preocupa de aproximarea proce-
selor dificile prin altele mult mai simple, care pot fi studiate cu usurinta si cu proprietati
similare cu proprietatile proceselor luate in considerare. O astfel de situatie poate fi ob-
servata in practica, de exemplu, in informatica unde un calculator are la dispozitie doar
operatiile de adunare si inmultire, asadar, estimarile numerelor irationale pot fi obtinute
de catre calculator doar daca foloseste aproximari care implica aceste doua operatii, adica
calculatorul poate face acest lucru folosind aproximaéri prin polinoame (de exemplu, po-
linomul lui Taylor, totusi in aceasta situatie apar dificultiti, deoarece nu toate functiile
sunt netede, multe fiind continue, Insa pentru a evita aceasta problema pot fi utilizati
operatori pozitivi si liniari, cum ar fi operatorii Bernstein si altii care vor fi prezentati
mai departe in teza).

In afard de aceasta, teoria aproximarii poate fi utila in teoria ecuatiei diferentiale unde
se pot determina solutiile unei probleme Cauchy daca exista teoreme care dau conditii in
care poate fi generat Cy-semigrupul asociat cu problema Cauchy. Totusi, aici exista un
dezavantaj, deoarece aceste teoreme nu ofera o forma explicita a Cy-semigrupul. In teoria
aproximarii aceasta problema este rezolvata prin teoreme care genereaza Cp-semigrupul si
oferd, de asemenea, o aproximare a acestuia prin iteratii ale operatorilor liniari si pozitivi
care genereaza semigrupul, permitand astfel studierea proprietatilor Cy-semigrupului prin
analiza proprietatilor operatorului care il aproximeaza.

Alte motivatii ale alegerii acestui domeniu de cercetare sunt reprezentate de legatura
dintre teoria aproximarii si analiza functionald (deoarece multe concepte din analiza
functionala pot fi folosite in teoria aproximarii precum: spatii Banach, principiul marginirii
uniforme, etc.) iar mai recent existd o legdtura intre Inteligenta Artificiala si teoria apro-
ximarii deoarece retelele neuronale pot fi vazute ca un operator de aproximare.

1.3 Structura tezei

Aceasta teza este impartita in sapte capitole. In cel de-al doilea capitol, cu titlul Prelimi-
narii, prezentam notatiile utilizate de-a lungul tezei si rezultatele din literatura, obtinute
de alti cercetatori din acest domeniu, care au fost cele mai relevante in dezvoltarea tezei,
cum ar fi operatori utilizati in teoria aproximarii si proprietati ale acestora, module de
netezime, teoreme de tip Voronovskaya, aspecte din teoria Cp-smemigrupurilor si o scurta
recapitulare a rezultatelor despre seriile geometrice de operatori liniari si pozitivi. Aceste
rezultate preliminare fac toate parte din Bibliografie si sunt citate ori de céte ori sunt
mentionate pe parcursul tezei.

This thesis is divided in seven chapters. In the second chapter, with the title Preli-
minaries, we present the notations used throughout the thesis and results din literature,
obtained by other researchers in this field, such as operators used in approximation the-
ory and theorems regarding them, moduli of smoothness, Voronovskaya theorems, Cp-
smemigroups and Geometric series of positive and linear operators, which were the most
relevant to developing the original results contained in this thesis. These preliminary
results are all part of the References and they are cited whenever they are mentioned
throughout the thesis.



Cel de-al treilea capitol, Teorema Voronovskaya generalizatd si convergenta seriilor de
puteri de operatori liniart st pozitivi, este dedicat obtinerii de noi operatori de aproximare
care sunt construiti ca serii de puteri de operatori liniari si pozitivi mai generale (deci poate
fi vazut ca o generalizare a rezultatelor existente privind seria geometrica de operatori
liniari si pozitivi din [1, 4, 80] si altele mentionate pe parcursul tezei). Tot in acest
capitol am obtinut o generalizare a teoremei Voronvsakya dénd o forma explicitd a limitei
utilizate 1n astfel de teoreme. Aceste rezultate fac parte din articolul original Generalized
Voronovskaya theorem and the convergence of power series of positive linear operators, J.
Math. Anal. Appl., 531 (2024), Issue 2, Part 2.

In capitolul al patrulea, Reprezentarea limitei seriilor de puteri de operatori liniari
st pozitivi prin utilizarea semigrupului de operatori generati de iteratiile acestora, am
obtinut o caracterizare a unei serii generale de puteri de operatori liniari si pozitivi prin
utilizarea Cp-semigrupului generat de iteratele operatorilor liniari si pozitivi apartinand
unei anumite clase. Acest rezultat poate fi gdsit in articolul original: The representation
of the limit of power series of positive linear operators by using the semigroup of operators
generated by their iterates, Dolomites Research Notes on Approximation (2023), 16(3),
39-47.

In capitolul al cincilea, O teorema de tip Voronovskaya asociatd unor serii geome-
trice de operatori Bernstein - Durrmeyer, am a obtinut o teorema Voronovskaya pentru
operatorii obtinuti de U. Abel in [1] care sunt seriile geometrice asociate operatorului
Bernstein-Durrmeyer. Aici principalele dificultati au fost cauzate de spatiul de functii pe
care a fost studiat acest operator, spatiu rar intalnit in teoria aproximarii. Aceste rezul-
tate fac parte din articolul original: A Voronovskaya type theorem associated to geome-
tric series of Bernstein-Durrmeyer operators, Carpathian Journal of Mathematics(2025),
41(2).

In capitolul al saselea si al saptelea am obtinut variante exponentiale ale operatorilor
Kantorovich-Stancu si ale operatorilor Bernstein-Durrmeyer avand ca model constructia
datad in [18]. In ceea ce priveste acesti operatori am obtinut rezultate de aproximare
folosind teoremele Korovkin si prin studierea normei acestor operatori pe o versiune pon-
derata a saptiilor LP, apoi am obtinut rezultate asimptotice si estimari cantitative. De
asemenea, am obtinut si rezultate cantitative folosind relatia dintre K-functionale si mo-
dulele de netezime (relatie data in [62]). Aceste capitole fac parte din articolele originale:
Ezponential Bernstein-Durrmeyer operators, General Mathematics(2024), Volume 32, no.
2, 84-97 si Ezxponential Kantorovich-Stancu operators, Bull. Univ. Transilvania Brasov,
Ser. 3, Math. Comput. Sci., 5(67), 2025, no. 2, 127-144.

1.4 Rezultate originale obtinute in teza

In timpul studiilor mele de doctorat, cercetarea pe care am realizatt-o este cuprinsa in
urmatoarele articole originale:

1. Generalized Voronovskaya theorem and the convergence of power series of positive
linear operators

Aici scopul nostru a fost mai intéi sa obtinem o versiune generalizata a teoremei Vo-
ronovskaya sub forma limitei n®*(L,, — I)°f, s € N, unde L,, sunt anumiti operatori



liniari si pozitivi. In mod echivalent, aceasta este o forma explicita a teoremei Vo-
ronovskaya pentru combinatiile Micchelli de operatori. Apoi, aplicam acest rezultat
pentru a obtine limita anumitor serii de puteri de operatori liniari si pozitivi.

2. The representation of the limit of power series of positive linear operators by using
the semigroup of operators generated by their iterates

In aceastd lucrare, scopul nostru a fost de a oferi o caracterizare a limitei serii-
lor de puteri de forma B, > p—(Ls)*, n € N, unde B, € R prin utilizarea Cp-
semigrupurilor generate de iteratiile operatoriilor (L, ),, n € N, care apartin unei
anumite clase. Acest rezultat a fost obtinut prin utilizarea structurii proprii atat a
operatorilor, cat si a Cy-semigrupului.

3. A Voronovskaya type theorem associated to geometric series of Bernstein - Durr-
meyer operators

In acest articol am obtinut un rezultat asimptotic privind convergenta operatorilor
P, = %ZZOZO M,, n € N, unde M, sunt bine cunoscutii operatori Bernstein-
Durrmeyer si P, sunt seria geometrica de operatori asociata acestui operator. Di-
ficultatea obtinerii acestui rezultat a fost cauzata de alegerea spatiului pe care am
lucrat, si anume, un subspatiu al L°°, care este rar intalnit in teoria aproximarii.

4. Ezponential Kantorovich-Stancu operators

Aici am introdus o variantd exponentiala a operatorilor Kantorovich-Stancu. In
ceea ce priveste acesti operatori, demonstram ca ei verifica conditiile teoremei lui
Korovkin si, de asemenea, ca ei aproximeaza functii dintr-un spatiu LP ponderat.
Mai mult, vom obtine o teorema de tip Voronovskaya si cateva estimari cantitative
ale aproximarii folosind modulul de continuitate de ordinul intdi. De asemenea,
vom demonstra cateva estimari privind aproximarea functiilor dintr-un spatiu LP
ponderat folosind K-functionalele de ordinul unu si doi. In final, vom obtine o esti-
mare care implica modulul de continuitate de ordinul intai si modulul de netezime
de ordinul doi folosind relatia de echivalenta dintre aceste module si K-functionalele
corespunzatoare.

5. Ezponential Bernstein-Durrmeyer operators

In acest articol am introdus o variant exponentiala a operatorilor Bernstein-Durrmeyer.
In ceea ce priveste acesti noi operatori obtinem niste rezultate de convergenta, o
teorema de tip Voronovskaya si cateva estimari cantitative folosind modulul de con-
tinuitate de ordinul intai si modulul de netezire de ordinul doi si apoi relatia dintre
acestia si K-functionale. De asemenea, studiem proprietatile lor de aproximare
simultana.

1.5 Diseminarea rezultatelor

Rezultatele enumerate in sectiunea anterioara au fost publicate in diverse jurnale de
specialitate din cercetarea In matematica si unele dintre ele au fost prezentate in cadrul
unor conferinte internationale de teoria aproximarii.



. In cadrul editiei din 2022 a conferintei ” Functional Analysis, Approximation Theory
and Numerical Analysis”, desfasurata la Matera, Italia, 5-8 Tulie 2022, a avut loc
prelegerea: Despre convergenta serii de puteri ale operatorilor liniari pozitivi.

De asemenea, in numéarul special dedicat acestei conferinte am publicat al doilea
articol:

S. Garoiu, R. Paltanea, The representation of the limit of power series of posi-
tive linear operators by using the semigroup of operators generated by their iterate,
Dolomites Research Notes on Approximation (2023), 16(3), 39-47.

Acest articol a fost realizat in colaborare cu indruméatorul meu Prof. Dr. Radu
Paltanea.

. In timpul celei de-a paisprezecea editii a ”International Conference on Approxima-
tion Theory and Applications”, tinuta in Sibiu, Romania, 12-14 Septembrie 2022,
am sustinut comunicarea: Voronovskaya type results for geometric series of Durr-
meyer operators, legata de al treilea articol din sectiunea anterioara.

. In timpul celei de-a patra editii a

International Conference on Mathematics and Computer Science, tinuta in Brasov,
Romaénia, 15-17 Septembrie, 2022, am tinut comunicarea: On the convergence of
power series of positive linear operators

De asemenea, am publicat urmatorul articol realizat in colaborare cu Prof. Dr.
Radu Paltanea:

S. Garoiu, R. Paltanea, Generalized Voronovskaya theorem and the convergence
of power series of positive linear operators, J. Math. Anal. Appl., 531 (2024), Issue
2, Part 2.

. In timpul celei de-a cincea editii a International Conference on Mathematics and
Computer Science, held in Brasov, Romaéania, 13-15 Tunie, 2024, am tinut prele-
gerea: A Voronovskaya type theorem associated to geometric series of Bernstein -
Durrmeyer operator

De asemenea, am publicat urmatorul articol:

S. Garoiu, A Voronovskaya type theorem associated to geometric series of Bernstein-
Durrmeyer operators, Carpathian Journal of Mathematics(2025), 41(2),

. Alte articole publicate:

S. Garoiu, Ezponential Bernstein-Durrmeyer operators, General Mathematics(2024),
Volume 32, no. 2, 84-97,

S. Garoiu, FEzponential Kantorovich-Stancu operators, Bull. Univ. Transilvania
Brasov, Ser. 3, Math. Comput. Sci., 5(67), 2025, no. 2, 127-144.



1.6 Multumiri

In primul rand, as dori sa-mi exprim recunostinta pentru sprijinul si contributia nepretuita
la dezvoltarea mea ca cercetator in etapa de doctorat consilierului meu prof. dr. Radu
Paltanea care mi-a raspuns la fiecare intrebare pe care am avut-o si mi-a oferit indrumarea
si asistenta ori de cate ori a fost nevoie.

In al doilea rand, as dori sa multumesc Departamentului de Matematica si Informa-
tica a Universitatii Transilvania din Brasov si, de asemenea, Universitatii mele pentru
sprijinirea fiecarei iesiri la conferinte din strainatate si, de asemenea, pentru facilitarea
procedurii de cercetare.

Nu in ultimul rand, as dori s& multumesc mult familiei mele pentru sprijinul si
incurajarea neconditionata de-a lungul acestor ani.
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2 Preliminarii

2.1 Notatii si rezultate de baza

3

In primul rand, vom prezenta notatiile folosite in teza.

Fie N={1,2,...} si Ng = NU {0}.

Prin C([a,b]) ne referim la spatiul Banach al functiilor f : [a,b] — R continue pe un
interval [a, b], care este inzestrat cu nomra supremum || f|| = maxgepq 4 |f(2)]. De aseme-
nea, C*([a,b]), k € N, reprezints spatiul functiilor continue pe [a,b] ce admit derivate de
ordinul £** iar prin B([a,b]) notam spatiul functiilor marginite pe [a, b].

Apoi, LP([0,1]), 1 < p < oo reprezintd multimea functiilor p-integrabile, inzestrat cu

norma || f]|, = {fol |f(a;)dx|p}5 . Are loc f € L?([0,1]) daci || f]l, < o
Multimea II reprezintd spatiul polinoamelor, iar pentru j € Ny, prin II; notam spatiul

polinoamelor de grad cel mult j. Functiile monomiale vor fi e;(x) = 27, 5 € No, x €0,1].
Din aceste multimi de polinoame vom avea nevoia de functia:

Y(z)=x(1l —z), z €[0,1]. (2.1)
In continuare, vom prezenta cateva dintre principalele rezultate din literatura actuala in
teoria aproximarii care fac parte din topic-ul tezei cu teza.

Definition 2.1.1. Fie X un spatiu de functii. Prin operatori pozitivi si liniari intelegem
operatori L : X — X care satisfac:

1. Lf >0 pentru f € X si f >0,
2. L(af + Bg) = a(Lf) + B(Lg), oricare ar fi f, g€ X sia, § €R.

Pentru L, un operator liniar si pozitiv prin L¥ = Lo---o L, k € Ny, cu Ly = I unde
S —
k-times
I este operatorul identitate, notdm iteratiile de ordinul % ale lui L.
In continuare, vom face urmatoarea notatie pentru momentele si pentru momentele
absolute ale operatorilor L:

mi(z) = (L(er —weo))(x), (2.2)
M;(x) = (Llex — zeol’) ().
Vom nota cu DL, j =0,1,2..., derivata de ordinul j** a operatorului L.

Este bine cunoscut faptul ca operatorii pozitivi si liniari joacd un rol important in teo-
ria aproximarii, S. N. Bernstein a demonstrand ca functiile continue pe intervale compacte
pot fi aproximate prin polinoame (teorema Weierstrass) folosind astfel de operatori. Un
alt motiv pentru care operatorii liniari pozitivi sunt studiati intens este celebra Teorema
Korovkin (see [66], [67]).

Teorema 2.1.2 (Korovkin). Fie Y un subsptiu liniar al lui X $i L, : Y — X un sir de
operatori liniari si pozitivi. Dacd functiile g, ¢1,p2 € Y N C([0,1]) formeaza un sistem
Chebyshev pe [0,1] si dacd

lim L,p; = p;, uniform pentrui=0,1,2, (2.4)
n—oo
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atunci
li_>m L, f = f, uniform pentru orice f € Y N C([0,1]). (2.5)

Un sistem Chebysev de ordin I 4+ 1 este o multime de functii ¢, ..., € C([0,1])
pentru care combinatia liniara ¢ = Z?:o ajpj, unde p <1 siag,...,a, € R, are cel mult
I radéacini pe [0,1]. Pentru mai multe rezultate legate de Toerema lu Korovkin se pot
consulta: [13], [14], [23] and [83].

In literatura, exista o multime de operatori liniari pozitivi care verifica teorema lui
Korovkin. Ii vom aminti doar pe cei care vor apéarea in aceasta teza. Un prim exemplu este
operatorul obtinut de Bernstein (vezi [28]) cand a demonstrat Teorema lui Weierstrass
([93]) legata de aproximarea pe compacte, si anume operatorul B,, denumit dupa el:

) = mek (z) f (:) ,neN, ze[0,1], feC(0,1]), (2.6)
k=0

unde

Pk () = (Z) 2" (1—2)"", pentru0 <k <n, (2.7)

si pn.k (x) = 0 pentru k > n. Acesi operatori au fost studiati in detaliu in: [30], [68],
[38], etc. De asemenea, sunt prezente o multime de generalizari ale acestor operatori.
Mentionam operatori Stancu (vezi [89]) B*#, obtinuti pentru functii f € C([0,1])

(B2A f) ank <kig> neN, zeo,1], fec(o,1]), (2.8)

unde 0 < o < .
Operatorii B,, pot fi modificati astfel incat f € L([0, 1]), asadar ajungand la operatorii
Kantorovich ([64]):

+1

(Ko f)(@) = (n+1) ank f)dt, z € 10,1, fe L'([0,1]). (2.9)

n+1

Aici, deoarece sunt relevantsi pentru teza noastra, vom mentiona varianta exponentiala
a operatorilor X,, introdusa de Angeloni si Costarelli in [18]:

o B
) =3 e pp i (ansa(2))(n + 1) / F(t)eHdt, (2.10)
= -
’%—1

sunt functii crescatoare,

\‘;

unde p > 0, f € C([0,1]) z € [0,1], n € N, si a,(z) := ¢

[
continue si convexe pe [0, 1] pentru care a,,(0) = 0 si an(l) =

3
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2.2 Module de netezime
2.3 Teoreme de tip Voronovskaya

2.4 (y-semigroupuri de operators si approximarea lor

Aceasta sectiune este dedicatd studiului Cp-semigrupurilor si modului in care acestea
pot fi aproximate prin iteratii ale proceselor de aproximare. Aici, amintim cateva dintre
lucrarile efectuate in [15] si altii.

2.4.1 C(Cy-semigrupuri

Fie K cadmpul numerelor reale R sau al numerelor complexe C. Vom nota cu (E, || - ||)
un spatiu Banach si prin £(FE) spatiul operatorilor liniari si marginiti definiti pe E. Prin
inzestrarea spatiului £(F) cu norma supremum:

Bl := sup [[B(f)I, B € L(E),
fE€E
llflI<1
se obtine ca (L(E),| - ||) este de asemenea un spatiu Banach.

Definition 2.4.1. Fie (T'(t))i>0 € L(E). Familia (T(t)):>0 este un semigrup de operatori
marginti pe E daca:

1. T(0) = I, unde I operatorul identitate pe E,
2. T(t+s)=T@{)T(s) oricare ar fi s,t >0, st T(t)T(s) =T(t) o T(s).

Un semigrup (T'(t))i>0 este un Cy-semigrup (semigrup puterni continuu) dacd, oricare ar
fito >0 si pentru o functie f din E, pe (E,| -||) are loc:

lim T(t)(f) = T(to)(f).

t—ts

Fie (T'(t))i>0 un Cop-semigrup pe (E, | -|) si (4, D(A)) un operator liniar pe E, unde:

A(f) == tlir(% %, oricare ar fi f € E. (2.11)
si D(A) domeniul lui A definit ca
D(A) = {f €r |3 lim % € E} . (2.12)

Atunci, (A, D(A)) este generatorul Cp-semigrupului (T'(t));>0-
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2.4.2 Aproximare Cj-semigrupurilor

In cartea scrisi de Altomare si coautorii sii ([15]) existd o revizuire extinsa cu privire la
unele teoreme care dau conditii necesare si suficiente in care un operator liniar (A, D(A))
pe un spatiu Banach (E, ||-||) sa fie generatorul unui Cy-semigrup (T'(t))>0. Dezavantajul
acestor teoreme de generare este ca nu ofera o forma explicita a Cp-semogrupului, deci nu
ofera nicio informatie despre semigrup. Prin urmare, in teoria aproximarii exista rezultate
care nu numai ca dau conditii in care un operator adecvat este generatorul unui Cjy-
semigrup, dar, de asemenea, ofera mijloace de aproximare a semigrupului prin utilizarea
iteratiilor operatorilor liniari, permitand astfel studierea proprietatilor semigrupurilor prin
studierea proprietatilor operatorului care 1i aproximeaza.
Un prim astfel de rezultat este Teorema lui Trotter (see [91])

Teorema 2.4.2 (Trotter). Pe spatiul Banach (E,||-||) fie (Ln)n>1 un sir de operatori lini-
ari st marginiti iar (p(n))n>1 un sir de numere reale pozitive astfel incit lim, o, p(n) = 0.
Se presupune ca exista M > 1 si w € R pentru care

1Ly < Me? Mk ko > 1, (2.13)

unde LE este iteratia de ordinul K al lui L,,. Fie (A, D(A))un operator liniar pe spatiul
Banach (E, || -||) definit ca:

A(f) = im 2L p e D) (2.14)
cu domeniul:
D(A) == {g € B |3 lim an?n—)g}_ (2.15)

Daca urmadtoarele conditii sunt satisfacute:
(i) D(A) este o submultime densd in E;
(i) (A — A)(D(A)) este o submultime densd in E pentru A > w;

atunci, inchiderea lui (A, D(A)) este generatoarea Cy-semigrupului (T'(t))i>0, cu pro-
prietate cd pentru orice t > 0 si pentru orice sir de numere naturale (k(n))p>1 cu
lim,,—, o k(n)p(n) =t are loc limita:

lim LK™ f = T(t)(f), f € E. (2.16)

n— oo

Mai mult, pentru orice t > 0, ||T(t)|| < Me“*.

2.5 Serii geometrice de operatori liniari si pozitivi

Intrucat una dintre preocuparile principale ale acestei teze este studiul seriilor generale
de puteri de operatori liniari si pozitivi, vom aminti o parte din literatura de specialitate
existenta 1n aceasta directie, si anume vom prezenta un scurt rezumat al rezultatelor din
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(3], [4], [78] si [80] care sunt relevante pentru continutul tezei.

Unul dintre primele studii asupra seriei geometrice de operatori liniari si pozitivi se
datoreaza lui Paltanea, vezi [78]. Si anume, el a studiat proprietétile serie geometrica
asociatd operatorilor Bernstein B,,. In [78], autorul a introdus operatorii

3 (Bn)*, (2.17)
k=0

A, =

SEES

unde B sunt iteratiile de ordinul k ale B,. Este cunoscut ca itertiile B¥ (studiate in
[2, 5, 31, 32, 55, 65, 74, 75, 85]) pot fi mereu definite, insi, sunt cazuri cind operatorii A4,
nu sunt bine definite, de exemplu dacé se iau in considerare valorile proprii ale B,, (date
in [33]). Prin urmare, este necesara o selectie atentd a spatiului care poate fi domeniul
de definitie al acestor operatori. In acest sens, in [78] autorul a demonstrat cd operatorii
A, din (2.17) sunt bine definiti pe spatiul:

$C([0,1]) := {f[Fg € C([0,1]), f =g}, (2.18)

unde ¢(x) = z(1—x), z € [0,1]. Mai mult, spatiul ¥/ C([0, 1]) poate fi inzestrat cu norma:

1fllw = llgll, f € C([0,1]), (2.19)

si (¥C([0,1]), ] - ||) este un spatiu Banach (se poate observa ca convergenta in raport cu
norma || - ||, implicd si convergentd in raport norma obisnuitd || - ||).

Pentru orice functie f € B([0,1]) N C((0,1)) si = € [0,1], in [4], urm&torul operator a
fost definit:

x x

F(f)(x) == (1—x)/tf (t) dt—i—x/(l—t)f(t)dt, (2.20)

0 0
si a fost demonstrat ca F(f) € ¥C([0,1]) N C?(0,1) si ci are loc identitatea:

(F(f)())" =~f(x), feB(0,1])nC((0,1)), z €[0,1]. (2.21)

In lucrarea [78], R. Piltinea a demonstrat urmatorul rezultat:
Tim [ A () — 26(F)]l, = 0. f € wC(,1]), (2.22)

insd, aici o versiune putin modificata a F(f) in sensul ci operatorul a fost definit pentru
functii f € C([0,1]) in loc de f € B([0,1]) N C((0,1)). Pe urma, in [3] convergenta
operatorilor A, a fost studiatd pe un subspatiu mai general al C([0,1]), si anume, pe
spatiul

Co([0,1]) := {f € C([0,1])] f(0) =0, f(1) = 0}. (2.23)

si un rezultat similar cu cel din (2.22) a fost obtinut folosind valorile proprii ale B,,.

O generalizare a operatorilor A4, a fost introdusi de Abel et al. ([4]), si anume, in
formula (6.1) operatorii B,, au fost inlocuiti cu operatori liniar si pozitiv L,, apartinind
unei clase generale de operatori. Daca notam prin G, seria geometrica atasata acestor
operatori L, atunci ([4]): nhﬂn;o |G, (f) —2G(f/¥)ll, = 0, pentru functii f din spatiul



15

Cy[0,1] = {f : C([0,1]) — C([0,1]) : 3¢ € B[0,1]NnC(0,1), f = 1g} care impreuna
cu norma ||-||,, formeazd un spatiu Banach. Operatorii A, au fost studiatt si pe spatiul
Cpl0,1] = {f € C(]0,1]) : f(0) = f(1) = 0} inzestrat cu norma supremum uzuald, in
lucrarea [80]. Acolo s-a obtinut o teoreméd Voronovskaya.

Studii suplimentare asupra operatorilor de aproximare definiti ca serii geometrice de
operatori liniari si pozitivi au fost realizate in lucrarea [4]. Acolo autorii au considerat
operatorul

GL=)Y L (2.24)
k=0

care este seria geometrica asociata unui operator liniar si pozitiv L : X — X, unde X este
un subspatiu liniar al C ([0, 1]) si L* sunt iteratiile de ordinul k, k > 1, ale lui Lsi L® = I, T
fiind operatorul identitate. Ca si inainte, iteratiile lui L pot fi intotdeauna definite (pentru
mai multe studii privind iteratiile operatorilor liniari pozitivi vezi [48, 49, 51, 63, 94]),
totusi pentru ca operatorul G sa fie bine definit trebuie ficutd o alegere adecvata a
domeniului de definitie. Domeniul, considerat de autori in [4] a fost spatiul:

Cy([0,1]) :==A{f : [0,1] = R[3g € B([0,1]) n C((0,1)) : f = ¥y}, (2.25)

inzestrat cu norma:

[flly == sup » [ e Cy([0,1]). (2.26)

z€(0,1) w(ﬂf)

De observat ca:
Cy([0,1]) ={f € C([0,1])] 3M > 0: |f(z)| < M¥p(z),z € [0,1]}. (2:27)

De remarcat cd (Cy([0,1]),]-]l) este un spatiu Banach si convergenta in raport cu norma
|| - || implica si convergenta in raport cu norma supremum uzuala || - ||. De asemenea,
Cy(]0,1]) este o extindere a spatiului ¥ C([0, 1]).

Mai departe, Abel et al. au demonstrat in [4] c& dacid L : C([0,1]) — C([0, 1])sunt
operatori apartinand unei clase A, de operatori liniari si pozitivi (vezi mai jos definitia
acestel clase de operatori), atunci operatorul G, este bine definit pe Cy ([0, 1]).

Avem ca L € A dacd L sunt operatori liniari si pozitivi care indeplinesc urmatoarele
conditii (vezi Definitia 1 din [4]):

1. L preserve linear functions;
2. [[Llly <15
3. L # By, where B is the Bernstein operator for n = 1.

In continuare, a fost demonstrat ca dacd (L, )nen este un sir de operatori pozitivi si liniari
astfel incat L, € A, n € N atunci pentru orice f € B([0,1]) N C((0,1)) urmatoarea limita
este valabila In anumite conditii (vezi teorema 2, [4]):

i lan G () — 2F (f) = 0. (2.28)

unde G,, = G, v, este un factor de normalizare (dat in relatia (11) din [4]) si F/(f) este
de forma din (2.20), F(f) € ¥»C([0,1]) N C?((0,1)).
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Pe urma, in [80], a fost demonstrat c& operatorul G, este bine definit pe spatiul
Cy([0,1]), dat n (2.23). Mai mult, pe acest spatiu un rezultat de convergenta (in raport
cu norma pe spatiului Cy([0, 1])) similar cu cel din (2.28) are loc si s-a obtinut o teorema
Voronovskaya.

De remarcat ca intre cele trei spatii considerate ca domeniu de definitie al operatorilor
G, urmatoarea relatie este adevarata in raport cu norma supremum || - ||:

PC([0,1]) = Cy([0,1]) = Co([0,1]), (2.29)

unde A reprezinta inchiderea multimii A.
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3 Teorema Voronovskaya gene-
° (W] ° o0
ralizata si convergenta seriilor de
) L] L] ) L] L]
puteri de operatori liniari si po-
[ ] ] [ ]
z1t1v1
In acest capitol vom obtine serii de puteri de operatori liniari si pozitivi mai generale
decét cea introdusd de Abel, Ivan si Paltanea in lucrarea[4], care, asa cum am mentionat
in capitolul anterior, este o serie geometrica de operatori liniari si pozitivi. In aceasta
directie am obtinut o teorema Voronovskaya generalizata si unele rezultate de convergenta
privind operatorul definit ca serie de puteri mentionat mai sus. Aceste rezultate au fost
publicate in lucrarea [46]: §. Garoiu, R. Paltanea, Generalized Voronovskaya theorem
and the convergence of power series of positive linear operators, J. Math. Anal. Appl.,

531 (2024), Issue 2, Part 2.
Fie B, : C([0,1]) — C([0,1]) operatorii Bernstein:

(B.1)@) = Y sl (£)  me N,z e 0.1 7 € OO,
k=0

n

unde polnoamele p,, ;, sunt definite astfel:

Dni(T) = <Z)xk(1 —x)"k 0<k<n, zel01]

Teorema Voronovskaya in norma supremum esteS

lim
n— o0

n(Buf ~ f) — 5of|| =0, for f € C2(0,1]). (31)

Exista o vasta literatura privind rezultatele de tip Voronovskaya pentru diversi operatori,
din care amintim doar lucrarea [52], in care limita este datd intr-o form& mai puternici,
folosind o norma ponderata.

Unul dintre obiectivele acestui capitol este de a da o generalizare a teoremei Vorono-
vskaya prin furnizarea unei forme explicite a limitei lim,, o n*(L, — I)°, s € N, unde
operatorii L,, apartin unei clase generale de operatori liniari pozitivi. Acest rezultat este
echivalent cu teorema Voronovskaya explicita pentru combinatiile Micchelli de operatori
L,, date de I — (I — L,,)*, definite in [71]. In cazul operatorilor Bernstein, o reprezentare
partiald a limitei a fost datd de Agrawal [6].

Pe de alta parte, acest rezultat va juca un rol esential in studiul limitei serii de putere
a operatorilor. Un caz particular al seriei de puteri este dat de seria geometrica, care
a fost singura luata in considerare pana acum. Seria geometrica a unui sir de operatori
L,, n=0,1...is given by > p-(L,)". Dupd cum a fost mentionat in Sectiunea 2.5
aceasta serie geometricd nu este definitd pentru toate functiile din C([0, 1]), ca de exemplu,
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pentru functiile proprii ale L,,. Prin urmare, este necesara o slectie adecvata de subspatii
ale C(]0,1]). Din Sectiunea 2.5 un prim spatiu care poate fi luat in considerare este
subspatiul ¥ C([0, 1]) definit in (2.18), si Inzestrat cu norma || - ||, datd in (2.19).

Amintim c in [78], a fost demonstrat ci operatorul A,, = (1/n) >_p—,(Bn)", este bine
definit pe sptiul ¥ C([0,1]) si

T | 4a(f) = 2F (/) = 0, | € $C(0,1)), (3.2)

unde F(f) este dat in (2.20).

O altd demonstrasie a relatiei (3.2) bazata pe structura proprie a operatorilor B, a
fost data in [3].

In lucrarea [4] s-a obtinut un rezultat analog pentru operatori A,,, construit pornind
de la operatori mai generali decat B,, pe spatiul Cy([0,1]). Au fost date si alte versiuni
si generalizari ale seriei geometrice de operatori in lucrarile [1], [4], [56], [84], [10] si [80].

Mentiondm cé [4] s-a obtinut o teorema Voronovakaya inversd. Anterior, o teorema
Voronovakaya inversa a fost obtinuta prin altd metoda in [16].

Un alt obiectiv al acestui capitol este de a lua in considerare serii de puteri de operatori
liniari si pozitivi mai generale de forma

> Buk(Ln)®, Bk €R, (3.3)
k=0

unde operatorii L,, sunt definiti pe spatiul Cy([0,1]) iar apoi de a studia convergenta
acestor serii de puteri.

3.1 Teorema Voronovksaya generalizata

Pentru 5 € Ny, vom nota:

o = [fﬂ , (3.4)

unde [a] este partea intreagd a lui a. Apoi C°°([0,1]) reprezintd spatiul functiilor f :
[0,1] — R care admit derivatd de orice ordin pe [0, 1].

Fie (Ly)nen un sir de operatori liniari si pozitivi. Pentru n € N, j € Ny, = € [0,1],
vom nota

mi(z) = (Lu(er —weo))(x),
M (z) = (Lnlex — zeol’)(2).
In continuare, (Lp)nen va fi un sir de operatori liniari si pozitivi L, : C([0,1]) —
C([0,1]) care, pentru n € N, indeplinesc urmétoarele conditii:
Ll) Ln(ej) = ej, ] = 0,1;
L2) mi(x) = (@)n"%Qn (x), j > 2, n € N, z € [0,1], unde Q,; € C>([0,1])
astfel Incat pentru oricare j,p € Ny, exista o constanta C}, > 0 cu proprietatea ca
Q;p;(x) < Cjp pentru orice z € [0,1] si n € N.
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L3) m2(x) = anh(x), cu oy, € (0,1), pentru n > ng, ng € N si existd o > 0 astfel incat
lim,, oo v, = .

Lema 3.1.1. (vezi Lema 1 din [46]) Pentru orice intreg j > 0:

MI(x) =0 (:ﬁgfg) , uniform pentrun € N, six € [0, 1]. (3.5)

Mai departe, modulul de continuitate de ordinul intai al unei functii marginite ¢ :
[0,1] — R, este definit ca:

wi(g, h) = sup{[g(v) — g(v)[, u,v € [0,1], |u—v| < h}, h>0.
Lema 3.1.2. (vezi Lema 2 din [{6]) Fie k > 1 si fie (gn)nen, gn € C*([0,1]), (n € N),

un sir de functii astfel incat

}Lir% w1 (g% h) = 0, uniform pentrun e N. (3.6)
—
Atunci,
~1 ¥(x)
Lygn)( E ﬁm gn)(z)+o0 <nk/2> , uniform pentru x € [0,1].  (3.7)

Jj=

Pentru j € Ny si n € N consideram operatorul PJ : C7([0,1]) — C(]0,1]) definit ca

, 1 . . ,
(Prf)(x) = ﬁm%(m)(Djf)(fE% fed’([0,1]), z €0, 1]. (3.8)
De asemenea, pentru orice n € N, p € Ny si oricare numere intregi ji, ..., j, > 0, notam
Pirit = PIvo...0 Pit; dacap > 1si P, = I, dacid p = 0. (3.9)

Lema 3.1.3. (vezi Lema 3 din [46]) Fie ji,...5, > 0 si p € N numere intregi astfel
incat cel putin unul dintre ele este mai mare sau egal cu 2. Atunci, pentru orice numar
intreg 0 < k < ji1 + ...+ jp, existd anumite functii 7']1,; “r e C*([0,1]), n € N, care au
urmdtoarele proprietati

i) pentru orice numdr intreg s > 0 existd o constanta C ce depinde doar de j1, ..

e < 5 Jp
k si s, pentru care |(T£,’€”"j")(5) ()| < Cndrt+9p=2 pentrun € N si x € [0,1];
ii) pentru orice functie f € CT+i»([0,1]) are loc:
- V@) NI g s
(B f)(@) = e Yo W@ (@), 2 € [0,1]. (3.10)
k=0

Lema 3.1.4. (vezi Lema 4 din [46]) Fie s > 2 un numar intreg si f € C**([0,1]) o
functie. Fie ji,ja,...,Jp > 0 numere intregi, p € N si v = ji + ...+ jp astfel incat

r < 2s. Pentrun € N, notam cu g, = napir ’Jlf unde ¢ = oj, + ...+ 0j,. Atunci
€ C%77([0,1]) si

}llnr%]wl (925~ 'h) = 0, uniform in raport cun € N. (3.11)
—
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Pentru numerele intregi s > 2 1 0 < p < s, definim

A;:{(jla“'»jp): jla"'vjpeNOa ]1++]p§25}a 1fp21

3.12
Ay = 0. (3.12)

Lema 3.1.5. (vezi Lema 5 din [{6]) Fie s si p numere intregi astfel incdt s > 2 si
0 < p < s. Pentru oricare f € C**([0,1]), n € N si x € [0,1] are loc

(Lrpe= 5 @ o (U)o, @y

(j1;<~-7jp)eAf)

unde o (M) (n — o0) este uniform in raport cu x € [0,1].

nS
Prezentam acum urmatorul rezultat, care este o usoara imbunétatire a teoremei 6 [46].

Teorema 3.1.6. Pentru orice numdr intreg s > 1 si pentru fiecare functie f € C%([0,1])
avem

(L, = I)°f)(z) = % (%tz)s f(z)+o (@) , uniform pentrux € [0,1].  (3.14)
In consecintd, are loc:

lim
n— oo

w (L = 171) - @wD?)Swa ~0 (3.15)

Observatia 3.1.7. (vezi Observatia 7 din [46]) In cazul s = 1 rezultatul Voronovskaya
dat in (3.14) a fost obtinut ca un caz particular, dar cu alte conditii asupra operatorilor
L, in [52].

Urmaétorul Corolar este o imbunétatire a Corolarului 8 de la [46].

Corolarul 3.1.8. Pentru orice numdr intreg s > 1 si pentru fiecare functie f € C%4([0,1])
avem

lim_[n* (Lo = 1)°f) - (%wDQ)S 7| =o. (3.16)

n—oo

Urmaétoarea observatie este o usoard imbunétatire a Observatia 9 din [46].

Observatia 3.1.9. Fie Z7 combinatiile Micchelli de operatori (Ly,),, date de

Zy=1—(I—-Ly)° n,seN. (3.17)
Relatia (3.14) poate fi scrisd in mod echivalent ca
lim |[n®(Z3f — ) + (—%DQ)S 7| =0, rec®(o,1). (3.18)
n—00 " 2 " ’ ’

Aceasta rezultd din egalitatea Z2 — I = (—1)*TY(L,, — I)®.
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3.2 Serii de puteri de operatori liniari si pozitivi ge-
neralizate

In aceastd sectiune vom considera operatorii liniari si pozitivi (Lpn)nen care indeplinesc
conditiile L1), L2) si L3) din sectiunea precedenta.

Observatia 3.2.1. (vezi Observatia 10 din [46]) Din conditiile L1)-L3) se poate deduce
ca

Lp = (1—a, )1, deoarece (L) (x) = (Lper)(x)—mo(x)—22(Lyer ) (x)+2? (Lueg)(z) =
P(a) —m3 (z).

Pentru un operator liniar marginit 7" : Cy ([0, 1]) = Cy ([0, 1]), pentru simplitate, vom
scrie |||y n loc de [|T']| ¢ (¢, (j0,1]),04 (0,1]))- Deoarece L, satisface conditia L3) rezulta
ci L, este un operator liniar si marginit pe Cy([0,1]) si ¢& || L[y = 1 — ay,. Intr-adevir,
dacad f € Cy([0,1]) atunci, folosind Observatia 3.2.1, dentru = € (0, 1), avem ca:

(Lo f)(@)] < (Lal f)(@) = (Ln'fw) (2) < 1o (Enth)(@) = 1701 — an ().

W
Atunci
L L
1Eallo = suwp  sup [EnH@L oy Ealflu®)@)
Ifls<ize©,1)  Y(x) I£llo<12€(0,1) ¥(x)

Fie s > 0 un intreg. Definim A? : Cy ([0, 1]) — Cy ([0, 1]) astfel

> (k)o(Ln)k* (3.19)

unde (k)s = k(k—1)...(k—s+1) iar convergenta seriei se considerd In raport cu norma

1 -
Urmatoarea Lema demonstreaza existenta operatorului nostru.

Lema 3.2.2. (vezi Lema 11 D=din [46]) Operatorul A3 : Cy([0,1]) = Cy([0,1]) este
bine definit si || A5y = 1.

Lema 3.2.3. (vezi Lema 12 din [}6]) Pe spatiul Cy([0,1]) sunt valabile urmdatoarele
identitats

i) (I— Ln)s+1 Zzis(k)S(Ln)k_s = s,
i) 3ops o (k)s(Ln) (I = Lp)**t = sl
unde cu I am notat operatorul de identitate.
Vom defini urmitorii operatori: F : Cy([0,1]) — Cy([0,1]), F(f) = F(f/4), Hs :
C([0,1]) = Cu([0,1]), Hy = (2)™" F**1si D : C2(0,1]) = ([0, 1)), Df = —$¥D%f,

unde s € Ny si operatorul F' este definit ca in (2.20) si deoarece are loc (2.27) atunci
F(f) € Cy(]0,1]) deci F este bine definit pe Cy ([0, 1]).
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Lema 3.2.4. (vezo Lema 13 din [46]) Pentru f € Cy([0,1]), s € Ng si z € (0,1) avem
ca:
(D™ Hof)(@) = f(@). (3.20)

In cele din urma, putem demonstra principalul rezultat al acestei sectiuni

Teorema 3.2.5. (vezi Teorema 14 din [46]) Pentru f € Cy([0,1]) si s € N are loc

lim || A}f — T H f|| = 0. (3.21)

3.3 Aplicatii

Pentru aceste aplicatii facem trimitere la Sectiunea 4 din [46].

1. Operatorii Bernstein

Un prim exemplu de operatori care verifica conditiile L1), 1.2) si L3) sunt operatorii
Bernstein B,, din (2.6) si (2.7). Momentele lor m?, (x) = B, (e; —xeq)’ (), j € Ny satisfac
urmatoarele relatii [68], [37]:

mi(z) =1, ml(x) =0, m2(z)= W’ neN, ze€l0,1] (3.22)

’ z(1—x)

mi (@) = 1

(m?)(z) + jmi~Y(z)), jeN, neN, z € [0,1]. (3.23)

Din (3.22) se poate deduce imediat ca operatorii B,, satisfac conditiile L1) si L3) cu

an = % si @ = 1. Din (3.23) prin inductie se poate ardta c&, pentru j > 2, avem

mi, () = Y(z)n=% - Qn;(x), (3.24)

unde @, ; este un polinom de grad j — 2 cu coeficienti marginiti in raport cu n. Asadar
este indeplinitd si conditia L2). In consecintd, putem aplica Teorema 3.1.6 si Teorema
3.2.5 operatorilor Bernstein.

2. Operatorii Durrmeyer modificati
Pentru un parametru p > 1, fie operatorii U# : C([0,1]) — C([0,1]), vezi [79], [53],
definiti ca

n

ULf) (@) =D FL (Hpns(x), n €N, z €0,1], f € C((0,1]),
k=0

unde F, o(f) = f(0), Fun(f) = f(1)si
A=) <
/1f Blkp.(n—kjp) 0SS

B fiind functia beta. Acesti operatori devin operatorii Durrmeyer genuine, pentru p = 1 si
lim, o UL f = By f, pentru orice n € Nsi f € C([0,1]), [53]. Este cunoscut ca Ufe; = e;,
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j = 0,1 deci conditia L1) este indeplinita. Cu notatia mJ,(z) = (Uf(e1—xeo)’)(z), pentru
n €N, j € Ny, x € [0,1] avem, pentru j > 1, ci:

@) = e ()l () 4 301 - 20 (o) + -+ Due)md (@) (325
De aici, rezultd ci m2(r) = np:-_i-ll (z). Asadar conditia L3) este satisfacutd pentru
Uy = Tfpill, n>2sia= %1. De asemenea, din relatia (3.25) conditia L2) rezultd prin

inductie. Asadar Teorema 3.1.6 si Teorema 3.2.5 pot fi aplicate operatorilor Uf.
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4 Reprezentarea limitei seriilor
de puteri de operatori liniari si
pozitivi prin utilizarea semigru-
pulul de operatori generati de
iteratiile acestora

In acest capitol obtinem o caracterizare a limitei seriilor de puteri de operatori liniari si
pozitivi folosind Cy-semigrupul generat de iteratiile acestor operatori. Rezultatele prezen-
tate aici au fost publicate in lucrarea [47]: S. Garoiu, R. Paltanea, The representation of
the limit of power series of positive linear operators by using the semigroup of operators
generated by their iterate, Dolomites Research Notes on Approximation (2023), 16(3),
39-47.

Fie L un operator liniar pozitiv si L* iterasiile sale de ordinul kpentru k > 1 cu L° = I,
unde I este operatorul identitate.

Daca (Lp)n, Ln : C(]0,1]) = C([0, 1]) este un sir de operatori liniari si pozitivi, seria
geometrica a operatorilor L,, este de forma

oo

By (La)*, neN (4.1)

k=0

unde 3, € R este un factor de normalizare. Dupa cum am mentionat in Capitolul 2,
Sectiunea 5 seria geometrica de operatori liniari si pozitivi nu este definitd pentru orice
functie di C([0, 1]). De exemplu, in ipoteza ci L,, invariazi constantele, atunci operatorii
din (4.1) nu sunt definite pentru astfel de functii. Pentru a defini aceasta serie geometrica
de operatori este necesara restrangerea domeniului de definitie al operatorilor. Un spatiu
care poate fi luat in considerare este spatiul ¥C([0, 1]), defininit in (2.18), inzestrat cu
norma || - ||, definita in (2.19).

Amintim cd un prim studiu al convergentei seriei geometrice atasate la un sir de
operatori (L, ), a fost realizat in lucrarea [78], si anume, a fost considerat cazul cind L,, =
B, unde B,, sunt operatorii Bersntein. Acolo a fost ardtat operatorii 4,, : v C([0,1]) —
»C([0,1]), pot fi definiti ca

1 o0
A, =— k
n nZ(Bn) ,neEN
k=0
iar acest sir admite limit& cand n — oo, pe saptiul (¥ C([0,1]), |- ||y), care poate fi descris

in mod explicit.

In aceasta directie, mai multe lucrari au extins acest studiu pentru diverse clase de
operatori liniari si pozitivi si pentru alte spatii de functii, vezi [1], [3], [4], [56], [78], [80],
[84].
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Recent, in lucrarea lui Acar, Aral si Raga ([10]) a fost introdusd o noud modalitate
de a descrie limita uniforma a seriei geometrice de forma (4.1) folosind Cy-semigrupl de
operatori generat de iteratiile operatorilor L,,. Pentru mai multe detalii vezi Capitolul 2,
Sectiunea 5 care contine cateva dintre rezultatele obtinute de autorii lucrarii mentionate.

Scopul nostru este de a studia convergenta unor serii de puteri mai generale de forma:

> Buw(Ln)* (4.2)
k=0

folosind Cy-semigrupul generat de iteratiile operatorilor L,,. Abordarea noastra difera de
studiul realizat in [10] prin considerarea unui alt tip de operatori, a unui alt spatiu de
functii si a unui tip mai puternic de convergenta.

Pentru a face acest lucru pe langa spatiul ¢C([0, 1]) vom considera si spatiul Cy ([0, 1])
definit in (2.25) cu norma || - ||, data in (2.26). Acest spatiu este o extensie a spatiului

$C([0,1]) si (see [4]):

Cy([0,1)) ={f € C([0,1]), IFlly < o0}

De asemenea Cly([0,1]) inzestrat cu norma || - ||, este un spatiu Banach, dar nu este un
spatiu Banach in raport cu norma supremum || - ||, deoarece

$C([0,1]) = Cy([0,1]) = Co([0,1]),

unde Co([0,1]) = {f € C([0,1])|£(0) = 0, f(1) = 0}.

Daca f, fn € Cy([0,1]), n € Nsi ||f — fullp — 0, (n — o0) atunci ||f — fu| — 0,
(n — 00). Din acest motiv, putem numi || - ||, norma tare pe Cy([0, 1]).

Daca L : Cy([0,1]) = Cy([0,1]) este un operator liniar si marginit vom folosi notatia

L]l = sup [Lflly- (4.3)
1£1ls<1

4.1 Rezultate auxiliare

Pe parcursul acestui capitol vom lua in considerare un sir (L), de operatori liniari si
pozitivi L,, : C([0,1]) — C([0,1]), L,, # I, ce verificd urméatoarele conditii.

Al) Exista o € (0,1) si o, € (0,1), n € N astfel incat L, () = (1 — o) ¢, n € Nsi
lim,,— oo Y, = .

A2) Operatorii L,, admit valorile proprii a,, ; asociate polinoamelor proprii p,, ;, 0 <
Jj <n, cudeg p,; = j, unde, pentru un polinom p notam cu deg p, gradul lui p.

A3) Existd polinoame p;, j > 0, astfel incét lim,, o0 pn,; = p;, j =0,1,....

A4) Pentru orice j > 0 exista [; € (0, 1], astfel incét

im ()" =1

si mai mult, daca l; = 1, atunci a, ; = 1, pentru orice n € N.
A5) Avem c& L, (¢I1) C ¢I1.
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A6) Exista (T'(t))¢>0 un Co- semigrup de operatori pentru care

T f = nleréo(Ln)k"f, uniform pentru f € C([0,1]), ¢t > 0, (4.4)

dac ky, € N, lim, 00 22 = ¢.
Din conditiile A1)-A6) rezulta urmatoarele consecinte.

Observatia 4.1.1. (vezi Observatia 1, [47]) Deoarece Ly, este un operator liniar si pozitiv
cu L, # I, din conditia A4) exista cel mult doua valori ale j > 0, pentru care [; = 1.

Observatia 4.1.2. (vezi Observatia 2, [47]) Din conditia A4) rezultd ca

lim a,; =1, si lim n(l—-a,;)=—1Inl;, j=0,1,.... (4.5)

n—oo n— oo

Observatia 4.1.3. (vezi Observatia 3, [47]) Din conditiile A3), A4) and A6) rezulta ca
T(t)p; = ljpj, j € No, t > 0. (4.6)

De remarcat cd in anumite ipoteze toerema lui Trotter, adicd Teorema 2.4.2 (vezi [91]),
asigurd indeplinirea conditie A6).

Observatia 4.1.4. (vezi Observatia 4, [47]) Pentru r > 0, deoarece polinoamele p,, ;,
0 < j < r au proprietatea ca deg py ; = j, ele formeaza o baza pentru II, si in consecinta
L,(I1,) C II,. Atunci, prin inductie, LX(II,) C II,, k € N, pentru orice n,k € N. Din
conditia A6) rezulta ca T'(t)(Il,) C IL,, r € No.

Observatia 4.1.5. (vezi Observatia 5, [47]) Mentiondm ca prima parte a conditiei Al)
este o consecintd a urmétoarelor conditii: Ly (e;) = e;, j = 0,1 si L,(Il) C Iy Intr-
adevir, s-a demonstrat in [4] ca dacd L : C([0,1]) — C([0,1]) este un operator liniar si
pozitiv astfel incat L, (e;) = e;j, j = 0,1 si L, (II3) C II,, atunci existd § € [0,1) astfel
incat Ly = Bup.

De asemenea, conditia A5) este o consecintd a urmatoarelor conditii: Ly, (C(]0,1])) C
I si Ly(ej) = ej, j = 0, 1. Intr-adevir, in acest caz avem L,, f(0) = f£(0) si L, f(1) = f(1),
pentru orice f € C([0,1]). In consecinti, pentru f € ¥C([0,1]) rezultid ci L, f(0) =
Lof(1) = 0 deci L, (6C((0,1])) C L

In cele din urma avem nevoie de urmatoarele leme.

Lema 4.1.6. (vezi Lema 2.1 din [47]) Pentru orice t > 0 rezultd cd T(t)(Cy([0,1])) C
Cy([0,1]) si
1Ty = e (4.7)

Lema 4.1.7. (vezi Lema 2.2 din [{7]) Fie r € N. Dacd un sir de polinoame (op)n,
on € Y1, este uniform convergent la un polinom o* € YIl,., atunci sirul (o), converge,
de asmenea, la o* in norma || - ||y-
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4.2 Rezultate principale

Urmitoarea lema joaca un rol important in vederea obtinerii rezultatului principal.

Lema 4.2.1. (vezi Lema 8.1 din [47]) Pentrup € II, s € Ng, t > 0 si un sir de numere
naturale (kp)n astfel incdt ky/n —t, (n — 00) exista limita:

En t

1 _ S .

lim — E (1)s(Ln)'p = pree ) /0 w’T (u)pdu. (4.8)
i=0

uniforma pe [0,1], unde (i)s =i(i —1)... (i — s+ 1).

Corolarul 4.2.2. (vezi Corollary 3.2 din [47]) Pentru orice p € Y11, s € Ny, t > 0 si un
sir de numere naturale (ky,)n astfel incat k,/n — t, (n — o0) are loc

kn t
1 , : 1 .
k5+1 § (Z)S(Ln) p—= 5+l / u T(u)pdu
n i=0 0

=0. (4.9)
v

lim
n—oo

Acum avem nevoie de urmatoarea teorema care, cu notatii modificate, provine dintr-
un rezultat dovedit in cartea lui Nachbin [73], vezi Lema 2, pag. 95.

Teorema A Fie b > 0. Pentru orice f € C([0,00)), astfel incdt f(x)e " — 0,

(z — 00), si orice € > Oexistd un polinom p astfel incat

sup e | f(z) — p(x)| < e.
z€[0,00)

In terminologia din [73], functia e*, x > 0 este o pondere fundamentala.
Fie spatiul:
Cu([0,00)) = {g € C([0,00))| Fb € (0,), lim f(z)e b =0}. (4.10)
T—00
Rezultatul nostru principal este urmatorul:

Teorema 4.2.3. (vezi Teorema 3.3 din [47]) Daci g € Cyo(0,00)) si f € vC([0,1])
atunci

_ 1 & i U b _
Tim ngg(n)@w / Ty o (411)

4.3 Aplicatii
Pentru rezultatele din aceastd sectiune facem trimitere la Sectiunea 4 din [46].

1. Operatorii Bernstein
Fie B, : C([0,1]) — C([0,1]) operatorii Bernstein definiti ca:

(B.f) (@) = g%pn,k(x)f ().
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unde

por() = (1 )a L=y, 0 <k < w e 0]

Operatorii B,, indeplinesc conditiile A1)-A6), vezi [30], [33] and [68]. Mai exact, avem cé
By = "T_lw deci ay, = 1/n si a = 1. B,, admite valorile proprii a, ; corespunzatoare
polinoamelor proprii p,_;, 0 < j < n, cudeg p,; =j si
R _ —iG-1/2
l; .—nlirr;oaz’j—e I , J € Np.

Pentru j = 0,1, avem p, ;(t) = e; si Bn(e;) = e;. Existenta polinoamelor p; =
lim, 00 pr; este demonstratd in [33]. In sfarsit, existenta semigrupului de operatori
generati de iteratiile lui B,, este data in [15].

2. Operatorii U/
Pentru p > 0 si n € N, n > 2, operatorii Uf sunt definiti (vezi [53], [79]), dupa cum
urmeaza:

UL f)( ank (f), fec(1]), z e lo,1],
unde

B 1 tkp_l(l_t)(n—k)p—l
B = [ 10 g

Structura proprie a acestor operatori a fost studiatd in [57].

Acesti operatori indeplinesc si conditiile A1)-A6). Mai precis avem urmaitoarele:
ULy = np+1w’ asadar putem considera a,, = 7{”;:_11 si & = 1. Atuci, U? admite poli-
noamele proprii p,,_j, 0 < j < n, deg p, ; = j. Mai mult, p, ; = e; si Uf(e;) = e;, pentru
j =0, 1. Valorile proprii sunt, vezi [57]:

dt, 1<k<n-—1.

nn—1)...(n—j54+1)

Ay 7 = J - ) I <n
m e+ D) et - 1) T
Asadar
’ o _iG= 1
lji=lm ag; =e 2 "0, j >0

Existenta polinoamelor limita p; = lim,,_, pn, ; este de asemenea aratata in [57]. Pentru
demonstrarea existentei semigrupului de operatori generat de iteratiile operatorilor Uf se
poate aplica Corolarul 2.2.11 din [15].
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5 O teorema de tip Voronovs-
kaya asociata seriilor geometrice
de operatori Durrmeyer

In acest capitol ne propunem si gasim o teorema de tip Voronovskaya pentru seria geo-
metrica asociatd operatorilor Bernstein-Durrmeyer, introdusa de Abel.

Acest rezultat a fost publicat in lucrarea:

[43]: S. Garoiu, A Voronovskaya type theorem associated to geometric series of
Bernstein-Durrmeyer operators, Carpathian Journal of Mathematics(2025), 41(2).

5.1 Seria geometrica de operatori Bernstein-Durrmeyer

U. Abel, in lucrarea [1], a introdus seria geometricid asociatd operatorilor Bernstein-
Durrmeyer (operatori care au apdrut pentru prima datd in lucrarea [41] si independent
in [70]; proprietatile lor fiind studiate ulterior in [34], [37], [77] etc.)

" 1
(Mu)@) =0+ DY pus @) [pos O f(@0de, feL=(0.1). (5

k=0 5
Si anume, operatorii pe care i-a studiat sunt definiti dupa cum urmeaza:

oo

> (M)"

k=0

P, =

S|

Acesti operatori sunt bine definiti pe spatiul V, descris mai jos
Vi ={f e L= ([0,1]) : [[f]l. < oo}, (5.2)

unde || - ||« este norma:

171l = mp<¢@»*/fwa.
0

ye(0,1)
De asemenea, V' inzestrat cu norma ||-||, este un spatiu Banach.
Pentru f € V, se poate defini F' pe (0,1) ca fiind:

F@ﬁ4w@»*/f@mL ye ). (5.3)
0

Atunci, f = (¥F)" a. p. t. pe [0,1] si ||f]|, = ||F||. -
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Mai departe, operatorul P : V — V| a fost definit ca

1t
P(P) = [ [Fljdudt, e, fev. (5.4)
0 =z
Integrand prin parti in relatia (5.4) se poate observa cé
T 1
P(f)(z) = —/tF (t) dt+/(1 —t) F(t)dt, zel0,1], feV, (5.5)
0 T
si prin derivare rezulta
P(f)(x) = —F (x). (5.6)

In lucrarea sa, Abel a demonstrat ca operatorii P, satisfac urmatorul rezultat de
convergenta

Teorema 5.1.1. Daca f € V, atunci, pe (V,||]|,) , are loc convergenta
lim ||, (f) = P (f)ll, =0 (5.7)
n—oo
De asemenea, Abel a obtinut urmatoarele doua rezultate cu privire la norma opera-
torilor M,, si P, pe spatiul V.
Propozitia 5.1.2. Pentru fiecare n € N, operatorii M,, au proprietatea ca M, (V) C V, si
n

HMHHL(V,V) = n+2 (5.8)

Propozitia 5.1.3. Pentru fiecare n € N operatorii P, au proprietatea cd P, (V) C V, si

1 1
||PTLHL(V,V) = 5*5- (5.9)
Rezultate mai recente privind seriile de puteri de operatorii de aproximare pot fi vazute
in [10], [46], [47], [56] si [84]. De asemenea, un mic rezumat al principalelor rezultate pe
aceasta tema poate fi vazut si in Capitolul 2 Sectiunea 5.

5.2 Un rezultat de tip Voronovskaya

In aceasta sectiune vom prezenta principalul nostru rezultat, si anume vom dobtine o
teorema de tip Voronovskaya asociata operatorilor P,. Prima data, vom nota cu Gy, =
oo
k. . . . .
> (My)" seria geometricd asociata operatorilor Bernstein - Durrmeyer M,,, unde convergenta

k=0
are loc pe spatiul V. Apoi vom demonstra ca urméatoarele identitati sunt adevarate.
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Lema 5.2.1. (vezi Lema 2.1 din [43]) Operatorul Gy, €V si verificd identitdtile:
(I — Mn) o G]un = I, (510)

St

Gy, oI —M,) =1, (5.11)
unde I este operatorul identitate.

In cele ce urmeazi vom lucra pe spatiul V; = V N C([0,1]). Mentiondm pentru ca
f € V1 este necesar ca f € C([0,1]) si

/1 F(t)dt = 0. (5.12)
0

Pe acest spatiu definim operatorul U : V; — C([0, 1]) dupd cum urmeaza

<w<y>>-1ff<x>dx, ye(01)

_f<]-)7 Y= 1
si norma || - ||« ca:
£l = sup [U(f)(y)] (5.14)

y€[0,1]

Aici, avem ca U(f)(1) = lim,_; f‘;JJ(;t))dt st U(f)(0) = limy_o f[fwf(g))dt’ deci, deoarece

¥(0) = (1) = 0, aplicind regula lui " Hospital’s vom obtine ca U(f)(1) = —f(1) si
U(£)(0) = f(0).

In continuare, vom defini operatorul

O(h)(z) = — /Ow th(t)dt + /1(1 —t)h(t)dt, (5.15)
unde h € C([0,1]) si x € [0,1].
Propozitia 5.2.2. (vezi Propozitia 2.3 din [43]) Operatorul © are proprietatea:
e(c((0,1])) c i
Din aceasta relatie si din (5.15), rezultd ca
P(f)=0(U(f), feW. (5.16)

Apoi, pe spatiul V7, urmétorul rezultat referitor la norma || - ||, are loc.

Lema 5.2.3. (vezi Lema 2.2 din [43]) Pentru orice functie f € Vi are loc:

11 < 201 flloo- (5.17)

Acum, putem demonstra principalul nostru rezultat.
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Teorema 5.2.4. (vezi Teorema 2.2 din [{3]) Fie f € V1 o functie derivabild de zece ori
pe [0, 1] care satisface conditiile fol fy)logy(y)dy =0, f(0)+ f(1) =0, f'(0)— f'(1) =0,
f70) + f"(1) =0 si f(0) — f"(1) = 0. Atunci:

lim (P, (f) ~ P (1) = 2P(f) ~ O(T'w) ~ LO(T"), (5.18)

n—oo

in raport cu norma || - ||«-
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6 Operatori Kantorovich Stancu
exponentiali

In acest capitol vom introduce o noua clasa de operatori de tip exponential, obtinuti cu
o modificare de tip Stancu. (similara cu cea pentru operatorii B,,, vezi operatorii BY#
din (2.8) obtinuti in [89]), a operatorilor Bernstein-Kantorovich exponentiali din formula
(2.10), obtinuti in [18]. Apoi vom demonstra c& acesti operatori satisfac teorema lui
Korovkin, vom obtine un rezultat de convergenta intr-o versiune ponderata a normei pe
spatii LP, un rezultat asimptotic de tip Voronovskaya si unele evaluari ale ordiniului de
aproximare folosind K-functionale si moduli de netezime.

Aceste rezultate au fost publicate in [45]:

S. Garoiu, FEzponential Kantorovich-Stancu operators, Bull. Univ. Transilvania
Brasov, Ser. 3, Math. Comput. Sci., 5(67), 2025, no. 2, 127-144.

6.1 Definitia operatorilor si rezultatul de convergenta

Vom introduce operatorii:

ktot1

a, B, LT - L
KOt f(x) = (n+ B+ 1)e" Y pp(anir(x)) et fec(o,1) (6.1)
k=0 TBFT
unde z € [0,1] si 0 < a < B, u >0, a,(z) = 6271, n € N. Acesti operatori sunt o
emn —1

modificare de tip Stancu a operatorilor exponentiali Bernstein-Kantorovici din (2.10).

Pentru a ardta ca acesti operatori verifica teorema lui Korovkin vom verifica convergenta
lor pentru functiile de test eg(x) = 1, exp,(x) = e si exp?(x) = €***, pentru x € [0, 1],
care formeaza un sistem Chebyshev. Prima data, este evident ca

K2 heap,(x) = eapu(x), = € [0,1]. (6.2)
Pentru a obtine rezultatele noastre de aproximare vom avea nevoie de urmatoarea lema.

Lema 6.1.1. (vezi Lema 1 din [45]) Pentru x € [0,1] avem ca:

Kﬁ"ﬁ’“eo(x) _n + B+ 1@#90(1 _ e wTET Ye~ sl (1-— o TER + e THTT ™, (6.3)
i
1 o na
K heapl(a) = " et (e - et (6.4

%ﬁ“eureni‘%(enfﬁ —-1) (6.5)
m

u(z41) px w n
X (en+6+1 + entB+T — en+/3+1) ,

Kffﬁ’“empi (x) =
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n+p+1 3ua 3u
a,B,pm 4 — T ATETT —
Ky eapy(a) = g S e (e 1) (6.6)
w(z+2) p(z+1) px 2u n n
X | en+tB+1 + en+B+l 4 en+B+l — egn+p+1 — en+tB+1 .

Avand in vedere Lema 6.1.1 si deoarece functiile eg, exp, si egcpi formeaz un sis-
tem Chebyshev putem demonstra ci operatorii K% f converg unfirom la functii f €

C([0,1]).

Teorema 6.1.2. (vezi Teorema 1 din [{5]) Pentru f € C([|0,1]) are loc convergenta
uniforma pe [0, 1] a operatorilor K&5Hf la functiile f.

In continuare, vom obtine un rezultat de aproximare pentru functii ce apartin unei
versiuni ponderate a spatiilor LP.
In cele ce urmeaza, prin LF ([0, 1]) intelegem sptiul functiilor f cu proprietatea:

1 >
Ifllp,u{ / |e*“f<x>dz|p} <o,

De asemenea, se poate observa ca daca f € L% ([0,1]), atunci f € LP([0, 1]) si reciproc.

Teorema 6.1.3. (vezi Teorema 2 din [{5]) Pentru f € LF([0,1]) sin € N, rezulta:

1
o ﬁ eﬁ —1 P
||Kn’5’pf||p,u < ((1 + Q I £l p,es (6.7)

n+1 AL

si, in consecinta,

HK%B’#JEHP,;L < Ou8lfllpu (6.8)
unde ©, g = ((1 + g) EMT_1>% Mai mult,
|K2HPHf — fllpu — 0, asn— oco. (6.9)
Observatia 6.1.4. (vezi Observatia 1 din [{5]) Inegalitatile din Teorema 6.1.3 pot fi
rescrise folosind norma || - ||p, si de asemenea avem cd:
124l < ey 5. (6.10)

6.2 Teorema Voronovskaya

In aceasts sectiune vom demonstra o teoremd de tip Voronovskaya pentru a obtine rata de
aproximare a operatorilor nostri. In cele ce urmeaza, deoarece sistemul Chebyshev consi-
derat este {eg, exp,,, exp’. }, vom scrie functiile f € C*([0,1]) ca f(x) = (foln,)(exp,), © €
[0,1] unde In,(x) = log,,. () este functia inversa a exp,(z).

Pentru astfel de functii, are loc urmatoarea formula Voronovskaya.
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Teorema 6.2.1. (vezi Teorema 3 din [45]) Fie f € C?([0,1]). Urmdatoarea limitd existaS

tim n(K§f — (o) = | =3 —a+ (B4 e — | (uf @)~ f'@)  (6.11)

n— o0
z(l—=x
_’_g

(@) + (@),

uniform pentru x € [0, 1].

6.3 Estimari cantitative

In cele ce urmeazi vom oferi citeva caracteriziri ale ratei de convergenta a operatorilor
nostri la functii din C([0, 1]). Rezultatele se obtin in termeni de K-functionale, definite pe
parcurs, modulul de ordinul intdi de continuitate si modulul de ordinul doi de netezime.
Unele dintre aceste rezultate sunt obtinute folosind echivalenta dintre K-functionale si
modulele mentionate.

Pentru a obtine estimarile mentionate la inceputul acestei sectiuni vom avea nevoie
de urmatorul rezultat auxiliar.

Lema 6.3.1. (vezi Lema 2 din [45]) Pentru y € [0,1] avem cd

ank

unde €, — V(B2 n/4

n+p+1

k+a

ey < (6.12)

Acum, putem afirma primul nostru rezultat cantitativ care implica modulul de conti-
nuitate de ordinul intéi definit ca:

wl(f75) = sup{|f(t) - f($)|, t,l‘ € [07 1}7 |t - JJ| < 6}7 f € C([Oa 1])a d>0.
In acest scop, este valabila urmatoarea teorema.

Teorema 6.3.2. (vezi Teorema 4 din [45]) Fie f € C([0,1]). Atunci, pentrun € N avem
ca:
K2 f) = f(@)] < |f (@) =222 + ewi (eapy £, 7) (6.13)

1 1
n e )1t 0Q,
e “1<6xp“ f’\/n—kﬁ—l—l){ M Ea ’B}’

unde
Tp, = Max |ap41(x) — zf, (6.14)
z€[0,1]
st C’Clx’ﬁ# este o constanta care depinde o, 3, 14
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In continuare, vom obtine o estimare pentru aproximarea functiilor f € LP([0,1]),
1 < p < oo folosind K-functionala:

Xi(f.8)p = inf (If =gl 40l 650, 1<p<oa  (6.15)

Teorema 6.3.3. (vezi Teorema 5 din [45]) Fie f € LP([0,1]), 1 < p < 0o sin € N.
Atunci:

1 a,
IE 2 f = fllp < Copu [flleo + €"(Op,u + 1)Ks (f’ = ) ’ (6.16)
n @/3,“ +1 »

unde 6% = m +Qp, 5+ T, st C}x,B,u este o constantd ce depinde de o, 3 i fi.

Acum, pentru a continua cu ultimul nostru rezultat, vom avea nevoie de urmatoarele
definitii ale K-functionalei si modulului de netezime de ordinul doi wy:

K;(f,6) = inf —gllos + 5lg9 [}, f€C(0,1]), 6>0, j=1,2,
J0)= it {17 =gl + 816 o} € CQO.1). 60,
si
w2(fa 5) = Sup sup |Al21(f7 I)
he[0,8] z€[0,1— 1]
unde A?(f,z) = f(z) — 2f(z + h) + f(z + 2h).
Este bine cunoscut ca intre aceste K-functionale si w; si we are loc urmaitoarea relatie
(vezi [62]): K,(f,9) < Cjw;(f,d), feC([0,1]), 6 >0, j =1,2, unde C; sunt constante
ce depind de j.

)

Teorema 6.3.4. (vezi Teorema 6 din [45]) Fie f € C([0,1]). Atunci:

cr 1
G247 = fllos < 22222 fl 4 Chin (£17) + G (5 (6.17)

5

pentru n € N unde C} si C5 sunt constante ce depind de o, 3, 4.
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7 Operatori Bernstein
Durrmeyer exponentiali

In acest capitol, scopul nostru este de a obtine o varianta exponentiald a operatorilor
Bernstein-Durrmeyer M,, din (5.1) similard cu varianta propusd de Angeloni si Costa-
relli ([18]) pentru operatorii exponentiali Bernstein-Kantorovich din (2.10). Apoi vom
demonstra ca acesti operatori satisfac teorema lui Korovkin, vom obtine un rezultat de
convergenta intr-o versiune ponderata a normei pe spatii LP, un rezultat asimptotic de
tip Voronovskaya, unele evaluari ale ordinului de aproximare folosind K-functionale si
module de netezime si in final vom demonstra un rezultat de aproximare simultana.

Aceste rezultate au fost publicate in [44]:

S. Garoiu, Exponential Bernstein-Durrmeyer operators, General Mathematics(2024),
Volume 32, no. 2, 84-97.

7.1 Definitia operatorilor si cateva observatii

Operatorii Bernstein-Durrmeyer sunt definiti ca:

n

M, f(z) =(n+1) Dk (2) /pn’k () f(@t)dt, neN, fe L>*(0,1]).
k=0 o

Dupa cum am mentionat la inceput, vom introduce o varianta exponentiala a operatorilor
M,, definiti dupa cum urmeaza:

M (@) = (n+ De Y poi(e) / Ps(® (e dt, f e C(0,1]), 2 € [0,1], n €N,
k=0

(7.1)
unde g > 0 este un parametru real.
In primul rand, avem urmatoarea observatie, care afirma ca operatorii nostri invariaza
functia exponentiala exp,,(r) = e, x € [0, 1].

Observatia 7.1.1. (vezi Observatia 1 din [44]) Pentru x € [0,1] sin € N avem cd:

n 1 n
M:axp“(x) = (n + l)eﬂz an,k(x) / pn,k(t)dt = e an,k(x) = el
0

k=0 k=0
Urmatoarea identitate are loc.

Observatia 7.1.2. (vezi Observatia 2 din [44]) Pentru f € C([0,1]), n € N, x € [0,1]

avem ca

M f(x) = expy(z) Mn(f exp_,)(x). (7.2)
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Desi operatorii nostri sunt construiti intr-un mod similar cu operatorii obtinuti de An-
geloni si Costarelli, din (2.10), pentru ei nu vom avea nevoie de modificarea argumentului
polinoamelor p, j.

Vom reaminti definitia modulului de continuitate de ordinul intai

wi(f,0) = sup{|f(t) — f(x)], [t — =] <éx,t€[0,1], 5 >0}
Pentru f € C1([0,1]) modulul de netezime de ordinul doi este definit ca

w2(f’ 5) = Ssup sup ’AIQz(f7 .%')
he€l0,8] z€[0,1— 4]

)

unde A?(f,z) = f(x) —2f(x+h)+ f(x+2h) este diferenta finitd de ordinul doi a functiei
f, cu pasul h.

Folosind modulele de mai sus vom oferi cateva estimari cantitative privind gradul de
aproximare de citre operatorii nostri. O altd astfel de estimare va fi data folosind K-
functionalele

K;j(f.0) = imf {If =gl + gV ]}, fEC(0,1]), >0, j=1,2. (73)
geCJ([O,l])

si urmataore relatie dintre X; si w;:
Kj(f75) < Cjwj(f76)a ] = 13 2

C; este o constantd ce depinde de j (vezi [62]). Prin C7([0,1]) ne referim la spatiul
functiilor avand derivate de ordinul " continue pe [0, 1] pentru j = 1, 2.

7.2 Rezultate de convergenta

Fie v;(z) = 2 exp,(z), i =0, 1, 2, z € [0,1]. Atunci, avind in vedere urmatoarea lema,
putem considera functiile v;, ¢ = 0, 1, 2, ca functii test ce vor fi utilizate la verificarea
conditiilor teoremei Korovkin pentru operatorii M.

Lema 7.2.1. (vezi Lema 1 din [44]) Multimea {v;(xz)| i =0, 1, 2,..., = € [0,1]} este
un sistem Chebyshev.

Pentru functiile test 7o, 71, 72 au loc urmatoarele rezultate.

Lema 7.2.2. (vezi Lema 2 din [44]) Urmdtoarele identitati sunt adevarate:

Myv0(z) = vo(z) = expyu(w), (7.4)

M (e) = = mle) + =) (7.5)

Mim@) = —0D @) (@) (76)
n ) = Y (i + 3) 2 (n+2)(n+3) " (n+2)(n+3)° '

Asadar putem demonstra urmatorul rezultat de convergenta.
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Teorema 7.2.3. (vezi Teorema 1 din [44]) Fie f € C([0,1]). Atunci M} f converge
unfiorm la f pe [0,1].

Mai departe, vom demonstra cd operatorii nostri aproximeaza functii apartinand
spatiilor LP. Cu toate acestea, deoarece operatorii nostri sunt definiti ca in (7.1) va
fi la indemana sa lucram cu o versiune ponderata a spatiilor LP, si anume vom demonstra
convergenta operatorilor M} in spatiul L7 ([0, 1]).Avand in vedere acest lucru, spunem ca
o functie f:[0,1] — R apartine LF ([0, 1]) daca f € LP([0,1]) si

1
1 ;
= { [ s @} <o &
0
Chiar daca, f € LE([0,1]) atunci f € LP([0,1]) (si reciproc), alegerea spatiului este
motivata de definitia operatorilor M.

Teorema 7.2.4. (vezi Teorema 2 din [{4]) Fie f € L} ([0,1]). Atunci:

1M fllp < A1 fllpp- (7.8)

Mai mult,
i (I f — fllp = 0. (7.9)

7.3 Teorema Voronovskaya

In aceastd sectiune vom gasi un rezultat de tip Voronovskaya pentru operatorii M. In
cele ce urmeaza prin C2([0, 1]) ne referim la spatiul functiilor continue pe [0, 1] care admit
derivatd de ordinul 2 in z € (0,1).

Teorema 7.3.1. (vezi Teorema 3 din [44]) Daca f € C?([0,1]) atunci, pentru x € [0,1]:

lim n(MSf — f)(x) = [pP2(1 — ) — p(1 - 22)]f () (7.10)
+[1— 20 — 2ua(1 — 2))f () + 2(1 — 2)f" (x).

7.4 Estimari cantitative
In aceastd sectiune vom oferi cateva estimari cantitative ale aproximarii cu operatorii M.
Si anume, enuntam urmatorul rezultat.

Teorema 7.4.1. (vezi Teorema 4 din [44]) Pentru f € C([0,1]), n € N, x € [0,1] si
6 >0, avem ca

(2n—6)z(1—x)+2
52(n+2)(n+ 3)

|f(z) = My f(x)] < e |1+ wi (f - exp_p,6), (7.11)
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St

) - M fo)] < e |2

(2n—6)x(1 —x)+2
" (1 262(n + 2)(n + 3) ) we (- expﬂﬁ)} , (7.12)

w1 (f CEXP—p,s 6)

In consecinta,

N 3
I = M7 < et (1o, (7.13)

7))

St

I = Mzfl < et Uﬁ wn <f —— jﬁ) + 20, <f’6fﬂp—u, ;ﬁ)] AT

In continuare, o alta estimare folosind w; se poate obtine dupa cum urmeaza.

Teorema 7.4.2. (vezi Teorema 5 din [{4]) Fie f € C([0,1]). Pentru x € [0,1] sin € N,
are loc:

(@)~ Mif()] < ( i ;) ol (f — ;ﬁ) | (7.15)

In cele ce urmeaza, vom obtine o estimare a gradului de aproximare, a functiilor
apartindnd C([0,1]), in termeni de modulele wy si we folosind K-functionalele din (7.3)
si relatia dintre acestea si modulele mentionate.

Teorema 7.4.3. (vezi Teorema 6 din [{4]) Dacd f € C([0,1]) si n € N atunci:

et (2u+1) +4
et (8n + p?) + 4p

er(2u+1) + 4
K2
+ n,uWZ <f7\/e“(8n+,u2)+4u> )

e“(87L+u2)+4u](/w“+2) K2 = C €2 (8n+pu?)+4pet
2n[er (2u+1)+4] st = 2 Tnfer2pt )+

ue+u|

1M = Flloe < Flloo + KL n (f, (7.16)

unde K, = Cl[
stante.

, cu C1 si Cy con-

7.5 Aproximare simultana

In cele ce urmeaza vom oferi un rezultat de aproximare simultand privind operatorii
nostri. Pentru a face acest lucru vom avea nevoie de derivata de ordinul r a operatorilor
M. Mai intai vom reaminti un rezultat care se datoreaza lui Derriennic (vezi [34]):

Lema 7.5.1. Fie f € C"([0,1]). Atunci, pentru x € [0,1], n € N:

dr (n+1Dn! & !
M, e, o (0 FO(2)dL. 1
2T @) = G S 2 pnra®) [ s (0500 (7.17)
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In continuare, vom face urméatoarea notatie

n—j

L peosnle /pnﬂ,kﬂ(t)f(t)dt. (7.18)

(n+1)!n!

Qnjf(z) = (nj—n—ky

Observatia 7.5.2. Avem ca:

dJ
dzi

(Mo f)(2) = Qu i f9D (). (7.19)

Din (7.18) putem vedea ca operatorii @, ; sunt liniari, pozitiv si ca verifici urmatoarea
lema, demonstratd de Derriennic (see [34]).
Lema 7.5.3. Fie f € C([0,1]) o functie. Atunci Q ;f converge uniform la f.

Acum, putem enunta rezultatul principal al acestei sectiuni.

Teorema 7.5.4. (vezi Teorema 7 din [44]) Fie f € C"([0,1]) si s =0,1,...,7r. Atunci:

(M f) = £, (7.20)

lim
n—oo dxs

uniform pe [0, 1].
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8 Concluzii

O mare parte a acestel teze se ocupa cu studiul problemelor din teoria aproximairilor
prin utilizarea unor serii de puteri de operatori. In acest sens, am obtinut teoreme de
convergenta ale seriilor de puteri de siruri de operatori liniari si pozitivi in doua contexte
diferite, unul bazat pe teoremele Voronovskaya si celalalt folosind Cp-semigrupuri de ope-
ratori. In primul context am obtinut si un rezultat privind iteratiile operatorilor liniari
si pozitivi care s-a dovedit a fi o reprezentare explicita a teoremei Voronovskaya pen-
tru combinatiile Micchelli de operatori liniari si pozitivi. Pana acum, dupa cunostintele
noastre, nu exista un astfel de rezultat, cu exceptia unei reprezentari partiale a limitei
in Teorema Voronovskaya mentionata mai sus, data doar pentru operatorii Bernstein. In
afara de aceasta, am studiat si teoremele Voronovskaya referitoare la o clasa de operatori
obtinuti prin serii geometrice de operatori Bernstein-Durrmeyer.

O alta directie de cercetare abordata este studiul unor operatori obtinuti ca modificari
de tip exponential ale operatorilor de tip Kantorovich si Durrmeyer. Aceasta directie este
legata de progresele recente in acest sens din literatura actuala pe aceasta tema.

Subiectele abordate in aceasta teza pot fi continuate cu mai multe studii ale seriilor de
puteri construite cu operatori liniari pozitivi, iar teza deschide cercetari ulterioare privind
legétura dintre Cy-semigrupuri si probleme de aproximare si, de asemenea, generalizari
ulterioare ale unor clase de operatori obtinute prin diferite modificari.
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