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1.2 Motivations for choosing the theme . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Structura tezei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.4 Rezultate originale cont, inute ı̂n teză . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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1 Introducere
1.1 Considerat, ii asupra teoriei constructive a

aproximării

Temele studiate ı̂n această teză de doctorat fac parte din domeniul mate-
matic al teoriei aproximării. Teoria aproximării poate fi privită ca o punte
ı̂ntre matematica pură s, i cea aplicată. Principala preocupare a domeniului este
aproximarea funct, iilor continue cu valori reale prin funct, ii mai simple, mai us,or
de gestionat. Un alt punct de interes este aproximarea cantitativă, precum s, i
evaluarea eroarii de aproximare.

Fundamentele acestui domeniu au fost stabilite de către mari matematicieni,
printe care ı̂i ment, ionăm pe K. Weierstrass, S. N. Bernstein, D. Jackson, P. P.
Korovkin, G. G. Lorentz.

Mai mult, acest domeniu de cercetare are istorie ı̂n t,ara noastră fiind intens
studiat de către matematicienii T. Popoviciu, D. D. Stancu s, i A. Lupas, .

Unul dintre cele mai importante rezultate ale teoriei aproximării, cunoscut ı̂n
literatură drept Prima teoremă de aproximare a lui Weierstrass, demonstrată
de K. Weierstrass ı̂n lucrarea [116], afirmă că pentru orice funct, ie continuă
f ∈ C([a, b]) s, i pentru orice ε > 0, există o funct, ie polinomială cu coeficient, i
reali p(x), astfel ı̂ncât |f(x) − p(x)| < ε, oricare ar fi x ∈ [a, b]. Cea mai
faimoasă demonstrat, ie a acestui rezultat a fost propusă de către matematicianul
S. N. Bernstein ı̂n lucrarea [18], unde autorul a dovedit rezultatul ı̂ntr-un mod
constructiv care a condus la definirea bine-cunoscut, ilor operatori Bernstein.
Aces,ti operatori sunt definit, i astfel:

Bn (f, x) =

n∑
k=0

pn,k (x) f

(
k

n

)
, x ∈ [0, 1] , f ∈ C([0, 1]),

unde

pn,k (x) =

(
n

k

)
xk (1− x)

n−k
, for 0 ≤ k ≤ n,

s, i pn,k (x) = 0 pentru k > n.
După ce aces,ti operatori au fost introdus, i, au reprezentat un mare interes ı̂n

cercetare. Pentru mai multe rezultate privind proprietăt, ile operatorilor Bern-
stein, sugerăm cititorului următoarele referint,e bibliografice [14, 19, 26, 30, 81,
82, 100, 115].

De asemenea, pentru extinderea familiei de funct, ii care urmează să fie aproxi-
mate, se pot găsi o mult, ime de alt, i operatori, printre care ment, ionăm operatorii
Kantorovich, unde funct, ia de aproximat este integrabilă pe [0, 1] (f ∈ L1([0, 1])),

Kn(f, x) = (n+ 1)

n∑
k=0

pn,k

∫ k+1
n+1

k
n+1

f(t)dt, x ∈ [0, 1], f ∈ L1([0, 1]),

unde pn,k sunt definit, i anterior.
Operatorii Kantorovich au fost intens studiat, i iar modificări ale acestora

reprezintă un domeniu de cercetare deschis, de exemplu, ment, ionăm următoarele
[59, 61, 94, 106, 107].
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Altă generalizare a operatorilor Bernstein, de asemenea pentru funct, ii inte-
grabile pe intervalul [0, 1], a fost introdusă J. L. Durrmeyer ı̂n lucrarea [43], s, i
independent de A. Lupaş ı̂n [72]:

Dn(f, x) = (n+ 1)

n∑
k=0

pn,k(x)

∫ 1

0

pn,k(t)f(t)dt, f ∈ L1([0, 1]), x ∈ [0, 1],

cu pn,k definit, i mai sus. Pentru mai multe rezultate privind proprietăt, ile ope-
ratorilor Durrmeyer facem referire la următoarele referint,e [38, 72, 79, 85].

Pentru un studiu complet al domeniului teoriei constructive a aproximării,
ment, ionăm următoarele cărt, i [9, 12, 35, 37, 86, 93, 103].

1.2 Motivations for choosing the theme

Teoria aproximării reprezintă o punte ı̂ntre matematica pură s, i cea apli-
cată. În acest sens putem ment, iona diferite aplicat, ii ı̂n domenii semnificative
de cercetare precum:

� aproximare constructivă;

� interpolare;

� teoria probabilităt, ilor;

� analiză funct, ională;

� teoria operatorilor;

� analiză numerică;

� grafică asistată de calculator;

� machine learning.

1.3 Structura tezei

În această teză, prezentăm noi contribut, ii la aproximarea prin operatori lini-
ari pozitivi sau nepozitivi s, i teoria constructivă a aproximării. Rezultatele sunt
structurate ı̂n cinci capitole. Primul capitol este dedicat stabilirii notat, iilor s, i
terminologiei, precum s, i ment, ionării obiectelor matematice utilizate ı̂n această
teză. În al doilea capitol prezentăm cât, iva operatori de tip Durrmeyer nepo-
zitivi. Aici sunt discutate două clase de operatori de tip Durrmeyer care sunt
liniari, dar nu s, i pozitivi pe ı̂ntregul lor domeniu de definit, ie. Al treilea capi-
tol cont, ine noi clase de operatori de tip Stancu-Kantorovich modificat, i ı̂n sens
King. Aces,ti operatori sunt prezentat, i ı̂ntr-un capitol separat deoarece posedă
proprietatea de pozitivitate. Discutăm trei noi metode de obt, inere a operato-
rilor de tip Stancu-Kantorovich. Al patrulea capitol este dedicat operatorilor
nepozitivi de tip Kantorovich atas,at, i unor operatori diferent, iali liniari. În prima
sect, iune a acestui capitol discutăm doar generalizarea operatorilor Bernstein ı̂n
sens Kantorovich, iar ı̂n a doua sect, iune propunem o metodă de obt, inere a unei
generalizări a operatorilor Kantorovich care posedă anumite proprietăt, i, cum
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ar fi aproximarea simultană. Al cincilea capitol este dedicat introducerii unui
modul de netezime de ordinul doi, dublu ponderat. În acest capitol propunem
un nou modul de ordinul doi care depinde de două funct, ii pondere. O aplicat, ie
a acestui modul este prezentată pentru operatorii Szász-Mirakjan.

Primul capitol, Preliminarii, cont, ine notat, iile s, i terminologia, precum s, i
câteva concepte cheie esent, iale pentru demonstrarea rezultatelor prezentate ı̂n
această teză. Aici prezentăm s, i cât, iva operatori particulari care sunt ulterior
generalizat, i sau utilizat, i ı̂n exemple.

Capitolul doi, Operatori de tip Durrmeyer nepozitivi, este dedicat
introducerii unor noi operatori de tip Durrmeyer care nu sunt pozitivi pe ı̂ntregul
interval [0, 1]. Principalele rezultate din acest capitol fac parte din lucrările ”On
approximation properties of some non positive Bernstein-Durrmeyer
type operators”, An. S, t. Univ. Ovidius Constant,a, Vol. 21(1), 2023; s, i ”On
approximation properties of some non-positive Bernstein-Durrmeyer
type operators modified in the Bezier-King sense”, publicat ı̂n Dolomites
Research Notes on Aproximation, 16(3), 104-117, 2023. Rezultatele prezentate
ı̂n acest capitol, referitoare la cele două clase de operatori ment, ionat, i mai sus,
sunt demonstrate folosind metode noi.

Capitolul trei, Operatori de tip Kantorovich modificat, i ı̂n sensul
King cont, ine trei clase noi de operatori liniari pozitivi de tip Stancu-Kantorovich.
Rezultatele din acest capitol fac parte din lucrarea ”On New Classes of
Stancu-Kantorovich-Type Operators”, Mathematics 2021, care este pu-
blicată ı̂n colaborare cu Ştefan Lucian Garoiu s, i Cristina Maria Păcurar. Aici,
propunem cât, iva operatori care păstrează două dintre funct, iile de test ei, i ∈
{0, 1, 2} s, i demonstrăm că aces,tia sunt operatori de aproximare. De asemenea,
studiem viteza de convergent, ă ı̂n fiecare caz utilizând modulul de continuitate
de ordinul ı̂ntâi.

Capitolul patru,Operatori de tip Kantorovich nepozitivi atas,at, i unor
operatori diferent, iali liniari, este structurat ı̂n două sect, iuni. Prima sect, iune
este dedicată unor operatori Bernstein-Kantorovich generali, unde propunem o
modificare a operatorilor Bernstein folosind un operator diferent, ial liniar cu
coeficient, i constant, i. Pentru această clasă de operatori demonstrăm un rezultat
de aproximare, un rezultat de tip Voronovskaja s, i, de asemenea, un rezultat
de aproximare simultană. Încheiem prima sect, iune prin furnizarea unui con-
traexemplu care demonstrează că aces,ti operatori nu sunt pozitivi. Rezulta-
tele prezentate ı̂n această sect, iune fac parte din două lucrări ”Approxima-
tion Properties of Some Non-positive Kantorovich Type Operators”,
2022 Proceedings of International E-Conference on Mathematical and Statistical
Sciences: A Selçuk Meeting (2022), 188-194, s, i Voronovskaja type theorem
for some non-positive Kantorovich type operators, Carpathian Journal
of Mathematics Vol. 40, No. 1 (2024), 187-194.

A doua sect, iune a acestui capitol prezintă cât, iva operatori Kantorovich
generalizat, i. Aici, propunem o modificare de tip Kantorovich folosind un opera-
tor diferent, ial liniar cu coeficient, i neconstant, i. Rezultatele din această sect, iune
sunt prezentate pentru o secvent, ă arbitrară de operatori liniari pozitivi Ln care
posedă proprietatea de aproximare simultană. Pentru aces,ti operatori oferim
un rezultat de aproximare s, i un rezultat de tip Voronovskaja. În cazul ı̂n care
coeficient, ii operatorului diferent, ial sunt constant, i, am putut demonstra s, i un
rezultat de aproximare simultană. Sect, iunea se ı̂ncheie cu generalizări ale unor
operatori clasici. Rezultatele pot fi găsite ı̂n lucrarea Generalized Kantoro-
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vich operators, General Mathematics, Vol. 32, Nr. 2 (2025), 67-83.
Capitolul cinci, Modul de ordinul doi dublu ponderat, este dedicat

introducerii unui nou modul de ordinul doi ce depinde de două funct, ii pondere.
Acest nou modul este util pentru a obt, ine estimări ale gradului de aproximare
a funct, iilor cu cres,tere rapidă la infinit, prin operatori liniari pozitivi generali
care păstrează polinoamele de gradul unu. Capitolul se ı̂ncheie cu un exemplu
pentru operatorii Szász-Mirakjan. Rezultatele din acest capitol pot fi găsite ı̂n
lucrarea ”Double weighted modulus”, trimisă spre publicare, care a fost
obt, inută ı̂n colaborare cu domnul profesor Radu Păltaănea.

În concluzie, această teză prezintă un studiu s, i o cercetare cuprinzătoare a
aproximării prin operatori liniari pozitivi, operatori liniari care nu sunt pozitivi
s, i a teoriei aproximării constructive. Această teză propune metode de lucru noi
s, i acoperă, de asemenea, concepte fundamentale ale teoriei.

1.4 Rezultate originale cont, inute ı̂n teză

Rezoltatele originale care se regăsesc ı̂n această teză sunt urmăroarele:

A On approximation properties of some non-positive Bernstein-Durrmeyer
type operators

Noutatea adusă de această lucrare este legată de introducerea unei noi
clase de operatori Bernstein-Durrmeyer care nu sunt pozitivi pe ı̂ntregul
interval [0, 1]. Lipsa proprietăt, ii de pozitivitate a condus la propunerea
de noi metode de demonstrare a rezultatului aproximării fără a utiliza te-
orema Korovkin pe partea intervalului pe care operatorii nu sunt pozitivi.

B On approximation properties of some non-positive Bernstein-Durrmeyer
type operators modified in the Bezier-King sense

Aici, introducem o nouă clasă de operatori Bernstein-Durrmeyer modificat, i
ı̂n sensul Bezier-King. Aces,ti operatori nu sunt pozitivi pe ı̂ntregul inter-
val [0, 1]. Aici, pentru a demonstra aproximarea funct, iilor continue pe
toate [0, 1], procedăm ı̂n două moduri diferite pe port, iunea intervalului pe
care operatorii sunt pozitivi s, i respectiv pe cea pe care sunt nepozitivi. În
această lucrare demonstrăm câteva rezultate privind viteza de aproximare
utilizând modulii de ordinul ı̂ntâi s, i doi. De asemenea, demonstrăm un
rezultat de tip Voronovskaja.

C On New Classes of Stancu-Kantorovich-Type Operators

În această lucrare introducem trei clase de operatori de aproximare care
păstrează două dintre funct, iile de test e0, e1, e2 simultan. Demonstrăm că
aproximarea este valabilă pe un interval I ⊂ [0, 1] ı̂n fiecare caz. Operatorii
studiat, i aici sunt operatori liniari pozitivi.

D Approximation Properties of Some Non-positive Kantorovich Type Opera-
tors

Propunem o nouă clasă de operatori de tip Bernstein-Kantorovich construit, i
folosind un operator diferent, ial liniar cu coeficient, i constant, i. Demon-
străm că diferent,ele finite de ordinul k ale unei funct, ii F pe noduri echidis-
tante aproximează uniform derivata de ordinul k a funct, iei F . Acest rezul-
tat ne ajută să demonstrăm că noii operatori de tip Bernstein-Kantorovich
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sunt operatori de aproximare pentru toate funct, iile continue pe [0, 1]. Con-
cluzionăm prin afirmarea nepozitivităt, ii acestor operatori.

E Voronovskaja type theorem for some non-positive Kantorovich type opera-
tors

În această lucrare demonstrăm o teoremă de tip Voronovskaja s, i un re-
zultat de aproximare simultană pentru operatorii introdus, i ı̂n lucrarea de
mai sus.

F Generalized Kantorovich operators

Introducem un s, ir de operatori de tip Kantorovich mai generali, definit, i
folosind un operator diferent, ial liniar cu coeficient, i neconstant, i. Rezul-
tatul de aproximare uniformă s, i teorema de tip Voronovskaja, demon-
strate ı̂n această lucrare, sunt enunt,ate pentru un s, ir general de operatori
Ln ∈ C([0, 1]). Încheiem această lucrare oferind exemple pentru cât, iva
operatori clasici s, i un contraexemplu pentru fiecare care demonstrează că
varianta lor Kantorovich nu este pozitivă.

G Double weighted modulus

Introducem un nou modul de netezime de ordinul doi care depinde de
două funct, ii pondere. Acest nou modul este util pentru a obt, ine estimări
ale gradului de aproximare a funct, iilor cu cres,tere rapidă spre infinit, prin
operatori liniari pozitivi generali care păstrează polinoamele de gradul
ı̂ntâi. Lucrarea se ı̂ncheie cu un exemplu pentru operatorii Szász-Mirakjan.

1.5 Diseminarea rezultatelor

Rezultatele ment, ionate ı̂n sect, iunea anterioară au fost diseminate ı̂n comu-
nitatea matematică sub formă de lucrări publicate ı̂n reviste internat, ionale,
precum s, i sub formă de comunicări la conferint,e s, i workshop-uri, după cum
urmează:

A În cadrul conferint,ei internat, ionale ”44th summer symposium in real ana-
lysis” care a avut loc ı̂ntre 20-24 Iunie 2022, Paris s, i Orsay, Frant,a, am
prezentat lucrarea intitulată ”On Approximation Properties of some non-
positive Bernstein-Durrmeyer Type Operators”.

De asemenea, la conferint,a internat, ională ”Functional Analysis, Appro-
ximation Theory and Numerical Analysis” ce a avut loc ı̂ntre 5-8 Iulie
2022, Matera Italia, am prezentat ”On Approximation Properties of some
non-positive Bernstein-Durrmeyer Type Operators”.

Am publicat lucrarea: B. I. Vasian, ”On Approximation Properties of
some non-positive Bernstein-Durrmeyer Type Operators”, An. Şt. Univ.
Ovidius Constanţa, Vol 31(1), 2023.

B În cadrul edit, iei a 14-a a conferint,ei internat, ionale ”International confe-
rence on approximation theory and its applications”, Alexandru Lupaş,
Sibiu, care a avut loc ı̂n Septembrie 12-14 2022, am prezentat lucrarea
”Approximation properties of some non-positive Kantorovich type opera-
tors”.
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C În cadrul conferint,ei internat, ionale online ”International E-Conference on
Mathematical and Statistical Sciences: A Selcuk Meeting” 2022 (ICOMSS’22),
am prezentat lucrarea intitulată ”Approximation properties of some non-
positive Kantorovich type operators”.

Am publicat lucrarea: B. I. Vasian, Approximation Properties of Some
Non-positive Kantorovich Type Operators, 2022 Proceedings of Interna-
tional E-Conference on Mathematical and Statistical Sciences: A Selçuk
Meeting (2022), 188-194.

D În cadrul celei de-a 4-a edit, ii a conferint,ei internat, ionale MACOS, 2022,
”International Conference on Mathematics and Computer Science” care
a avut loc ı̂ntre 15-17 Septembrie, 2022, Braşov, Romania, am prezentat
lucrarea ”On approximation properties of some non-positive linear opera-
tors”.

E În cadrul celei de-a 5-a edit, ii a conferint,ei internat, ionale MACOS, 2024,
”International Conference on Mathematics and Computer Science” ce a
avut loc ı̂ntre 13-15 Iunie 2024, Braşov, Romania, am prezentat ”Genera-
lized Kantorovich operators”.

Am pulblicat lucrarea: B. I. Vasian, Generalized Kantorovich operators,
General Mathematics, Vol. 32, No. 2 (2025), 67-83.

F Alte lucrări publicate:

B. I. Vasian, Voronovskaja type theorem for some non-positive Kanto-
rovich type operators, Carpathian Journal of Mathematics Vol. 40, No. 1
(2024), 187-194.

B. I. Vasian, On approximation properties of some non-positive Bernstein-
Durrmeyer type operators modified in the Bezier-King sense, Dolomites
Research Notes on Approximation, 16(3) (2023), 104-117.

B. I. Vasian, Ş. L. Garoiu, C. M. Păcurar, On New Classes of Stancu-
Kantorovich-Type Operators, Mathematics (2021).

R. Păltănea, B. I. Vasian, Double weighted modulus, trimisă spre publi-
care.
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2 Preliminarii
2.1 Notat, ii s, i terminologie

Fie I ⊂ R un interval.
Notăm cu F (I) = {f : I → R} mult, imea funct, iilor reale definite pe I. Cu

B(I) = {f : I → R : f mărginită} notăm mult, imea funct, iilor mărginite pe I.
Cu C (I) = {f : I → R : f continuă} notăm mult, imea funct, iilor continue pe
I.

Pentru k ∈ {0, 1, . . . }, prin Ck(I) ı̂nt,elegem mult, imea funct, iilor continue
care admit derivată de ordinul k continuă. În particular, prin C0(I) ı̂nt,elegem
C(I).

Notăm cu P(I) mult, imea polinoamelor definite pe I s, i cu Πk mult, imea po-
linoamelor de grad cel mult k.

Prin funct, ie test sau funct, ie monomială ı̂nt,elegem ej(t) = tj , j ∈ {0, 1, . . . }.
Fie X un spat, iu Banach. Notăm ∥ · ∥X norma pe X.
Dacă X = B(I), atunci prin norma unei funct, ii ∥f(·)∥, f ∈ B(I), pe I

ı̂nt,elegem norma supremum:

∥f∥ = sup
x∈I

|f(x)|, f ∈ B(I). (2.1)

În continuare enumerăm cât, iva operatori folosit, i pe parcursul tezei:

� Operatorul identitate Id ce satisface Id(f) = f , f ∈ F(I);

� Simbolul Landau O: O(f(x)) = {g(x) : ∃ c, x0 > 0 astfel ı̂ncât 0 ≤
f(x) ≤ cg(x), ∀ x ≥ x0};

� Simbolul Laundau o: o(f(x)) = {g(x) : ∀ c > 0, ∃ x0 > 0 astfel ı̂ncât 0 ≤
f(x) < cg(x), ∀ x ≥ x0}.

Un alt operator folosit este operatorul diferent,ă finită cu pasul k a unei funct, ii
f :

∆kf (x) = f (x+ k)− f (x) . (2.2)

Iterata de ordin l a lui ∆k se notează cu ∆l
k s, i este definită astfel:

∆l
kf (x) = ∆k

[
∆l−1

k f (x)
]
, (2.3)

ce conduce la următoarea identitate:

∆l
kf (x) =

l∑
i=0

(−1)
l−i

(
l

i

)
f (x+ ik) . (2.4)

Propozit, ia 2.1.1. [35] Dacă f este un polinom de grad l−1 atunci ∆l
kf (x) = 0.

Fie I un interval s, i x0, x1, . . . , xn ∈ I, n + 1 puncte distincte din I. Fie
f ∈ F(I). Diferent,ele divizate ale lui f ı̂n punctele x0, x1, . . . , xn sunt definite
astfel:

f [xk] : = f (xk) , k = 0, n, (2.5)

f [xk, xk+1, . . . , xk+p] : =
f [xk+1, . . . , xk+p]− f [xk, xk+1, . . . , xk+p−1]

xk+p − xk
,



11

pentru k = 0, n− p, j = 0, n.
Pentru diferent,ele divizate ment, ionăm următoarele rezultate:

Propozit, ia 2.1.2. [35] Dacă f este un polinom de grad < n, atunci

f [x0, x1, . . . , xn] = 0. (2.6)

Propozit, ia 2.1.3. [35] (Teorema de medie pentru diferent,e divizate) Dacă f
este diferent,iabilă de ordin n, atunci

f [x0, x1, . . . , xn] =
f (n) (ξ)

n!
, (2.7)

pentru ξ ∈
(
mink∈{0,1,...n} xk,maxk∈{0,1,...n} xk

)
.

Propozit, ia 2.1.4. [35] Are loc următoarea relat,ie ı̂ntre diferent,ele divizate s, i
diferent,ele finite:

f [x, x+ h, . . . , x+ lh] =
1

l!hl
∆l

hf (x) . (2.8)

În teoria aproximării prin operatori, modulele de continuitate s-au dovedit a
fi foarte utili. Aceste obiecte matematice pot fi folosite pentru a măsura gradul
de netezime al unei funct, ii ı̂ntr-un mod mult mai elegant. Aceste module sunt
definite astfel:

Definit, ia 2.1.5. [35] Fie I ⊂ R un interval s, i f ∈ F(I). Modulul de continui-
tate al funct,iei f este definit astfel:

ω1(f, h) = sup{|f(x)− f(y)| : |x− y| ≤ h; x, y ∈ I}, h ≥ 0. (2.9)

În cazul unei funct, ii continue f pe un interval I ⊂ R care satisface ω1(f, h) =
o(h), se obt, ine că f este constantă, prin urmare modulul de continuitate nu
este util pentru măsurarea unei netezimi de ordin superior. În acest caz, sunt
necesare modulele de netezime. Aceste module sunt conectate cu diferent,ele
finite de ordin superior.

Definit, ia 2.1.6. [35] Fie I ⊂ R s, i f ∈ C(I), I compact. Modulul de netezime
de ordin l al funct,iei f aste definit astfel:

ωl(f, h) = sup
0<k≤h

∥∆l
k(f, x)∥, h ≥ 0. (2.10)

Modulele de netezime prezentate mai sus reprezintă un instrument foarte
util pentru problemele de aproximare. Cu toate acestea, ı̂n cercetările recente,
modulele clasice de netezime s-au dovedit a fi ineficient, i. Pentru a remedia
aceste neajunsuri, au fost introduse următoarele module, care sunt denumite
module de netezime ponderate ale funct, iei f .

Definit, ia 2.1.7. [37] Fie I ⊂ R s, i f ∈ F(I). Modulul de netezime ponderat de
ordin l al lui f este dat de:

ωφ
l (f, h) = sup

0<k≤h
∥∆l

kφ(·)(f, ·)∥, h ≥ 0, (2.11)

unde funct,ia φ(x) este o funct,ie pondere aleasă ı̂n practică ı̂n funct,ie de pro-
blema studiată.
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Observat, ia 2.1.8. Dacă φ(x) ≡ 1, atunci (2.11) devine modulul de netezime
din (2.10).

Funct, ia φ(x) din definit, ia modululului de netezime ponderat, numită funct,ie
pondere, este definită pentru x ∈ I ( unde I = (a, b) cu a ∈ {−∞, 0} s, i b ∈
{1,∞}), s, i satisface următoarele:

Propozit, ia 2.1.9. [37]

A φ = 1 local;

B există două valori γ(a) s, i γ(b) astfel ı̂ncât γ(0) ≥ 0, γ(1) ≥ 0 s, i γ(±∞) ≤
1 pentru care

φ(x) ≃


|x|γ(a), x → a+ for a ∈ {−∞, 0}
xγ(∞), x → ∞ pentru b = ∞
(1− x)γ(1), x → 1− pentru b = 1

; (2.12)

C φ(x) este o funct,ie măsurabilă (̂ın raport cu măsura µ) s, i există M0, k0
constante, astfel ı̂ncât oricare ar fi 0 < k ≤ k0 s, i orice interval finit J ⊂ I,
are loc următoarea inegalitate ı̂n măsură:

µ ({x ∈ I : x± hφ(x) ∈ J}) ≤ M0µ(E). (2.13)

În continuare, amintim definit, iile K-funct, ionalelor, K-funct, ionalelor de or-
din l s, i K-funct, ionalelor de ordin l ponderate.

Definit, ia 2.1.10. [35] Fie X,Y două spat,ii Banach astfel ı̂ncât Y ⊂ X conti-
nuu. K-funct,ionala atas,ată funct,iei f ∈ X este definită prin:

K(f, t) := K(f, t;X,Y ) := inf
g∈Y

{∥f − g∥X + t∥g∥Y }, t ≥ 0. (2.14)

Definit, ia 2.1.11. K-funct,ionala de ordin l a funct,iei f ∈ F(I) este definită
prin:

Kl(f, t
l) = inf

g∈Cl(I)
{∥f − g∥+ tl∥g(l)∥}, t ≥ 0. (2.15)

Definit, ia 2.1.12. K-funct,ionala de ordin l, ponderată, a funct,iei f ∈ F(I) este
definită prin:

Kφ
l (f, t

l) = inf
g∈Cl(I)

{∥f − g∥+ tl∥φlg(l)∥}, t ≥ 0. (2.16)

Unul dintre cele mai importante rezultate privind K-funct, ionalele s, i modu-
lele de netezime este următoarea teoremă de echivalent, ă ı̂ntre acestea.

Teorema 2.1.13. [35] Presupunând că funct,ia φ satisface condit,iile Proposi-
tion 2.1.9, l ∈ {0, 1, . . . } s, i f ∈ C(I), unde I = (0, 1), I = (0,∞) sau I = R,
atunci

C1ω
φ
l (f, t) ≤ Kφ

l (f, t
l) ≤ C2ω

φ
l (f, t), 0 < t ≤ t0, (2.17)

unde C1, C2, t0 > 0 sunt constante.
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3 Operatori de tip
Durrmeyer nepozitivi

În acest capitol, studiem cât, iva operatori de tip Durrmeyer. Pentru aces,ti
operatori am demonstrat câteva rezultate de aproximare, ı̂mpreună cu estima-
rea erorii s, i teoreme de tip Voronovskaja. Rezultatele din acest capitol se ba-
zează pe lucrările publicate ı̂n două articole: Vasian B. I., On approximation
properties of some non-positive Bernstein-Durrmeyer type operators, An. S, t.
Univ. Ovidius Constant,a, Vol. 21(1), 2023; s, i Vasian B. I., On approximation
properties of some non-positive Bernstein-Durrmeyer type operators modified
in the Bezier-King sense, Dolomites Research Notes on Approximation, 16(3),
104-117, 2023.

3.1 Asupra proprietăt, ilor de aproximare ale unor
operatori de tip Bernstein-Durrmeyer nepo-
zitivi

În această primă sect, iune vom prezenta rezultate privind un nou tip de
operatori Bernstein-Durrmeyer care nu sunt pozitivi pe ı̂ntregul interval [0, 1].
Pentru aces,ti operatori vom demonstra un rezultat de convergent, ă uniformă
pe toate funct, iile continue pe [0, 1], precum s, i un rezultat de estimare a erorii
de aproximare ı̂n funct, ie de modulul de continuitate ω1. De asemenea, va fi
demonstrată s, i o teoremă de tip Voronovskaja.

Aceste rezultate au fost publicate ı̂n lucrare B.I. Vasian,On approximation
properties of some non-positive Bernstein-Durrmeyer type operators, An. S, t.
Univ. Ovidius Consstant,a, Vol. 21(1), 2023.

Vom introduce operatorii de tip Durrmeyer modificat, i pe care ı̂i vom studia
ı̂n acest capitol.

Definit, ia 3.1.1. [108]
Fie α ≥ 0. Pentru orice funct,ie f ∈ C([0, 1]), definim:

Dα
n (f, x) = (n+ 1)

(
n+ α

n

) n∑
k=0

pαn,k (x)

∫ n
n+α

0

pαn,k (t) f (t) dt, x ∈ [0, 1] ,

(3.1)

unde pαn,k (x) =
(
n+α
n

)n (n
k

)
xk
(

n
n+α − x

)n−k

, n, k ∈ N, k ≤ n.

Observat, ia 3.1.2. [108] Pentru α = 0 obt,inem operatorii clasici Bernstein-
Durrmeyer, iar pentru α = 1 se obt,in operatorii studiat,i de Deo N. et al. ı̂n
lucrarea [33].

Observat, ia 3.1.3. [108] Dα
n (f, x) definit ı̂n (3.1) este un operator liniar care

este pozitiv pentru x ∈
[
0, n

n+α

]
s, i nepozitiv pentru x ∈

(
n

n+α , 1
]
.

Lema 3.1.4. [108] Are loc următoarea identitate:
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∫ n
n+α

0

tk+s

(
n

n+ α
− t

)n−k

dt =

(
n

n+ α

)n+s+1

B (k + s+ 1, n− k + 1) ,

(3.2)
unde B(·, ·) este funct,ia Beta a lui Euler.

Propozit, ia 3.1.5. [108] Operatorii Dα
n satisfac următoarele relat,ii:

i) Dα
n (e0, x) = 1;

ii)Dα
n (e1, x) =

n
n+2x+ n

(n+α)(n+2) ;

iii)Dα
n (e2, x) =

n(n−1)
(n+2)(n+3)x

2 + 4n2

(n+2)(n+3)(n+α)x+ 2n2

(n+2)(n+3)(n+α)2
,

unde x ∈ [0, 1] .

Notăm cuMn,m (x) momentul de ordinm al operatorilorDα
n , care au următoarea

expresie:

Mn,m (x) = Dα
n ((t− x)

m
, x) (3.3)

= (n+ 1)

(
n+ α

n

) n∑
k=0

pαn,k (x)

∫ n
n+α

0

(t− x)
m · pαn,k (t) dt.

Teorema 3.1.6. (Teorema 6 din [108]) Are loc următoarea relat,ie de recurent,ă:

(m+ n+ 2)Mn,m+1 (x) = x

(
n

n+ α
− x

)[
2mMn,m−1 (x) +M ′

n,m (x)
]

(3.4)

+ (m+ 1)

(
n

n+ α
− 2x

)
Mn,m (x) .

Cu toate considerat, iile anterioare, putem enunt,a un prim rezultat de apro-
ximare pentru operatorii Dα

n .

Teorema 3.1.7. (Teorema 8 din [108]) Oricare ar fi α ≥ 0, f ∈ C([0, 1]), s, i
oricare ar fi ε ∈ (0, 1), are loc următoarea limită:

lim
n→∞

Dα
n (f) = f, uniform pe [0, 1− ε]. (3.5)

În ceea ce prives,te rezultatul de mai sus, am putut demonstra convergent,a
uniformă doar pe intervalul pe care operatorii Dα

n sunt pozitivi. Următorul nos-
tru obiectiv este de a demonstra că operatorii Dα

n pot aproxima toate funct, iile
continue pe ı̂ntregul interval [0, 1], chiar dacă nu sunt operatori pozitivi pe
ı̂ntregul interval.

Propozit, ia 3.1.8. (Propozit,ia 9 din [108]) Pentru l ∈ {0, 1, . . . } avem:

Dα
n (el, x) = (n+ 1)

(n!)
2

(n+ l + 1)!

min{n,l}∑
i=0

(
l

i

)
l!

i!

1

(n− i)!

(
n

n+ α

)l−i

xi. (3.6)

Cu ajutorul acestui rezultat obt, inem:

Propozit, ia 3.1.9. (Propozit,ia 10 din [108]) Oricare ar fi l ∈ {0, 1, . . . }, avem:

Dα
n (el) → el uniform pe [0, 1]. (3.7)



16

Observat, ia 3.1.10. [108] Din Propozit,ia 3.1.9 s, i din liniaritatea operatorilor
Dα

n , obt,inem că pentru orice polinom P ∈ P([0, 1]), convergent,a Dα
n (P, x) →

P (x) are loc uniform pe x ∈ [0, 1].

Propozit, ia 3.1.11. (Porpozit,ia 12 din [108]) Are loc:

∥Dα
n∥ ≤ e2α, (3.8)

oricare ar fi n ∈ {1, 2, . . . }, s, i α ≥ 0.

Teorema 3.1.12. (Teorema 13 din[108]) Oricare ar fi f ∈ C([0, 1]), avem:

lim
n→∞

Dα
n (f) = f uniform pe [0, 1]. (3.9)

Următorul rezultat dă o estimare a erorii de aproximare folosind modulul de
continuitate ω1(f, δ).

Teorema 3.1.13. (Teorema 14 din [108]) Pentru f ∈ C([0, 1]) s, i x ∈ [0, 1]
avem:

|Dα
n (f, x)− f (x)| ≤

{
1 +

1

δ

√
2

n+ 2

[
x

(
n

n+ α

)
+

1

n+ 3

]}
ω1 (f, δ) , (3.10)

pentru x ∈
[
0, n

n+α

]
, s, i

|Dα
n (f, x)− f (x)| ≤

{
e2α +

e2α

δ′

[
2α

n
+

n

(n+ α) (n+ 2)

]}
ω1 (f, δ

′) , (3.11)

pentru x ∈
(

n
n+α , 1

]
.

Observat, ia 3.1.14. [108] Considerând

δ = δ′ = max

{√
2

n+ 2

[
n

n+ α
+

1

n+ 3

]
,
2α

n
+

n

(n+ α)(n+ 2)

}
, (3.12)

atunci
∥ Dα

n(f)− f ∥≤ 2e2αω(f, δ). (3.13)

3.1.1 Rezultat de tip Voronovskaja

În această sect, iune demonstrăm un alt rezultat de măsurare a ordinului de
aproximare sub forma unei teoreme de tip Voronovskaja.

Teorema 3.1.15. (Teorema 16 din [108]) Fie f ∈ C([0, 1)) o funct,ie mărginită,
diferent,iabilă de două ori ı̂n punctul x ∈ (0, 1) . Atunci are loc următoarea limită:

lim
n→∞

n [Dα
n (f, x)− f (x)] = (1− 2x) f ′ (x) + x (1− x) f ′′ (x) . (3.14)
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3.1.2 Grafice

Pentru primul exemplu am considerat funct, ia f(x) = x3−(11/6)x2+x−1/6
pentru x ∈ [0, 1]. În acest caz am obt, inut Figura 3.1.

Figura 3.1: α = 1 s, i n = 50

Pentru al doilea exemplu am considerat funct, ia f(x) = |x − 0.5| pentru
x ∈ [0, 1] s, i am obt, inut Figura 3.2.

Figura 3.2: α = 1 s, i n = 50

După cum se poate observa din rezultatele obt, inute s, i din graficele de mai
sus, operatorii Dα

n au proprietăt, i bune de aproximare des, i nu sunt pozitivi pe
ı̂ntregul interval [0, 1].

3.2 Asupra proprietăt, ilor de aproximare a unor
operatori de tip Bernstein-Durrmeyer nepo-
zitivi modificat, i ı̂n sens King

Această sect, iune este dedicată unor rezultate privind operatorii de tip Bernstein-
Durrmeyer, definit, i folosind metodele propuse de King s, i Bezier. Operatorii
obt, inut, i aici nu sunt pozitivi pe ı̂ntregul interval [0, 1], dar sunt operatori de
aproximare. Unele dintre rezultate sunt obt, inute ı̂ntr-un mod simplu folosind
primul modul de continuitate. Pentru rezultatele privind modulul de netezime
de ordinul doi, folosim metode cu ajutorul K-funct, ionalelor necesare. În cele
din urmă, demonstrăm un rezultat de tip Voronovskaja pentru a evalua eroarea
de aproximare.
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Aceste rezultate au fost publicate ı̂n lucrarea B. I. Vasian, On approxima-
tion properties of some non-positive Bernstein-Durrmeyer type operators mo-
dified in the Bezier-King sense, Dolomites Research Notes on Approximation,
Vol. 16, 2023.

Fie τ : [0, 1] → [0, 1] astfel ı̂ncât τ este o funct, ie diferent, iabilă s, i crescătoare
cu τ (0) = 0 s, i τ (1) = 1.

Pentru a demonstra rezultatele, considerăm funct, ia f mărginită [0, 1].
Având modelul operatorilor din sect, iunea anterioară, introducem o nouă

clasă de operatori:

Definit, ia 3.2.1. [109] Fie α ≥ 0. Pentru f ∈ C([0, 1]), definim:

Dα,θ
n,τ (f, x) = (3.15)

(n+ 1)

(
n+ α

n

) n∑
k=0

Qα,τ,θ
n,k (x)

∫ n
n+α

0

pαn,k (t)
(
f ◦ τ−1

)
(t) dt, x ∈ [0, 1] ,

unde

Qα,τ,θ
n,k (x) =

[
Jα,τ
n,k (x)

]θ
−
[
Jα,τ
n,k+1 (x)

]θ
, (3.16)

cu θ ≥ 1 un ı̂ntreg s, i J
α,τ
n,k (x) =

∑n
j=k p

α,τ
n,k (x) , unde

pα,τn,k (x) =

(
n+ α

n

)n(
n

k

)
τk (x)

(
n

n+ α
− τ (x)

)n−k

. (3.17)

Observat, ia 3.2.2. [109] Ment,ionăm următoarele observat,ii referitoare la notat,ii:

A Dacă indicele θ lipses, te, atunci θ = 1;

B Dacă indicele τ lipses, te, atunci τ(x) = x.

Pentru operatorii Dα,θ
n,τ definit, i ı̂n (3.15) ment, ionăm următoarele:

Observat, ia 3.2.3. [109] Din definit,ie se poate observa că operatorii Dα,θ
n,τ sunt

liniari pe C([0, 1]).

Observat, ia 3.2.4. [109] Există ξn ∈ (0, 1) cu proprietatea τ(ξn) =
n

n+α , astfel
ı̂ncât τ (x) > n

n+α pentru x ∈ (ξn, 1] s, i τ (x) ≤ n
n+α pentru x ∈ [0, ξn] , prin

urmare operatorii Dα,θ
n,τ nu sunt pozitivi pe ı̂ntregul interval [0, 1] .

3.2.1 Rezultate auxiliare

Pentru a demonstra rezultatele privind aces,ti operatori, avem nevoie de
câteva rezultate pentru Dα

n,τ , i.e. când θ = 1.
Următorul rezultat dă o formulă de recurent, ă pentru pα,τn,k (x).

Lema 3.2.5. (Lema 3.2 din [109]) Pentru funct,iile pα,τn,k (x) din (3.17), are loc:

τ (x)

(
n

n+ α
− τ (x)

)(
pα,τn,k (x)

)′
= nτ ′(x)

(
k

n+ α
− τ (x)

)
pα,τn,k (x) , x ∈ [0, 1].

(3.18)

Lema 3.2.6. (Lema 3.3 din [109]) Operatorii Dα
n,τ satisfac următoarele:
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A Dα
n,τ (e0, x) = 1;

B Dα
n,τ (τ, x) =

1
n+2

(
nτ (x) + n

n+α

)
;

C Dα
n,τ

(
τ2, x

)
= 1

(n+2)(n+3)

(
n (n− 1) τ2 (x) + 4n2

n+ατ (x) +
2n2

(n+α)2

)
;

unde τ este definit ca mai sus s, i x ∈ [0, 1] .

Notăm cu Mτ,α
n,m (x) momentul central de ordin m ∈ {0, 1, 2, . . . } al operato-

rilor Dα
n,τ , care este definit astfel:

Mτ,α
n,m (x) = Dα

n,τ ((τ (t)− τ (x))
m
, x) , x ∈ [0, 1] .

Lema 3.2.7. (Lema 3.4 din [109]) Are loc următoarea relat,ie de recurent,ă:

(m+ n+ 2) τ ′(x)Mτ,α
n,m+1 (x) (3.19)

= τ (x)

(
n

n+ α
− τ (x)

)[
2mτ ′ (x)Mτ,α

n,m−1 (x) +
(
Mτ,α

n,m

)′
(x)
]

+(m+ 1) τ ′ (x)

(
n

n+ α
− 2τ (x)

)
Mτ,α

n,m (x) .

Observat, ia 3.2.8. [109] Pentru simplificarea notat,iilor, notăm

ϕτ (x) := τ (x)

(
n

n+ α
− τ (x)

)
.

Observat, ia 3.2.9. [109] Funct,ia ϕτ (x) ı̂s, i atinge maximul pentru τ(x) =

n
2(n+α) iar valoarea maximă este maxϕτ = 1

4

(
n

n+α

)2
.

Propozit, ia 3.2.10. (Propozit,ia 3.6 din [109]) Următoarea inegalitate are loc:∥∥Dα
n,τf

∥∥ ≤ e2α ∥f∥ , (3.20)

oricare ar fi f ∈ C([0, 1)].

Observat, ia 3.2.11. [109] Pentru a, b ∈ [−1, 1] s, i θ ≥ 1 un ı̂ntreg, are loc
inegalitatea ∣∣aθ − bθ

∣∣ ≤ θ |a− b| . (3.21)

Observat, ia 3.2.12. [109] Are loc

|Qα,τ,θ
n,k (x) | =

∣∣∣∣[Jα,τ
n,k (x)

]θ
−
[
Jα,τ
n,k+1 (x)

]θ∣∣∣∣ (3.22)

≤ θ
∣∣∣Jα,τ

n,k (x)− Jα,τ
n,k+1 (x)

∣∣∣ = θ|pα,τn,k (x) |,

inegalitate obt,inută ca o consecint,ă a Observat,iei 3.2.11, unde θ ≥ 1 este un
ı̂ntreg.

Folosind rezultatele anterioare, putem demonstra următoarele rezultate pri-
vind operatorii Dα,θ

n,τ .

Propozit, ia 3.2.13. (Propozit,ia 3.7 din [109]) Are loc:∥∥Dα,θ
n,τf

∥∥ ≤ θe2α ∥f∥ , (3.23)

oricare ar fi f ∈ C([0, 1]).

Observat, ia 3.2.14. [109] Avem Dα,θ
n,τ (e0, x) = 1 oricare ar fi x ∈ [0, 1] .
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3.2.2 Aproximare cantitativă

În cele ce urmează vom stabili câteva rezultate cantitative folosind diferit, i
moduli de continuitate: modulul de continuitate ω1 s, i o combinat, ie ı̂ntre ω1 s, i
modulul de netezime ω2.

Teorema 3.2.15. (Teorema 4.1 din [109]) Pentru f ∈ C([0, 1]) avem

∣∣Dα,θ
n,τ (f, x)− f (x)

∣∣ ≤ {1 + 1

δ

n

n+ α

√
θ (n+ 1)

2 (n+ 2) (n+ 3)

}
ω1

(
f ◦ τ−1, δ

)
,

(3.24)
pentru x ∈ [0, ξn] , δ > 0, s, i∣∣Dα,θ

n,τ (f, x)− f (x)
∣∣ ≤ θe2α

{
1 +

1

δ′

[
2α

n
+

n

(n+ 2) (n+ α)

]}
ω1

(
f ◦ τ−1, δ′

)
,

(3.25)
pentru x ∈ (ξn, 1] , δ

′ > 0.

Corolar 3.2.16. (Corolar 4.2 din [109]) Fie f ∈ C([0, 1]). Are loc:

∣∣Dα,θ
n,τ (f, x)− f (x)

∣∣ ≤ 2ω1

(
f ◦ τ−1|[0,ξn],

n

n+ α

√
θ (n+ 1)

2 (n+ 2) (n+ 3)

)
, (3.26)

pentru x ∈ [0, ξn] , s, i∣∣Dα,θ
n,τ (f, x)− f (x)

∣∣ ≤ 2θe2αω1

(
f ◦ τ−1|[ξn,1],

2α

n
+

n

(n+ 2) (n+ α)

)
, (3.27)

pentru x ∈ (ξn, 1] .

Lema 3.2.17. (Lema 4.3 din [109]) Pentru x ∈ [0, 1], avem:

Dα,θ
n,τ

(
(τ (t)− τ (x))

2
, x
)
≤ θ

n+ 1

2 (n+ 2) (n+ 3)

(
n

n+ α

)2

, for x ∈ [0, ξn],

(3.28)
s, i∣∣∣Dα,θ

n,τ

(
(τ (t)− τ (x))

2
, x
)∣∣∣ ≤ θe2α

2n
[
n2 − n (2− α)− 3α

]
(n+ 2) (n+ 3) (n+ α)

2 , for x ∈ (ξn, 1].

(3.29)

Următoarele rezultate sunt estimări cu ajutorul lui ω1 s, i ω2. Pentru a obt, ine
aceste rezultate impunem următoarele restrict, ii funct, iei τ (x):

� τ (x) ∈ C2([0, 1]);

� infx∈[0,1] τ
′ (x) ≥ l, l ∈ R+.

� supx∈[0,1] |τ ′′ (x)| ≤ β, β ∈ R+.
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Teorema 3.2.18. (Teorema 4.4 din [109]) Pentru f ∈ C([0, 1]), avem:∣∣Dα,θ
n,τ (f, x)− f (x)

∣∣ (3.30)

≤ θe2α + 1

2

C1ω1

f,
2ζ1

(
1 + β

2lζ1

)
θe2α + 1

+ C2ω2

f,

√
ζ21

θe2α + 1

 , x ∈ [0, ξn] ,

unde ζ1 =
√
θ
l

n
n+α

√
n+1

2(n+2)(n+3) s, i C1, C2 sunt constante ce nu depind de n, s, i∣∣Dα,θ
n,τ (f, x)− f (x)

∣∣ (3.31)

≤ θe2α + 1

2

C∗
1ω1

f,
2ζ2

(
1 + β

2lζ2

)
θe2α + 1

+ C∗
2ω2

f,

√
ζ22

θe2α + 1

 , x ∈ (ξn, 1] ,

unde ζ2 = 1
l

√
θe2α 2n[n2−n(2−α)−3α]

(n+2)(n+3)(n+α)2
, s, i C∗

1 , C∗
2 sunt constante ce nu depind de

n.

3.2.3 Rezultat de tip Voronovskaja

În această sect, iune demonstrăm un rezultat de tip Voronovskaja pentru ope-
ratorii Dα,θ

n,τ .

Lema 3.2.19. (Lema 5.1 din [109]) Fie f ∈ C2[0, 1]. Atunci are loc:∣∣n [Dα,θ
n,τ (f, x)− f (x)

]∣∣ (3.32)

≤ θ
2n

n+ 2

∣∣∣∣f ′(x)

τ ′(x)

∣∣∣∣ (τ (x) + n

n+ α

)
+θ

n

(n+ 2) (n+ 3)

∣∣∣∣∣ f ′′(x)

(τ ′(x))
2 − f ′(x)

τ ′′(x)

(τ ′(x))
3

∣∣∣∣∣
[
(n− 3)ϕτ (x) +

(
n

n+ α

)2
]

(3.33)

+Λn (x) ; x ∈ [0, ξn] ,

unde Λn (x) → 0 când n → ∞.

Teorema 3.2.20. (Teorema 5.2 din [109]) Pentru f ∈ C2 [0, 1] s, i x ∈ [0, 1),
are loc:

lim sup
n→∞

(
n
[
Dα,θ

n,τ (f, x)− f (x)
])

(3.34)

= 2θ

∣∣∣∣f ′(x)

τ ′(x)

∣∣∣∣ (τ (x) + 1) + θ

∣∣∣∣∣ f ′′(x)

(τ ′(x))
2 − f ′(x)

τ ′′(x)

(τ ′(x))
3

∣∣∣∣∣ τ (x) (1− τ (x)) ; x ∈ [0, 1).
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4 Operatori de tip Kanto-
rovich modificat, i ı̂n sens King

În acest capitol vom prezenta câteva rezultate privind operatorii de tip Kan-
torovich.

Anume, vom trata câteva clase de operatori de tip Kantorovich modificat, i
folosind metodele Stancu s, i King. Clasele obt, inute ı̂n acest mod cont, in doar
operatori liniari s, i pozitivi, iar pentru aceste clase este demonstrată aproximarea
uniformă a tuturor funct, iilor continue pe intervale specifice.

4.1 Asupra unor noi clase de operatori de tip
Stancu-Kantorovich

În această sect, iune prezentăm rezultatele obt, inute ı̂n lucrarea Vasian B.
I., Garoiu Ş. L., Păcurar C. M., On New Classes of Stancu-Kantorovich-Type
Operators. Mathematics 2021.

Aici, am introdus noi clase de operatori de tip Stancu-Kantorovich construit, i
cu metoda introdusă de King ı̂n lucrarea [66]. Fiecare clasă este construită astfel
ı̂ncât operatorii să invarieze două funct, ii de test simultan. În primul rând, vom
studia operatorii care invariază e0 s, i e1. În al doilea rând, e0 s, i e2, s, i ı̂n final
e1 s, i e2. Pentru fiecare clasă am studiat aproximarea uniformă a funct, iilor
continue pe anumite intervale pe care operatorii rămân pozitivi. De asemenea,
sunt furnizate câteva rezultate ale estimării erorii ı̂n fiecare caz. Definim clasele
de operatori după cum urmează:

Definit, ia 4.1.1. (Definit,ia 4 din [110]) Fie I ⊂ R un interval s, i cn, dn : I → R
funct,ii satisfăcând cn (x) ≥ 0, dn (x) ≥ 0 oricare ar fi x ∈ I, 0 ≤ α ≤ β s, i
n ∈ {1, 2, . . . }. Definim următorii operatori de tip Stancu-Kantorovich:

S(α,β)∗
n (f, x) = (n+ β + 1)

n∑
k=0

(
n

k

)
(cn (x))

k
(dn (x))

n−k

k+α+1
n+β+1∫
k+α

n+β+1

f (t) dt. (4.1)

pentru orice x ∈ I, m ∈ {1, 2, . . . } s, i f ∈ L1([0, 1]).

Pentru aces,ti operatori avem:

Lema 4.1.2. (Lema 1 din [110]) Operatorii din (4.1) satisfac următoarele:

S(α,β)∗
n (e0, x) = (cn (x) + dn (x))

n
, (4.2)

S(α,β)∗
n (e1, x) =

n

n+ β + 1
cn (x) (cn (x) + dn (x))

n−1
(4.3)

+
2α+ 1

2 (n+ β + 1)
(cn (x) + dn (x))

n
,
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S(α,β)∗
n (e2, x) =

n (n− 1)

(n+ β + 1)
2 c

2
n (x) (cn (x) + dn (x))

n−2
(4.4)

+
n (2α+ 2)

(n+ β + 1)
2 cn (x) (cn (x) + dn (x))

n−1

+
3α (α+ 1) + 1

3 (n+ β + 1)
2 (cn (x) + dn (x))

n

oricare ar fi x ∈ I, n ∈ {0, 1, . . . }, unde ei (t) = ti, i ∈ {0, 1, 2}.

Definit, ia 4.1.3. Notăm cu Mn,kLn(x), momentul de ordin k al operatorilor
Ln, ce au următoarea expresie:

Mn,k (Ln(x)) = Ln

(
(e1 − x)

k
, x
)
. (4.5)

4.1.1 Operatori de tip Stancu-Kantorovich ce invariază e0
s, i e1

Impunem condit, ia ca operatorii Stancu-Kantorovich introdus, i ı̂n (4.1), să
invarieze funct, iile e0 s, i e1. Astfel, construim operatorii astfel ı̂ncât să satisfacă:

•1 S(α,β)∗
n (e0, x) = 1;

•2 S(α,β)∗
n (e1, x) = x; (4.6)

•3 lim
n→∞

S(α,β)∗
n (e2, x) = x2 uniform pe un interval.

Din condit, iile impuse ı̂n (4.6) s, i identităt, ile (4.2), (4.3), obt, inem:

cn (x) =
n+ β + 1

n
x− 2α+ 1

2n
, (4.7)

s, i

dn(x) =
− (n+ β + 1)x

n
+

2n+ 2α+ 1

2n
, (4.8)

oricare ar fi n ∈ {1, 2, . . . } s, i x ∈ I.
Pentru a obt, ine operatori pozitivi, impunem funct, iilor cn(x) s, i dn(x) să fie

pozitive. Astfel obt, inem:

2α+ 1

2(n+ β + 1)
≤ x ≤ 2n+ 2α+ 1

2(n+ β + 1)
, oricare ar fi x ∈ I, s, i n ∈ {1, 2, . . . }.

Lema 4.1.4. (Lema 2 din [110]) Pentru 0 ≤ α ≤ β s, i orice ı̂ntreg n0 < n, are
loc următoarea incluziune:[

2α+ 1

2(n0 + β + 1)
;
2n0 + 2α+ 1

2(n0 + β + 1)

]
⊂
[

2α+ 1

2(n+ β + 1)
;
2n+ 2α+ 1

2(n+ β + 1)

]
.

Observat, ia 4.1.5. Din moment ce pe intervalul
[

2α+1
2(n0+β+1) ;

2n0+2α+1
2(n0+β+1)

]
avem

că cn(x), dn(x) ≥ 0, oricare ar fi n ∈ {1, 2, . . . }, considerăm I =
[

2α+1
2(n0+β+1) ;

2n0+2α+1
2(n0+β+1)

]
,

unde n0 e un număr natural fixat arbitrar. Observăm ca pentru orice ε > 0,
dacă luăm n0 suficient de mare, atunci [ε, 1− ε] ⊂ I.
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Considerând s, irurile de funct, ii cn(x) s, i dn(x) obt, inute ı̂n relat, iile (4.7) s, i
(4.8), operatorii de tip (4.1) au următoarea expresie:

S
(α,β)∗
1,n (f, x) = (n+ β + 1)

n∑
k=0

(
n

k

)(
n+ β + 1

n
x− 2α+ 1

2n

)k

(4.9)

×
(
− (n+ β + 1)

n
x+

2n+ 2α+ 1

2n

)n−k

k+α+1
n+β+1∫
k+α

n+β+1

f (t) dt,

oricare ar fi x ∈ I.

Lema 4.1.6. (Lema 3 din [110]) Operatorii S
(α,β)∗
1,n din (4.9) satisfac

S
(α,β)∗
1,n (e0, x) = 1;

S
(α,β)∗
1,n (e1, x) = x; (4.10)

S
(α,β)∗
1,n (e2, x) =

n− 1

n
x2 +

n+ 2α+ 1

n (n+ β + 1)
x− n(12α+ 5) + 3(2α+ 1)2

12n(n+ β + 1)2

pentru x ∈ I.

Lema 4.1.7. (Lema 4 din [110]) Au loc următoarele relat,ii:

Mn,0

(
S
(α,β)∗
1,n

)
(x) = 1, (4.11)

Mn,1

(
S
(α,β)∗
1,n

)
(x) = 0, (4.12)

Mn,2

(
S
(α,β)∗
1,n

)
(x) = −x2

n
+

n+ 2α+ 1

n(n+ β + 1)
x+O

(
1

n2

)
. (4.13)

Lema 4.1.8. (Lema 5 din [110]) Avem

lim
n→∞

nMn,2

(
S
(α,β)∗
1,n

)
(x) = x(1− x) (4.14)

uniform pentru x ∈ I. Mai mult, oricare ar fi ε > 0 există un ı̂ntreg nε ≥ n0,
suficient de mare, astfel ı̂ncât

nMn,2

(
S
(α,β)∗
1,n

)
(x) ≤ 1 + ε

4
, (4.15)

oricare ar fi x ∈ I s, i n ∈ {1, 2, . . . } cu n ≥ nε.

Teorema 4.1.9. (Teorema 2 din [110]) Fie f ∈ C([0, 1]). Următoarea limită
are loc:

lim
m→∞

S
(α,β)∗
1,m (f) = f

uniform pe I. Mai mult, oricare ar fi ε > 0 există nε ∈ {1, 2, . . . } astfel ı̂ncât∣∣∣S(α,β)∗
1,n (f, x)− f (x)

∣∣∣ ≤ (1 + √
1 + ε

2

)
ω1

(
f,

1√
n

)
,

pentru orice x ∈ I s, i n ∈ {1, 2, . . . }, n ≥ nε.
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Prezentăm un exemplu grafic pentru a vedea procesul de aproximare. Am
considerat funct, ia f(x) = sin(20x), n = 25, α = 0.1 s, i β = 0.2.

Figura 4.1: α = 0.1, β = 0.2, n = 25

În Figura 4.1 se poate vedea că s, irul de operatori (albastru) este un proces
de aproximare pentru funct, ia f (portocaliu).

4.1.2 Operatori de tip Stancu-Kantorovich ce invariază
funct, iile e0 s, i e2

În continuare tratăm operatorii de tip Stancu-Kantorovich din (4.1) pen-
tru care impunem invarierea funct, iilor e0 s, i e2. În acest sens, operatorii sunt
construit, i astfel:

•1S(α,β)∗
n (e0, x) = 1

•2S(α,β)∗
n (e2, x) = x2 (4.16)

•3 lim
n→∞

S(α,β)∗
n (e1, x) = x uniform pe un interval.

Impunând condit, iile de mai sus, (4.16), s, i folosind identităt, ile din (4.2) s, i (4.4)
obt, inem următoarele condit, ii pentru cn(x) s, i dn(x):

cn(x) + dn(x) = 1, ∀x ∈ I, n ∈ {1, 2, . . . }, (4.17)

s, i ecuat, ia de gradul doi ı̂n cn(x):

n(n− 1)c2n(x) + 2n(1 + α)cn(x) + α(α+ 1) +
1

3
= x2(n+ β + 1)2, (4.18)

x ∈ I, s, i n ∈ {1, 2, . . . }.
Observăm că pentru α ≥ 0, β ≥ 0, discriminantul ecuat, iei (4.18):

δn(x) = 4n

[
n

(
2

3
+ α

)
+ α2 + α+

1

3
+ x2(n− 1)(n+ β + 1)2

]
(4.19)

este pozitiv.
Facem următoarele notat, ii:

∆n(x) =
δn(x)

4
.
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Rezolvând ecuat, ia (4.18) obt, inem, pentru n ≥ 2:

cn(x) =
−n(1 + α) +

√
∆n(x)

n(n− 1)
(4.20)

s, i, din relat, ia (4.17), obt, inem:

dn(x) =
n(n+ α)−

√
∆n(x)

n(n− 1)
. (4.21)

Pentru a aplica Teorema Korovkin, avem nevoie ca operatorii să fie pozitivi.
Pentru aceasta impunem ca cn(x) s, i dn(x), din (4.20) s, i (4.21), să fie funct, ii
pozitive. Astfel obt, inem:√

α2 + α+ 1
3

n+ β + 1
≤ x ≤

√
n(n+ 2α+ 1) + α2 + α+ 1

3

n+ β + 1
.

Lema 4.1.10. (Lema 6 din [110]) Fie 0 < ε′ < 1
2 fixat. Atunci exită un număr

natural n0 ∈ {1, 2, . . . }, astfel ı̂ncât

[ε′, 1− ε′] ⊂


√
α2 + α+ 1

3

n+ β + 1
;

√
n(n+ 2α+ 1) + α2 + α+ 1

3

n+ β + 1

 , (4.22)

oricare ar fi n ∈ {1, 2, . . . } cu n ≥ nε s, i 0 ≤ α ≤ β.

Observat, ia 4.1.11. Deoarece s, irurile de funct,ii cn(x) and dn(x) sunt pozitive
pe intervalul (4.22), ı̂n continuare vom considera I = [ε′, 1− ε′] , oricare ar fi
ε′ > 0 s, i n ≥ n0.

Întorcându-ne ı̂n relat, ia (4.1) cu expresiile funct, iilor cn(x) s, i dn(x) din
relat, iile (4.20) s, i (4.21), operatorii devin:

S
(α,β)∗
2,n (f, x) =

n+ β + 1

(n(n− 1))n

n∑
k=0

(
n

k

)(
−n(1 + α) +

√
∆n(x)

)k
(4.23)

×
(
n(n+ α)−

√
∆n(x)

)n−k

k+α+1
n+β+1∫
k+α

n+β+1

f (t) dt,

oricare ar fi x ∈ I s, i n ≥ n0.

Lema 4.1.12. (Lema 7 din [110]) Operatorii S
(α,β)∗
2,n din (4.23) satisfac:

S
(α,β)∗
2,n (e0, x) = 1;

S
(α,β)∗
2,n (e1, x) =

−(n+ 2α+ 1) + 2
√
∆n(x)

2(n+ β + 1)(n− 1)
; (4.24)

S
(α,β)∗
2,n (e2, x) = x2.

pentru x ∈ I s, i n ≥ n0.
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În continuare prezentăm primele trei momente ale operatorilor S
(α,β)∗
2,n .

Lema 4.1.13. (Lema 8 din [110]) Au loc următoarele:

Mn,0

(
S
(α,β)∗
2,n

)
(x) = 1, (4.25)

Mn,1

(
S
(α,β)∗
2,n

)
(x) = −x+

−(n+ 2α+ 1) + 2
√

∆n(x)

2(n+ β + 1)(n− 1)
, (4.26)

Mn,2

(
S
(α,β)∗
2,n

)
(x) = 2x

(
x−

−(n+ 2α+ 1) + 2
√

∆n(x)

2(n+ β + 1)(n− 1)

)
, (4.27)

pentru orice x ∈ I s, i n ∈ {1, 2, . . . }.

Lema 4.1.14. (Lema 9 din [110]) Au loc următoarele limite:

lim
n→∞

nMn,1

(
S
(α,β)∗
2,n

)
(x) =

1

2
(x− 1) , (4.28)

lim
n→∞

nMn,2

(
S
(α,β)∗
2,n

)
(x) = x (1− x) , (4.29)

uniform pentru x ∈ I. Mai mult, oricare ar fi ε > 0 există nε > n0 astfel ı̂ncât

Mn,2

(
S
(α,β)∗
2,n

)
(x) ≤ 1

n

(
1

4
+ ε

)
, (4.30)

pentru orice x ∈ I s, i n ∈ {1, 2, . . . } cu n ≥ nε.

Teorema 4.1.15. (Teorema 3 din [110]) Fie f ∈ C([0, 1]). Are loc:

lim
n→∞

S
(α,β)∗
2,n (f) = f

uniform pe I. Mai mult, oricare ar fi ε > 0 există nε ∈ {1, 2, . . . } astfel ı̂ncât:∣∣∣(S(α,β)∗
2,n f

)
(x)− f (x)

∣∣∣ ≤ (1 +√1

4
+ ε

)
ω1

(
f,

1√
n

)
,

pentru orice x ∈ I s, i n ∈ {1, 2, . . . } cu n ≥ nε.

Pentru aces,ti operatori am obt, inut următoarele grafice pentru funct, iile f(x) =
2x3 − 20

7 x2 + 8
7x− 1

7 s, i f(x) =
∣∣x− 1

2

∣∣, cu α = 0.1, β = 0.65 s, i n = 50.

Figura 4.2: α = 0.1, β = 0.65, n = 50
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Figura 4.3: α = 0.1, β = 0.65, n = 50

4.1.3 Operatori de tip Stancu-Kantorovich ce invariază
funct, iile e1 s, i e2

În această sect, iune impunem operatorilor de tip Stancu-Kantorovich din
(4.1) să invarieze funct, iile e1 s, i e2. În acest sens, operatorii satisfac:

•1 lim
n→∞

S
(α,β)∗
3,n (e0, x) = 1, uniform pe un interval,

•2S(α,β)∗
3,n (e1, x) = x, (4.31)

•3S(α,β)∗
3,n (e2, x) = x2.

Pentru a obt, ine rezultatele principale ale acestei sect, iuni, facem următoarea
notat, ie

S
(α,β)∗
3,n (e0, x) = 1 + wn (x) , (4.32)

unde x ∈ I, n ∈ {1, 2, . . . } s, i wn : I → R.

Observat, ia 4.1.16. Pentru ca operatorii S
(α,β)∗
3,n , n ∈ {1, 2, . . . }, 0 ≤ α ≤ β

să fie pozitivi, impunem ca S
(α,β)∗
3,n (e0, x) ≥ 0, ceea ce implică

1 + wn (x) ≥ 0, ∀x ∈ I, n ∈ {1, 2, . . . }. (4.33)

Din relat, ia (4.32), obt, inem:

(cn (x) + dn (x))
n
= 1 + wn (x) ,∀x ∈ I, n ∈ {1, 2, . . . }, (4.34)

care implică

cn (x) + dn (x) = (1 + wn (x))
1
n ,∀x ∈ I, n ∈ {1, 2, . . . }. (4.35)

Având considerat, iile anterioare s, i impunând condit, iile •2 s, i •3 din (4.31),
obt, inem următoarea lemă.

Lema 4.1.17. (Lema 10 din [110]) Pentru a avea S
(αε,β)∗
3,n (e1, x) = x, cn(x) s, i

dn(x) sunt de forma:

cn (x) =
n+ β + 1

n

[
x− 2α+ 1

2 (n+ β + 1)
(1 + wn (x))

]
(1 + wn (x))

1−n
n (4.36)
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s, i

dn (x) = (1 + wn (x))
1
n × (4.37)[

1− n+ β + 1

m
· 1

1 + wn (x)

(
x− 2α+ 1

2 (n+ β + 1)
(1 + wn (x))

)]
.

Din condit, ia •2 din (4.31),avem următoarea ecuat, ie de gradul doi ı̂n wn (x) :

w2
n (x) [−5n− 3− α (1 + n+ α)] +

wn (x) {−12n
[
(n+ 1)

2
+ β (β + 2n+ 2)

]
x2+

12
[
(n+ 1)

2
+ 2α(1 + n) + β (1 + n+ 2α)

]
x− 2 [5n+ 3 + 12α (1 + n+ α)]}+

+{−12
[
(n+ 1)

2
+ β (β + 2n+ 2)

]
x2+

+12
[
(n+ 1)

2
+ 2α (1 + n) + β (1 + n+ 2α)

]
x− [5n+ 3 + 12α (1 + n+ α)]} = 0,

cu solut, iile notate wn,1 s, i wn,2, wn,2 < wn,1.

Observat, ia 4.1.18. Se pot verifica următoarele: lim
n→∞

wn,2 (x) = −∞ s, i lim
n→∞

wn,1 (x) =

0, uniform pentru x ∈ (0, 1).
În continuare vom considera wn(x) = wn,1(x).

Pentru a obt, ine operatori pozitivi, funct, iile cn(x) s, i dn(x) din relat, iile (4.36)
s, i (4.37) trebuie să fie pozitive. În aceste condit, ii obt, inem:

x− 2α+ 1

2 (n+ β + 1)
(1 + wn(x)) ≥ 0,

s, i

1− n+ β + 1

n
· 1

1 + wn (x)

(
x− 2α+ 1

2 (n+ β + 1)
(1 + wn (x))

)
≥ 0,

pentru orice x ∈ I, n ∈ {1, 2, . . . } s, i 0 ≤ α ≤ β care implică:

2 (n+ β + 1)

2n+ 2α+ 1
x− 1 ≤ wn (x) ≤

2 (n+ β + 1)

2α+ 1
x− 1, (4.38)

oricare ar fi x ∈ I, n ∈ {1, 2, . . . } s, i 0 ≤ α ≤ β.

Lema 4.1.19. (Lema 11 din [110]) Fie 0 < ε′ < 1
2 . Atunci există n0 ∈

{1, 2, . . . } astfel ı̂ncât inegalitatea (4.38) are loc oricare ar fi x ∈ [ε′, 1 − ε′]
cu n ∈ {1, 2, . . . }, n ≥ n0.

În cele ce urmează vom considera I = [ε′, 1− ε′], cu 0 < ε′ < 1
2 fixat.

Putem rescrie operatorii din relat, ia (4.1) astfel:

S
(α,β)∗
3,n (f, x) = (n+ β + 1)

n∑
k=0

(
n

k

)
(1 + wn (x))

1−k

×
(
n+ β + 1

n

(
x− 2α+ 1

2 (n+ β + 1)
(1 + wn (x))

))k

×
(
1− n+ β + 1

n (1 + wn (x))

(
x− 2α+ 1

2 (n+ β + 1)
(1 + wn (x))

))n−k

k+α+1
n+β+1∫
k+α

n+β+1

f (t) dt.



30

Lema 4.1.20. (Lema 12 din [110]) Pentru x ∈ I, I = [ε′, 1 − ε′], 0 < ε′ < 1
2 ,

s, i n ∈ {1, 2, . . . }, avem:

Mn,0

(
S
(α,β)∗
3,n

)
(x) = 1 + wn (x) ,

Mn,1

(
S
(α,β)∗
3,n

)
(x) = −xwn (x) ,

Mn,2

(
S
(α,β)∗
3,n

)
(x) = x2wn (x) .

Teorema 4.1.21. (Teorema 4 din [110]) Are loc:

lim
n→∞

S
(α,β)∗
3,n (f) = f

uniform pe [ε′, 1− ε′], 0 < ε′ < 1
2 , oricare ar fi f ∈ C([0, 1]).

Observat, ia 4.1.22. Conform rezultatului obt,inut ı̂n lucrarea [48] care demon-
strează că nu există un s, ir de operatori analitici liniari s, i pozitivi L : C([0, 1]) →
C([0, 1]) care să invarieze funct,iile e1 s, i e2, ment,ionăm că restrict,ia imaginii la
intervalul [ε′, 1 − ε′], 0 < ε′ < 1

2 , este cel mai mare interval pe care operatorii
nos, tri rămân pozitivi.

În continuare prezentăm un exemplu grafic ca o comparat, ie ı̂ntre operatorii

nos,tri S
(α,β)∗
3,n notat, i prin PolKS(x), s, i operatorii P (x) obt, inut, i de Indrea et

al. ı̂n lucrarea [62], care sunt un caz particular al operatorilor nos,tri pentru
α = β = 0.

Figura 4.4: f(x) = sin(20x), α = 10, β = 20, n = 50

În continuare, considerăm funct, ia f(x) = |x − 0.5| s, i obt, inem următorul
grafic:
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Figura 4.5: f(x) = |x− 0.5|, α = 10, β = 20, n = 50
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5 Operatori de tip Kanto-
rovich nepozitivi atas,at, i unor
operatori diferent, iali liniari

În acest capitol, prezentăm cât, iva operatori obt, inut, i ca o generalizare a ope-
ratorilor Kantorovich folosind diferite tipuri operatori diferent, iali liniari. Rezul-
tatele prezentate ı̂n acest capitol au fost publicate ı̂n următoarele trei lucrări:
Vasian, B. I., Approximation Properties of Some Non-positive Kantorovich
Type Operators, 2022 Proceedings of International E-Conference on Mathema-
tical and Statistical Sciences: A Selçuk Meeting (2022), 188-194; Vasian, B. I.,
Voronovskaja type theorem for some non-positive Kantorovich type operators,
Carpathian Journal of Mathematics Vol. 40, No. 1 (2024), 187-194 s, i Vasian,
B. I., Generalized Kantorovich operators, General Mathematics, Vol. 32, No.2,
(2025), 67-83.

Prima sect, iune a acestui capitol este dedicată operatorilor generali de tip
Bernstein-Kantorovich care nu sunt pozitivi pe [0, 1], dar pot fi utilizat, i pentru
a aproxima uniform toate funct, iile continue pe acesta.

În a doua sect, iune, vom trata cei mai generali operatori de tip Kantoro-
vich. Metoda prezentată acolo este utilă pentru a oferi nenumărat, i operatori de
aproximare, care nu sunt pozitivi pe [0, 1].

5.1 Operatori de tip Bernstein-Kantorovich ge-
nerali

În această sect, iune, vom oferi o generalizare a operatorilor de tip Bernstein-
Kantorovich folosind un operator diferent, ial liniar de ordinul l cu coeficient, i
constant, i, Dl, s, i operatorul de antiderivare corespunzător I l, având proprietatea
Dl ◦ I l = Id. Vom demonstra convergent,a pe toate funct, iile continue pe [0, 1].
Aceasta are loc chiar dacă operatorii construit, i ı̂n acest fel nu sunt pozitivi.
Modul de construire a operatorilor nos,tri este de o generalizare a metodei lui
Kantorovich, ceea ce ı̂nseamnă că operatorii nos,tri vor fi obt, inut, i ca o compunere
ı̂ntre operatorul diferent, ialDl, operatorul Bernstein de ordinul n+l s, i operatorul
de antiderivare I l.

Pentru l ∈ {1, 2, . . . } , fi

Dlf =

l∑
i=0

aif
(i), (5.1)

a0, a1, a2, . . . , al ∈ R. Operatorul de antiderivare corespunzător, I l, este obt, inut
din condit, ia Dl ◦ I l = Id. Aceasta conduce la:(

Dl ◦ I l
)
(f) = f,

care este echivalentă cu:

al
(
I lf
)(l)

+ al−1

(
I lf
)(l−1)

+ · · ·+ a1
(
I lf
)′
+ a0

(
I lf
)
= f, (5.2)
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care este o ecuat, ie diferent, ială de ordin l cu coeficient, i constant, i, pentru care
există I lf dar solut, ia nu este unică s, i este de clasă Cl([0, 1]). Întrucât există
o infinitate de astfel de solut, ii, se poate obt, ine o unică solut, ie prin impunerea
unor condit, ii init, iale pentru ecuat, iei diferent, iale asftel: ı̂ntr-un anumit punct,
solut, ia I lf s, i derivatele sale până la ordinul l− 1 să aibă valori particulare (vezi
[15]). Cu toate acestea, forma exactă a operatorului de antiderivare nu joacă un
rol ı̂n demonstrat, iile noastre, prin urmare, condit, iile init, iale s, i forma lor sunt
neglijate.

Operatorii de tip Kantorovich prezentat, i ı̂n această sect, iune sunt de forma:

Kl = Dl ◦ L ◦ I l, (5.3)

unde L este un operator.
Considerăm L = Bn+l ı̂n definit, ia (5.3) s, i vom demonstra că aces,ti operatori

liniari pot aproxima funct, iile continue pe [0, 1] chiar dacă nu sunt operatori
pozitivi.

Derivata de ordin l a operatorilor Bernstein, Bn+l, poate fi exprimată cu
ajutorul diferent,elor finite de ordin l cu pasul k = 1

n+l astfel:

B
(l)
n+l (f, x) =

(n+ l)!

n!

n∑
k=0

∆l
1

n+l
f

(
k

n+ l

)
pn,k(x), x ∈ [0, 1] , f ∈ C([0, 1]).

În urma acestor considerat, ii, fie operatorul de tip Bernstein-Kantorovich:

Kl
n (f, x) =

(
Dl ◦Bn+l ◦ I l

)
(f, x) , x ∈ [0, 1] (5.4)

care poate fi rescris astfel:

Kl
n (f, x) = Dl

(
Bn+lI

lf
)
(x) . (5.5)

Pentru simplitate notăm I lf := F

Kl
n (f, x) =

l∑
i=0

ai [Bn+l (F, x)]
(i)

(5.6)

=

l∑
i=0

(n+ l)!

(n+ l − i)!
ai

n+l−i∑
j=0

∆i
1

n+l
F

(
j

n+ l

)
pn+l−i,j(x).

Observat, ia 5.1.1. Operatorii (5.6) sunt liniari.

Scopul nostru este să demonstrăm că are loc convergent,a:∥∥Kl
nf − f

∥∥→ 0, as n → ∞

pentru toate funct, iile continue pe [0, 1].

5.1.1 Rezultat de aproximare

Pentru a demonstra rezultatul de aproximare, următoarea lemă este esent, ială:

Lema 5.1.2. (Lema 2.1 din [111]) Fie I un iterval compact s, i F ∈ Ck(I),
atunci următoarea convergent,ă are loc:

lim
n→∞

(n+ l)
k
∆k

1
n+l

F = F (k), uniform pe I, as n → ∞. (5.7)
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Astfel, putem enunt,a rezultatul principal al acestei sect, iuni:

Teorema 5.1.3. (Teorema 2.2 din [111]) Fie f ∈ C([0, 1]). Următoarea limită
are loc:

lim
n→∞

Kl
nf = f, uniform pe [0, 1]. (5.8)

Observat, ia 5.1.4. [111] Operatorii Kl
nf (x) nu sunt pozitivi.

Exemplul 5.1.5. [111] Fie n = 1 s, i operatorul diferent,ial D1f = f ′ − f care
are un operator de antiderivare fixat I1f (x) = ex

∫ x

0
e−tf (t) dt, care va fi notat

I1f (x) := F (x) s, i ales astfel ı̂ncât F (0) = 0. Considerăm funct,ia

f (t) = e−5t, t ∈ [0, 1].

Atunci:

K1
1 (f, 1) =

1

3
e

1
2

(
e−3 − 1

)
− e

6

(
e−6 − 1

)
= −7.0288× 10−2,

ceea ce demonstrează observat,ia anterioară.

5.1.2 Rezultat de tip Voronovskaja

În această sect, iune demonstrăm un rezultat de tip Voronovskaja pentru ope-
ratorii Kl

n. Introducem următoarea notat, ie pentru a simplifica rezultatul:

Dl
yg(x) =

l∑
i=1

aiy
ig(i−1)(x). (5.9)

Teorema 5.1.6. (Teorema 2.3 din [112]) Fie f ∈ C2([0, 1]) s, i F ∈ Cl+2([0, 1]),
atunci:

lim
n→∞

n
[
Kl

n (f, x)− f (x)
]
=

1

2
Dl
{
x (1− x) [F (x)]

′′}
(5.10)

=
1

2
x (1− x) f ′′ (x) +

(
1

2
− x

)
∂Dl

yF
′′(x)

∂y

∣∣∣
y=1

− 1

2

∂2Dl
yF

′(x)

∂y2

∣∣∣
y=1

.

uniform pentru x ∈ [0, 1].

5.1.3 Aproximare simultană

În această set, iune demonstrăm un rezultat de aproximare simultană pentru
operatorii Kl

n.

Teorema 5.1.7. (Teorema 3.4 din [112]) Fie f ∈ Cr([0, 1]) cu r ∈ N ∪ {0}.
Atunci:

lim
n→∞

[Kl
n(f)]

(r) = f (r), (5.11)

are loc uniform pe intervalul [0, 1] s, i F ∈ Cl+r([0, 1]).
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5.1.4 Examplu

Fie D∗f = f ′′ − 3f ′ + 2f un operator diferent, ial de ordin doi s, i I∗, un
operator de antiderivare fixat prin D∗ ◦ I∗ = Id s, i condit, iile init, iale I∗f(0) = 0
s, i (I∗f)

′
(0) = 0. Atunci:

I∗f(x) =

∫ x

0

ex−t
(
ex−t − 1

)
f(t)dt, x ∈ [0, 1]. (5.12)

Notăm F (x) := I∗f(x).
Considerăm operatorii:

K∗
n(f, x) = (D∗ ◦Bn+2 ◦ I∗f) (x) = D∗ (Bn+2(F, x)) , x ∈ [0, 1]. (5.13)

Luăm funct, ia f(x) = x3 − 1.3x2 + 0.47x− 0.035. Pentru aceasta, cu n = 30
obt, inem următorul proces grafi folosind soft-ul matematic Wolfram Mathema-
tica:

5.2 Operatori Kantorovich generali

În această sect, iune vom introduce o nouă clasă de operatori modificat, i ı̂n
sens Kantorovich folosind operatori diferent, iali liniari de ordinul l cu coeficient, i
neconstant, i. Operatorii construit, i astfel pot fi utilizat, i pentru a aproxima toate
funct, iile continue pe [0, 1] chiar dacă nu sunt operatori pozitivi.

Această sect, iune cont, ine cele mai generale rezultate pe acest subiect, genera-
lizând sect, iunea anterioară prin considerarea operatorului diferent, ial Dl ı̂ntr-un
mod general. Rezultatele sunt demonstrate pentru orice operator L care satis-
face anumite proprietăt, i, nu doar pentru operatorii Bernstein.

Pentru a sust, ine rezultatele noastre, vom oferi o teoremă de aproximare s, i
câteva teoreme de tip Voronovskaja pentru generalizarea Kantorovich a opera-
torilor Bernstein, Durrmeyer, Kantorovich, Stancu s, i Uρ

n.
Rezultatele din această sect, iune pot fi găsite ı̂n lucrarea B. I. Vasian, Ge-

neralized Kantorovich operators, General Mathematics, Vol. 32, No. 2 (2025),
67-83.

Acest subiect a fost studiat ı̂n cazuri particulare ı̂n lucrări precum [50, 83,
23, 109].



36

5.2.1 Construct, ia operatorilor

Fie l ∈ {1, 2, . . . } , s, i

Dlg (x) =

l∑
i=0

ai (x) g
(i) (x) , (5.14)

cu ai (x) ∈ C (R) , i ∈ {0, 1, . . . , l} . Prin operator de antiderivare corespunzător
lui Dl ı̂nt,elegem un operator I l ce satisface Dl ◦ I l = Id. Această condit, ie
conduce la: (

Dl ◦ I l
)
(f) = f,

care este echivalentă cu:

al (x)
(
I lf
)(l)

+al−1 (x)
(
I lf
)(l−1)

+· · ·+a1 (x)
(
I lf
)′
+a0 (x)

(
I lf
)
= f. (5.15)

Ecuat, ia (5.15) este o ecat, ie diferent, ială de ordin l cu coeficient, i neconstant, i.
Pentru o astfel de ecuat, ie diferent, ială amintim următorul rezultat de existent, ă
s, i unicitate a solut, iei:

Teorema 5.2.1. [15] Presupunând că ai ∈ C (I) , i ∈ {0, 1, . . . , l} , unde I ⊂ R
este un interval deschis cu a ∈ I. Având b0, b1, . . . , bl ∈ R astfel ı̂ncât au loc
condit,iile init,iale y(i) (a) = bi, i ∈ {0, 1, . . . , l} , atunci ecuat,ia

al (x) y
(l)+al−1 (x) y

(l−1)+ · · ·+a1 (x) y
′+a0 (x) y = f (x) , f ∈ C (I) , (5.16)

are o solut,ie unică y ∈ Cl (I).

Din teorema de mai sus deducem că pentru ecuat, ia (5.15) există solut, ii
s, i, prin impunerea unor condit, ii init, iale, vom găsi una unică. Ment, ionăm că
pentru construct, ia operatorilor studiat, i ı̂n această lucrare, expresia exactă a
operatorilor de antiderivare nu joacă un rol important, deoarece alegând un
operator de antiderivare diferit, operatorul nostru va fi diferit, dar procesele de
aproximare pe care le studiem nu depind de alegerea acestuia.

Observat, ia 5.2.2. (Observat,ia 2.2. din [113]) Din Teorema 5.2.1 avem că
solut,ia lui (5.15) există pe un interval deschis I. Pentru a demonstra rezultatele
noastre, alegem I astfel ı̂ncât [0, 1] ⊂ I.

Definit, ia 5.2.3. [113] Fie (Ln)n un s, ir de operatori liniari s, i pozitivi pe C([0, 1]).
Introducem operatorii de tip Kantorovich astfel:

Kn = Dl ◦ Ln ◦ I l, (5.17)

având expresia

Kn (f, x) =
(
Dl ◦ Ln ◦ I l

)
(f, x) (5.18)

= Dl (Ln (F, x))

=

l∑
i=0

ai (x)L
(i)
n (F, x) , x ∈ [0, 1] , f ∈ C [0, 1] ,

unde F (x) = I lf (x) .
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Pentru a demonstra rezultatele noastre avem nevoie de următoarele not, iuni.
Fie I un interval compact s, i

Mn,k (x) = Ln

(
(t− x)

k

k!
, x

)
, x ∈ I.

În lucrarea [51] a fost demonstrat următorul rezultat.

Teorema 5.2.4. [51] Fie (Ln)n un s, ir de operatori liniari s, i pozitivi pe C(I), I
compact, astfel ı̂ncât Ln este convex de ordin r−1, cu r ≥ 0 ı̂ntreg. Presupunând
că au loc Mn,4 (x) = o (Mn,2 (x)) uniform pentru x ∈ I,, Mn,0 (x) = 1, s, i
că există două funct,ii a, b : I → R astfel ı̂ncât limn→∞ nMn,1 (x) = a (x) s, i
limn→∞ nMn,2 (x) = b (x) . Atunci, pentru f ∈ Cr+2 (I) are loc următoarea
limită uniformă:

lim
n→∞

n
[
L(r)
n (f, x)− f (r) (x)

]
= [a (x) f ′ (x) + b (x) f ′′ (x)]

(r)
, x ∈ I. (5.19)

5.2.2 Proprietăt, i de aproximare

Pentru operatorii Kn introdus, i anterior, putem enunt,a următorul rezultat.

Teorema 5.2.5. (See Theorem 4.1 in [113]) Fie (Ln)n un s, ir de operatori
liniari s, i pozitivi pe C([0, 1]), ce au ı̂n plus proprietatea de aproximare simultană∥∥∥L(k)

n g − g(k)
∥∥∥ → 0 uniform pe [0, 1] , g ∈ Ck([0, 1]), k = 0, l, l ∈ {0, 1, 2 . . . }.

Atunci următoarea convergent,ă are loc

∥Knf − f∥ → 0, uniform pe [0, 1] , (5.20)

cu f ∈ C([0, 1]).

Folosind Teorema 5.2.4 putem demonstra următorul rezultat de tip Vornov-
skaja pentru operatorii Kn.

Teorema 5.2.6. (Teorema 4.2 din [113]) Fie (Ln)n un s, ir de operatori liniari
s, i pozitivi pe C([0, 1]) astfel ı̂ncât Ln este convex de ordin r − 1, cu r ≥ 0
un ı̂ntreg. Presupunând că au loc Mn,4 (x) = o (Mn,2 (x)) uniform pentru x ∈
[0, 1] , s, i Mn,0 (x) = 1, atunci există două funct,ii a, b : [0, 1] → R astfel ı̂ncât
limn→∞ nMn,1 (x) = a (x) s, i limn→∞ nMn,2 (x) = b (x) . Let Kn = Dl◦Ln+l◦I l.
Atunci, pentru f ∈ Cr+2([0, 1]) următoarea limită are loc uniform:

lim
n→∞

n [Kn (f, x)− f (x)] =

l∑
i=0

ai (x) [a (x)F
′ (x) + b (x)F ′′ (x)]

(i)
(5.21)

= Dl (a (x)F ′ (x) + b (x)F ′′ (x)) , x ∈ [0, 1] .

5.2.3 Aproximare simultană

În această sect, iune considerăm ai (x) = ai ∈ R, i ∈ {0, 1, . . . , l}, l ≥ 0,
constante reale, s, i operatorul diferent, ial

D∗lf (x) =

l∑
i=0

aif
(i) (x) . (5.22)
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Fie I∗l operatorul corespunzător de antiderivare ı̂n raport cu compunerea D∗l ◦
I∗lg = g, care duce la o ecuat, ie diferent, ială de ordin l cu coeficient, i constant, i
ai ∈ R. Pentru o astfel de ecuat, ie s,tim că solut, ia există dar nu este unică decât
dacă impunem condit, ii init, iale care nu sunt necesare pentru următorul rezultat.
Notăm I∗lf := F ∗.

Fie Ln un s, ir de operatori s, i definim K∗
n astfel:

K∗
n = D∗l ◦ Ln ◦ I∗l. (5.23)

Pentru operatorii K∗
n putem enunt,a următorul rezultat de aproximare simul-

tană:

Teorema 5.2.7. (Teorema 5.1 din [113]) Fie (Ln)n un s, ir de operatori având

proprietatea că (Lng)
(j) → g(j) uniform pentru x ∈ [0, 1] s, i g ∈ Cj([0, 1]), 0 ≤

j ≤ r + l, r ≥ 0. Atunci

lim
n→∞

(K∗
nf)

(r)
= f (r) uniform pe [0, 1], (5.24)

f ∈ Cr([0, 1]) s, i F ∗ ∈ Cr+l([0, 1]).

5.2.4 Cazuri particulare

În această sect, iune vom studia modificarea Kantorovich generalizată pentru
anumit, i operatori bine cunoscut, i.

Pentru a simplifica notat, iile, introducem următorul operator diferent, ial

Dl
yg (x) =

l∑
i=1

yiai (x) g
(i−1) (x) . (5.25)

Operatori Bernstein

Fie Bn operatorii Bernstein definit, i ı̂n (1.1):

Bn (f, x) =

n∑
k=0

pn,k (x) f

(
k

n

)
, x [0, 1] , f ∈ C([0, 1]),

unde pn,k (x) =
(
n
k

)
xk (1− x)

n−k
, pentru 0 ≤ k ≤ n.

Fie Ln = Bn+l. Prin urmare,

KB
n (f, x) =

(
Dl ◦Bn+l ◦ I l

)
(f, x) (5.26)

=

l∑
i=0

ai (x)B
(i)
n+l (F, x) , x ∈ [0, 1] , f ∈ C([0, 1]).

Teorema 5.2.8. (Teorema 6.3 din [113]) Următoarea convergent,ă

lim
n→∞

KB
n (f) = f (5.27)

are loc uniform pe [0, 1] s, i f ∈ C([0, 1]).
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Teorema 5.2.9. (Teorema 6.4 din [113]) Fie ai ∈ C2([0, 1]) s, i F ∈ Cl+2([0, 1]).
Următoarea limită are loc:

lim
n→∞

n
[
KB

n (f, x)− f (x)
]

(5.28)

=
x (1− x)

2
DlF ′′(x) +

1− 2x

2

∂Dl
yF

′′ (x)

∂y
|y=1 −

1

2

∂2Dl
yF

′ (x)

∂y2
|y=1,

Operatori Durrmeyer

Fie Dn operatori Durrmeyer definit, i ı̂n (1.1) astfel:

Dn (f, x) = (n+ 1)

n∑
k=0

pn,k (x)

∫ 1

0

pn,k (t) f (t) dt, x [0, 1] , f ∈ C([0, 1]),

cu pn,k (x) =
(
n
k

)
xk (1− x)

n−k
, pentru 0 ≤ k ≤ n.

Operatorii Durrmeyer sunt utili ı̂n aproximarea funct, iilor f ∈ L1([0, 1]).
Acum alegem Ln = Dn+l ı̂n construct, ia noastră, prin urmare:

KD
n (f, x) =

(
Dl ◦Dn+l ◦ I l

)
(f, x) (5.29)

=

l∑
i=0

ai (x)D
(i)
n+l (F, x) , x ∈ [0, 1] , f ∈ C([0, 1]).

Teorema 5.2.10. (Teorema 6.6 din [113]) Următoarea convergent,ă

lim
n→∞

KD
n (f) = f (5.30)

are loc uniform pe [0, 1] s, i f ∈ C([0, 1]).

Teorema 5.2.11. (Teorema 6.7 din [113]) Fie ai ∈ C2([0, 1]) s, i F ∈ Cl+2([0, 1]).
Următoarea limită are loc:

lim
n→∞

n
[
KD

n (f, x)− f (x)
]

(5.31)

= x(1− x)DlF ′′(x) + (1− 2x)DlF ′(x) + (1− 2x)
∂Dl

yF
′′(x)

∂y
|y=1

−2
∂Dl

yF
′(x)

∂y
|y=1 −

∂2Dl
yF

′(x)

∂y2
|y=1, f ∈ C2([0, 1]).

Operatori Kantrovich

Fie K̃n operatori Kantorovich definit, i ı̂n (1.1) astfel:

K̃n (f, x) = (n+ 1)

n∑
k=0

pn,k (x)

∫ k+1
n+1

k
n+1

f (t) dt, x [0, 1] , f ∈ C([0, 1]),

cu pn,k (x) =
(
n
k

)
xk (1− x)

n−k
, pentru 0 ≤ k ≤ n.

Alegem Ln = K̃n+l ı̂n construct, ia noastră, prin urmare:
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KK̃
n (f, x) =

(
Dl ◦ K̃n+l ◦ I l

)
(f, x) (5.32)

=

l∑
i=0

ai (x) K̃
(i)
n+l (F, x) , x ∈ [0, 1] , f ∈ C([0, 1]).

Deoarece rezultatul aproximării simultane este valabil pentru KK̃
n , putem

aplica Teorema 5.2.6 s, i obt, inem următorul rezultat de aproximare uniformă:

Teorema 5.2.12. (Teorema 6.9 din [113]) Următoarea convergent,ă

lim
n→∞

KK̃
n (f) = f (5.33)

are loc uniform pentru x ∈ [0, 1] s, i f ∈ C([0, 1]).

Teorema 5.2.13. (Teorema 6.10 din [113]) Fie ai ∈ C2([0, 1]) s, i F ∈ Cl+2([0, 1]).
Are loc următoarea limită:

lim
n→∞

n
[
KK̃

n (f, x)− f (x)
]

(5.34)

=
x(1− x)

2
DlF ′′(x) + (1− 2x)DlF ′(x) +

1− 2x

2

∂Dl
yF

′′(x)

∂y
|y=1

−
∂Dl

yF
′(x)

∂y
|y=1 −

1

2

∂2Dl
yF

′(x)

∂y2
|y=1, f ∈ C2([0, 1]).

Operatori Stancu

Fie Sα,β
n operatori Bernstein-Stancu definit, i astfel:

Sα,β
n (f, x) =

n∑
k=0

pn,k (x) f

(
k + α

n+ β

)
, x [0, 1] , f ∈ C([0, 1]),

cu pn,k (x) =
(
n
k

)
xk (1− x)

n−k
, pentru 0 ≤ k ≤ n, s, i

k+α
n+β ∈ [0, 1] , 0 ≤ k ≤ n.

Alegem Ln = Sα,β
n+l ı̂n construct, ia noastră, prin urmare:

KS
n (f, x) =

(
Dl ◦ Sα,β

n+l ◦ I
l
)
(f, x) (5.35)

=

l∑
i=0

ai (x)
(
Sα,β
n+l

)(i)
(F, x) , x ∈ [0, 1] , f ∈ C([0, 1]).

Deoarece rezultatul aproximării simultane este valabil pentru KS
n , putem

enunt,a următorul rezultat privind aproximarea uniformă, folosind Teorema 5.2.5:

Teorema 5.2.14. (Teorema 6.12 din [113]) Următoarea convergent,ă

lim
n→∞

KS
n (f) → f (5.36)

are loc uniform pe [0, 1] s, i f ∈ C([0, 1]).
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Teorema 5.2.15. Fie Mn,m = 1
m!S

α,β
n ((e1 − xe0)

m, x). Atunci

(n+ β)(m+ 1)Mn,m+1(x) (5.37)

= x(1− x)
[
M ′

n,m(x) +mMn,m−1(x)
]
+ (α− βx)Mn,m(x), x ∈ [0, 1].

Teorema 5.2.16. (Teorema 6.13 din [113]) Fie ai ∈ C2([0, 1]) s, i F ∈ Cl+2 [0, 1] .
Are loc următoarea limită:

lim
n→∞

n
[
KS

n (f, x)− f (x)
]

(5.38)

=
x(1− x)

2
DlF ′′(x) + (α− βx)DlF ′(x) +

1− 2x

2

∂Dl
yF

′′ (x)

∂y
|y=1

−1

2

∂2Dl
yF

′ (x)

∂y2
|y=1 − β

∂Dl
yF

′ (x)

∂y
|y=1, x ∈ [0, 1] , f ∈ C2([0, 1]).

Operatori Uρ
n

Operatorii Uρ
n sunt definit, i astfel:

Uρ
n (f, x) =

n∑
k=0

F ρ
n,k (f) pn,k (x) , f ∈ C([0, 1]), x ∈ [0, 1] ,

cu

F ρ
n,k (f) =

∫ 1

0

f (t)µρ
n,k (t) dt s,i

µρ
n,k (t) dt =

tkρ−1 (1− t)
(n−k)ρ−1

B (kρ, (n− k) ρ)
,

unde B (·, ·) este funct, ia Beta a lui Euler s, i ρ > 0.
Considerăm Ln = Uρ

n+l s, i obt, inem:

UKρ
n (f, x) =

(
Dl ◦ Uρ

n+l ◦ I
l
)
(f, x) , f ∈ C([0, 1]), x ∈ [0, 1] . (5.39)

Teorema 5.2.17. (Teorema 6.16 din [113]) Următoarea convergent,ă

lim
n→∞

UKρ
n (f) → f (5.40)

are loc uniform pe [0, 1], f ∈ C([0, 1]) s, i ρ ∈ (0,∞].

Teorema 5.2.18. (Teorema 6.17 din [113]) Fie ai ∈ C2([0, 1]) s, i F ∈ Cl+2([0, 1]).
Are loc următoarea limită:

lim
n→∞

n [UKρ
n (f, x)− f (x)] (5.41)

=
ρ+ 1

ρ

[
x (1− x)

2
DlF ′′(x) +

1− 2x

2

∂Dl
yF

′′ (x)

∂y
|y=1 −

1

2

∂2Dl
yF

′ (x)

∂y2
|y=1

]
.

(5.42)

unde x ∈ [0, 1], f ∈ C2([0, 1]).

5.2.5 Nonpositivity of operators

Propozit, ia 5.2.19. (Propozit,ia 7.1 din [113]) Operatorii KB
n , KD

n , KS
n , KK̃

n

s, i UKρ
n sunt liniari dar nu sunt pozitivi.
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6 Modul de ordinul doi
dublu ponderat

În acest capitol introducem un nou modul de netezime de ordinul doi cu
două funct, ii pondere pentru a obt, ine estimări ale ordinului de aproximare a
funct, iilor cu cres,tere rapidă spre infinit, prin operatori liniari pozitivi generali
care păstrează polinoame de gradul ı̂ntâi. Vom da, de asemenea, un exem-
plu pentru operatorii Szász-Mirakjan. Rezultatele din acest capitol se bazează
pe lucrarea: R. Păltănea, B. I. Vasian, Modul dublu ponderat, trimisă spre
publicare.

Scopul prezentei lucrări este de a oferi rezultate generale de convergent, ă
cantitativă pentru aproximarea punctuală prin operatori liniari s, i pozitivi a
funct, iilor pe intervalul [0,∞) cu o cres,tere rapidă spre infinit, utilizând un
nou modul special de netezime de ordinul doi. De asemenea, vom ment, iona
câteva consecint,e pentru aproximarea uniformă pe mult, imi compacte s, i pentru
aproximarea ponderată.

Noul modul pe care ı̂l introducem utilizează două funct, ii pondere. Prima
este φ(x) =

√
x, x ∈ [0,∞), care a fost deja utilizată ı̂n construct, ia modulului

Ditzian-Totik pe intervalul [0,∞). A doua, notată cu Ψ, are rolul de a pondera
cres,terea funct, iilor la infinit.

Metoda descrisă este una directă s, i utilizează un s, ir ”
canonic” care poate fi

atas,at unui punct din intervalul (0,∞), pe care ı̂l vom defini ı̂n cele ce urmează.
Această metodă a fost utilizată pentru prima dată ı̂n estimarea ratei de aproxi-
mare prin operatori liniari pozitivi generali ı̂n termeni de modul Ditzian-Totik
ı̂n [47] s, i dezvoltată ı̂n [24, 80].

Exemplificăm rezultatele obt, inute pentru cazul operatorilor Szász-Mirakjan,
ı̂n ultima sect, iune a acestui capitol.

6.1 Definit, ii s, i rezultate de bază

Fie I = [0,∞) s, i folosim definit, iile spat, iilor F(I), C(I), C2(I), ment, ionate
ı̂n preliminarii. Dacă f ∈ C(I) s, i b > 0, notăm ∥f∥[0,b] = maxx∈[0,b] |f(x)|. Fie
ei(t) = ti, (t ∈ I), pentru i = 0, 1, 2, . . . s, i Πk, mult, imea polinoamelor de grad
cel mult k.

Pentru o funct, ie f ∈ F(I) s, i trei puncte 0 ≤ a < y < b, notăm

∆(f, a, y, b) =
b− y

b− a
f(a) +

y − a

b− a
f(b)− f(y). (6.1)

Considerăm funct, ia φ(t) =
√
t, (t ∈ I). Fie Ψ ∈ F(I) o funct, ie crescătoare astfel

ı̂ncât Ψ(0) > 0.

Definit, ia 6.1.1. [87] Pentru h > 0 s, i f ∈ F(I), fie

ωΨ,φ
2 (f, h) = sup

{
|∆(f, a, y, b)|

Ψ(y)
, 0 ≤ a < y < b, b− a ≤ 2hφ

(
a+ b

2

)}
(6.2)

s, i
Bh

Ψ,φ(I) = {f ∈ F(I), ωΨ,φ
2 (f, h) < ∞}. (6.3)
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Este us,or de văzut că ωΨ,φ
2 este un modul de ordinul doi pe spat, iul Bh

Ψ,φ(I).

Mai mult, dacă 0 < h1 < h2, atunci B
h1

Ψ,φ(I) ⊂ Bh2

Ψ,φ(I).

Lema 6.1.2. [87] Fie h > 0 s, i funct,ia Θh(u) = u+ h2 − h
√
4u+ h2, u ∈ I.

i) Pentru orice 0 ≤ t < u s, i h > 0, condit,ia u− t ≤ 2h
√

u+t
2 este echivalentă

cu inegalitatea t ≥ Θh(u).

ii) Fie a > 0 s, i η ∈ (0, 1). Dacă h ≤ (1 − η)
√

a
2(1+η) , atunci Θh(u) ≥ ηu,

(u ≥ a).

Lema 6.1.3. [87] Fie Ψ ∈ F(I) o funct,ie crescătoare astfel ı̂ncât Ψ(0) > 0.
Dacă pentru f ∈ C(I), există η ∈ (0, 1) astfel ı̂ncât

lim
x→∞

f(x)

Ψ(ηx)
= 0, (6.4)

atunci

i) oricare ar fi h > 0 avem ωΨ,φ
2 (f, h) < ∞;

ii) avem

lim
h→0+

ωΨ,φ
2 (f, h) = 0. (6.5)

Lema 6.1.4. [87] Fie Ψ ∈ F(I) o funct,ie crescătoare cu Ψ(0) > 0. Dacă
f ∈ C2(I) satisface următoarea condit,ie: există constantele M > 0 s, i η ∈ (0, 1)
astfel ı̂ncât

∥f ′′∥[0,x]
x

Ψ(ηx)
≤ M, (x > 0), (6.6)

atunci
ωΨ,φ
2 (f, h) < ∞, (h > 0), and lim

h→0+
ωΨ,φ
2 (f, h) = 0. (6.7)

Exemplul 6.1.5. [87] Dacă f(x) = xγ , (x ∈ I), cu γ ≥ 2, s, i Ψ(x) = xα + 1,

(x ∈ I) cu α > γ − 1, atunci limh→0+ ωΨ,φ
2 (f, h) = 0. Se poate aplica Lema

6.1.4.

Exemplul 6.1.6. [87] Dacă f ∈ C(I) s, i există M > 0, γ > 0 astfel ı̂ncât

|f(x)| ≤ Meγx, (x ∈ I), s, i Ψ(x) = eαx, (x ∈ I), α > γ, atunci limh→0+ ωΨ,φ
2 (f, h) =

0. Se poate aplica Lema 6.1.3.

6.2 S, ir canonic atas,at unui punct

Pentru a obt, ine estimări cu modulul ωΨ,φ
2 definim not, iunea de s, ir canonic

atas,at unui punct y ∈ (0,∞) s, i unui număr h > 0, astfel ı̂ncât y ≥ h2, după
cum urmează.

Definit, ia 6.2.1. [87] Fie h > 0 s, i y ≥ h2. Fie q ≥ 1 astfel ı̂ncât y = q2h2.
S, irul canonic atas,at lui y s, i h este s, irul (xj)j≥−2r:

0 ≤ x−2r ≤ x1−2r < . . . < x−1 < x0 = y < x1 < . . . , (6.8)

unde r = [q] (cel mai mare ı̂ntreg mai mic sau egal cu q) s, i

xj =

{
(q + k)2h2, for j = 2k, k ∈ Z, k ≥ −r

(q + k)(q + k + 1)h2, for j = 2k + 1, k ∈ Z, k ≥ −r.
(6.9)
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Observat, ia 6.2.2. [87]

i) Termenul x−2r−1 ≥ 0 nu este definit deoarece (q − r − 1)(q − r) < 0.

ii) Pentru q ∈ N avem 0 = x−2r = x−2r+1 < x−2r+2 < . . .. Pentru q ̸∈ N
avem 0 < x−2r < x−2r+1 < . . .

iii) Avem

x2k+1 − x2k = hφ(x2k), for k ≥ −r; (6.10)

x2k − x2k−1 = hφ(x2k), for k ≥ −r + 1. (6.11)

Lema 6.2.3. [87] Are loc

xj+1 − xj−1 ≤ 2hφ

(
xj+1 + xj−1

2

)
, ∀j ≥ 1− 2r, (6.12)

s, i ı̂n consecint,ă, pentru orice f ∈ Bh
Ψ,φ(I)

|∆(f, xj−1, xj , xj+1)| ≤ Ψ(xj)ω
Ψ,φ
2 (f, h), j ≥ 1− 2r. (6.13)

Lema 6.2.4. [87] Fie h > 0 s, i y = q2h2, cu q ≥ 1. Fie f ∈ Bh
Ψ,φ(I) astfel

ı̂ncât f(y − hφ(y)) = 0 s, i f(y + hφ(y)) = 0. Atunci

|f(u)− f(y)| ≤ Ψ(u)

(
1 +

(u− y)2

yh2

)
ωΨ,φ
2 (f, h), ∀u > y + hφ(y). (6.14)

Lema 6.2.5. [87] În condit,iile Lemei 6.2.4, avem:

|f(t)− f(y)| ≤ Ψ(y)

(
1 + 4

(t− y)2

yh2

)
ωΨ,φ
2 (f, h), ∀ 0 ≤ t < y − hφ(y), (6.15)

(dacă există un astfel de t).

Fixăm y > 0, h > 0 s, i Ψ ∈ F(I), o funct, ie crescătoare, astfel ı̂cât Ψ(0) > 0.
Pentru f ∈ Bh

Ψ,φ(I), considerăm funct, ia:

Λf (s) =

[(
1 +

(s− y)2

yh2

)
Ψ(s) +

(
1 + 4

(s− y)2

yh2

)
Ψ(y)

]
ωΨ,φ
2 (f, h), (s ∈ I).

(6.16)

Lema 6.2.6. [87] În condit,iile Lemei 6.2.4 avem

|f(s)− f(y)| ≤ (Ψ(s) + Ψ(y))ωΨ,φ
2 (f, h), (s ∈ [y − hφ(y), y + hφ(y)]). (6.17)

Corolar 6.2.7. [87] În condit,iile Lemei 6.2.4 avem

|(u−y)(f(t)−f(y)+(y− t)(f(u)−f(y))| ≤ (u−y)Λf (t)+(y− t)Λf (u), (6.18)

pentru orice 0 ≤ t < y < u.

Lema 6.2.8. [87] Fie h > 0 s, i 0 < y ≤ h2. Fie f ∈ Bh
Ψ,φ(I) astfel ı̂ncât

f(0) = 0 s, i f(2h2) = 0. Atunci relat,ia (6.18) este satisfăcută pentru toate
punctele 0 ≤ t < y < u.
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6.3 Rezultate principale

Pentru a obt, ine rezultatul principal este necesar următorul rezultat general.

Lema 6.3.1. [87] Fie µ o măsură pozitivă pe intervalul J s, i fie F o funct,ională
definită de µ, adică F (f) =

∫
J
f(t)dµ(t), f ∈ Lµ(J). Fie y un punct interior

lui J . Presupunem că Π1 ⊂ Lµ(J), F (e0) = 1, F (e1) = y s, i F (|e1 − ye0|) > 0.
Fie f ∈ Lµ(J) s, i Φ ∈ Lµ(J) astfel ı̂ncât Φ ≥ 0 s, i

|(u− y)(f(t)− f(y))+ (y− t)(f(u)− f(y))| ≤ (u− y)Φ(t)+ (y− t)Φ(u), (6.19)

pentru orice t, u ∈ J, t < y < u. Atunci:

|F (f)− f(y)| ≤ F (Φ). (6.20)

Observat, ia 6.3.2. În lucrarea [80]-Teorema 2.1.1 este dat un rezultat mai
general dar cu o demonstrat, ie diferită.

Amintim că I = [0,∞). Fixăm o funct, ie crescătoare Ψ : I → (0,∞) s, i
considerăm un s, ir de operatori liniari s, i pozitivi Ln : V → F(I), de forma

Ln(f, y) =

∫
[0,∞)

f(t)dµn,y(t), (f ∈ V, y ∈ I, n ∈ N), (6.21)

unde {µn,y, (n, y) ∈ N×I} este o familie de măsuri pozitive s, i prin V ı̂nt,elegem

V =
⋂

(n,y)∈N×I Lµn,y (I). În plus, presupunem că

Π2 ⊂ V, and ΨΠ2 ⊂ V (6.22)

Ln(ei) = ei, i = 0, 1, and Ln(|e1 − ye0|)(y) ̸= 0, for n ∈ N, y ∈ I. (6.23)

Mai mult, folosind notat, iile din Sect, iunea 6.1 putem enunt,a rezultatul prin-
cipal.

Teorema 6.3.3. [87] Dacă (Ln)n este un s, ir de operatori liniari s, i pozitivi
de forma (6.21) satisfăcând condit,iile (6.22) s, i (6.23). Atunci pentru orice
f ∈ Bh

Ψ,φ(I) ∩ V , n ∈ N, y ∈ I s, i h > 0 avem:

|Ln(f, y)− f(y)| ≤

[
Ψ(y)

(
1 + 4Ln

((
e1 − ye0
hφ(y)

)2

, y

))

+Ln

(
Ψ ·

(
e0 +

(
e1 − ye0
hφ(y)

)2
)
, y

)]
ωΨ,φ
2 (f, h). (6.24)

În cazul particular ı̂n care Ψ(s) = 1, (s ∈ I), notăm ω1,φ
2 (f, h) simplu prin

ωφ
2 (f, h) s, i B

h
Ψ,φ(I) prin Bh

φ(I). În acest caz obt, inem un rezultat mai simplu.

Corolar 6.3.4. [87] Dacă condit,iile Teoremei 6.3.3 sunt satisfăcute, s, i Ψ = e0,
inegalitatea

|Ln(f, y)− f(y)| ≤

[
2 + 5Ln

((
e1 − ye0
hφ(y)

)2

, y

)]
ωφ
2 (f, h) (6.25)

are loc pentru orice f ∈ Bh
φ(I) ∩ V , n ∈ N, y ∈ I s, i h > 0.
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Corolar 6.3.5. [87] Fie (Ln)n un s, ir de operatori liniari s, i pozitivi ca ı̂n Te-
orema 6.3.3. Fie b > 0. Presupunem că Ψ este crescătoare, Ψ(0) = 1 s, i
∥Ln(Ψ)∥[0,b] < ∞. Notăm

hb
n = sup

y∈(0,b]

y−1Ln(Ψ(e1 − y)2, y), (n ∈ N), (6.26)

s, i presupunem că hb
n < ∞. Dacă f ∈ V satisface condit,ia ωΨ,φ

2 (f, hb
n) < ∞,

n ∈ N, atunci

∥Ln(f)− f∥[0,b] ≤
(
5Ψ(b) + ∥Ln(Ψ)∥[0,b] + 1)ωΨ,φ

2

(
f,
√
hb
n

)
. (6.27)

În consecint,ă, dacă limn→∞ hb
n = 0, oricare ar fi b > 0 s, i limh→0 ω

Ψ,φ
2 (f, h) = 0,

atunci (Ln(f))n este uniform convergentă pe compacte la f .

6.4 Aplicat, ii pentru operatorii Szász-Mirakjan

Operatorii Szász-Mirakjan sunt definit, i prin:

Sn(f, y) = e−ny
∞∑
k=0

(ny)k

k!
f

(
k

n

)
, (y ∈ I), (6.28)

unde f ∈ F(I) este o funct,e pentru care seria este convergentă. Aces,ti operatori

pot fi reprezentat, i folosind o familie de măsuri µn,y = e−ny
∑∞

k=0
(ny)k

k! δk/n,
unde δz este măsura Dirac ı̂n punctul z.

Observat, ia 6.4.1. [87] Dacă f ∈ F(I) satisface condit, ia |f(y)| ≤ Meγy, ∀ y ∈
I, unde M > 0 s, i γ > 0 sunt constante, atunci Sn(f)(y) este bine definit pentru
orice y ∈ I s, i n ∈ N. Într-adevăr, folosind inegalitatea n

(
e

γ
n − 1

)
≤ eγ − 1,

n ∈ N, α > 0, avem

e−ny
∞∑
k=0

(ny)k

k!

∣∣∣∣f (k

n

)∣∣∣∣ ≤ Me−ny
∞∑
k=0

(nye
γ
n )k

k!
= Meny(e

γ
n −1) ≤ Me(e

γ−1)y.

Prin urmare seria (6.28) este absolut convergentă.

Notăm E(I) = {f ∈ F(I), ∃M > 0, ∃γ > 0, |f(t)| ≤ Meγt, (t ∈ I)}.

Teorema 6.4.2. Fie Ψ(t) = eαt, (t ∈ I), α > 0. Considerăm funct,ia

Hα(y) = 5eαy + e(e
α−1)y(1 + eα + y(eα − 1)2), (y ∈ I). (6.29)

Fie f ∈ E(I) s, i n ∈ N astfel ı̂ncât ωΨ,φ
2

(
f, 1√

n

)
< ∞. Avem:

|Sn(f, y)− f(y)| ≤ Hα(y)ω
Ψ,φ
2

(
f,

1√
n

)
, (y ∈ I), (6.30)

s, i ı̂n consecint,ă, oricare ar fi b > 0:

∥Sn(f)− f∥[0,b] ≤ Hα(b)ω
Ψ,φ
2

(
f,

1√
n

)
. (6.31)
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Corolar 6.4.3. [87] Dacă f ∈ E(I), atunci s, irul (Sn(f))n este uniform con-
vergent pe compacte la f .

Mai mult, dacă f ∈ C(I) satisface |f(x)| ≤ Meγx, (x ∈ I), cu M > 0,
γ > 0, atunci oricare ar fi b > 0 relat,ia (6.31) are loc pentru n ∈ N, unde α > γ

s, i Ψ(x) = eαx, (x ∈ I). În plus limn→∞ ωΨ,φ
2

(
f, 1√

n

)
= 0.

În cele din urmă considerăm aproximarea ponderată. Pentru β > 0, fie fuct, ia
pondere exp(−β)(x) = e−βx, (x ∈ I). Pentru f ∈ F(I), notăm

∥f∥(−β) = sup
x∈I

|f(x)|e−βx. (6.32)

Corolar 6.4.4. [87] Fie f ∈ C(I), astfel ı̂ncât |f(x)| ≤ Meγx, (x ∈ I), unde
M > 0, γ > 0. Dacă β > max{γ, eγ − 1}, atunci:

lim
n→∞

∥Sn(f)− f∥(−β) = 0. (6.33)

Mai mult, dacă există α, β, astfel ı̂ncât β > max{α, eα − 1} s, i α > γ, atunci:

∥Sn(f)− f∥(−β) ≤ sup
y∈I

(Hα(y)e
−βy)ωΨ,φ

2

(
f,

1√
n

)
, (6.34)

unde Ψ(x) = eαx, (x ∈ I), supy∈I(Hα(y)e
−βy) < ∞ s, i limn→∞ ωΨ,φ

2

(
f, 1√

n

)
=

0.
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7 Conclusions
Rezultatele prezentate ı̂n această teză aduc noi contribut, ii la teoria apro-

ximării.
Am demonstrat utilitatea luării ı̂n considerare a operatorilor care nu sunt po-

zitivi, oferind rezultate de estimare ı̂mbunătăt, ite pe intervalul ı̂n care operatorii
considerat, i nu sunt pozitivi.

De asemenea, am introdus o metodă de generare a operatorilor de aproximare
de tip Kantorovich definit, i folosind un operator diferent, ial liniar arbitrar cu
coeficient, i constant, i sau neconstant, i.

Mai mult, am introdus un nou modul de ordinul doi, care este util ı̂n
obt, inerea de estimări ale gradului de aproximare a funct, iilor cu cres,tere rapidă
spre infinit, prin secvent,e generale de operatori liniari pozitivi.

În ceea ce prives,te dezvoltarea ulterioară, această teză deschide noi direct, ii
de cercetare. Una dintre acestea este aproximarea funct, iilor folosind alte clase
de operatori care nu sunt pozitivi s, i cercetarea ı̂mbunătăt, irilor pe care le pot
aduce.

De asemenea, ı̂n ceea ce prives,te modulul introdus, rămâne deschisă pro-
blema considerării funct, iei de ponderare secundară ca fiind convexă ı̂n loc să fie
crescătoare.

În concluzie, această teză aduce rezultate noi care contribuie semnificativ la
teoria aproximării prin operatori liniari pozitivi sau nepozitivi, prin introducerea
de metode de lucru s, i concepte noi.
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valle infini en séries de polynomes de M. S. Bernstein, Compositio Math.,
4, (1937), 380-393.

[31] G. Z. Chang, Generalized Bernstein-Bézier polynomials. J. Comput. Math
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79-91.

[90] O. T. Pop, A. D. Indrea, P. I. Braica, Durrmeyer operators of King-type.
Ann. Univ. Craiova Math. Comput. Sci. Ser. 39, (2012), 288-298.

[91] T. Popoviciu, Sur l’approximation des fonctions convexes d’ordre superieur.
Math. Cluj 10, (1935), 49-54.

[92] D. Popa, Voronovskaja type theorems for King type operators. Results
Math 75(81), (2020).

[93] M.J.D. Powell, Approximation theory and methods, Cambridge University
Press, 1981.

[94] S.D. Riemenschneider, The Lp- saturation of the Bernstein-Kantorovich
polynomials, J. Approx. Theory 23, (1978), 158-162.

[95] B. Sendov, V. Popov, The convergence of the derivatives of positive linear
operators (in Russian), C.R. Acad. Bulgare Sci. 22 (1969), 507–509.

[96] B. Sendov, V.A. Popov, The averaged moduli of smoothness, Pure and
Applied Mathematics, John Wiley& Sons, 1988.

[97] S. Y. Shaw, C. C. Yeh, Rates of approximation of unbounded functions by
positive linear operators. J. Approx. Theory 57, (1989), 278-292.

[98] O. Shisha, B. Mond, The degree of convergence of linear positive operators.
Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 60, (1968),1196-1200.

[99] M. A. Siddiqui, R. R. Agrawal, N. Gupta, On a class of modified new Bern-
stein operators. Advanced Studies in Contemporary Mathematics 24(1),
(2014), 97-107.

[100] P.C Sikkema, Der Wert einiger Konstanten in der Theorie der Approxi-
mation mit Bernstein-Polynomen, Numerische Math. 3, (1961), 107-116.



55

[101] D. D. Stancu, Asupra unei generalizări a polinoamelor lui Bernstein. Stu-
dia Univ. ”Babes-Bolyai”, Ser. Math.-Phys. 14(2), (1969), 31-45.

[102] O. Szász, Generalization of S. Bernstein’s polynomials to the infinite in-
terval. Journal of Research of the National Bureau of Standards 45, (1950).

[103] A.F. Timan, Theory of approximation of functions of a real variable, Per-
gamon, 1963.

[104] V. Totik, V.: Uniform approximation by Szász-Mirakjan type operators.
Acta Math. Hung. 41(3-4), (1983), 291-307.

[105] V. Totik, Approximation by Bernstein polynomials, American Journal of
Mathematics 116, (1994), 995–1018.

[106] V. Totik, Approximation in L1 by Kantorovich polynomials,Acta Sci.
Math. 46, (1983), 211-222.

[107] V. Totik, Problems and solutions concerning Kantorovich operators, J.
Approx. Theory 37, (1983), 51-58.

[108] B. I. Vasian, On approximation properties of some non-positive
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