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1 Introducere

1.1 Consideratii asupra teoriei constructive a
aproximarii

Temele studiate in aceasta teza de doctorat fac parte din domeniul mate-
matic al teoriei aproximarii. Teoria aproximarii poate fi privitd ca o punte
intre matematica puréa si cea aplicata. Principala preocupare a domeniului este
aproximarea functiilor continue cu valori reale prin functii mai simple, mai usor
de gestionat. Un alt punct de interes este aproximarea cantitativa, precum si
evaluarea eroarii de aproximare.

Fundamentele acestui domeniu au fost stabilite de catre mari matematicieni,
printe care 1i mentionam pe K. Weierstrass, S. N. Bernstein, D. Jackson, P. P.
Korovkin, G. G. Lorentz.

Mai mult, acest domeniu de cercetare are istorie in tara noastra fiind intens
studiat de catre matematicienii T. Popoviciu, D. D. Stancu si A. Lupas.

Unul dintre cele mai importante rezultate ale teoriei aproximarii, cunoscut in
literatura drept Prima teorema de aproximare a lui Weierstrass, demonstrata,
de K. Weierstrass in lucrarea [116], afirm& c& pentru orice functie continud
f € C([a,b]) si pentru orice € > 0, exista o functie polinomiald cu coeficienti
reali p(z), astfel incat |f(x) — p(x)| < €, oricare ar fi z € [a,b]. Cea mai
faimoasa demonstratie a acestui rezultat a fost propusa de catre matematicianul
S. N. Bernstein in lucrarea [18], unde autorul a dovedit rezultatul intr-un mod
constructiv care a condus la definirea bine-cunoscutilor operatori Bernstein.
Acesti operatori sunt definiti astfel:

n

By(f0) = Y pua @) £ (1) 2 0,11, € OO,
k=0
unde

k

si pnk (x) = 0 pentru k > n.

Dupa ce acesti operatori au fost introdusi, au reprezentat un mare interes in
cercetare. Pentru mai multe rezultate privind proprietatile operatorilor Bern-
stein, sugeram cititorului urméatoarele referinte bibliografice [14, 19, 26, 30, 81,
82, 100, 115].

De asemenea, pentru extinderea familiei de functii care urmeaza sa fie aproxi-
mate, se pot gasi o multime de alti operatori, printre care mentionam operatorii
Kantorovich, unde functia de aproximat este integrabila pe [0, 1] (f € L1 ([0, 1])),

Pk () = <n> " (1—2)"", for0<k<n,

k

n

1

CF®)dt, € (0,1, f € Li([0,1),

+
F

Knlfo) = ()Y [ |
k=0

n+1

unde p,, , sunt definiti anterior.

Operatorii Kantorovich au fost intens studiati iar modificari ale acestora
reprezinta un domeniu de cercetare deschis, de exemplu, mentionam urmatoarele
[59, 61, 94, 106, 107].



Alta generalizare a operatorilor Bernstein, de asemenea pentru functii inte-
grabile pe intervalul [0, 1], a fost introdusd J. L. Durrmeyer in lucrarea [43], si
independent de A. Lupag in [72]:

Dn(f,x) = (n+1)zpn,k(l’)/0 Pn k(@) f(t)dt, f € Li([0,1]), = € [0,1],

k=0

Cu Py, definiti mai sus. Pentru mai multe rezultate privind proprietatile ope-
ratorilor Durrmeyer facem referire la urméatoarele referinte [38, 72, 79, 85].

Pentru un studiu complet al domeniului teoriei constructive a aproximarii,
mentiondm urméatoarele carti [9, 12, 35, 37, 86, 93, 103].

1.2 Motivations for choosing the theme

Teoria aproximarii reprezinta o punte intre matematica pura si cea apli-
cata. In acest sens putem mentiona diferite aplicatii in domenii semnificative
de cercetare precum:

e aproximare constructiva;

e interpolare;

e teoria probabilitatilor;

e analiza functionala;

e teoria operatorilor;

e analiza numerica;

e grafica asistata de calculator;

e machine learning.

1.3 Structura tezei

In aceastd teza, prezentam noi contributii la aproximarea prin operatori lini-
ari pozitivi sau nepozitivi si teoria constructiva a aproximarii. Rezultatele sunt
structurate in cinci capitole. Primul capitol este dedicat stabilirii notatiilor si
terminologiei, precum si mentionarii obiectelor matematice utilizate in aceasta
tezd. In al doilea capitol prezentam cativa operatori de tip Durrmeyer nepo-
zitivi. Aici sunt discutate doua clase de operatori de tip Durrmeyer care sunt
liniari, dar nu si pozitivi pe intregul lor domeniu de definitie. Al treilea capi-
tol contine noi clase de operatori de tip Stancu-Kantorovich modificati in sens
King. Acesti operatori sunt prezentati intr-un capitol separat deoarece poseda
proprietatea de pozitivitate. Discutam trei noi metode de obtinere a operato-
rilor de tip Stancu-Kantorovich. Al patrulea capitol este dedicat operatorilor
nepozitivi de tip Kantorovich atasati unor operatori diferentiali liniari. In prima
sectiune a acestui capitol discutam doar generalizarea operatorilor Bernstein in
sens Kantorovich, iar in a doua sectiune propunem o metoda de obtinere a unei
generalizari a operatorilor Kantorovich care poseda anumite proprietati, cum



ar fi aproximarea simultana. Al cincilea capitol este dedicat introducerii unui
modul de netezime de ordinul doi, dublu ponderat. In acest capitol propunem
un nou modul de ordinul doi care depinde de doua functii pondere. O aplicatie
a acestui modul este prezentata pentru operatorii Szasz-Mirakjan.

Primul capitol, Preliminarii, contine notatiile si terminologia, precum si
cateva concepte cheie esentiale pentru demonstrarea rezultatelor prezentate in
aceasta teza. Aici prezentam si cativa operatori particulari care sunt ulterior
generalizati sau utilizati in exemple.

Capitolul doi, Operatori de tip Durrmeyer nepozitivi, este dedicat
introducerii unor noi operatori de tip Durrmeyer care nu sunt pozitivi pe intregul
interval [0, 1]. Principalele rezultate din acest capitol fac parte din lucrarile ” On
approximation properties of some non positive Bernstein-Durrmeyer
type operators”, An. St. Univ. Ovidius Constanta, Vol. 21(1), 2023; si ”On
approximation properties of some non-positive Bernstein-Durrmeyer
type operators modified in the Bezier-King sense”, publicat in Dolomites
Research Notes on Aproximation, 16(3), 104-117, 2023. Rezultatele prezentate
in acest capitol, referitoare la cele doua clase de operatori mentionati mai sus,
sunt demonstrate folosind metode noi.

Capitolul trei, Operatori de tip Kantorovich modificati in sensul
King contine trei clase noi de operatori liniari pozitivi de tip Stancu-Kantorovich.
Rezultatele din acest capitol fac parte din lucrarea ”On New Classes of
Stancu-Kantorovich-Type Operators”, Mathematics 2021, care este pu-
blicata in colaborare cu Stefan Lucian Garoiu si Cristina Maria Pacurar. Aici,
propunem cativa operatori care pastreaza doua dintre functiile de test e;, i €
{0,1,2} si demonstrdm c& acestia sunt operatori de aproximare. De asemenea,
studiem viteza de convergenta in fiecare caz utilizand modulul de continuitate
de ordinul intai.

Capitolul patru, Operatori de tip Kantorovich nepozitivi atasati unor
operatori diferentiali liniari, este structurat in doua sectiuni. Prima sectiune
este dedicata unor operatori Bernstein-Kantorovich generali, unde propunem o
modificare a operatorilor Bernstein folosind un operator diferential liniar cu
coeficienti constanti. Pentru aceasta clasa de operatori demonstram un rezultat
de aproximare, un rezultat de tip Voronovskaja si, de asemenea, un rezultat
de aproximare simultana. Incheiem prima sectiune prin furnizarea unui con-
traexemplu care demonstreaza ca acesti operatori nu sunt pozitivi. Rezulta-
tele prezentate in aceastd sectiune fac parte din doud lucrari ” Approxima-
tion Properties of Some Non-positive Kantorovich Type Operators”,
2022 Proceedings of International E-Conference on Mathematical and Statistical
Sciences: A Selguk Meeting (2022), 188-194, si Voronovskaja type theorem
for some non-positive Kantorovich type operators, Carpathian Journal
of Mathematics Vol. 40, No. 1 (2024), 187-194.

A doua sectiune a acestui capitol prezinta cativa operatori Kantorovich
generalizati. Aici, propunem o modificare de tip Kantorovich folosind un opera-
tor diferential liniar cu coeficienti neconstanti. Rezultatele din aceasta sectiune
sunt prezentate pentru o secventa arbitrara de operatori liniari pozitivi L,, care
poseda proprietatea de aproximare simultand. Pentru acesti operatori oferim
un rezultat de aproximare si un rezultat de tip Voronovskaja. In cazul in care
coeficientii operatorului diferential sunt constanti, am putut demonstra si un
rezultat de aproximare simultana. Sectiunea se incheie cu generalizari ale unor
operatori clasici. Rezultatele pot fi gasite in lucrarea Generalized Kantoro-



vich operators, General Mathematics, Vol. 32, Nr. 2 (2025), 67-83.

Capitolul cinci, Modul de ordinul doi dublu ponderat, este dedicat
introducerii unui nou modul de ordinul doi ce depinde de doua functii pondere.
Acest nou modul este util pentru a obtine estimari ale gradului de aproximare
a functiilor cu crestere rapida la infinit, prin operatori liniari pozitivi generali
care pastreaza polinoamele de gradul unu. Capitolul se incheie cu un exemplu
pentru operatorii Szasz-Mirakjan. Rezultatele din acest capitol pot fi gasite in
lucrarea ”Double weighted modulus”, trimisa spre publicare, care a fost
obtinuta in colaborare cu domnul profesor Radu Paltaanea.

In concluzie, aceastd tezd prezintd un studiu si o cercetare cuprinzatoare a
aproximarii prin operatori liniari pozitivi, operatori liniari care nu sunt pozitivi
si a teoriei aproximarii constructive. Aceasta teza propune metode de lucru noi
si acoperd, de asemenea, concepte fundamentale ale teoriei.

1.4 Rezultate originale continute in teza

Rezoltatele originale care se regasesc in aceasta teza sunt urmaroarele:

A On approzimation properties of some non-positive Bernstein-Durrmeyer
type operators

Noutatea adusa de aceasta lucrare este legatd de introducerea unei noi
clase de operatori Bernstein-Durrmeyer care nu sunt pozitivi pe intregul
interval [0,1]. Lipsa proprietatii de pozitivitate a condus la propunerea
de noi metode de demonstrare a rezultatului aproximarii fara a utiliza te-
orema Korovkin pe partea intervalului pe care operatorii nu sunt pozitivi.

B On approzimation properties of some non-positive Bernstein-Durrmeyer
type operators modified in the Bezier-King sense

Aici, introducem o noua clasa de operatori Bernstein-Durrmeyer modificati
in sensul Bezier-King. Acesti operatori nu sunt pozitivi pe intregul inter-
val [0,1]. Aici, pentru a demonstra aproximarea functiilor continue pe
toate [0, 1], proceddm in dous moduri diferite pe portiunea intervalului pe
care operatorii sunt pozitivi si respectiv pe cea pe care sunt nepozitivi. In
aceasta lucrare demonstram cateva rezultate privind viteza de aproximare
utilizand modulii de ordinul intai si doi. De asemenea, demonstram un
rezultat de tip Voronovskaja.

C On New Classes of Stancu-Kantorovich-Type Operators

In aceastd lucrare introducem trei clase de operatori de aproximare care
pastreaza doua dintre functiile de test eg, €1, es simultan. Demonstram ca
aproximarea este valabild pe un interval I C [0, 1] in fiecare caz. Operatorii
studiati aici sunt operatori liniari pozitivi.

D Approximation Properties of Some Non-positive Kantorovich Type Opera-
tors

Propunem o noua clasa de operatori de tip Bernstein-Kantorovich construiti
folosind un operator diferential liniar cu coeficienti constanti. Demon-
stram ca diferentele finite de ordinul £ ale unei functii ¥’ pe noduri echidis-
tante aproximeaza uniform derivata de ordinul k£ a functiei F'. Acest rezul-
tat ne ajuta sa demonstram ca noii operatori de tip Bernstein-Kantorovich



sunt operatori de aproximare pentru toate functiile continue pe [0, 1]. Con-

......

E Voronovskaja type theorem for some non-positive Kantorovich type opera-
tors

In aceasta lucrare demonstram o teorema de tip Voronovskaja si un re-
zultat de aproximare simultana pentru operatorii introdusi in lucrarea de
mai sus.

F Generalized Kantorovich operators

Introducem un sir de operatori de tip Kantorovich mai generali, definiti
folosind un operator diferential liniar cu coeficienti neconstanti. Rezul-
tatul de aproximare uniforma si teorema de tip Voronovskaja, demon-
strate in aceasta lucrare, sunt enuntate pentru un sir general de operatori
L, € C([0,1)). Incheiem aceastd lucrare oferind exemple pentru cativa
operatori clasici si un contraexemplu pentru fiecare care demonstreaza ca
varianta lor Kantorovich nu este pozitiva.

G Double weighted modulus

Introducem un nou modul de netezime de ordinul doi care depinde de
doud functii pondere. Acest nou modul este util pentru a obtine estimari
ale gradului de aproximare a functiilor cu crestere rapida spre infinit, prin
operatori liniari pozitivi generali care pastreaza polinoamele de gradul
intai. Lucrarea se incheie cu un exemplu pentru operatorii Szasz-Mirakjan.

1.5 Diseminarea rezultatelor

Rezultatele mentionate In sectiunea anterioara au fost diseminate in comu-
nitatea matematica sub forma de lucrari publicate in reviste internationale,
precum si sub forma de comunicari la conferinte si workshop-uri, dupa cum
urmeaza:

A In cadrul conferintei internationale ”44th summer symposium in real ana-
lysis” care a avut loc intre 20-24 Tunie 2022, Paris si Orsay, Franta, am
prezentat lucrarea intitulatda ”On Approximation Properties of some non-
positive Bernstein-Durrmeyer Type Operators”.

De asemenea, la conferinta internationala ”Functional Analysis, Appro-
ximation Theory and Numerical Analysis” ce a avut loc intre 5-8 ITulie
2022, Matera Italia, am prezentat ”On Approximation Properties of some
non-positive Bernstein-Durrmeyer Type Operators”.

Am publicat lucrarea: B. I. Vasian, ”On Approximation Properties of
some non-positive Bernstein-Durrmeyer Type Operators”, An. St. Univ.
Ovidius Constanta, Vol 31(1), 2023.

B In cadrul editiei a 14-a a conferintei internationale ”International confe-
rence on approximation theory and its applications”, Alexandru Lupas,
Sibiu, care a avut loc in Septembrie 12-14 2022, am prezentat lucrarea
” Approximation properties of some non-positive Kantorovich type opera-
tors”.



C In cadrul conferintei internationale online ”International E-Conference on
Mathematical and Statistical Sciences: A Selcuk Meeting” 2022 (ICOMSS’22),
am prezentat lucrarea intitulatd ” Approximation properties of some non-
positive Kantorovich type operators”.

Am publicat lucrarea: B. I. Vasian, Approximation Properties of Some
Non-positive Kantorovich Type Operators, 2022 Proceedings of Interna-
tional E-Conference on Mathematical and Statistical Sciences: A Selguk
Meeting (2022), 188-194.

D In cadrul celei de-a 4-a editii a conferintei internationale MACOS, 2022,
”International Conference on Mathematics and Computer Science” care
a avut loc intre 15-17 Septembrie, 2022, Bragov, Romania, am prezentat
lucrarea ”On approximation properties of some non-positive linear opera-
tors”.

E In cadrul celei de-a 5-a editii a conferintei internationale MACOS, 2024,
”International Conference on Mathematics and Computer Science” ce a
avut loc intre 13-15 Tunie 2024, Bragov, Romania, am prezentat ” Genera-
lized Kantorovich operators”.

Am pulblicat lucrarea: B. I. Vasian, Generalized Kantorovich operators,
General Mathematics, Vol. 32, No. 2 (2025), 67-83.

F Alte lucrari publicate:

B. 1. Vasian, Voronovskaja type theorem for some non-positive Kanto-
rovich type operators, Carpathian Journal of Mathematics Vol. 40, No. 1
(2024), 187-194.

B. 1. Vasian, On approximation properties of some non-positive Bernstein-
Durrmeyer type operators modified in the Bezier-King sense, Dolomites
Research Notes on Approximation, 16(3) (2023), 104-117.

B. I. Vasian, S. L. Garoiu, C. M. Pacurar, On New Classes of Stancu-
Kantorovich-Type Operators, Mathematics (2021).

R. Paltanea, B. I. Vasian, Double weighted modulus, trimisa spre publi-
care.

1.6 Multumiri

Doresc sd-mi exprim profunda recunostinta indrumatorului meu de doctorat,
Prof. Dr. Radu Paltanea, pentru indrumarea, asistenta si sprijinul nepretuit de
care am beneficiat pe parcursul studiilor si cercetarilor din stagiul de doctorat.

De asemenea, doresc sa-mi exprim recunostinta fata de Departamentul de
Matematica si Informatica din cadrul Facultitii de Matematica si Informatica
a Universitatii Transilvania din Brasov, pentru sprijinul acordat pe parcursul
cercetarii mele. Mai mult, sunt profund recunoscator pentru sprijinul pe care
l-am primit din partea Universitatii Transilvania din Brasov, care m-a ajutat la
publicarea cercetarii efectuate si la participarea in cadrul multor conferinte in
timpul studiilor.

De asemenea, doresc sa-mi exprim multumirile familiei mele pentru sprijinul
si intelegerea pe care mi le-au oferit pe parcursul studiilor doctorale.
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2 Preliminarii
2.1 Notatii si terminologie

Fie I C R un interval.

Notam cu F(I) = {f : I — R} multimea functiilor reale definite pe I. Cu
B(I)={f:1—R : fmarginitd} notdm multimea functiilor marginite pe I.
CuC(I)={f:I—=TR : fcontinud} notdm multimea functiilor continue pe
I

Pentru k € {0,1,...}, prin C*¥(I) intelegem multimea functiilor continue
care admit derivata de ordinul k continui. In particular, prin C°(I) intelegem
c(I).

Not&m cu P(I) multimea polinoamelor definite pe I si cu IIx multimea po-
linoamelor de grad cel mult k.

Prin functie test sau functie monomiald intelegem e;(t) = ¢/, j € {0,1,...}.

Fie X un spatiu Banach. Notam || - || x norma pe X.

Dacd X = B(I), atunci prin norma unei functii ||f(:)||, f € B(I), pe I
intelegem norma supremum:

IfII'= ilél;lf(l”)\, feB). (2.1)

In continuare enumerim cativa operatori folositi pe parcursul tezei:
e Operatorul identitate I'd ce satisface Id(f) = f, f € F(I);

e Simbolul Landau O: O(f(x)) = {g(z) : 3 ¢,zp > 0 astfel incat 0 <
f(z) <cg(z), Va>wxo};

e Simbolul Laundau o: o(f(z)) = {g(z) : Ve >0, 3z > 0 astfel incat 0 <
flx) <ecgz), Vo>uxo}

Un alt operator folosit este operatorul diferenta finita cu pasul k a unei functii

f:

Apf(z) = fz+k) - f(2). (2.2)
Iterata de ordin [ a lui Ay se noteaza cu Al si este definita astfel:
ALS (@) = M [A (@)] (2.3)

ce conduce la urmatoarea identitate:

I l 1—i (1 .
ALf(z)=> (-1) <Z>f (z + ik). (2.4)
—

3

Propozitia 2.1.1. [35] Dacd f este un polinom de grad -1 atunci AL f (z) = 0.

Fie I un interval si xg,x1,...,2, € I, n + 1 puncte distincte din I. Fie
f € F(I). Diferentele divizate ale lui f in punctele xg,x1,...,x, sunt definite
astfel:

flae] = =f(xx), k=0,n, (2.5)

kal...xk 7f$kxk1...117k, 1
f[l'k, Tht1s--- 7'Tk+p] L= [ o : +p] [ : +D : 2 } )
LT+p — Tk
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pentru k =0,n—p, j=0,n.
Pentru diferentele divizate mentionam urmatoarele rezultate:

Propozitia 2.1.2. [35] Dacd f este un polinom de grad < n, atunci
f[.%‘o,l‘l,...,l‘n] =0. (26)

Propozitia 2.1.3. [35] (Teorema de medie pentru diferente divizate) Dacd f
este diferentiabila de ordin n, atunci

_ ™

n!

flzo, 1, 0] , (2.7)

pentru £ € (minke{m,..‘n} Tk, MAXEe{0,1,...n} xk) .

Propozitia 2.1.4. [35] Are loc urmdtoarea relatie intre diferentele divizate si
diferentele finite:

f[m,x+h,...,x+lh]:ﬁAﬁj(x). (2.8)

In teoria aproximarii prin operatori, modulele de continuitate s-au dovedit a
fi foarte utili. Aceste obiecte matematice pot fi folosite pentru a masura gradul
de netezime al unei functii intr-un mod mult mai elegant. Aceste module sunt
definite astfel:

Definitia 2.1.5. [35] Fie I C R un interval si f € F(I). Modulul de continui-
tate al functiei f este definit astfel:

wi(fyh) =sup{|f(z) = f(Y)| : [ -yl <h; z,yel}, h>0. (2.9)

In cazul unei functii continue f pe un interval I C R care satisface w (f, h) =
o(h), se obtine ca f este constantd, prin urmare modulul de continuitate nu
este util pentru masurarea unei netezimi de ordin superior. In acest caz, sunt
necesare modulele de netezime. Aceste module sunt conectate cu diferentele
finite de ordin superior.

Definitia 2.1.6. [35] FieI CR si f € C(I), I compact. Modulul de netezime
de ordin 1 al functiei f aste definit astfel:

wi(f,h) = sup [|AL(f2)ll, k> 0. (2.10)
0<k<h

Modulele de netezime prezentate mai sus reprezintd un instrument foarte
util pentru problemele de aproximare. Cu toate acestea, In cercetarile recente,
modulele clasice de netezime s-au dovedit a fi ineficienti. Pentru a remedia
aceste neajunsuri, au fost introduse urmatoarele module, care sunt denumite
module de netezime ponderate ale functiei f.

Definitia 2.1.7. [37] Fie I CR si f € F(I). Modulul de netezime ponderat de
ordin I al lui f este dat de:

wf (f;h) = sup A%y ()1l h >0, (2.11)

unde functia p(x) este o functie pondere aleasd in practicd in functie de pro-
blema studiata.
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Observatia 2.1.8. Dacad ¢(z) = 1, atunci (2.11) devine modulul de netezime
din (2.10).

Functia ¢(z) din definitia modululului de netezime ponderat, numita functie
pondere, este definitd pentru @ € I ( unde I = (a,b) cu a € {—00,0} si b €
{1,00}), si satisface urméatoarele:

Propozitia 2.1.9. [37]
A ¢ =1 local;

B ezista doud valori vy(a) siy(b) astfel incdt v(0) > 0, y(1) > 0 si y(+oo) <
1 pentru care

|z|7(@), T —a+ fora€{—oc0,0}
o(x) =~ (), T — 00 pentru b= 0o ; (212)
(1—2)D 2 —1— pentrub=1

C p(x) este o functie masurabild (in raport cu masura p) si exista Mo, ko
constante, astfel incdt oricare ar fi0 < k < kg si orice interval finit J C I,
are loc urmatoarea inegalitate in masura:

p({zel:z+ho(x)ed}) < Mou(E). (2.13)

In continuare, amintim definitiile K-functionalelor, K-functionalelor de or-
din [ si K-functionalelor de ordin ! ponderate.

Definitia 2.1.10. [35] Fie X,Y doud spatii Banach astfel incat Y C X conti-
nuu. K-functionala atasata functiei f € X este definitd prin:

K(f:t):=K(£,6X,Y) = inf {|f —gllx +tlgly}, t = 0. (2.14)

Definitia 2.1.11. K-functionala de ordin 1 a functiei f € F(J) este definitd
prin:
Ki(f,t) = inf {If =gl + g™}t > 0. (2.15)
gec(I)
Definitia 2.1.12. K-functionala de ordin I, ponderatd, a functiei f € F(J) este
definita prin:
Kf(fit) = int {IIf =gl +te'g" I}t > 0. (2.16)
geC(I)
Unul dintre cele mai importante rezultate privind K-functionalele si modu-
lele de netezime este urmatoarea teorema de echivalenta intre acestea.

Teorema 2.1.13. [85] Presupundnd ca functia ¢ satisface conditiile Proposi-
tion 2.1.9, 1 € {0,1,...} si f € C(I), unde I = (0,1), I = (0,00) sau I =R,
atunci

Crwf (f, 1) < K (f, 1) < Cowf(f,1), 0 <t < to, (2.17)

unde C1,Cy,tg > 0 sunt constante.
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3 Operatori de tip
Durrmeyer nepozitivi

In acest capitol, studiem cativa operatori de tip Durrmeyer. Pentru acesti
operatori am demonstrat cateva rezultate de aproximare, impreuna cu estima-
rea erorii si teoreme de tip Voronovskaja. Rezultatele din acest capitol se ba-
zeaza pe lucrarile publicate in doua articole: Vasian B. 1., On approximation
properties of some mon-positive Bernstein-Durrmeyer type operators, An. St.
Univ. Ovidius Constanta, Vol. 21(1), 2023; si Vasian B. 1., On approzimation
properties of some mon-positive Bernstein-Durrmeyer type operators modified
in the Bezier-King sense, Dolomites Research Notes on Approximation, 16(3),
104-117, 2023.

3.1 Asupra proprietatilor de aproximare ale unor
operatori de tip Bernstein-Durrmeyer nepo-
zitivi

In aceastd prima sectiune vom prezenta rezultate privind un nou tip de
operatori Bernstein-Durrmeyer care nu sunt pozitivi pe intregul interval [0, 1].
Pentru acesti operatori vom demonstra un rezultat de convergenta uniforma
pe toate functiile continue pe [0, 1], precum si un rezultat de estimare a erorii
de aproximare in functie de modulul de continuitate w;. De asemenea, va fi
demonstrata si o teorema de tip Voronovskaja.

Aceste rezultate au fost publicate in lucrare B.I. Vasian,On approzimation
properties of some non-positive Bernstein-Durrmeyer type operators, An. St.
Univ. Ovidius Consstanta, Vol. 21(1), 2023.

Vom introduce operatorii de tip Durrmeyer modificati pe care 1i vom studia
in acest capitol.

Definitia 3.1.1. [108]
Fie a > 0. Pentru orice functie f € C(]0,1]), definim:

D2 (for) = (n+ 1) ("”) S [ a0 £ a2 e 0.1,
k=0 0

(3.1)

n—k
unde pj; (z) = (%)n (Z)xk (n%a_x) ,nkeN k<n.
Observatia 3.1.2. [108] Pentru o = 0 obtinem operatorii clasici Bernstein-
Durrmeyer, iar pentru a = 1 se obtin operatorii studiati de Deo N. et al. in
lucrarea [33].

Observatia 3.1.3. [108] DS (f,z) definit in (3.1) este un operator liniar care

n
’ n+ta

este pozitiv pentru x € |0 st nepozitiv pentru xr € ( -1

n+a’

Lema 3.1.4. [108] Are loc urmatoarea identitate:
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n n—k n+s+1
n+ao
/ t"f“(rﬁat) dt< n ) Bk+s+1,n—k+1),
0

n+ o
(3.2)
unde B(-,-) este functia Beta a lui Euler.

Propozitia 3.1.5. [108] Operatorii DS satisfac urmdtoarele relatii:
i) D% (eg,z) = 1;
#)Dy (e1,2) = 757 + G

o o n(n—1) 2 4n 2n?
iW)Dy (e2,7) = inmint T e T miomts e
unde x € [0,1].

[0}
no

Notam cu M, ., (z) momentul de ordin m al operatorilor Dg, care au urmatoarea

expresie:
My (z) = DS ((t —2)™ ,z) (3.3)
o n-+aoa i a " nza . m
~ ) ( );Opnk( [0 0

Teorema 3.1.6. (Teorema 6 din [108]) Are loc urmdtoarea relatie de recurenta:

(m+4+n+2) My (z) =2 ( - - x) [2mMy m—1 (x) + M), ,,, (x)] (3.4)

+(m+1) (nza - 2m> My (2).

Cu toate consideratiile anterioare, putem enunta un prim rezultat de apro-
ximare pentru operatorii Dy .

Teorema 3.1.7. (Teorema 8 din [108]) Oricare ar fi o > 0, f € C([0,1]), si
oricare ar fi e € (0,1), are loc urmdtoarea limitd:

lim Dy (f) = f, uniform pe [0,1 —¢]. (3.5)

n—oo

In ceea ce priveste rezultatul de mai sus, am putut demonstra convergenta
uniforma doar pe intervalul pe care operatorii D¢ sunt pozitivi. Urmatorul nos-
tru obiectiv este de a demonstra ca operatorii DY pot aproxima toate functiile
continue pe Intregul interval [0,1], chiar dacid nu sunt operatori pozitivi pe
intregul interval.

Propozitia 3.1.8. (Propozitia 9 din [108]) Pentrul € {0,1,...} avem:

Do 1 (n!)? w1 n \'"" i (36
n (e w) = (n+ )(n+l+1)! ; (z)z'(n—z)‘ (n—i—a) @' (3.6)
Cu ajutorul acestui rezultat obtinem:

Propozitia 3.1.9. (Propozitia 10 din [108]) Oricare ar fil € {0,1,...}, avem:

D¢ (e1) — e uniform pe [0, 1]. (3.7
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Observatia 3.1.10. [108] Din Propozitia 3.1.9 si din liniaritatea operatorilor
D&, obtinem cd pentru orice polinom P € P([0,1]), convergenta D% (P,x) —

n’

P (z) are loc uniform pe x € [0, 1].
Propozitia 3.1.11. (Porpozitia 12 din [108]) Are loc:
IDg | < e*, (3.8)
oricare ar fin € {1,2,...}, sia>0.
Teorema 3.1.12. (Teorema 13 din[108]) Oricare ar fi f € C([0,1]), avem:

lim Dy (f) = f uniform pe [0, 1]. (3.9)

n—oo

Urmatorul rezultat da o estimare a erorii de aproximare folosind modulul de
continuitate w1 (f, 9).

Teorema 3.1.13. (Teorema 14 din [108]) Pentru f € C([0,1]) si z € [0,1]
avem:

1Dy (f,z) — f(2)] < {1+§\/n12 [x (nia> +ni3]}w1 (f,0), (3.10)

pentru x € {0

_n_ ]
) n+o¢} ; S

e {Qa n

|D (f,z) — f(z)] < {620‘4—5, n+MM:|}W1 (f,(S’), (3.11)

pentru x € (#, 1] .

Observatia 3.1.14. [108] Considerdnd

2 n 1 200 n
Py - o, 12
max{\/n+2[n+a+n+3]’n+(n+a)(n+2)}’ (3.12)

atuncs

I DR (f) = £ 1I< 2¢**w(f, ). (3.13)

3.1.1 Rezultat de tip Voronovskaja

In aceasta sectiune demonstram un alt rezultat de masurare a ordinului de
aproximare sub forma unei teoreme de tip Voronovskaja.

Teorema 3.1.15. (Teorema 16 din [108]) Fie f € C([0,1)) o functie marginitd,
diferentiabila de doud ori in punctul x € (0,1) . Atunci are loc urmadatoarea limita:

lim n [Dy (f,2) = f ()] = (1 = 22) [ (z) + = (1 - 2) f" (). (3.14)

n—roo
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3.1.2 Grafice

Pentru primul exemplu am considerat functia f(z) = 2 —(11/6)2> +2—1/6
pentru x € [0, 1]. In acest caz am obtinut Figura 3.1.

Figura 3.1: aa=1sin =50

0.2 0.4 0.6 0.8 1,0
-002 \/ /
004 — BDPOL(x)
ol 1
-0.06
-0.08
-0.10
Pentru al doilea exemplu am considerat functia f(z) = |z — 0.5] pentru
x € [0,1] si am obtinut Figura 3.2.
Figura 3.2: a =1sin =50
o2 — BDPOL(x)
|1x-0.5]

0.2

Dupa cum se poate observa din rezultatele obtinute si din graficele de mai
sus, operatorii Dy au proprietati bune de aproximare desi nu sunt pozitivi pe
intregul interval [0, 1].

3.2 Asupra proprietatilor de aproximare a unor
operatori de tip Bernstein-Durrmeyer nepo-
zitivi modificati in sens King

Aceasta sectiune este dedicata unor rezultate privind operatorii de tip Bernstein-
Durrmeyer, definiti folosind metodele propuse de King si Bezier. Operatorii
obtinuti aici nu sunt pozitivi pe intregul interval [0, 1], dar sunt operatori de
aproximare. Unele dintre rezultate sunt obtinute intr-un mod simplu folosind
primul modul de continuitate. Pentru rezultatele privind modulul de netezime
de ordinul doi, folosim metode cu ajutorul K-functionalelor necesare. In cele
din urma, demonstram un rezultat de tip Voronovskaja pentru a evalua eroarea
de aproximare.
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Aceste rezultate au fost publicate in lucrarea B. I. Vasian, On approzima-
tion properties of some non-positive Bernstein-Durrmeyer type operators mo-
dified in the Bezier-King sense, Dolomites Research Notes on Approximation,
Vol. 16, 2023.

Fie 7:[0,1] — [0, 1] astfel incat 7 este o functie diferentiabil si crescitoare
cutT(0)=0si7(1) =1

Pentru a demonstra rezultatele, considerm functia f mérginita [0, 1].

Avand modelul operatorilor din sectiunea anterioara, introducem o noua
clasa de operatori:

Definitia 3.2.1. [109] Fie a > 0. Pentru f € C([0,1]), definim:

Dyl (f,x) = (3.15)
) (M) S @ [T a0 (o) (a1
k=0 0
unde ) .
Q! @) = [ @) = [T @] (3.16)

cu 0 > 1 un intreg si Jy (x) = > 0, poy (), unde

i@ = () (e (@) e

Observatia 3.2.2. [109] Mentiondm urmdtoarele observatii referitoare la notatii:

A Daca indicele 0 lipseste, atunci 0 = 1;
B Daca indicele T lipseste, atunci 7(x) = x.

Pentru operatorii D&Y definiti in (3.15) mentionam urmitoarele:

n,T

Observatia 3.2.3. [109] Din definitie se poate observa cd operatorii D;’{;f sunt
liniari pe C([0,1]).

Observatia 3.2.4. [109] Exista &, € (0,1) cu proprietatea 7(&,) = e astfel
incat T (z) > 35 pentru x € (&, 1] si T(z) < 5 pentru x € [0,&,], prin
.,

ny mu sunt pozitivi pe intregul interval [0,1].

urmare operatorii D

3.2.1 Rezultate auxiliare

Pentru a demonstra rezultatele privind acesti operatori, avem nevoie de
cateva rezultate pentru D _, i.e. cand § = 1.

n,7?

Urmaétorul rezultat da o formuld de recurenta pentru p;’; ().

Lema 3.2.5. (Lema 3.2 din [109]) Pentru functiile p; (x) din (3.17), are loc:

@) (e @) (5 @) =@ (g @) i @, v e
(3.18)

Lema 3.2.6. (Lema 8.8 din [109]) Operatorii D . satisfac urmdatoarele:

n, T
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A Dy (eo,7) =1;

B Dﬁ,f(ﬂiﬂ):%“(m(mwrm%a);

o _ 1 4n? 2n? .
C Dg, (7%.2) = Gy (n (0= 172 (@) + 257 (2) + (2 )

unde T este definit ca mai sus si x € [0,1].

Notam cu M, (z) momentul central de ordin m € {0,1,2,...} al operato-
rilor DS _, care este definit astfel:

M5 () =Dy (7 (8) — 7 ()™ @), @ €[0,1].
Lema 3.2.7. (Lema 3.4 din [109]) Are loc urmatoarea relatie de recurentd:

(m+n+2)7' ()M () (3.19)

—1(0) (i~ @) [2or’ @ M5 @)+ 07 @)

+(m+1)7 (2) (H”a —9or (x)) M2 (x) .

Observatia 3.2.8. [109] Pentru simplificarea notatiilor, notam

6c @)= 7(0) (=7 (@).

n—+a«

Observatia 3.2.9. [109] Functia ¢, (x) isi atinge mazimul pentru 7(x) =

n . Y 1 n
72(n+a) iar valoarea mazxima este max (b-r =1 (7n+a) .

Propozitia 3.2.10. (Propozitia 3.6 din [109]) Urmatoarea inegalitate are loc:
D5 - fIl < e £l (3.20)
oricare ar fi f € C([0,1)].

Observatia 3.2.11. [109] Pentru a,b € [—1,1] si 6 > 1 un intreg, are loc
inegalitatea
la® —v%| < Ola—1]. (3.21)

Observatia 3.2.12. [109] Are loc
0 0
@21 @) = [ @] - [ @)
T @) = TS @)] = 0k (@)

inegalitate obtinutd ca o consecintd a Observatiei 3.2.11, unde 0 > 1 este un
intreg.

(3.22)

<46

Folosind rezultatele anterioare, putem demonstra urmatoarele rezultate pri-
vind operatorii Df{:ﬁ.
Propozitia 3.2.13. (Propozitia 3.7 din [109]) Are loc:
0
| Ded £l < 0 (I £l (3.23)

oricare ar fi f € C([0,1]).
Observatia 3.2.14. [109] Avem Df{:ﬁ (eg,z) =1 oricare ar fi x € [0,1].
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3.2.2 Aproximare cantitativa

In cele ce urmeaza vom stabili cateva rezultate cantitative folosind diferiti
moduli de continuitate: modulul de continuitate w; si o combinatie Intre wy si
modulul de netezime ws.

Teorema 3.2.15. (Teorema 4.1 din [109]) Pentru f € C([0,1]) avem

IDS:f<f,z>—f(as)|s{1+(15 " \/ 6(n+1) )}wl(fwl,a),

n+al\l2(n+2)(n+3
(3.24)
pentru x € [0,£,],0 > 0, si
1 (2 /
it - sl <o {1+ 5 |20 g | e,
(3.25)

pentru x € (€,,1],6" > 0.
Corolar 3.2.16. (Corolar 4.2 din [109]) Fie f € C([0,1]). Are loc:

a,0 , n 0(n+1)
|Dn,T (f,x)*f($)| < 2wy (fOT 1|[O’§”]’n—|—0é\/2(n+2) (n—|—3)> , (3.26)

pentru x € [0,&,], si

n

2¢
pab _ < 202 - T+ (nta)
| @0 (f,x) f((p)| < 20e“%w, (fOT [ n + (n+2) (n+ )

> . (3.27)

pentru x € (€,,1].
Lema 3.2.17. (Lema 4.3 din [109]) Pentru x € [0,1], avem:

Dt ((r () =7 @) x) <0 ntl ( . )Q,forme[o,fnL

2(n+2)(n+3) \n+a«
. (3.28)
.0 B 9 90 2T [n2—n(2—a)—3a]
D2 ((r(t) =7 (@) )| < e D e ey T T 1].
(3.29)

Urmatoarele rezultate sunt estimari cu ajutorul lui wy si we. Pentru a obtine
aceste rezultate impunem urmaétoarele restrictii functiei 7 (z):

o 7(x) € C%([0,1]);
[ ] infze[o’l] T/ (.’IJ) Z l, l e R+.

* supgep, |77 (@) < B, B ERy.
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Teorema 3.2.18. (Teorema 4.4 din [109]) Pentru f € C([0,1]), avem:

D (f,2) = f ()] (3.30)

26 (145G [
ClOJl (f70(62a~‘-211>) +CQW2 (fu Oe 2§+1)] HAS [07571]7

V0. n [/ ntl . .
unde (1 = T e/ St (nE3) o C1, Co sunt constante ce nu depind de n, si

< fe2> + 1
- 2

DY (f,2) — f ()] (3.31)
B
fe2> + 1 2¢2 (1 + j@) 2
< 9 C* T p.2a 11 C* N o 1 1 n»s 1 )
< B 1W1 (f, g2 11 + Cswa | f, fe2e 1 1 x € (&n, 1]
unde (= \/9 20 Q(ZT:;:% (0‘734_&3;12], si CF, C3 sunt constante ce nu depind de

3.2.3 Rezultat de tip Voronovskaja

In aceasta sectiune demonstram un rezultat de tip Voronovskaja pentru ope-
ratorii D&Y,

Lema 3.2.19. (Lema 5.1 din [109]) Fie f € C?[0,1]. Atunci are loc:

In (D (f,2) - f ()] (3.32)
2n | f'(z) n
T n+2|7(x) <T<x)+n—|—a>
n f”(l') B /x TN(J)) . ) n 2
+9(n+2) (n+3) (7-/<x))2 A )(T’(a:))3 ( 3) - () + (n+a)
(3.33)

+An (2); 2 €[0,60],
unde Ay, () — 0 cdind n — oo.

Teorema 3.2.20. (Teorema 5.2 din [109]) Pentru f € C?[0,1] si x € [0,1),
are loc:

hﬂsolip( n [Dp? (f,x) = f ()]) (3.34)
f'(z) f"(@) oy T(®)
=20 T(x)+1)+06 — f(x 7(x)(1—7(x)); z€][0,1).
L@ o] 28, ) T r@ 0@ w0
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4 Operatori de tip Kanto-
rovich modificati in sens King

In acest capitol vom prezenta cateva rezultate privind operatorii de tip Kan-
torovich.

Anume, vom trata cateva clase de operatori de tip Kantorovich modificati
folosind metodele Stancu si King. Clasele obtinute in acest mod contin doar
operatori liniari si pozitivi, iar pentru aceste clase este demonstrata aproximarea
uniforma a tuturor functiilor continue pe intervale specifice.

4.1 Asupra unor noi clase de operatori de tip
Stancu-Kantorovich

In aceastd sectiune prezentam rezultatele obtinute in lucrarea Vasian B.
I., Garoiu §. L., Pacurar C. M., On New Classes of Stancu-Kantorovich-Type
Operators. Mathematics 2021.

Aici, am introdus noi clase de operatori de tip Stancu-Kantorovich construiti
cu metoda introdusa de King in lucrarea [66]. Fiecare clasa este construitd astfel
incat operatorii sa invarieze doua functii de test simultan. In primul rand, vom
studia operatorii care invariaza eg si ej. In al doilea rand, ey si eg, si in final
e si es. Pentru fiecare clasi am studiat aproximarea uniforma a functiilor
continue pe anumite intervale pe care operatorii raman pozitivi. De asemenea,
sunt furnizate cateva rezultate ale estimarii erorii in fiecare caz. Definim clasele
de operatori dupa cum urmeaza:

Definitia 4.1.1. (Definitia 4 din [110]) Fie I C R un interval si cp,dy : I — R
functii satisfacind c, (x) > 0, dp (x) > 0 oricare ar fix € I, 0 < a < (3 si
n € {1,2,...}. Definim urmdtorii operatori de tip Stancu-Kantorovich:

S () = (4540 Y (1) @) @)™ [ r@ar @)
k=0 kto

pentru orice x € I, m € {1,2,...} si f € L1([0,1]).
Pentru acesti operatori avem:

Lema 4.1.2. (Lema 1 din [110]) Operatorii din (4.1) satisfac urmdatoarele:

SED* (e0,) = (en (2) +dn (2)" (42)
SR (er,) = g en () (en (@) o ()" (43)
20+ 1

2 e
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(@B)* (ey. 1 :771(71—1) 2 (z) (e (z x))" 2
Sy (e2,x) (n+ﬁ+1)2n()(n()+dn<)) (4.4)
nQRa+2) cn (2) (en (z z))" !
+(n+ﬂ+1)2”()("()+d”())
3a(a+1)+1 o (z JRN

oricare ar fix € I, n € {0,1,...}, unde e; (t) = t', i € {0,1,2}.

Definitia 4.1.3. Notam cu M, L, (x), momentul de ordin k al operatorilor
L., ce au urmdtoarea erpresie:

M, (Ly(z)) = Ly, ((61 — x)k , 3:) . (4.5)

4.1.1 Operatori de tip Stancu-Kantorovich ce invariaza ¢,
Si €1

Impunem conditia ca operatorii Stancu-Kantorovich introdusi in (4.1), sa
invarieze functiile eg si e;. Astfel, construim operatorii astfel incat sa satisfaca:

o Sff’ﬁ)* (eg,z) = 1;

o S (e1,3) = (46)
o3 lim S(*A)* (ey, 2) = 2% uniform pe un interval.

n—oo

Din conditiile impuse in (4.6) si identitatile (4.2), (4.3), obtinem:

n+0+1 2004+ 1
T —
n on '

en () = (4.7)

si

dn(z) = —(n+p+1)x n 2n—|—20¢—&—17
n 2n
oricare ar fin € {1,2,...} siz € I.
Pentru a obtine operatori pozitivi, impunem functiilor ¢, (z) si d,(x) sa fie
pozitive. Astfel obtinem:

(4.8)

200+ 1 2n+2a+1

— << ———— oricarearfixz eI, sine{l,2,...}.
2(n+B8+1) = T 2(n+pB+1) ’ { }

Lema 4.1.4. (Lema 2 din [110]) Pentru 0 < o < 8 si orice intreg ng < n, are
loc urmatoarea incluziune:
200+ 1 2ng+2a+1 2a+1 2n+2a+1
2(ng+B+1)"2(ng +B+1) 2(n+B+1)"2(n+B8+1)]°

2a+1 . 2no+2a+1
2(no+pB+1)’ 2(no+B+1)

ca cp(z), dy(x) >0, oricare ar fin € {1,2,...}, consideram I = [Q(Hifgﬂ_l); 3&’;@;’?& ,

unde ng e un numadr natural fixat arbitrar. Observam ca pentru orice € > 0,
daca ludm ng suficient de mare, atunci [e,1 —¢] C I.

Observatia 4.1.5. Din moment ce pe intervalul [ } avem
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Considerand sirurile de functii ¢,(x) si d,(z) obtinute in relatiile (4.7) si
(4.8), operatorii de tip (4.1) au urmatoarea expresie:

n k
Sif“f)*(f,x)=(n+ﬂ+1)z<z> <n+ﬂ+1$_2a+1> (4.9)

P n 2n
e
n—k "
—n+B8+1 2n+2a+1
x( ( n/j )x—i- 5 ) / f)de,
kta
Py

oricare ar i x € I.

Lema 4.1.6. (Lema 3 din [110]) Operatorii Sfa’ﬂ)* din (4.9) satisfac

,n

157" (o, ) = 13
S(Q’B)*(e = 7
1,n 1,T) = 3 (4.10)
* -1 n+2a+1 n(12a +5) + 3(2a + 1)?
g@:8) Do -
(@20 0) = T T D T a5+ 1)

pentru x € 1.

Lema 4.1.7. (Lema 4 din [110]) Au loc urmdatoarele relatii:

Mo (S1577) (@) =1, (4.11)
My (S1577) (@) =0, (4.12)
My, (Sf“f)*) (z) = 7%2 + %x +0 (:2) . (4.13)
Lema 4.1.8. (Lema 5 din [110]) Avem
Tim 0, (Sijj;m*) (z) = z(1 — z) (4.14)

uniform pentru x € I. Mai mult, oricare ar fi ¢ > 0 existd un intreg ne > ng,
suficient de mare, astfel incat

< 1+e¢

ni, o (S’:Eil,;ﬁ)*) (z) < T (4.15)

oricare ar fiz € I sin € {1,2,...} cun > ne.

Teorema 4.1.9. (Teorema 2 din [110]) Fie f € C([0,1]). Urmdtoarea limitd
are loc:

: (c.B)x ey
Tgﬂf&)sﬁnn (jj _’f

uniform pe I. Mai mult, oricare ar fi e > 0 existd ne € {1,2,...} astfel incadt
a,B)* 1+4+¢ 1
S ) - 1) < (14955 ) (£ 72)

pentru oricex € I sin € {1,2,...}, n > n..
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Prezentam un exemplu grafic pentru a vedea procesul de aproximare. Am
considerat functia f(x) = sin(20x), n =25, a =0.1s1 § =0.2.

0.5

— PolKS(x)
g 0.4 \05 0.6 07 sin(20 x)

-05

Figura 4.1: « =0.1, 6 =0.2, n =25

In Figura 4.1 se poate vedea cil sirul de operatori (albastru) este un proces
de aproximare pentru functia f (portocaliu).

4.1.2 Operatori de tip Stancu-Kantorovich ce invariaza
functiile e si e

In continuare tratdm operatorii de tip Stancu-Kantorovich din (4.1) pen-
tru care impunem invarierea functiilor ey si es. In acest sens, operatorii sunt
construiti astfel:

0 5P (g 1) =1
025D (ey. 1) = 22 (4.16)

o3 lim S(®* (¢;,2) = 2 uniform pe un interval,
n—oo

Impunéand conditiile de mai sus, (4.16), si folosind identitétile din (4.2) si (4.4)
obtinem urmatoarele conditii pentru ¢, (z) si d,(z):

en(z)+dn(z) =1, Ve el ne{l,2,...}, (4.17)

si ecuatia de gradul doi in ¢, (z):
1
n(n —1)c2(x) +2n(1 + ), () + ol + 1) + 3= ?(n+B+1)%  (4.18)

zel, sine{l,2,...}.
Observam ca pentru a > 0, 8 > 0, discriminantul ecuatiei (4.18):

dn(z) = 4n [n <§ + oz) +a® +a+ % +2%(n—1)(n+ B +1)? (4.19)

este pozitiv.
Facem urmatoarele notatii:
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Rezolvand ecuatia (4.18) obtinem, pentru n > 2:

_ (1 +0)+ /A @) (4.20)

en(®) n(n—1)

si, din relatia (4.17), obtinem:

dn(v) = e +:()n_ 1)An(x)

(4.21)

Pentru a aplica Teorema Korovkin, avem nevoie ca operatorii sa fie pozitivi.
Pentru aceasta impunem ca ¢, (z) si dy(z), din (4.20) si (4.21), s& fie functii
pozitive. Astfel obtinem:

Vor+a+ i \/n(n+20z+1)+042+04+%
Yy "< )

z <
n+p+1 n+p+1

Lema 4.1.10. (Lema 6 din [110]) Fie 0 < &' < } fizat. Atunci exitd un numdr
natural ng € {1,2, ...}, astfel incdt

\/042—1—04—}—% \/n(n+2a+1)+a2+a+%

g,1-¢cC ;
[ ] ntB+1 n+B+1

. (4.22)

oricare ar fin € {1,2,...} cun>n. si0 < a <.

Observatia 4.1.11. Deoarece sirurile de functii c,(x) and d,(x) sunt pozitive
pe intervalul (4.22), in continuare vom considera I = [¢',1 —€'], oricare ar fi
e >0 sin>ng.

Intorcandu-ne in relatia (4.1) cu expresiile functiilor ¢,(z) si dy(z) din
relatiile (4.20) si (4.21), operatorii devin:

Sé?ﬁﬁ)* (f,2) = Lﬁﬂ i (Z) (—n(l +a)+ \/M)k (4.23)

(n(n — )" 2=

k+ta+1
n+p+1

x (n(n+a) - An(w))"_k / () dt,

k+a
n+B+1

oricare ar fi z € I sin > nyg.

Lema 4.1.12. (Lema 7 din [110]) Operatorii Séi;ﬁ)* din (4.23) satisfac:

Sé?;;ﬂ)*(eo,x) =1;
. —(n+2a+1)+2VA,
S50 (e,2) = (nt2atl) @), (4.24)
: 2ln+p+1)(n—-1)

S (e9,2) = .

pentru x € I sin > ng.
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In continuare prezentam primele trei momente ale operatorilor Séaf)*.

Lema 4.1.13. (Lema 8 din [110]) Au loc urmdtoarele:

Mo (S5577) (@) = 1, (4.25)
a,B)* _ —(n+2a+41) +2/A,(x)
M (S577) () = - SEEE VIS (426)

o (3557 ) =20 (o= L ERTITEE)

pentru oricex € I sin € {1,2,...}.
Lema 4.1.14. (Lema 9 din [110]) Au loc urmdtoarele limite:

X 1
lim 7M1 (sﬁ;m ) (@)= = (z 1), (4.28)
n—oo ’ ’ 2
lim nM,.» (sga,;m*) (2) =2 (1-1), (4.29)
n—oo ’
uniform pentru x € 1. Mai mult, oricare ar fi € > 0 existd n. > ng astfel incat
o,B)x 1 /1

pentru oricex € I sin € {1,2,...} cun > n..

Teorema 4.1.15. (Teorema 3 din [110]) Fie f € C([0,1]). Are loc:
lim 535,77 (f) = f

uniform pe I. Mai mult, oricare ar fi e > 0 existd n. € {1,2,...} astfel incadt:

|(s8:77f) @) - @) < <1 + \/;> w (f, \}ﬁ) !

pentru orice x € I sin € {1,2,...} cun >n..

Pentru acesti operatori am obtinut urmatoarele grafice pentru functiile f(x) =
2x3—2—70x2+§x—%sif(x): |x—%|, cua=0.1, 8 =0.65si n = 50.

— PolKS2(x)

Figura 4.2: « = 0.1, 5 =0.65, n =50
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015} N\ / — PolKS2(x)
i 1x-05]

Figura 4.3: a =0.1, 8 =0.65, n =50

4.1.3 Operatori de tip Stancu-Kantorovich ce invariaza
functiile e; si e

In aceasta sectiune impunem operatorilor de tip Stancu-Kantorovich din
(4.1) sa invarieze functiile ey si eo. In acest sens, operatorii satisfac:

L3 nh_{r;o Séi;ﬁ)* (e, ) = 1, uniform pe un interval,
0253()0"6)* (e1,7) = x, (4.31)

N

03S§%B)* (e2,2) = 2.

Pentru a obtine rezultatele principale ale acestei sectiuni, facem urmatoarea
notatie

S (eg,w) =1+ wy (), (4.32)
undex € I, ne€ {1,2,... }siw, : I = R.

*

Observatia 4.1.16. Pentru ca operatorii Séi;ﬁ)
o, B)x

,n

,nef{l,2,...}, 0<a<p
sd fie pozitivi, impunem ca S§ (e, x) > 0, ceea ce implica
14w, (x) >0, Veel, ne{l,2,...}. (4.33)
Din relatia (4.32), obtinem:
(cn (2) +dy (2)" =14+ w, (x),Ve eI, ne{1,2,...}, (4.34)

care implica

en () +dp () = (1 +w, (2))7 Vo eI, ne{l,2,...}. (4.35)

Avéand consideratiile anterioare si impunand conditiile o5 si o3 din (4.31),
obtinem urmatoarea lema.

Lema 4.1.17. (Lema 10 din [110]) Pentru a avea Sg?‘;’ﬁ)*(el,x) =z, cp(x) si
dp(z) sunt de forma:

_ntBHly 2041 N
en () = = T gy (L e @) At @) (430)
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dy (z) = (1 +wy (x))% X (4.37)
n+p+1 1 200+ 1
[1— m .1+wn(9:)( _2(n+6+1)(1+wn($))>]

Din conditia e din (4.31),avem urmatoarea ecuatie de gradul doi in w,, () :
w? (2)[-5n—3 —a(l+n+a)|+

n

wy, (z) {—12n [(n+1)2+5(ﬂ+2n+2)] x4
12 [(n+1)2+2a(1+n)+,8(1+n+2a)]x—2[5n+3+12a(1+n+a)}}+
{12 {(n+1)2+5(5+2n+2)} 22+
+12 [(n+1)2+2a(1+n)+B(1+n+2a)}x7[5n+3+12a(1+n+0¢)]}:0,

cu solutiile notate wy, 1 si Wp,2, Wn2 < Wy 1.

Observatia 4.1.18. Se pot verifica urmatoarele: lim wy o () = —oc0 i lim w1 () =
n— oo n—oo

0, wuniform pentru z € (0,1).
In continuare vom considera wy () = wp,1(x).

Pentru a obtine operatori pozitivi, functiile ¢, () si d () din relatiile (4.36)
si (4.37) trebuie s fie pozitive. In aceste conditii obtinem:

20 4+ 1
_ Tt w(x)) >0,
2(n+ﬂ+1)( wa(@)) 2
si
n+0+1 1 200+ 1
1-— . — 1+w,(x >0,
n 1+wn(x)< 2(n—|—6+1)( ())>
pentru orice x € I, n € {1,2,...} si 0 < a < S8 care implica:
2(n+p6+1) 2(n+B+1)
— - 1< < — ‘"3 — .
mt2atr1’ 1Sun@s —5g el (4.38)

oricarear iz eI, ne€ {1,2,...}si0 < a < f.

Lema 4.1.19. (Lema 11 din [110]) Fie 0 < & < i. Atunci ezistd ny €
{1,2,...} astfel incdt inegalitatea (4.38) are loc oricare ar fi x € [¢/,1 — ']

cun € {1,2,...}, n > ng.

In cele ce urmeazi vom considera I = [¢/,1 —¢'], cu 0 < &’ < 3 fixat.
Putem rescrie operatorii din relatia (4.1) astfel:

S () = 540 Y (1) (0w (@)

k=0

(P (- e 0 e)

ktoatl
ntpB+1

(e - sp e e “"”))n_k | row

k4o
ntA+1
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Lema 4.1.20. (Lema 12 din [110]) Pentrux € I, I =[¢/,1 —¢], 0 <& < 3,
sine€{1,2,...}, avem:

Moo (85577 (2) = 1+ wn (),
Mo (S5577) (@) = —awn (2),

n

M, 2 (Séa,ﬁ)*) (z) = 2wy, (2).
Teorema 4.1.21. (Teorema 4 din [110]) Are loc:

lim S§%7(f) = f

n—o0

uniform pe [¢/,1 — €], 0 <&’ < 3, oricare ar fi f € C([0,1]).

Observatia 4.1.22. Conform rezultatului obtinut in lucrarea [48] care demon-
streazd cd nu existd un sir de operatori analitici liniari si pozitivi L : C([0,1]) —
C([0,1]) care sd invarieze functiile ey si ez, mentiondm cd restrictia imaginii la
intervalul [¢',1 — €], 0 < & < %, este cel mai mare interval pe care operatorii
nostri raman pozitivi.

In continuare prezentam un exemplu grafic ca o comparatie intre operatorii
nostri Sig’af ) notati prin PolKS(z), si operatorii P(x) obtinuti de Indrea et
al. in lucrarea [62], care sunt un caz particular al operatorilor nostri pentru
a=p=0.

o5l = /F\\
" \ e — PolKS(x)
/ . T sin(20x)

i P{X)

Figura 4.4: f(x) = sin(20x), a = 10, 5 = 20, n = 50

In continuare, considerim functia f(z) = |z — 0.5 si obtinem urmétorul
grafic:



— PolKS(x)
—|x-0.5]
— P(x)

b3 04 05 06 0.7

Figura 4.5: f(z) = |x — 0.5], a = 10, f =20, n =50
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5 Operatori de tip Kanto-
rovich nepozitivi atasati unor
operatori diferentiali liniari

In acest capitol, prezentam cativa operatori obtinuti ca o generalizare a ope-
ratorilor Kantorovich folosind diferite tipuri operatori diferentiali liniari. Rezul-
tatele prezentate in acest capitol au fost publicate in urmatoarele trei lucrari:
Vasian, B. 1., Approximation Properties of Some Non-positive Kantorovich
Type Operators, 2022 Proceedings of International E-Conference on Mathema-
tical and Statistical Sciences: A Selguk Meeting (2022), 188-194; Vasian, B. 1.,
Voronovskaja type theorem for some non-positive Kantorovich type operators,
Carpathian Journal of Mathematics Vol. 40, No. 1 (2024), 187-194 si Vasian,
B. 1., Generalized Kantorovich operators, General Mathematics, Vol. 32, No.2,
(2025), 67-83.

Prima sectiune a acestui capitol este dedicata operatorilor generali de tip
Bernstein-Kantorovich care nu sunt pozitivi pe [0, 1], dar pot fi utilizati pentru
a aproxima uniform toate functiile continue pe acesta.

In a doua sectiune, vom trata cei mai generali operatori de tip Kantoro-
vich. Metoda prezentata acolo este utila pentru a oferi nenumaérati operatori de
aproximare, care nu sunt pozitivi pe [0, 1].

5.1 Operatori de tip Bernstein-Kantorovich ge-
nerali

In aceasti sectiune, vom oferi o generalizare a operatorilor de tip Bernstein-
Kantorovich folosind un operator diferential liniar de ordinul ! cu coeficienti
constanti, D!, si operatorul de antiderivare corespunzator I', avand proprietatea
Do I' = Id. Vom demonstra convergenta pe toate functiile continue pe [0, 1].
Aceasta are loc chiar daca operatorii construiti in acest fel nu sunt pozitivi.
Modul de construire a operatorilor nostri este de o generalizare a metodei lui
Kantorovich, ceea ce Inseamna ca operatorii nostri vor fi obtinuti ca o compunere
intre operatorul diferential D', operatorul Bernstein de ordinul n+ si operatorul
de antiderivare I'.

Pentrul € {1,2,...}, fi

l
D'f =Y a; ", (5.1)
i=0
ag, a1, as,...,a; € R. Operatorul de antiderivare corespunzitor, I, este obtinut

din conditia D! o I' = Id. Aceasta conduce la:
(D'oI) (f) =1,
care este echivalenta cu:

a (1) +ay (1)

tota (1) +a0 (1Y) =, (5.2)
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care este o ecuatie diferentiala de ordin [ cu coeficienti constanti, pentru care
exista I'f dar solutia nu este unica si este de clasa C'([0,1]). Intrucat exista
o infinitate de astfel de solutii, se poate obtine o unica solutie prin impunerea
solutia I' f si derivatele sale pana la ordinul [ — 1 si aiba valori particulare (vezi
[15]). Cu toate acestea, forma exacta a operatorului de antiderivare nu joaca un
rol in demonstratiile noastre, prin urmare, conditiile initiale si forma lor sunt
neglijate.

Operatorii de tip Kantorovich prezentati in aceasta sectiune sunt de forma:

K'=D'oLol, (5.3)

unde L este un operator.

Consideram L = B,,4; in definitia (5.3) si vom demonstra ci acesti operatori
liniari pot aproxima functiile continue pe [0, 1] chiar dacd nu sunt operatori
pozitivi.

Derivata de ordin ! a operatorilor Bernstein, B, 4;, poate fi exprimata cu
ajutorul diferentelor finite de ordin [ cu pasul k = n%_l astfel:

BN k
BY (Fa)= = Y AL f (nH> pu(@). 2 €[0,1], f € C(0,1).
=0

In urma acestor consideratii, fie operatorul de tip Bernstein-Kantorovich:
K. (f,2) = (D' o By oI') (f,2), z €[0,1] (5.4)
care poate fi rescris astfel:
K} (f,2) = D' (Bpyl'f) (x). (5.5)
Pentru simplitate notam I'f := F

l

K (f.2) = Y i [Bust (Fra)] Y (5.6)
i=0
! n+l—i i
(n+1)! . j
= Y A A'y F| —— bl —i .
;(n-f—l—i)!al o n+1 )Pt (@)

Observatia 5.1.1. Operatorii (5.6) sunt liniari.
Scopul nostru este sa demonstram ca are loc convergenta:
||K£Lfff|| —0, asn —

pentru toate functiile continue pe [0, 1].

5.1.1 Rezultat de aproximare
Pentru a demonstra rezultatul de aproximare, urmatoarea lema este esentiala:

Lema 5.1.2. (Lema 2.1 din [111]) Fie I un iterval compact si F € C*(I),
atunci urmatoarea convergentd are loc:

lim (n + l)]C AR, F =F®  uniform pe I,as n — . (5.7)

n—oQ n+l
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Astfel, putem enunta rezultatul principal al acestei sectiuni:

Teorema 5.1.3. (Teorema 2.2 din [111]) Fie f € C([0,1]). Urmatoarea limitd
are loc:
lim K. f = f, uniform pe [0,1]. (5.8)

n—oo

Observatia 5.1.4. [111] Operatorii K\ f (x) nu sunt pozitivi.

Exemplul 5.1.5. [111] Fie n = 1 si operatorul diferential D*f = f' — f care
are un operator de antiderivare fizat I' f (z) = e® fom e~ f (t)dt, care va fi notat
I'f (z) := F (x) si ales astfel incat F (0) = 0. Consideram functia

f)=e" te[o,1].

Atunci:

K{(f,1) = ée% (e —1) - % (e76—1) = —7.0288 x 1072,

ceea ce demonstreaza observatia anterioard.

5.1.2 Rezultat de tip Voronovskaja

In aceast& sectiune demonstram un rezultat de tip Voronovskaja pentru ope-
ratorii K. Introducem urmatoarea notatie pentru a simplifica rezultatul:

l
Dig(x) =Y ay'g" " (x). (5.9)
i=1

Teorema 5.1.6. (Teorema 2.3 din [112]) Fie f € C%([0,1]) si F € C'*2([0,1]),
atunci:

Jim (KL (f) — f@)] = .0 e (-0 [F@)'} (510)
1 ) ODLF"(x)|  19°DLF(x)

_1 _ 1 -
= Jei-a)] <x>+(2 e

yzl'

uniform pentru x € [0, 1].

5.1.3 Aproximare simultana

In aceasta setiune demonstram un rezultat de aproximare simultana pentru
operatorii K.

Teorema 5.1.7. (Teorema 3.4 din [112]) Fie f € C"([0,1]) cu r € NU {0}.
Atunci:

lim £, ()] = £, (5.11)

n—oo

are loc uniform pe intervalul [0,1] si F € C'*7([0,1]).
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5.1.4 Examplu

Fie D*f = f” — 3f' + 2f un operator diferential de ordin doi si I*, un
operator de antiderivare fixat prin D* o I* = Id si conditiile initiale I* f(0) = 0
si (I* ) (0) = 0. Atunci:

I"f(x) = /Ow " (e"t=1) f(t)dt, z €[0,1]. (5.12)

Notam F(z) :=I* f(x).

Consideram operatorii:
K5 (f,x) = (D" 0 Bpy2 0 I"f) (x) = D" (Bni2(F, 7)), z €[0,1]. (5.13)
Luam functia f(z) = 23 — 1.32% + 0.47x — 0.035. Pentru aceasta, cu n = 30

obtinem urmatorul proces grafi folosind soft-ul matematic Wolfram Mathema-
tica:

0061

0041

002t K]

TN . x> -1.3x%+0.47 x-0.035

0.2 0.4 ~5— 0.8 10
-002

-0.044

5.2 Operatori Kantorovich generali

In aceastd sectiune vom introduce o noua clasia de operatori modificati in
sens Kantorovich folosind operatori diferentiali liniari de ordinul [ cu coeficienti
neconstanti. Operatorii construiti astfel pot fi utilizati pentru a aproxima toate
functiile continue pe [0, 1] chiar dacd nu sunt operatori pozitivi.

Aceasta sectiune contine cele mai generale rezultate pe acest subiect, genera-
lizand sectiunea anterioara prin considerarea operatorului diferential D! intr-un
mod general. Rezultatele sunt demonstrate pentru orice operator L care satis-
face anumite proprietati, nu doar pentru operatorii Bernstein.

Pentru a sustine rezultatele noastre, vom oferi o teorema de aproximare si
cateva teoreme de tip Voronovskaja pentru generalizarea Kantorovich a opera-
torilor Bernstein, Durrmeyer, Kantorovich, Stancu si U£.

Rezultatele din aceasta sectiune pot fi gasite in lucrarea B. I. Vasian, Ge-
neralized Kantorovich operators, General Mathematics, Vol. 32, No. 2 (2025),
67-83.

Acest subiect a fost studiat In cazuri particulare in lucriri precum [50, 83,
23, 109].
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5.2.1 Constructia operatorilor

Fiele {1,2,...},si

Dlg(z) = Z ai (x) g (x), (5.14)

cua; (x) € C(R), i €{0,1,...,1}. Prin operator de antiderivare corespunzator
lui D! intelegem un operator I' ce satisface D' o I' = Id. Aceasti conditie
conduce la:

(D'oI') (f) = f,

care este echivalenta cu:
a () (I') " +ary @) ()" 4+ +ar (@) (1) +ao (2) (I'f) = . (5.15)

Ecuatia (5.15) este o ecatie diferentiala de ordin [ cu coeficienti neconstanti.
Pentru o astfel de ecuatie diferentiald amintim urmatorul rezultat de existenta
si unicitate a solutiei:

Teorema 5.2.1. [15] Presupundind cia; € C (I), i € {0,1,...,1}, undeI C R
este un interval deschis cu a € I. Avand by, by,...,b; € R astfel incdt au loc
conditiile initiale y (a) = b, i € {0,1,...,1}, atunci ecuatia

ai () yV +ary (@) y Y+t (@)Y Fag (@) y = f(2), feC (D), (5.16)
are o solutie unica y € C' (I).

Din teorema de mai sus deducem ci pentru ecuatia (5.15) existd solutii
si, prin impunerea unor conditii initiale, vom gasi una unica. Mentionam ca
pentru constructia operatorilor studiati in aceasta lucrare, expresia exacta a
operatorilor de antiderivare nu joaca un rol important, deoarece alegand un
operator de antiderivare diferit, operatorul nostru va fi diferit, dar procesele de
aproximare pe care le studiem nu depind de alegerea acestuia.

Observatia 5.2.2. (Observatia 2.2. din [113]) Din Teorema 5.2.1 avem cd
solutia lui (5.15) existd pe un interval deschis I. Pentru a demonstra rezultatele
noastre, alegem I astfel incat [0,1] C I.

Definitia 5.2.3. [113] Fie (Ly,),, un sir de operatori liniari si pozitivi pe C([0, 1]).
Introducem operatorii de tip Kantorovich astfel:

K,=D'oL,ol, (5.17)
avand expresia
K, (f,2) = (D'o Ly o I') (f,) (5.18)
= D' (L, (F,2))

l
:Zai(m)Lg)(F,x), 1'6[0,1}, f€C[O,1],
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Pentru a demonstra rezultatele noastre avem nevoie de urmatoarele notiuni.
Fie I un interval compact si

In lucrarea [51] a fost demonstrat urmétorul rezultat.

Teorema 5.2.4. [51] Fie (Ly,),, un sir de operatori liniari si pozitivi pe C(I), I
compact, astfel incat Ly, este convex de ordinr—1, cur > 0 intreg. Presupunand
cd au loc My 4 (x) = o(My2 (z)) uniform pentru x € I,, Myo(zx) = 1, si
ca exista doud functii a,b : I — R astfel incdt lim,_,oo nMp 1 (z) = a(z) si
lim,, 00 nM,, 2 (z) = b(x). Atunci, pentru f € C™2(I) are loc urmdtoarea
limita uniforma:

lim 0 [L (f,2) = £ (@)] = [a (@) £/ (@) + b (@) £ @), e €L (5.19)

n—oo

5.2.2 Proprietati de aproximare

Pentru operatorii K,, introdusi anterior, putem enunta urmatorul rezultat.
Teorema 5.2.5. (See Theorem 4.1 in [113]) Fie (Ly), un sir de operatori
liniari si pozitivi pe C([0,1]), ce au in plus proprietatea de aproximare simultand
HLglk)g —g(k)H — 0 uniform pe [0,1], g € C¥([0,1]), k =0,l, [ € {0,1,2...}.

Atunci urmdtoarea convergenta are loc
K. f — fll = 0, uniform pe [0,1], (5.20)
cu f € C([0,1]).

Folosind Teorema 5.2.4 putem demonstra urmatorul rezultat de tip Vornov-
skaja pentru operatorii K.

Teorema 5.2.6. (Teorema 4.2 din [113]) Fie (L), un sir de operatori liniari
si pozitivi pe C([0,1]) astfel incdt L, este conver de ordin r — 1, cur >0
un intreg. Presupundnd cd au loc My 4 (x) = o (M, 2 (x)) uniform pentru x €
[0,1], st M, (z) = 1, atunci exista doud functii a,b : [0,1] — R astfel incat
limy, oo My, 1 (2) = a (x) silim, oo nM,, o (z) = b(x). Let K,, = D'oL,;ol".
Atunci, pentru f € CTT2([0,1]) urmdtoarea limitd are loc uniform:

l .
lim 7 (K, (f,2) — f(2)] = > a; (@) [a(z) F' () + b(2) F" ()] (5.21)

n—o00 .
=0

"(x) +b(z) F' (x)), = €[0,1].

|

= D' (a(x)

5.2.3 Aproximare simultana

In aceasts sectiune consideram a; (z) = a; € R, ¢ € {0,1,...,1}, I > 0,
constante reale, si operatorul diferential

l

D' f (z) = Z aif (z). (5.22)

=0
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Fie I*! operatorul corespunzator de antiderivare in raport cu compunerea D*! o
I*'g = g, care duce la o ecuatie diferentiald de ordin I cu coeficienti constanti
a; € R. Pentru o astfel de ecuatie stim ca solutia exista dar nu este unica decat
daca impunem conditii initiale care nu sunt necesare pentru urmatorul rezultat.
Notam I*'f := F*.

Fie L, un sir de operatori si definim K astfel:

K =D*"oL,orI" (5.23)

Pentru operatorii K, putem enunta urmatorul rezultat de aproximare simul-
tana:
Teorema 5.2.7. (Teorema 5.1 din [113]) Fie (Ly,),,

proprietatea ci (Lng)”) — g9 uniform pentru z € [0,1] si g € C7([0,1]), 0 <
i<r+1, r>0. Atunci

un sir de operatori avand

lim (K2£)" = £ uniform pe [0, 1], (5.24)

n— oo

fecr([o,1)) si B € CTH([0,1]).

5.2.4 Cazuri particulare

In aceastd sectiune vom studia modificarea Kantorovich generalizata pentru
anumiti operatori bine cunoscuti.
Pentru a simplifica notatiile, introducem urmatorul operator diferential

l
Dig(x) =Y v'ai ()" (2). (5.25)

Operatori Bernstein

Fie B,, operatorii Bernstein definiti in (1.1):
n k
Bn (fvx)zzpn,k (J?)f E 9 J}[O,l], fGC([O,l]),
k=0

unde py i (z) = (7)2* (1 — 2)"™" pentru 0 < k < n.
Fie L, = B,4+;. Prin urmare,

K7 (f,w) = (D' BuyioI') (f,2) (5.26)
!
= ai (@) B, (Fa), z€[0,1], feC([0,1)).
i=0
Teorema 5.2.8. (Teorema 6.3 din [113]) Urmdtoarea convergentd

Tim K2 (f) = f (5.27)

are loc uniform pe [0,1] si f € C([0,1]).
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Teorema 5.2.9. (Teorema 6.4 din [113]) Fie a; € C?([0,1]) si F € C'*2(]0,1]).
Urmatoarea limita are loc:

lim n [K7 (f,2) = f (2)] (5.28)
Ca(l-z) ., 1 -2z ODLF" (x) B 182D§/F’ ()
= 72 D'F (SC) + 9 8y ‘y:l 9 ay2 |y:17

Operatori Durrmeyer

Fie D,, operatori Durrmeyer definiti in (1.1) astfel:
n 1
Dulf.) = 00+ )Y @) [ pu ) £ e, 20.1), 5 € C0,1),
k=0 0

et pug () = (Pak (1—2)"", pentru 0 < k < n.
Operatorii Durrmeyer sunt utili in aproximarea functiilor f € L ([0, 1]).
Acum alegem L,, = D,,; in constructia noastra, prin urmare:

KP (f,2) = (D' o DyyyoI') (f, ) (5.29)
l

= a;(x) DY), (F,2), = €[0,1], f € C([0,1]).

=0
Teorema 5.2.10. (Teorema 6.6 din [113]) Urmdtoarea convergenta

lim K2 (f)=f (5.30)

n—oo
are loc uniform pe [0,1] si f € C([0,1]).

Teorema 5.2.11. (Teorema 6.7 din [113]) Fie a; € C%([0,1]) si F € C**2([0, 1]).
Urmatoarea limita are loc:

Jim o [K7 (f,2) = (<) (5.31)
L on
= a(1—)D'F" () + (1 - 20)D'F'(z) + (1 - 2x>W|y-1
OD! F' 92D F!
any(m)'y—l - gygmu_l, feC?([o,1)).

Operatori Kantrovich

Fie K, operatori Kantorovich definiti in (1.1) astfel:

R (fi) = (4 )Y pon (@) [T 70t 20,1, < C(0.1),
k=0 n+1

n

cu png (x) = ()" (1 - 2)" % pentru 0 < k < n.

Alegem L, = K, y; In constructia noastra, prin urmare:
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KE (f,2) = (Dl o Kyt 0 Il) (f, ) (5.32)
1

=Y i (2) K}, (F,2), € [0,1], feC(,1]).
1=0

Deoarece rezultatul aproximarii simultane este valabil pentru Kf , putem
aplica Teorema 5.2.6 si obtinem urmatorul rezultat de aproximare uniforma:

Teorema 5.2.12. (Teorema 6.9 din [113]) Urmdtoarea convergentd

lim KX (f) = f (5.33)

n— oo
are loc uniform pentru x € [0,1] si f € C([0,1]).

Teorema 5.2.13. (Teorema 6.10 din [113]) Fie a; € C2([0,1]) si F € C'*2([0, 1]).
Are loc urmdtoarea limita:

nlgrgon [Kf (f,x)— f(x) (5.34)
— ‘T(l B "L‘) 1 / 1 — 21’ aDl F//(x)
= =5~ D'F"(z) + (1 - 22)D'F'(z) + — yay ly=1

0D\ F'(v) 10°DLF'(x)

ay |y=1 - 5 ayz |y=17 f € CQ([()’ 1])

Operatori Stancu

Fie 57 operatori Bernstein-Stancu definiti astfel:

k+a
n+

52 (£,2) =3 pu (:c)f< ) 0,1], f e c(o.1),
k=0

cu png (@) = (P)a® (1 - 2)"% pentru 0 < k < n, si £ ¢ [0,1], 0 <k <mn.

k n+p
Alegem L, = S:fﬁ in constructia noastra, prin urmare:
K5 (f,2) = (D' o Sgfio 1) (f,2) (5.35)

l

=@ (53)" (Ria). e e 011, £ e o0.1]),

=0

Deoarece rezultatul aproximarii simultane este valabil pentru K2, putem
enunta urmatorul rezultat privind aproximarea uniforma, folosind Teorema 5.2.5:

Teorema 5.2.14. (Teorema 6.12 din [113]) Urmdatoarea convergentd

lim K5 (f) = f (5.36)

n—o0

are loc uniform pe [0,1] si f € C([0,1]).
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Teorema 5.2.15. Fie M, ,, = ;5%%((e; — weg)™,z). Atunci
(n+ B)(m+ 1) My 1 (2) (5.37)
=az(l—x) [M], () + MMy m_1(z)] + (o = Bx) My (), x € [0,1].

Teorema 5.2.16. (Teorema 6.13 din [113]) Fie a; € C2([0,1]) si F € C'*20,1].
Are loc urmatoarea limita:

Tim 0 [K5 (f,2) — f ()] (5:38)
3 _ a l 1
= MDZF”({L‘) + (a — Bx)D'F'(x) + ! 2233 Dy;; ) ly=1

10°DLF (z)

ODLF' (x)
A T

8y |y:1; RS [0,1], f € Cz([o’ 1])

-B

Operatori U/

Operatorii Uf sunt definiti astfel:

n

Uﬁ (fv x) = ZFS,I@ (f)pn,k (JJ), fe C([Ov 1])7 UAES [07 1]a
k=0

B = [ rwu s

tkp—l 1—¢ (n—k)p—1
,qu k (t)dt = ( ) )
, B ko, (n— F) )
unde B (+,-) este functia Beta a lui Euler si p > 0.
Consideram L,, = U}, si obtinem:
ol') (f,2), feC(0.1]), z€[0,1]. (539
Teorema 5.2.17. (Teorema 6.16 din [113]) Urmatoarea convergentd

lim UK (f) = f (5.40)

UK? (f,x) = (DloU£+l

are loc uniform pe [0,1], f € C([0,1]) si p € (0, 0]

Teorema 5.2.18. (Teorema 6.17 din [113]) Fie a; € C2([0,1]) si F € C'*2([0, 1]).
Are loc urmatoarea limita:

lin_ [UK? (f,) — f (2) (5.41)
_ptl z(l—x) 1_2anleFN(x) _182D2F/(x)
= 7/) 72 D'F (ZC) + B ay y=1 9 8y2 |y:1
(5.42)

unde x € [0,1], f € C%([0,1]).

5.2.5 Nonpositivity of operators

Propozitia 5.2.19. (Propozitia 7.1 din [113]) Operatorii KB, KP, K2, Kf;(
st UK? sunt lintare dar nu sunt pozitivi.
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6 Modul de ordinul doi
dublu ponderat

In acest capitol introducem un nou modul de netezime de ordinul doi cu
doua functii pondere pentru a obtine estimari ale ordinului de aproximare a
functiilor cu crestere rapida spre infinit, prin operatori liniari pozitivi generali
care pastreaza polinoame de gradul intdi. Vom da, de asemenea, un exem-
plu pentru operatorii Szdsz-Mirakjan. Rezultatele din acest capitol se bazeaza
pe lucrarea: R. Paltanea, B. I. Vasian, Modul dublu ponderat, trimisa spre
publicare.

Scopul prezentei lucrari este de a oferi rezultate generale de convergenta
cantitativad pentru aproximarea punctuald prin operatori liniari si pozitivi a
functiilor pe intervalul [0,00) cu o crestere rapida spre infinit, utilizand un
nou modul special de netezime de ordinul doi. De asemenea, vom mentiona
cateva consecinte pentru aproximarea uniforma pe multimi compacte si pentru
aproximarea ponderata.

Noul modul pe care il introducem utilizeaza doua functii pondere. Prima
este p(z) = /z, x € [0,00), care a fost deja utilizatd in constructia modulului
Ditzian-Totik pe intervalul [0, 00). A doua, notatd cu ¥, are rolul de a pondera
cresterea functiilor la infinit.

Metoda descrisa este una directa si utilizeaza un sir ,canonic” care poate fi
atasat unui punct din intervalul (0, 00), pe care il vom defini in cele ce urmeaza.
Aceasta metoda a fost utilizata pentru prima data in estimarea ratei de aproxi-
mare prin operatori liniari pozitivi generali in termeni de modul Ditzian-Totik
in [47] si dezvoltata in [24, 80].

Exemplificam rezultatele obtinute pentru cazul operatorilor Szdsz-Mirakjan,
in ultima sectiune a acestui capitol.

6.1 Definitii si rezultate de baza
Fie I = [0, 00) si folosim definitiile spatiilor F(I), C(I), C?(I), mentionate
in preliminarii. Daca f € C(I) si b > 0, notam || f|[j0,5) = maxzepop [f(2)]. Fie
e;(t) =t (t € I), pentru ¢ = 0,1,2,... si IIg, multimea polinoamelor de grad
cel mult k.
Pentru o functie f € F(I) si trei puncte 0 < a < y < b, notdm

A a8 = =Y fa) + 122 50— (). (61)

Consideram functia p(t) = v/%, (t € I). Fie ¥ € F(I) o functie crescitoare astfel
incat ¥(0) > 0.

Definitia 6.1.1. [87] Pentru h >0 si f € F(I), fie

wg“v@(f,h)zsup{w, 0<a<y<b b—a<2hp (‘“2”’>} (6.2)

| Bl (1) = {f € F(I), wy**(f,h) < oo}. (6.3)
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Este usor de vazut ca wg’w este un modul de ordinul doi pe spatiul B\}IL/,@(I)'
Mai mult, dacd 0 < hy < hy, atunci B! (I) C By, (I).

Lema 6.1.2. [87] Fie h > 0 si functia Op(u) = u+h* — h/du +h%, u € I.

i) Pentru orice 0 <t < wu si h > 0, conditia u—t < 2h ”T” este echivalenta

cu inegalitatea t > O (u).
ii) Fiea > 0 sin € (0,1). Dacd h < (1 —n) Sy atunci On(u) > nu,
(u > a).
Lema 6.1.3. [87] Fie ¥ € F(I) o functie crescatoare astfel incat ¥(0) > 0.
Daca pentru f € C(I), exista n € (0,1) astfel incat

L fx)
$1LI£10 U a) =0, (6.4)

atunci
i) oricare ar fi h > 0 avem wgl’“”(f, h) < oo;

it) avem
] \IJHD —
i w7 (f) =0, (6.5)
Lema 6.1.4. [87] Fie U € F(I) o functie crescitoare cu W(0) > 0. Dacd
f € C*(I) satisface urmdatoarea conditie: existd constantele M > 0 sin € (0,1)

astfel incat
x

"loa) = < M, (x> 0), 6.6
1" Nowr gy < M. (2> 0 (6:6)

atunct
wy ?(f,h) < oo, (h>0), and hlir(r)ler;p""(f, h) = 0. (6.7)

Exemplul 6.1.5. [87] Dacd f(z) = 27, (x € I), cuy > 2, si U(z) = 2* + 1,
(x € I) cu a > v — 1, atunci limp_,04 augl’“"(f7 h) = 0. Se poate aplica Lema
6.1.4.

Exemplul 6.1.6. [87] Daca f € C(I) si existd M > 0, v > 0 astfel incét
|f(x)] < Me™, (z e I),siU(x) = e, (z € I), a > 7, atunci limy 01 wy ? (f, h)
0. Se poate aplica Lema 6.1.3.

6.2 Sir canonic atasat unui punct

Pentru a obtine estimari cu modulul wgp "? definim notiunea de sir canonic
atasat unui punct y € (0,00) si unui numar h > 0, astfel incat y > h2, dupa
cum urmeaza.

Definitia 6.2.1. [87] Fie h > 0 si y > h?. Fie q¢ > 1 astfel incat y = ¢*h>.
Sirul canonic atasat lui y si h este sirul (z;);>—or:

0<2x 9, <x1 0, <...<z_1<29=Yy<21<..., (68)
unde r = [q] (cel mai mare intreg mai mic sau egal cu q) si

{ (q+ k)h2, forj=2k kel k> —r
=

@+ k) (g+k+Dh2, forj=2k+1, keZ, k> —r (6.9)



44

Observatia 6.2.2. [87/
i) Termenul x_o,_1 > 0 nu este definit deoarece (¢ —r — 1)(¢ — r) < 0.

ii) Pentru ¢ € N avem 0 = £_9, = Z_9,41 < T_gp42 < .... Pentru ¢ ¢ N
avem 0 < x_g9, < T_op41 < ...

iii) Avem
Togs1 — Top = he(xak), for k > —r; (6.10)
Togp — Tog—1 = he(ray), fork > —r+1. (6.11)

Lema 6.2.3. [87] Are loc

Tig1 — 21 < 2hg <IJ+1;$J‘1) Vi >1 -2, (6.12)
si in consecintd, pentru orice f € Bff,,go(l)
|A(f7 xj—laxjvxj-‘rl” < \Ij(‘rj)wgpﬂp(fa h)a j >1-—2r (613)

Lema 6.2.4. [87] Fie h > 0 siy = ¢°h?, cu q > 1. Fie f € Bff,)@(]) astfel
incat f(y — ho(y)) =0 si f(y + ho(y)) = 0. Atunci

w— )2
)= )l < W) (14 P2 AE ) o, s o). (019
Lema 6.2.5. [87] In conditiile Lemei 6.2.4, avem:

(t—y)?
yh?

() — F)] < V() (1 14 ) WP ), V0 <t < y—holy), (6.15)

(daca exista un astfel de t).

Fixdm y > 0, h > 0 si ¥ € F(I), o functie crescitoare, astfel icat ¥(0) > 0.
Pentru f € B\}IL,W(I), consideram functia:

At = (14 2w + (144 Y w)| b, s e
(6.16)

Lema 6.2.6. [87] In conditiile Lemei 6.2.4 avem

£ (s) = F@W)I < ((s) + U (@) (f, 1), (s € ly — heoy), y + heo(y)]). (6.17)
Corolar 6.2.7. [87] In conditiile Lemei 6.2.4 avem

[(w=y)(f(t) = f(y) + @ —=t)(f(w) = F(W)] < (u=y)As (1) +(y—t)As(u), (6.18)
pentru orice 0 <t <y < u.

Lema 6.2.8. [87] Fieh > 0 si 0 < y < h?. Fie f € Bff,W(I) astfel incat
f(0) = 0 si f(2r?) = 0. Atunci relatia (6.18) este satisfacutd pentru toate
punctele 0 <t <y < u.
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6.3 Rezultate principale

Pentru a obtine rezultatul principal este necesar urmatorul rezultat general.

Lema 6.3.1. [87] Fie p 0o masurd pozitivd pe intervalul J si fie F o functionald
definitd de p, adica F(f) = [, f(t)du(t), f € £,(J). Fie y un punct interior
lui J. Presupunem ca II; C £,(J), F(eo) =1, F(e1) =y si F(ler — yeo|) > 0.
Fie f € £,(J) si ® € L,(J) astfel incit ® >0 si

[(w=y)(f () = f () + (y =) (f () = f(y))| < (u=1)P(t) + (y =)D (w), (6.19)
pentru orice t,u € J, t <y < u. Atunci:
[F(f) = f)] < F(2). (6.20)

Observatia 6.3.2. In lucrarea [80]-Teorema 2.1.1 este dat un rezultat mai
general dar cu o demonstratie diferita.

Amintim cd I = [0,00). Fixdm o functie crescitoare ¥ : I — (0,00) si
consideram un sir de operatori liniari si pozitivi L,, : V' — F(I), de forma

Lu(f.y) = /[ Oy, GEVy el nen), (62D

unde {ftny, (n,y) € Nx T} este o familie de masuri pozitive si prin V intelegem
V= m(n,y)ENXI L, (I). In plus, presupunem ca

I, C V, and VI, Cc V (622)
L,(e;) =e€;, i =0,1, and L, (le; — yeo|)(y) # 0, forn € N, y € I. (6.23)

Mai mult, folosind notatiile din Sectiunea 6.1 putem enunta rezultatul prin-
cipal.

Teorema 6.3.3. [87] Daca (L), este un sir de operatori liniari si pozitivi
de forma (6.21) satisfacand conditiile (6.22) si (6.23). Atunci pentru orice
fGBff,#,(I)ﬂV, neN,yel sih>0 avem:

U(y) (1 +4L, ((e;w(z;;o) ,y>>
+Ln <\1/ <eo + <61h<p(Z§0> ) y)] Wl (f,h). (6.24)

In cazul particular in care ¥(s) = 1, (s € I), notdm wy?(f, h) simplu prin

|Ln(f,y) = f(y)] <

wy (f,h) si B\}I’;W(I) prin BZ(I). In acest caz obtinem un rezultat mai simplu.

Corolar 6.3.4. [87] Daca conditiile Teoremei 6.3.3 sunt satisfacute, si ¥ = eq,

inegalitatea
€1 — Yeo ?
2+5L, <) , w(f, h 6.25

are loc pentru orice f € BZ(I) NV,neN, yelsih>0.

\Lon(f,y) — f(W)] <




46

Corolar 6.3.5. [87] Fie (Ly), un sir de operatori liniari si pozitivi ca in Te-
orema 6.3.3. Fie b > 0. Presupunem ca ¥ este crescatoare, ¥(0) = 1 si
| Ly (W) [l{0,5) < 00. Notam

he = sup y 'L,(¥(er —y)?y), (n€N), (6.26)
y€(0,0]

si presupunem cd h’ < co. Dacd f € V satisface conditia w;“’“"(f, ht) < oo,
n € N, atunci

1Ea(F) = Fllon < (590) + 1La(®) oy + D ? (£/00). (6.27)

t . v U e . C 1. AV}
In consecinta, daca lim, . hfL =0, oricare ar fib > 0 silim,_ows ' (f,h) =0,

atunci (L, (f))n este uniform convergentd pe compacte la f.

6.4 Aplicatii pentru operatorii Szasz-Mirakjan

Operatorii Szasz-Mirakjan sunt definiti prin:

sty =y S (2) e, (6.29)

unde f € F(I) este o functe pentru care seria este convergentd. Acesti operatori

k
pot fi reprezentati folosind o familie de masuri p,, = e ™ > 7 %5;6/",

unde J, este masura Dirac in punctul z.

Observatia 6.4.1. [87] Dacé f € F(I) satisface conditia |f(y)| < Me"W,Vy €
I, unde M > 0 si~y > 0 sunt constante, atunci S, (f)(y) este bine definit pentru
orice y € I sin € N. Intr-adevir, folosind inegalitatea n (e% - 1) <er—1,
n €N, a >0, avem

e~y i (ny)k s E < Me—"v i (nye%)k _ Meny(e%*l) < Mele' =Dy
k! n)|— k! -
k=0 k=0
Prin urmare seria (6.28) este absolut convergent.
Notam E(I) = {f € F(I), IM >0, Iy > 0, |f(t)| < Me, (t € I)}.
Teorema 6.4.2. Fie VU(t) =e*, (t € I), a > 0. Consideram functia

Ho(y) = 5e™Y + el VY1 4 e 4 y(e* — 1)2), (y € I). (6.29)

Fie f € E(I) sin € N astfel incdt wg”“’ (f, ﬁ) < o0. Avem:

|S’ﬂ(fa y) - f(y)‘ S Ha(y)w;htp (f7 \/15> bl (y € I)> (630)

st in consecintd, oricare ar fi b > 0:

190 (F) = Fllos < Ha(Bwl* (f, jﬁ) . (6.31)
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Corolar 6.4.3. [87] Daca f € E(I), atunci sirul (Sn(f))n este uniform con-
vergent pe compacte la f.

Mai mult, dacd f € C(I) satisface |f(z)| < Me"™, (x € I), cu M > 0,
~v > 0, atunci oricare ar fi b > 0 relatia (6.31) are loc pentrun € N, unde a >

In cele din urméa considerim aproximarea ponderata. Pentru 8 > 0, fie fuctia
pondere exp_g(z) = e P (x €I). Pentru f € F(I), notim

1 fll(—p) = sup |f(x)le " (6.32)
xzel

Corolar 6.4.4. [87] Fie f € C(I), astfel incat |f(z)| < Me"™, (x € I), unde
M >0, v>0. Dacd 8 > max{vy,e¥ — 1}, atunci:

Jim (19, (f) = fll-g) = 0. (6.33)

Mai mult, dacd existd o, (3, astfel incdt B > max{a,e® — 1} si a > v, atunci:

150(F) = Fll_sy < sup(Ha(y)e )t (f, ;ﬁ) , (6.34)

yel

unde U(x) = e, (x € I), sup,c;(Ha(y)e™PY) < 0o silimp,_o0 wy? (f, ﬁ) =
0.
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7 Conclusions

Rezultatele prezentate in aceastd tezd aduc noi contributii la teoria apro-
ximarii.

Am demonstrat utilitatea luérii in considerare a operatorilor care nu sunt po-
zitivi, oferind rezultate de estimare imbunatatite pe intervalul in care operatorii
considerati nu sunt pozitivi.

De asemenea, am introdus o metoda de generare a operatorilor de aproximare
de tip Kantorovich definiti folosind un operator diferential liniar arbitrar cu
coeficienti constanti sau neconstanti.

Mai mult, am introdus un nou modul de ordinul doi, care este util in
obtinerea de estimari ale gradului de aproximare a functiilor cu crestere rapida
spre infinit, prin secvente generale de operatori liniari pozitivi.

In ceea ce priveste dezvoltarea ulterioara, aceasta tezd deschide noi directii
de cercetare. Una dintre acestea este aproximarea functiilor folosind alte clase
de operatori care nu sunt pozitivi si cercetarea imbunatatirilor pe care le pot
aduce.

De asemenea, in ceea ce priveste modulul introdus, raméane deschisa pro-
blema considerarii functiei de ponderare secundara ca fiind convexa in loc sa fie
crescatoare.

In concluzie, aceasta teza aduce rezultate noi care contribuie semnificativ la
teoria aproximarii prin operatori liniari pozitivi sau nepozitivi, prin introducerea
de metode de lucru si concepte noi.
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