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Introducere

Medii micropolare

In studiului mecanicii mediilor continue, mediile micropolare sunt reprezentate
de materialele care iau in considerare efectele microrotatiilor si micromomentelor.
Altfel spus, pe langa deplasarile si tensiunile clasice considerate in mediile elastice
sau vascoelastice traditionale, mediile micropolare iau in considerare si rotatiile
mici ale particulelor materiale si momentele care actioneaza asupra lor. Conceptul
de medii micropolare a fost dezvoltat de catre fratii Cosserat si extinsa ulterior
de alti cercetatori, in special de profesorul de origine turca, A. Cemal Eringen. In
lucrarile sale din anii 1960, Eringen a propus teoria micropolara pentru a descrie
comportamentul materialelor ce nu pot fi explicate in mod adecvat prin mecanica
clasica a mediilor continue. Eringen a aratat cum teoria micropolara poate fi apli-
catd in diverse domenii, precum: materiale compozite(fibra de carbon, materiale
laminate), materiale granulare( nisip, soluri, praf si pulberi metalice), structuri
poroase( spume metalice si polimerice, roci si materiale geologice), biomecanica(
osul, cartilajul), cristale lichide si polimeri si nanotehnologie( nanotuburi de car-
bon, grafen). Fiecare dintre aceste materiale prezinta caracteristici care nu pot fi
captate In mod adecvat de modelele clasice de medii continue, justificand astfel
necesitatea abordarii micropolare.

Medii dipolare

Mediile dipolare in contextul elasticitatii se referd la materiale in care pro-
prietitile mecanice sunt influentate de momente dipolare interne. Aceasta ex-
tinde teoria clasica a elasticitatii pentru a lua in considerare efectele cauzate de
distributia neuniforma a sarcinilor electrice si momentele dipolare la nivel micro-
scopic. Primii care au realizat studii referitoare la aceste medii sunt Mindlin,
Rivlin si Green, precum in [46]. Gradele de libertate ale fiecarui moment core-
spunzator acestei teorii sunt in numar de doisprezece si cuprind nouad microdeformatii
si trei translatii.

Structura lucririi: In lucrarea prezenta rezultatele originale sunt cuprinse
in 4 capitole dupa cum urmeaza:
Capitolul I - Aspecte generale ale mediilor micropolare izotrope

Primul capitol al acestei lucrari cuprinde rezultate corespunzatoare mediilor
micropolare izotrope si este impartit in trei sectiuni.

In prima sectiune sunt obtinute principiul variational si dependenta continua
pentru un mediu micropolar izotrop si omogen. In acest scop pornim de la o
prezentare alternativa a problemei cu date initiale si la limita, caracterizata de
ecuatiile (1.7), (1.8), (1.11), cu conditiile (1.13), (1.14), relatii analoge cu cele din
[7]-[8], precum si in [10]-[11]. In continuare se obtine o teorems ce ofers o carac-
terizare alternativa a problemei mixte si mai mult obtinem principiul variational
al teoriei poro-termoelastice universale cu un singur parametru de relaxare pentru
un mediu micropolar izotrop si omogen. In ultima parte a sectiunii se urmareste
obtinerea dependentei continue a solutiilor problemei in raport cu date initiale si
la limita si in raport cu incarcarile in contextul prezent.

Scopul sectiunii a II-a este studiul deformarii plane al materialelor izotrope



micropolare in teoria echilibrului, unde pe langd deplasare si temperatura ab-
soluta, particulele materialelor mentionate prezinta pori si microrotatii. Solutia
determinata ajuta la studiul efectelor surselor de caldura si a porilor asupra de-
formarii corpului. Asadar, utilizind ecuatiile de echilibru (1.56)-(1.59) din [1],
obtinem solutiile ecuatiilor de camp. Ulterior obtinem un rezultat ce ajuta la
studiul efectelor mentionate, iar in ultima parte a acestei sectiuni, consideram o
gaura cilindrica intr-un spatiu elastic, ce contine, de asemenea, domeniul B =
22 +22>0r2 23 € R, (r; > 0). Obtinerea deformarii implicid determinarea
functiilor 6, p, u, Si ¢, mai precis a solutiilor sistemului format, ce au fost notate
cu V,\IW,QsiU.

Mai multe consideratii pot fi gasite in [22-24] si o prezentare mai extinsa in
[30].

In sectiunea a IIl-a , caracteristicile fizice ale corpurilor termomecanice sunt
investigate in intervale scurte de timp. Accentul este pus pe transmiterea energiei
termice, evolutia de la un singur timp de relaxare la modelul dual cu decalaj de
faza (DPL), fiind in mod evident necesara. Asadar, 7, si 7p sunt introdusi ca
doi timpi de decalare ai modelului analizat, mai exact ele reprezinta caracteristici
care presupun realizarea echilibrului termic, precum si existenta unor ciocniri intre
electroni si fotoni. In prima parte a acestei sectiuni se obtin doua unde de forfecare,
neamortizate in timp si neafectate de porozitate si/sau temperatura. In pasul
urmator, pornind de la ecuatia de dispersie, se obtin cinci unde longitudinale,
iar in ultima etapa, mai exact partea numerica, se evidentiaza efectele cuplarii
termoelastice cu microrotatii asupra undelor longitudinale.

Este necesar sa tinem cont de faptul ca, in studiul nostru, relatia (1.110) a
fost obtinuta din relatia constitutiva pentru un mediu termoelastic micropolar,
izotrop si omogen, folosind expansiunea seriei Taylor in raport cu timpul, pana la
gradul 2. Descrierea efectului porozitatii asupra elasticitatii este facuta de Cowin-
Nunziano in [13]-[14], iar in [8], [16], [18] este descris raspunsul termic, legat de
formularea diferentiala de timp a modelului Tzou. Forma solutiei (1.114) este in
conformitate cu [13].

Studiul popagarii undelor cu doi timpi de decalare intr-un material termoe-
lastic micropolar poros si izotrop reprezinta atat o evolutie, cat si o sinteza a
studiilor anterioare. Céteva rezultate in acest sens pot fi gasite in [35]-[44] si [69].
Capitolul II- Solutii avansate in mediile micropolare izotrope

Acest capitol este dedicat studiului solutiilor in termeni de potentiali complecsi
pentru medii Cosserat cu pori. Astfel, primul pas implica determinarea deformarii
plane in cadrul teoriei echilibrului a corpurilor micropolare, omogene, izotrope
cu pori. Folosind ecuatiile consitutive (2.1)-(2.3), ecuatiile geometrice (2.4) si
ecuatiile de echilibru, fara forte masice (2.5)-(2.7) din [1], ne concentram pe abor-
darea problemelor fundamentale cu date la limita ale teoriei deformarii plane, vezi
si [45]-[47]. Ulterior, obtinem o descriere a deplasarii, a microrotatiilor si a porilor
folosind functii analitice complexe si doua functii reale, bazate pe ecuatiile omo-
gene Helmholtz, descrise in [4]. In continuare este studiati structura functiilor
potentiale pentru mai multe domenii de interes si aplicam metoda variabilelor
complexe, fara a introduce functiile de stres, pentru rezolvarea problemei Kirsch



[6]. Ultima parte a acestei sectiuni este dedicata studiului numeric, unde sunt
obtinute graficele corespunzatoare potentialilor complecsi si distributiile tensiunii
si deplasarii intr-un mediu micropolar izotrop.

Capitolul III - Medii micropolare anizotrope

In prima sectiune a acestui capitol sunt studiate unicitatea si instabilitatea in
termoelasticitatea cu doud temperaturi. Multe studii dedicate termoelasticitatii
clasice au folosit o ecuatie de propagare a caldurii care se bazeaza pe legea Fourier
clasici. In consecinta, vectorul fluxului de caldura depinde de gradientul tempera-
turilor si, prin urmare, semnalele termice se vor propaga cu o viteza infinita. Acest
lucru contrazice principiul cauzalitatii, iar pentru a evita aceasta contradictie au
aparut o serie de noi teorii ale termoelasticitatii care propun diferite alterna-
tive la ecuatia clasica de conducere a caldurii. Asa au aparut diversele modele,
dintre care cele mai cunoscute in literatura sunt Green si Lindsay[31], Lord si
Shulman|[48], Green si Naghdi[49]-[51], More-Gibson-Thompson[52] sau [53]. In
toate aceste modele, undele termice se propaga cu viteze finite si toate rezultatele
acestor teorii generalizate sunt mai generale si mai realiste din punctul de vedere
al fizicii, decat in teoria clasica. In studiul nostru propunem o noua variatie a
temperaturii, care depinde de dou& temperaturi, prin modificarea relatiei dintre
cele doua temperaturi si anume termperatura termodinamica si temperatura con-
ductiva. Existd multe studii care tin cont de cele doua temperaturi, dintre care
amintim [54-57]. Alte generalizari ale ecuatiei conductiei caldurii pot fi gasite in
multe articole, dintre care mentionam [58- 60] si [64-68].

Rezultatul nostru de unicitate este obtinut presupunand ca energia initiala nu
este strict pozitiva ( energia strict pozitiva contrazice presupunerea ca solutiile
coincid). Alte rezultate de unicitate se bazeaza pe presupunerea ca tensorul elastic
este unul definit pozitiv. Exista insa situatii termoelastice concrete in care nu
poate fi garantata definirea pozitiva a tensorului elastic.

Rezultatul nostru privind instabilitatea exponentiala se obtine si din ipoteza
ca energia initiala nu este stric pozitiva. Trebuie sa subliniem ca problema noastra
mixta este considerata atat in teoria in care este presupusa dependenta de variatia
ambelor temperaturi, cat si in teoria in care nu exista dependenta de variatia tem-
peraturii conductoare, ci de variatia temperaturii termodinamice. Calculele sunt,
insa, destul de asemanatoare in ambele situatii, motiv pentru care demonstratiile
se fac in detaliu doar in cazul dependentei de variatia temperaturii termodinamice.

In cea de-a II-a sectiune, scopul studiului este reprezentat de formularea prob-
lemei mixte cu date initiale si la limita, in cadrul teoriei termodinamicii mediilor
Cosserat si obtinerea unor rezultate calitative pentru solutiile problemei formu-
late. Unul dintre motivele pentru care teoria mediilor termoelastice Cosserat a
captat interesul multor specialisti, a fost ca acesta teorie prezice viteza finita a
semnalelor de caldura, asa cum au facut majoritatea teoriilor neclasice ale ter-
moelasticitatii. Aceasta teorie, initiata de fratii Cosserat, a introdus o mecanica
a solidelor continue bazata pe principiul ca fiecare punct al mediului are cele sase
grade de libertate, la fel ca un corp rigid. De la aparitia acestei teorii, dar mai ales
in ultima perioada, au fost publicate o multime de lucrari care scot in evidenta



avantajul fatd de teoria clasica a termoelasticitatii, dar si importanta sa practica
precum in [19-20] sau in [101-113]. Specialistii apreciaza ca un compozit fibros
natural, cum ar fi osul uman sau osul animal, are un comportament de tensiune
si inconvoiere care este mai fidel descris de elasticitatea Cosserat decat de elastic-
itatea clasica. Rezultatele similare cu cele din aceasta sectiune au fost obtinute
pentru mediile termoelastice clasice, dintre care mentiondm [28], [29] si [114] . In
unele situatii s-au bazat pe transformata Laplace. In alte lucrari, aceste rezultate
au fost posibile datoritda reformularii problemei mixte initiale, respectiv ecuatia
energiei. Niciuna dintre cele doua proceduri nu este utilizata in studiul nostru.
Planul acestei sectiuni este urmatorul: Sintetizam principalele ecuatii si conditii
care caracterizeaza problema mixta din teoria termodinamicii Cosserat, si anume
ecuatiile de miscare, ecuatia energiei, datele initiale si conditiile la limita. De
asemenea, precizam care sunt conditii de regularitate impuse functiilor cu care
lucram, care permit obtinerea rezultatelor propuse, Ulterior formulam si dovedim
principalele rezultate ale studiului nostru. Asadar prezentam doua rezultate ale
reciprocitatii, un rezultat de unicitate si principiul variational, care extinde prin-
cipii similare din termoelasticitatea clasica.

Multe studii au fost dedicate mediilor micropolare, dintre acestea mentionam
[78-85] si [91].

Capitolul IV - Medii dipolare

In prima sectiune a capitolului III, se obtin rezultate de unicitate si instabil-
itate, urmand acelasi curs precum in cazul mediilor micropolare. In plus trebuie
mentionata motivatia considerarii efectului datorat structurii dipolare. In opinia
multor cercetatori, se stie ca acest efect aduce o contributie importanta la defor-
marea mediilor. Este suficient sa ne referim la medii care au o structura granulara,
de exemplu polimeri, oase umane sau grafit.

Sectiunea a II-a este dedicata efectului golurilor si al variabilelor de stare
interna. Motivul pentru care am luat in considerare golurile din material este da-
torat cresterii semnificative, din ultimii ani, a numarului de studii dedicate teoriei
mediilor poroase. Se considera ca lucrarea initiatoare a acestei teorii este [5].
Dupa cum stim, in aceasta teorie apare un nou grad de libertate, asociat rotatiei
independente a particulelor materiale in jurul centrului lor de masa, pentru o de-
scriere mai complexa a comportarii materialelor in ceea ce priveste proprietatile
mecanice (vezi, spre exemplu [70]-[74]). Importanta mediilor poroase se vede in
context geofizic(materiale geologice, de exemplu, roci sau soluri) si in cazul ma-
terialelor granulare( obtinute artificial). Desigur, primele studii au fost elaborate
in cazul liniar, fara a lua in considerare efectul termic(vezi, de exemplu, [73]).
Apoi studiile au abordat termoelasticitatea corpurilor cu goluri [75]. Alte lucari
in acest subiect sunt [76-77]. De asemenea in lucrarea noastra luam in considerare
o structura dipolara, cu un caz particular al microrotatiilor care a fost introdusa
de Eringen. Ulterior au aparut multe lucrari raportate la medii cu microstructura
care au sporit importanta acestei teorii.

Structura dipolara, ca si caz particular al microstructurii, are scopul de a elim-
ina, cel putin partial, unele contradictii din teoria elasticitatii clasice( una, foarte



cunoscuta, undele de caldura se propaga cu o viteza infinita). Unii cercetatori
remarcabili au abordat acest tip de structura si au obtinut rezultate concludente,
dintre care evidentiem [61-63]. Diferite trasaturi ale teoriei generalizate sunt abor-
date in [53], [59-60] si [84-90].

Motivul studiului efectului variabilelor de stare interna este reprezentat de
faptului ca In ultimul timp a crescut semnificativ numarul de studii dedicate
teoriei mediilor cu variabile interne de stare. Variabilele interne de stare pot fi
considerate un mijloc de evaluare al proprietatilor mecanice, ale unui corp, dar
si multe alte efecte, cum ar fi electrice, magnetice, chimice. Pentru prima data
au fost luate In considerare variabilele interne de stare pentru a descrie evolutia
corpurilor vascoelastice in teoria termoelasticitatii ( Chirita [23]). Apoi s-a con-
statat ca aceste variabile sunt utile pentru studierea comportamentului si a altor
tipuri de materiale. Asadar, in studiul Nachlinger si Nunziato [93], variabilele de
stare interna sunt utilizate pentru evolutia deformatiilor finite fara conductie de
caldurd, pentru un corp unidimensional. Sherburn, Horstemeyer, Bammann si
Baumgardner [94] descriu implicatiile asa-numitului material geologic, cum ar fi
rocile silicate si altele. In [95] se arat# ci histerezisul corpurilor, fenomenul prin
care un material sau un sistem fizic nu isi revine instantaneu la starea initiala
dupa ce a fost supus unei actiuni externe( de exemplu forte, cAmpuri magnetice
sau electrice), poate fi descris cu ajutorul unui set de variabile de tip stare interna.
In lucrarea [96] gisim un model pentru un termoplastic amorf utilizand un set
de variabile de tip stare interna care motiveaza aceasta abordare termodinamica.
In [97], autorii dezvolti o teorie elastic-vascoplasticd pentru deformarea sticlei
polimerice si metalice. O teorie a gradientului bazatd pe variabile de stare este
prezentata in [98], si aceasta teorie ofera un cadru consistent si o cuplare puternica
pentru a prescrie disiparea, procesul prin care energia se pierde sau se degradeaza,
si stocarea energiei. Pentru unele rezultate privind starile antiplane intr-un corp
elastic anizotrop si pentru placi ortotrope sau izotrope, vezi [99-100].

Notatii
- Derivata temporala este introdusa printr-un punct situat deasupra unei litere;
- Prin conventie, indicii sunt intelesi ca avand valorile intregi 1, 2 sau 3;
- Regula de insumare cu privire la indicii ce se repeta este data de conventia de
insumare a lui Einstein;
- Pentru derivarea partiala a unei functii f in ceea ce priveste variabilele spatiale
xj, vom folosi notatia f ;;
- Pentru un domeniu mérginit 2 din spatiul euclidian tridimensional R3, notam
cu 99 frontiera acestuia si { inchiderea sa;
- Ox;,1 = 1,2, 3, reprezinta sistemul de axe ortogonale fixat la care se raporteaza
miscarea corpului;
- Functiile ce apartin clasei de regularitate C*# sunt functii derivabile de ordin
cel mult a0 In raport cu variabilele de timp si de ordin cel mult 8 in raport cu
variabila spatiale.

Multumiri
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Capitol 1

Aspecte generale ale mediilor
micropolare izotrope

1.1 Principiul variational si dependenta continua

1.1.1 Ecuatii de baza

Consideram un material micropolar izotrop si omogen care ocupa o regiune
regulata B in spatiul euclidian tridimensional. Inchiderea si frontiera lui B sunt
notate prin B si 0B, iar 0B;, (i = 1,2, 3,4) sunt submultimi ale frontierei. Con-
form [2]-[3] si [7], ecuatiile de bazd ce descriu evolutia unui mediu termoelastic
micropolar izotrop poros definite pe domeniul B x [0, 00) sunt:

- ecuatiile constitutive:

ti; = /\ukk&-j + u(ui,j + 'U,j’i) + k(um + 5ijk¢k)

+Epdi; — (2N + 2p + k)0, 4, (1.1)
mij = adkkdij + YPji + €dij + Epdij, (1.2)
9= —&ukr — Vi — ap — bo, (1.3)
hi = dg, (1.4)
pn = (3A+ 2u + k)vug k — by + cb; (1.5)
- ecuatiile de miscare:

tjij + pFs = piis, (1.6)
Mjij — eijitik + pGi = plijoi; (1.7)

- ecuatia pentru evolutia golurilor
hii + 9+ pL = px¢; (1.8)

9
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- ecuatii ale caldurii:

r0,i = kb — 0i, (1.9)
9 . . . pr
bp ik +ao(1+72) [ = (BA+2p + k)vir +bp — cf + 5= =0; (1.10)
0
- ecuatia energiei:
pbon) = 0ii + pr; (1.11)
si ecuatiile geometrice:
eij = Uij + €ijkPhs  Xij = Pij- (1.12)

In ecuatiile anterioare am folosit notatiile prezente in tabelul de mai jos.

Notatii Interpretare fizica

A, 1 constante Lamé

v dilatarea termica liniara

n entropia pe unitatea de masa

k conductivitatea termica

a,v,6& Ca,be,d, T moduli constitutivi

i forta masica

G; cuplul masic

L forta extrinseca a corpului

r sursa interna de caldura

X coeficientul de inertie

1;; componentele tensorului microinertie
tij componentele tensorului tensiune
My componentele tensorului micromoment
0i componetele vectorului de conductie termica
Uu; componentele vectorului deplasare
o; componentele vectorului microrotatie
®» modificarea fractiei de volum

0 densitatea masei

€ijk tensorul lui Ricci

0ij simbolul lui Kronecker

Tabel 1.1: Notatii

Pentru a defini problema mixta, in contextul nostru, avem nevoie de de conditiile
initiale In urmatoarea forma:

QO(O,.T) = (po(x)v 0(071‘) = 90(35)> Qi(ovx) = Q?(x); (1‘13)

si de conditiile la limita in forma generala:

u; = 1;, pe 0By x [0,00); t;jn; =t; pe OBf x [0, 00); (1.14)
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o; = ¢~)Z pe 0By x [0,00); myjn; = m; pe dB5 x [0, 00);
@ = @ pe O0B3 x [0,00); hin; = h pe 0B x [0,00);
0 =0 pe OBy x [0,00), 0in; = & pe OB X [0,00),
unde 0By, 0B3,0B3 si 0B, cu complementele lor 0B, 085, 0BS si 0B, sunt
submultimi ale lui OB ce satisfac conditiile:
0B1 U0B{ = 0By U0BS = 0B3 U0Bf =0B4U0Bj = 0B,
OB1 NOB{ = 0By, NIBS = 0B3 N OBS = B4 NIBS =),
iar n; sunt componente ale normalei exterioare la 0B.

Numim stare admisibila, o colectie ordonata de functii S = {us, ¢4, ¢, €i5, Xij, tij, Mij, hi, g, 0},
functii ce satisfac urmatoarele conditii:

a) ui, ¢i,p € CV%5 tij,mij, hig, g € CHY5 6 € CMY;

b) tij = tji, mij = myji, eij = ejis Xij = Xji pe B x [0,00).
Consideram problema P, cu date initiale si la limita, ce consta din sistemul
de ecuatii (1.1)- (1.12), cu conditiile (1.13), (1.14).
1.1.2 Formulare alternativa. Teorema variationala

In aceasta sectiune prezentam o alternativa a problemei P cu date initiale si la
limita. Incepem prin a defini convolutia corespunzatoare a doua functii de spatiu
si timp, dupa cum urmeaza:

t
(uxv)(z,t) = / u(z,t — 7)v(x, 7)dr; (z,t) € B x [0,00), (1.15)
0
care are loc pentru orice € B si unde u si v sunt definite pe B x [0, 00) si continue
in raport cu t € [0,00). Amintim proprietatile convolutiei:

Up * U = U2 * U,
uy * (ug 4 ug) = (ur * ug) + (u1 * ug),
up * (ug *x uz) = (ug * ug) * us,
ur*uo = 0=>u; =0 sau uz = 0.
Vom considera, in continuare, functiile m(t) si n(t) astfel incat

m(t) =tsip(t) =1, t €]0,00). (1.20)

Mai mult, fixaim urmitoarele functii: f;, g;, [ si w definite pe B x [0, c0) dupa
cum urmeaza:

fi = pmx Fy + pltu] (x) + uf ()], (1.21)
gi = pmx Gy + Ij[tei (x) + ¢7 (x)), (1.22)
= pm* L+ px[te' (z) + ¢°(2)], (1.23)
w = pp*1 + phon. (1.24)
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Pentru a obtine rezultatele dorite, vom folosi urmatoarele proprietati:

mxw(x,t) = w(x,t) — [tw(z,0) + w(z,0)], (1.25)
pxw(z,t) =w(x,t) — w(zx,0), (1.26)
mxw(z,t) =p=* (pxw(x,t)) =p*w(z,t) —w(z,0)]

=pxw(x,t) — tw(x,0), (1.27)

unde w(z,t) si w(z,t) sunt definite pe B x [0,00) si sunt continuu diferentiabile
pe [0, 00), precum in [11].

Tinand cont de toate acestea, putem formula urmatoarea teorema, ce ofera
conditiile necesare si suficiente pentru existenta si unicitatea solutiei problemei
discutate.

Teorema 1. Functiile u;, ¢, ¢, tij, mij,n, 0; verifica relatiile (1.6) - (1.9), (1.11)
si conditiile initiale (1.13) < satisfac urmatorul sistem de ecuati,

m x tji i+ fi = pug,

m o (myi; — €ijktin) + 9i = Lijdi,
mx (hi; +g) + 1= pxe,

p* 0 +w = pbon.

(1.28)

In baza teoremei 1, putem reformula problema mixta dupa cum urmeaza:

Fie § = {UZ’, gf)i, @, (9, €ij, ¢ij7 tij7 mij, hi, g, } o stare admisibila. Spunem ca S
este o solutie a problemei mixte daca si numai daca satisface sistemul (1.28),
ecuatiile constitutive, ecuatiile geometrice si conditiile initiale si la limita.

1.1.3 Principiul variational

In aceastd sectiune, formulam principiul variational in contextul teoriei poro-
termoelastice generalizate cu un singur parametru de relaxare pentru un mediu
micropolar izotrop si omogen. Pentru a obtine formularea variationala, vom lua in
considerare teorema 1 si noua formulare a problemei mixte, prezentate in sectiunea
anterioara.

Aceasta teorema introduce functionala energetica €2;(s), al carei minim reprezinta
conditia de echilibru si stabilitate pentru sistemul fizic considerat.

Teorema 2. Fie Y multimea starilor admisibile. Daca pentru VS € Y si pentru
Vt € [0,00), definim functionala Q:{S} pe S prin
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Qt{S} = /m * [)\uhk&-j * €45 + ,UJ(UZ'J‘ + Ujﬂ') * eqj + k(um' + 6ijk¢k) * €45
B

0ii b
+5T][p77 — (BN +2u + k)vug i, — cb] * (e55 + i + Pﬁg)]dB
ij
_/m * [(BA + 21 + k)vl] * (6;5€5 — %ui)dB — /m *tij * e;;dB
B B

_l’_

1.1.4

/m * myj * igdB — /m * b x pn dB + /m * (g p0ij + YPji + €0ij) x VidB
B B B

[ (Ot g+ (+ 0] = pus B

B

/ {m * [(a + 0)0pi + €dipk — 2k¢i] — plijdi} * d;dB

B

/ m x (keijk¢k,j * U; — keiju%k * qb])dB — / m *x ggpﬂ(ul + QZ)J)dB
B B

/ m x p(gol xu; + Gy ¢])dB + / (eij — U5 — 5ijk¢k) * tide
B B

/ m o (Yij — ¢4 5) * my;dB +/ m * (w — pbon) * 0dB
B B

+/ m*r*(gi,j*hi,i+g*gi)dB—|—/ r* (L — pxp) * 0;dB
B B
— m*t; * U;dA + m* (t; — t;) * w;dA — m*mi*gigidA
8By OB 8B
+ mx (m; —m;) * p;dA — m * h; * pdA + m * (hi — h;) * pdA
dBS 9Bs 9B3
- m* g; % OdA + mx (0 — 0) * 0dA, (1.29)
9By OBS
atunci
0 {S} =0,t €[0,0), (1.30)

daca si numai daca S satisface problema mixtd consideratd.

Dependenta continua

Pentru obtinerea unei forme mai simple a ecuatiilor, s-au folosit parametri

adimensionali si, In plus, am folosit cateva notatii pentru comoditate. Vom de-
termina in continuare dependeta continua a solutiilor in raport cu datele initiale
si sarcinile externe.

Fie Z% = {u$; ¢$; 0*0“}, o = 1,2, doua solutii corespunzatoare urmatoarelor
date externe, cu aceleasi conditii la limita

EQZ{E,G“L,T,’L‘Q:0,§£Z‘:O,QEZO,@:O,{Z‘:O,TFZZ‘:O,};Z‘:O,
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éi = Oauzlaugv(ﬁ}v 9’800,90’ on}
(1.31)

. < — 2 1 _ 42 1, — 2 1g_ p2 1 :
Daca notam u; = uj —u;,¢; = ¢; — ¢;, 0 = ¢* — 0 = 0 — 0, atunci

7Z = {ui, ¢i, p,0} este o solutie a problemei mixte cu date externe:

E={F,Gi,L,ri;=0,0;=0,p =0, =0, = 0,mm; = 0,h; =0,

~ 1 0 1 0 0 p0 O
Qizovuivui7¢i7 i,@p 79 701’}7

unde

fi= 2=l Gi=Gr =Gl =1 !, W = 0?0 ) = ) 2,

7 7 K

0 = 0 — g0 40 — Q?(2) _ Q?(l), ul = U,m) _ Uil(l)»éf%'l _ ¢11(2) _ @'1(1)-

(1.32)

Notam aceasta problema cu I' si introducem functia 7 pe [0,%;], astfel incat

T= % /B la14%1t; + a140s; + 2YdB, (1.33)
unde
2Y = aa i fik k€i50i5 + 2a1apii€i;(uij + wji) + a14011 X35 Xij
+ar4a9” + ar0a14,j9 ; + a12a14dij i + %092 + ;LIAZ‘SOJHJ. (1.34)

Fie Y o forma patratica in variabilele e;;, ¢; j, ¢ si 0, astfel incat

yi(eijei; + ¢ijdij + 9> +0%) <Y < yo(eijei; + ¢ijdij + @ + 6%, (1.35)

pentru orice t si orice variabile, unde y; si y2 sunt considerate doud constante
pozitive.
Deducem

Y = aiatijéi; + a1amsjxij + aiapp + ason. (1.36)

Prin urmare, din ecuatiile (1.33) si (1.36), deducem:

T = / a4ttty 4+ a1adid; + a1atijéij + a1amijXij + a1a + asfndB.  (1.37)
B

In continuare lema prezenta este o baza pentru demonstrarea urmatoarei teo-
reme, asigurand ca variatia energia corespunzatoare solutiei problemei nu creste
necontrolat, fiind franata de forte externe.
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Lema 1. Fie {u;, ¢;, p,0} o solutie a problemei I'. Atunci
7 < / (a1a14Fyi; + a2014Gig; + araasLip + a5r6)dB. (1.38)
B

Definim acum functiile P si @ pe [0, 1] dupa cum urmeaza:

N

P = (/ [di1; + @i + Pichi + > + 07 + eijeij + Xinij]dB> ; (1.39)
B

1

Q= (/B[(alamFi)Q + (a2014G3)* + (a5L)° + (a5r)2]dB) ?) (1.40)

Dependenta continua a solutiilor in raport cu datele initiale si in raport cu incarcarile
este implicata de urmatoarea teorema.

Teorema 3. Fie doud constante strict pozitive, Hy, Hy si consideram {u;, $;,0}
ca solutie a problemei I'. Atunci, existd constantele 01,02, astfel incdt,

P(t) < Ulp(O) + 09 /(:Q(S)Cls, te [O,tl]. (1.41)
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1.2 Deformarea plana

Consideram un corp, care la un moment dat ocupa regiunea B a spatiului tridi-
mensional euclidian si este marginit de suprafata neteda 0B. Fie O,,, (k = 1,2,3)
un sistem de axe ortogonale la care este raportata miscarea. Pe langa ecuatiile ce
descriu mediul micropolar izotrop in teoria termoelasticitatii, prezentate anterior,
introducem ecuatiile echilibrului in forme locale:

tiij+ pFi =0, (1.42)
mji; — €ijktin + pGi =0, (1.43)
hii+ g+ pL =0, (1.44)
gii + pr =0. (1.45)

Vectorul forta de suprafata t;, cuplul forta de suprafata m;, fluxul de caldura
g si componenta normala vectorului evolutiei golurilor N intr-un punct regulat pe
0B, sunt definite de:

t; = tjmj, m; = mging, 4 = q;Nj, N = hjnj. (1.46)

Stiind ca potentialul elastic este o forméa patratica pozitiva, vom considera ca
modulii elasticitatii satisfac relatiile impuse de acesta:

3A+2u>0,u>0,e>0,3\+2u > 3k. (1.47)

In continuare, vom considera regiunea B ca interiorul unui cilindru drept, unde
3] este sectiunea transversala deschisa, II este suprafata laterala si L este frontiera
lui . Alegem sistemului cartezian, astfel incat generatoarele lui B sunt paralele
cu axa 3.

Sa introducem variabilele care descriu deformarea plana a lui B, intr-un plan
paralel cu planul Ozixs.

Ua = Ua(T1,22), u3 =0, ¢o = da(z1,22), ©=(z1,22),

0 = 9(.%1,:62),\7(1171,1'2) €. (1.48)

Din formele locale ale legilor echilibrului, din (1.12) si din (1.2) rezulta ca
€ijs Xijs tij» Mij, g, hi, p1) 81 7q; sunt independente de x3.

Tensorii de deformare e;; si x;;, definiti prin ecuatiile geometrice, capata
formas:

€a,f = Ua,p T eaﬂp(bp? Xap = ¢o¢,ﬁ‘ (].49)
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Variabilele constitutive nenule sunt t,g, ¢33, Mmag3, ha, 7qo. Mai mult:

tag = Aup p0af + p(ta,s + uga) + ko 30, + EPdag
—(2X 4+ 2p + k)vboap ( )
Maf = —0Pp 00 — YP8,a + €a,8 + {Piag, ( )
9= —EUa,a — Va0 — ap — b, ( )
ho = dp q, (1.53)
pn = (BAX+2u+k)ouag,q — by + b, (1.54)
Ta = kbo — qa- ( )
Prin urmare, vom considera ca incarcarile corpului sunt independente de x3, si
f3 = 0. Asadar, ecuatiile echilibrului se reduc la:

tap,s + pfa =0, (1.56)
map,g + pGa = 0, (1.57)
hao+ g+ pL =0, (1.58)
Goo + pS = 0. (1.59)

Relatiile (1.46), intr-un punct regulat a lui II, devin:
ta =t8ang, Ma = MpaNa,t3 = 0,9 = gana, N; = hgng, pe L, (1.60)

unde, n, = cos(ng,Ts) si unde am notat cu n, vectorul unitate al normalei
exterioare la L.

Conform ecuatiilor geometrice, a ecuatiilor constitutive si a ecuatiilor de echili-
bru, este necesara verificarea conditiilor la limita. In cazul primei probleme,
conditiile la limita sunt:

Uq = Uq, ¢a = Q;ou 0= HN, p=¢ pe L, (1'61)

unde g, ¢,0 si ¢ sunt functii prescrise. In cazul celei de-a doua problema,
conditiile la limita sunt:

tgang = fa, mgang = My, q = qsng, haifa = Ni, pe L, (1.62)

unde functiile date fn, q, § si Nj sunt independente de x3.
Din (1.49)-(1.59), se poate deduce ca uq, ¢a, 0, si ¢ satisfac ecuatiile:

A+ Wuppa + (B + E)uap +Epa — (BA+ 20+ k)oba = —pfa, (1.63)
(@ +7)Bpp0 + Edaypp + (P,a — 2kdpa = —pGa, (1.64)

kAO = —pS, (1.65)

dp,pp — Eupp — Chpp — ap — b0 = —pL, pe X (1.66)

Prima problema la limita, implica gasirea functiilor uq, ¢, 0, si ¢ ce satisfac
ecuatiile de mai sus, pe ¥ si conditiile la limita (1.61). Evident, din ecuatiile con-
stitutive si din (1.47), putem exprima conditiile la limita in functie de uq, ¢n, 0, ¢.
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In cazul echilibrului, impartim aceasta problema in doud, prima implicand
gasirea functiilor 8 si ¢, si a doua a functiilor u, si ¢. Presupunem, in aceasta
sectiune, ca:

k>0, dy >0, dg >0, kdo — dids >0, dy + ds + dg > 0. (1.67)

Este important de notat ca restrictiile impuse de inegalitatea lui Clausius-

Duhem asupra coeficientilor constitutivi, ( Grof, 1969), au fost luate in considerare
in obtinerea conditiilor de mai sus.

1.2.1  Solutie pentru ecuatiile de camp

Incepem prin a introduce cateva notatii, precum:

c1=A+2u+k, (1.68)
—a +da
_ 1.
2k 2
my = <Z> ,unde h = a+ v +¢, (1.70)
1
mo = <d2/62> 2, (1.71)
1
a 2
mg=(—+A)", 1.72
° <d6 ) (1.72)
k1 = —c2(BA+2u + k)o — e1b(, (1.73)
Ro = —02(3)\+2M+k), (1.74)
kg = 0. (1.75)
Luand in considerare aceste notatii rezulta din (1.47) si din (1.67) ca m?2, m3,

si m3 > 0. Introducem operatorii:

C1 = c1hA(A —m?), (1.76)
Cy = kea A(A —m3), (1.77)
C3 = dg(A — m3), (1.78)
By = her(A+ p)(A — m2), (1.79)
By = hoci (3 + 2u 4 k) (A — m?) (A — da), (1.80)
B; = 0. (1.81)

Urmatoarea teorema ne da o solutie a sistemului de ecuatii corespunzator medi-
ului.

Teorema 4. Consideram functiile

Uq = —c1C1Lq + B11') po — Baf o — C3B3gp, pa, (1.82)

o = LAYy + 1 (k1A — ko)Al + k(ciC1AAC3g,, pa, (1.83)
0 = —c1(c2A — do)C4l, (1.84)
@ = 101029 — c1[k(dy — ds5)AC1 gy, — c1d3Chl. (1.85)
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Dacd Ty, e € CO(X),1 € C¥(X), si g € CO(X), satisfac ecuatiile:

(u+ k)AciC1T = pFy; (1.86)
pe1Crbe = pGaj; (1.87)
c1C105l = pS, (1.88)
c1C103C39 = —pL, (1.89)

atunci e, Go, 0 si @ satisfac (1.63)-(1.66).

1.2.2 Efectul surselor de caldura si al porilor

In scopul studierii influentelor surselor de caldura si ale porilor asupra de-
formarii, vom folosi solutia obtinuta in teorema prezentata in sectiunea anterioara.
Presupunem ca

pFo =0, pGo =0,pS =(x —y),pL = 0.

unde y(yq) este un punct fixat, iar ¢ este distributia lui Dirac.
In acest caz, relatiile (1.86)-(1.89) sunt satisfacute, daca consideram

e =0,%,=0,l=wst g=0.
Functia w este o solutie a ecuatiei:
AA(A —m3) (A —m3)w = o(z — y), (1.90)
unde am folosit notatia v pentru (gkcicy) L.

Inlocuind Ty = 0,9y = 0,1 = w si g = 0 in relatiile (1.86)-(1.89) obtinem

functiile u&l)(az,y), &1)(x,y),6(1)(x,y) si o) (z,y). Prin urmare,

ul) (2,y) = —Baw a; (1.91)
¢ (x,y) = c1(r1A — k) Awa; (1.92)
0V (x,y) = —c1(c2A — d2) Che; (1.93)
M (2,y) = —a1bCrw. (1.94)

In continuare, vom avea urmatoarele ipoteze:
x M1, Mo, mg sunt distincte,

* ws, (s =1,2,3,4), functii ce satisac urmatoarele ecuatii :
Aw; = M, AAwy = M, (A—m?)ws = M, (A—m3)ws = M, unde M este o functie data.

Prin urmare, putem formula solutia ecuatiei

AA(A —m) (A —m3)w =M,
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dupa cum urmeaza:
4

w = g ZsWs,

s=1

unde, constantele zg, (s = 1,2, 3,4), sunt date de:

m? +m3 1 1

1= , 22 = , B3 = y ”4 (195)
mim; mims; mi(mi —m3) my(mi —m3)
Pentru M = §(z — y), functiile wy, (s = 1,2, 3,4) sunt date de:
1 1
W) = %lnr, Wy = 87T2 Inr, wg= —%Ko(mlr), Wy = —%Ko(my"),
1
r=[(z1— )+ (22— 13)]2, (1.96)

unde am folosit notatia Ky pentru functia modificata Bessel de ordin 0. Astfel,
pentru ecuatia (1.90), avem urmatoarea solutie:

1
w = 21[21 Inr + Zzzrz In7r — 23Ko(mir) — z4Ko(mar)]. (1.97)
T

(1

.. .1 i — - <
Functiile g ) si (ﬁ(()) reprezinta deplasarea si microrotatia. In ceea ce urmeaza,
vom studia efectul porilor. Astfel, presupunem ca

pEFy =0, pGo =0,pS =0, pL = 0,86(x — y),

unde 3 este fixat. Asadar, vom avea I'y = 0,9, = 0,1 = 0 si g = d,52. In acest
caz, din (1.86)-(1.89), rezulta ca 2 este solutie a urmatoarei ecuatii:

AA(A = m2)(A — m2)(A — m2) = 1b(z —y), (1.98)
unde v; = (kedgcicz)~!. Prin urmare, obtinem din relatiile (1.86)-(1.89), functiile:

O @,y), o @), 0 (@), o (@),

1.2.3 Deformarea plana a unui spatiu elastic cu o gaura cilindrica

Consideram un spatiu elastic cu o gaura cilindrica. Presupunem ca domeniul
B ={z:2?+ 23 > r} 23 € R}, (r1 > 0), este ocupat de un material elastic
cu microstructura. Acest material va suferi o deformare plana paralela cu planul
Oxy79. Cunoscand acestea, domeniul Y este definit de Y. = {x : 2% + 22 >
72,23 = 0}. Mai mult, vom presupune ca incircirile corpului sunt absente si
suprafata incluziunii circulare este lipsita de forte de suprafata.

Problema pe care o vom studia implica determinarea functiilor 8,¢, uq Si @q,
care trebuie sa satisfaca urmatoarele ecuatii:

(A4 1)uppa + (B + F)uapp +Epa — (BA+2u+ k)ob o =0,  (1.99)
(a + 7)¢p,po¢ + 5¢a,pp + C@,a - 2k¢a - O, (1100)
kAG =0, (1.101)
A pp — §upp — CPpp — ap — bl =0, pe X. (1.102)
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Consideram ca solutia are forma
0=V(r),o=W(r),us =z,U(7) si o = 2.Q(r),
unde r = (22 + x%)% Prin urmare, ele trebuie sa satisfaca ecuatiile:

A+ ) zar?U + (14 k)xor?U + &rW

—(BA+2u+Ek)orV =0, (1.103)
(a+7 = 2K)207°Q + ex07?Q + CrW =0, (1.104)
EAV =0, (1.105)
dr®W — €xqrU — CxqrQ — aW — bV =0, pe ¥.  (1.106)

Prin rezolvarea sistemului precedent obtinem urmatoarele forme pentru V, W

si@Q:

V=C1+ Bilnr, (1.107)
T3LaTQ = T—42W —14Co — By Inv, (1.108)
my
B;1 Byl
W=mn <Cl—i—m;nr — BlAlnr> + 74 (Cz—l—mzznr — BQA]HT’) (1.109)
1 1

-
—%Nl —+ Ngko(m, 7’).
my

Functia U, este determinata imediat prin inlocuirea functiilor VW si @ in
relatia corespunzatoare.
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1.3 Propagarea undelor cu doi timpi de intarziere

1.3.1 Preliminarii

Un continuum termoelastic micropolar liniar, izotrop si omogen cu
pori ocupa o regiune destul de regulata B a spatiului euclidian tridimensional, iar
evolutia sa termodinamica este guvernata de existenta a doi timpi de intarziere
(T q Si T 9). R

In urmatoarea ecuatie am folosit dezvoltarea in serie Taylor pana la
ordinul doi pentru modelul termic cu dubla intarziere de faza.

G + Tgdr + (72)dr = kO, + T9k0, in B x [0, 00). (1.110)

In ceea ce priveste timpii de intarziere, folosind (1.110) si addugand a doua lege
a termodinamicii obtinem (ca in [12]):

0 < 74 < 279 (1.111)

Vom presupune ca in ecuatiile de miscare cuplul masic si respectiv forta masica
sunt nule. Este important de retinut faptul ca modulii constitutivi:

)\7 /’67 a’ b7 d7§7 a? 6? ’77
verificd urmétoarele conditii:
p>0,1>0,(k+2u)a>&E,d>0,a>0,b>0. (1.112)

Prin inlocuirea ecuatiilor constitutive si a ecuatiilor geometrice in (1.7)-(1.9)
obtinem ecuatiile prezente in sistemul urmator, in variabilele: u(x,t), ¢(x,t),

pla,t),0(x, 1),

(b + F)jgj + Aug g + punj; + & — (BA+ 2p + K)ol + gFy = pil,

adjjk + Yk jj + cbjki + o)+ pGr = pliid,

do kk — Euk ke — YPrk — ap — b0 + pL = pT,

(1 +r, 2+ %ﬁ) [(3)\ + 20 + K)ot o — bl + cHob — ,07“} = 0,15 + 76 o
(1.113)

Din analiza ecuatiilor (1.113) se vede ca deformarea mecanica este influentata de
efectul termic si de structura poroasa.

1.3.2 O analiza a undelor plane

Mentionam ca pentru a avea procesele termoelastice ireversibile trebuie luata in
considerare si disiparea temperaturii.

Pentru inceput vom presupune ca incarcarile: Fj, Gk, L si r sunt nule. Cautam
solutii pentru sistemul (1.113) sub forma urmatoare:
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up(z,t) = Re{%AreiXSin(xsns_yt)}’
P (z,1) = Re{%BreiX sin(zsns—vt))
o(z,t) = Re{Ceixsin(@sns—v)}
6(z,t) = Re{Dfyexsn(zsns—vt)1

(1.114)

unde |A|+ |B| + |C| + |D| # 0, iar A,, B, reprezinta componentele a doi vectori

complecsi constanti A, respectiv B, in timp ce C si D sunt constante complexe,

iar 12 = —1 este unitatea imaginari.

Unda se propaga in directia vectorului normala n, iar numarul de unda este y.
Presupunem v € C, asadar:

v = Re(v) +iIm(v), (1.115)

unde partea reala indica viteza de propagare a undei, in timp ce partea imaginara
indica amortizarea in timp.
Ulterior vom folosi notatiile:

Y(v) =1—1irvy, (1.116)

vV = icow,

K+ 2u \/ﬁ A
Cl= (| ———,C=/—,3=4]—.
V. o» P P

Avand in vedere (1.115) si notatia de mai sus, impunem urmatoarele restrictii
Re(w) < 0,Im(w) <0, si obtinem:

2 2 2 2
3
(1+ w2)Ak + % -1 Ajnj + C%Aknj — %C + 6372+CIO'D90 ng = 0,
) ) Py €

(1.117)
iar
2 2 36242
<w2 + % + %%) Apnyg — pgT%C + 00703%-01 oD =0,
(v + a+ e+ plyjcaw?) Byng — EC = 0,
—%Aknk — %Bknk + (d + % + pTc%wQ) C+ %90]) =0,

—%?Mw(w)/lknk — bc%“’qb(w)C + [k‘(l + TgxCow) + %WUO}D =0,

(1.118)

unde
2

Tqg 22 2
b(w) =14 mgxeaw + X Gu, (1.119)
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1.3.3 Studiul undelor de forfecare

Pentru studiul solutiilor undelor de forfecare(unde transversale, ce apar in urma
forfecarii periodice a unui mediu elastic), este necesar sa consideram ca Agny =
0, Bxni = 0, cu (A1, Ag, A3) # 0 si (B, Ba, B3) # 0, de unde deducem ca (1.117)
si (1.118) devin:

g C+3C3+cl

1+ w? A+ [
( ) pcs c3
0

DQO] =0, (1.120)

3 2 2
—%C—FQOCBYJFCIJD =
_gc = 07

)

(a+ &+ prequ?) C + 560D =0, (1.121)
bCwa( )C [ (14 mpxcow) + %w(w) D=0.
Observam 1n continuare ca de aici se deduce urmaétoarea egalitate.
(1 +w?)A = 0. (1.122)

Din relatia (1.122), folosind Re(w) < 0, Im(w) < 0 deducem ca

w=ws=—1, adichk v = v5 = ¢cg = \/ﬁ (1.123)
p

Prin urmare co, viteza de propagare a undelor, este ca in teoria clasica. Mai mult,
sistemul de mai sus admite doar solutia banala C' =0 si D = 0, deoarece

—£ 3c24c?
E 205 10'00
= 0 _
ran = 2. 1.124
TN ar et pTcs %9 ( )
Beap(—i) k(1 + Toxes(—i)) + “20gp(—).

In continuare vom considera un minor de ordin doi corespunzatori matricei de
mai sus si vom presupune ca acesta este zero. Asadar avem:

— 3c2+c?
=£ 21 +p

pcs 3 ‘ = 0, de unde obtinem : £

—¢ 0
£=0or3c3+c?=0.
In ambele cazuri, una dintre relatiile sistemului (1.113) va fi decuplata de celelalte,
ceea ce contrazice presupunerea facuta anterior.

Fara a influenta generalitatea, vom lua in considerare axa z;, care coincide cu
directia de propagare, deoarece ny = 1,n92 = n3 = 0. Evident, A;n; = 0 si Bin; =
0 implica Ay = 0 si By = 0, din care deducem ca undele de forfecare nu sunt
amortizate In timp si nu exista niciun efect asupra lor din cauza porilor sau a tem-

302 +01
2

D, = = 0, ceea ce implica

peraturii Acest tip de unde poate fi recunoscut prin: U1 = {ugl), ¢£1), oM, «9(1)}
siU®?) = {u@) @ , 0 021 unde
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(1)

1
ugl)(ml,t) =0,uy (z1,t) = —; sin x(x1 — cat) ,ugl)(xl,t) =0,

1
Mz, t) = 0,05 (xl,)—*gsmx(fcrcﬂ) Mat)y=0,  (1.125)

90(1)(3317 ) - 0 0( )(xlv ) - Oa

si

(2)

1
UEQ)(xht) = 07“2 (xlut) = _; SinX(‘rl - CQt) ,U:(f)(.’l,’l,t) = 07

1
@ (21,4) = 0,02 (21,1) = —;smx(ml —eot) &P (1, 1) =0, (1.126)

(p(Q)(xh ) - 0 0( )(1'1, ) =0.

Luand in considerare cele de mai sus, concluzionam ca undele transversale nu sunt
dispersive, nu sunt amortizate in timp si nu sunt influentate de efecte termice
si/sau pori.

1.3.4 Studiul undelor longitudinale

Revenind la sistemul (1.118), si folosind Agny # 0, Bgng # 0, deducem ca sistemul
algebric admite solutii netriviale, in consecinta discriminantul sistemului trebuie

sa fie 0.

2 2 c2 I3 3c24c?
w* + c; + é ? | —52 ?;2 1
0 M (w =& 0
D(w) = _£& _Y 4 L 2,2 b, | T 0,
X2 % + + pTciw 20
022
_Upcz(ziiﬁcl)w@ﬁ(w) 0 bc2 Zwp(w)  N(w)

unde
M(w) =+ a+ e+ plyjcw?,

90026

N(w) =1+ 7oxcow + wip(w).

Ne propunem acum sa determinam solutiile pentru unde. Pentru a face acest lu-
cru, trebuie sa rezolvam ecuatia dispersiei luand in considerare Re(w) < 0, Im(w) <
0, situatie discutata anterior. In primul rand, studiem cazul in care efectele
cuplarii sunt egale cu 0. In consecinta, presupunem

C = {£,3¢% +¢,b,9} = {0,0,0,0}.

In acest contex, ecuatia de mai sus D(w) = 0, se reduce la:

2 2
<w2 +9 4 C§> M (w) (d +—+ p702w2) N(w) =0, (1.127)
02 02 X
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ale carei radacini, verifica conditia Re(w) < 0, Im(w) < 0:

2 2
w® = _ VAT B, gitel incat 10 = m (1.128)

2

wéo) = —7Wi astfel incat I/éo) = M, (1.129)
Pl ply;

dx? 1 Vdx?
wéo) =— u—i astfel incat 1" = Xiﬂ, (1.130)
pT X XV/PT

iar restul radacinilor sunt determinate din polinomul

L(w) = Tgw® + Tyw? + Tw + T, (1.131)
unde
QOC%TQXC 000267' Opcac
[3=—92" 1,=22"49 1 = — " Ty =1. 1.132
3 ok 2 R ToXC2 + i 0 ( )

Cum constantele fizice implicate sunt strict pozitive, deducem ca I'g,I'1,I'5,I's >
0, ceea ce implica L(w) > 0 pentru orice w > 0, deci nu exista solutii reale pozitive.
In plus, discriminantul ecuatiei de gradul trei este pozitiv, ceea ce implica existenta
unei radacini reale si doua racadini complexe conjugate.

1 0 1
L(O)_F0>0,L<— >_— ?ﬂp(— ><0.
TOXC2 kx*1o TYXC2

PN .o . 2
Neglijand termenii 7 si 7/,

reald negativa este data de:

ecuatia (1.131) devine I'yw+TI'g = 0. Asasat, radacina

(0) 1
— . 1.1
wy ' € ( v 0) (1.133)

In ceea ce priveste radacinile complexe conjugatea, vom folosi formula lui Cardano
pentru a putea determina partea lor reald. Mai mult, radacinile complexe sunt:

) o 2 u* + vt V3, .,

Wy = —y — 10 = — <3C2qu + 5 ) - 27(U —v), (1.134)
0y o 2 u* + v* \/?; * *

wg ==y 410 = — (3027'(19( + 5 ) +Z?(U —v7), (1.135)

cu 1/5()0) = iczwéo), Véo) = iczwéo).

Fara a afecta generalitatea analizei, alegem axa x1, corespunzatoare directiei de
propagare, cu n; = 1,n9 = 0 si ng = 0.
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In ceea ce priveste radacina v = v, exista urmatoarea unda pentru deplasare:

g (x1,1) —%Im{Agl)eiX(fﬁ*Qbﬁ)}efxczalt’

qﬁgl)(lﬂl,t) _ 1Im{B(1) ix(ac1fczb1t)}€fxcm1t’ (1.136)
( t) = Re{C eix(@1—cobit) }e xezart :
9(1)($1,t) = QRG{D ex(@z1—cbit) }e xcwlt’

unde:
M(wl) —f 0
Agl) = —% d+ %+ pTciw? %90 =
0 —b2p(wr)  N(wr)
2 b 6200
ZM(wl){(d+ %+ prwd)N (wn) + N (w1)},
0 —£ 0
B = -5 d+ % + preqwi %90 —
_0P02(3C§+C>§)w 1/}(1” ) b02 N
s Pwid(w Zwith(wy) (wr)
05590 ¢
= T c2(3¢3 + ¢ )wr(wr) + 2 =5 N (w1),
0 M(wl) 0
oW — —% —% X%@o =
2
0p02(2;3+61)w11/1(w1) 0 N(wl)
= M(w1) | =5 N(w1) — ——5 pe2(3c5 + cp)wiyp(wr) |
X kx
0 M (wy) —£
DM — —é —% d+ =+ pr3w?| —
_UPCQ(3C§+Cl)w w( 0 bcz
SR Fwg(wr) Zwitp(w)

b
— 2 () 3+ -Mw >[(d+x +pTCzw1>0p(363+cl) f(}}

In ceea ce priveste radacina v = v», exista urmatoarea unda microrotationala:

—ilm{A?) eix(xl—cgbgt)}e—xczagt’

i (21,1)
¢(2) (xl,t) _ —i[m{Bf)@iX(xl_CZbﬂ)}6_X02a2t’ (1 137)
(11,) = RefC@eixin—eant joxaunt |

9(2) (xlv t) — 90R€{D<2) eix(xl —CQth)}e—XCQCLQt’
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Pentru radacina v = vg, existda urmatoarea unda longitudinala poroasa:

Ugg)(ml t) — _l[m{Ag?’)eiX(xl*QbSt)}e*XCZCLSt
) X )
(3) __1 (3) et (z1—c2bst)\ ,—xc2as3t
t _,[ B x(T1—c203 X
1 (@1,0) = m{ yemx, (1.138)
30(3) (.’L‘l,t) RG{C ZX x1—cabst) }6 Xcgagt
00) (21,1) = fgRe{ D3 gix(z1—c2bs3t)} o= Xc?a?’t,
Pentru radacina v = vy, exista urmatoarea unda longitudinala termica:
(u§4) = {—%M( 1) <d+ +pTc2a4) 363+Cl +5 Eb 90}
+§1/’(SC§,(+C1 }sm(xxl)e xcga4t7
54) = —f{—i [(wz + Zé + Z—%) by + %} sin(yz)e Xc2a4t,
1 2 2 ? e(3c2+¢?) (1.139)
oW = ?M(’Ukl) (wz + 5+ —3) by + == } cos(xxy)e Xe2aat,
2 2 2 2 2 5
o0 = ot (o4 o+ 5.+ mtl) - 5]
2 2
—i—d’ <w4 + %+ )}cos(x:z:l)e Xxcaaat,

Tar, in ceea ce priveste radacma v = vs, existd urmatoarea unda longitudinala
corespunzatoare celor doi timpi de Intarziere:
ug5)(l,17 ) _ llm{A ’I/X(Il—CQb5t)}e—XCQG5t’
55) (1,17 t) — 1 I’I?’L{B ZX(I1—62b5t)}e—X02a5t7
S0(5) (:L.17 t) R@{C zx T1— 026515)}6—)@2(151&7
9(5) (xh t) —_ HORQ{D zx(:vlfczb5t)}€fxc2a5t,

(1.140)

Mai sus am folosit notatiile

M(ws) =7 + o+ € + pliciw?,

N(ws) =1+ 19xcows (ws),cu s € {1,2,3,4,5}

In determinantul corespunzitor ecuatiei de disipare D(w) = 0, se poate observa
dependenta vitezelor de propagare ale celor patru unde longitudinale. Aceasta
dependenta se realizeaza cu ajutorul 7 si ¥(w)( evident in parametrii decalarii
de faza).

Putem concluziona, prin urmare, ca propagarea undelor longitudinale este afec-
tata de cuplarea deformarilor elastice si a microrotatiilor cu efectele poroase si
termice. In acelasi timp, cuplarea cu efectele poroase face sa apara o unda longitu-
dinala poroasa, iar luarea in considerare a efectelor termice cu timpi DPL, implica
aparitia unei unde longitudinale corespunzatoare celor doi timpi de intarziere. De
asemenea, se remarca faptul ca, cuplarea cu efectele termice are consecinte asupra
tuturor undelor longitudinale in timp (amortizarea amplitudinii).

Pentru o mai buna intelegere si evidentiere a efectelor cuplajului mentionat asupra
vitezelor de propagare, este necesar un studiu numeric pe un model ales.



1.3.5 Simulare numerica

In aceasts sectiune ne dorim o mai buna intelegere a comportamentului vitezelor
de faza si a modului de descompunere a solutiilor de unda longitudinala deduse in
sectiunea anterioara. Mentionam ca am folosit software-ul Wolfram Mathematica
in acest sens.

Simbol Parametrul mate- | Valoare Unitatea
rialului de masura

o Coeficientul de di- | 2.33 x 10~* KT
latare termica liniara

A Primul modul Lame | 9.4 x 100 Nm 2

U Al doilea modul | 4 x 10'° Nm 2
Lame

K Conductivitatea ter- | 1 x 1010 W m1K™!
mica

£ Parametru al porilor | 1.13849 x 1010 Nm 2

@ Constantd micropo- | 0.020 x 1010 Nm—2
lara

y Constanta micropo- | 0.779 x 10~° N
lara

€ Constantd micropo- | 0.002 x 1010 Nm—2
lara

a Parametru al porilor | 1.475

b Coeficientul cuplaju- | —2 x 106 Nm2K~!
lui porotermic

¢ Coeficient de difuzie | 2.9 x 10* m?sec 2K~!
a porilor

I Inertia echilibrati 0.2 x 1071 m?

T Constanta de inertie | 1.753 x 10~1° m~?
echilibrata

p Densitate 1.74 x 103 Kg m—3

In ceea ce priveste simularile numerice, coeficientii din Tabelul 1.2 , au fost alesi
pentru magneziul din [17] si [18]. Se consideri, de asemenea, Y = 1 x (=b)~},
Tg = 5 X 107%s si 79 = 1 x 107 3s. Aceste valori au fost alese raportandu-ne la
lucrari precum [15] si [16] si tinand cont de conditia (1.115). Astfel, sunt luate in
considerare urmatoarele cazuri, pentru a compara vitezele.

Cy: Cazul necuplat: & = = 0(3c3 + c}) = b= 0;

Cs: Cazul poroelastic cu microrotatii : (3c2 + c3) = b

Cs: Cazul termoelastic cu microrotatii: £ = = b = 0;

Cjy: Cazul cuplat cu microrotatii.

Tabel 1.2: Valorile parametrilor materialului

0;
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Model de | Necuplat Termoelastic cu

referinta microrotatii

2 10196.9 —4.815.82

Vs —3.61747 x 107 2.51433 x 10'2

V3 —7.951 x 102 1.39079 x 1012

vy —0.00001897774 —0.0000280988:

Vs 5.65685 x 10° + | 1.58605 x 10% +
9.48887 x 107% 1.57416 x 1057

Table 1.3: Comparatie numerica a vy, Vo, Vs, V4 Si Vs

In urma simulirilor, se pot distinge valorile prezentate in Tabelul 1.3: cazul necu-
plat si cazul termoelastic cu microrotatii.

Figurile 1-8 prezinta grafica pentru cazurile in care nu avem unde stationare:

Figura 1.1: Cazul necuplat pen-
tru Im(vy). Comportamentul pentru
Im(vy4) variind in functie de

74 € [2 % 107%5,2 x 10735

oo 15 € [1x 1073, 1 x 107 23].

0.000015
Im(v4)(m/s)y 900020 &

Figura 1.2: Cazul termoelastic pen-
~1.0:101° tru Im(vy). Comportamenul pentru
20110 QBT Ty : Im(vy) variind in functie de
| [RRuaReY 7, € [2x 1074 5,2 x 10735
9 € [1 x 1073s,1 x 1072g].

“oocos 00010 00015 0.0020
.



5x1070
0.000010}
o.oooo15§E

Im(v5)(m/s) 0.000020

0.0020

VS e, =

WMl 74 208
1573x10%}
1572x108
1571=10%

Im(v4)(m/s)

04.006

0.008

0.010

0.0020

0.0015

0.0010 -

0.0005
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Figura 1.3: Cazul necuplat pen-
tru Im(vs). Comportamentul pentru
Im(vs) variind in functie de

74 € [2 % 107%5,2 x 10735

9 € [1 x 1073s,1 x 10725].

Figura 1.4: Cazul termoelastic pen-
tru Im(vs). Comportamentul pentru
Im(vs) variind in functie de

T4 €2 x 1074 5,2 x 10735]

9 € [1 x 1073s,1 x 107 25].

Figura 1.5: Cazul mnecuplat pen-
tru Re(r4). Comportamentul pentru
Re(vy) variind in functie de

T4 € [2 % 107%5,2 x 10735]

9 € [1 x 1073s,1 x 107 25].

Figura 1.6: Cazul termoelastic pen-
tru Re(v4). Comportamentul pentru
Re(vy4) variind in functie de

74 € [2 % 107%5,2 x 10735

9 € [1 x 1073s,1 x 107 25].
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Figura 1.7: Cazul necuplat pen-
Rﬂ“ﬁf“”"j’xw‘;/ ~\ tru Re(vs). Comportamentul pentru
s \ Re(vs) variind in functie de
; 74 € [2 % 107%5,2 x 10735]
9 € [1 x 1073s,1 x 1072g].

0.0020

Figura 1.8: Cazul termoelastic Re(vs).
Comportamentul pentru Re(v;) variind
in functie de

T4 € [2 x 107%5,2 x 10735]

9 € [1 x 1073s,1 x 107 25].

1.0« 107
1.5=10%

2.0020" |

281051 TR
AR
[ i

0.0020
005

Cele 8 grafice analizate ( Figurile 1.1-1.8) ofera o perspectiva detaliata asupra
comportamentului undelor longitudinale in cazul unui model DPL, comparand
scenariile necuplat si cuplat. Analiza grafurilor arata ca cuplajul termoelastic
joaca un rol crucial in stabilizarea si controlul undelor longitudinale. In timp
ce scenariul necuplat evidentiaza sensibilitatea ridicata a sistemului la variatiile
parametrilor, cuplajul termoelastic minimizeaza aceste efecte, favorizand o propa-
gare mai eficienta si mai stabila.



Capitol 2

Solutii avansate In mediile
micropolare izotrope

2.1 Solutii in termeni de potentiali complecsi

In aceast parte a lucrarii vom investiga deformarea plana, in cadrul teoriei
echilibrului, pentru corpurile poroase micropolare, omogene si izotrope, folosind
ecuatiile constitutive, ecuatiile geometrice si ecuatiile de echilibru fara forte ma-
sice. Accentul nostru este pus pe tratarea problemelor fundamentale cu valori la
limita ale teoriei deformarii plane. Ulterior, obtinem o descriere a deplasarii, a
microrotatiilor si a porilor folosind functii analitice complexe si doua functii reale.
In acest sens, ne folosim de ecuatiile omogene Helmholtz [4].

2.1.1 Ecuatiile de camp

Consideram B un domeniu mérginit din spatiul euclidian tridimensional, cu 0B
frontiera sa si n normala exterioara la suprafata 0B. In ipoteza ca avem un mediu
elastic micropolar poros care ocupa domeniul B, raportam miscarea corpului la
un sistem de axe ortogonale Oz;(i = 1,2, 3).

Ecuatiile de baza care descriu evolutia unui mediu Cosserat izotrop cu goluri sunt
urmatoarele:

-ecuatiile constitutive:

tij = Mg p0i; + p(uiy + ujs) + k(uij + €ijrpdr) + £pdiy, (2.1)
Mij = Q@ k0ij + VP4 + Vi j + Cesjip,s,
hi = dy,

-ecuatiile geometrice

€ij = Uij + EijkPhs  Xij = Pij» (2.4)

33



34

-ecuatiile de echilibru (incarcarile corpului sunt absente)

tji; = 0, (2.5)
Mjij + Eirslrs = 0, 6)
hii+g=0.
Consideram
ti = tjmj, m; = mjmj, Ni = hjmj, (28)

unde V; este forta de suprafata generalizata intr-un punct regulat pe 9B, t; este
vectorul forta de suprafata si m; este cuplul forta de suprafata.

Vom presupune in continuare ca densitatea de energie interna este o forma patratica
pozitiva, de unde avem:

y+B>0, vy—06>0, v+B8+3a>0, d>0,
k>0, K+2u>0, K+2u+3X>0. (2.9)

Notatiile utilizate sunt in conformitate cu Tabelul 1.1.

2.1.2 Problema deformarii plane

In aceasti parte a lucrarii, vom considera ca B este interiorul unui cilindru drept
a carui sectiune transversala este ¥ si a carui limita laterala este II. Aceasta
configuratie este reprezentata intr-un sistem de coordonate ortogonal, astfel incat
generatoarele sale sa fie paralele cu axa x3. Notam cu L conturul corespunzator
sectiunii transversale. Deformarea plana este considerata a fi paraleld cu planul
(Oz122). Precum in sectiunea anterioara, dedicatd deformarii plane, obtinem
urmatorul sistem, corespunzator deplasarii, microrotatiei si porilor. ( A este
Laplacianul)

(A + Wtppa + (1 + K)Aua +Ep.a + Kezapd,s = 0,
YAp + KE3apUB,a — 2ko =0, (210)
dAp — Euy, , —ap = 0.

Pasii urmati pentru obtinerea sistemului se gasesc in sectiunea {1.1.5}

2.1.3 Potentiali complecsi

In aceastd sectiune vom lucra in sistemul (2.10), ale carui relatii vor fi rescrise
in coordonate complexe si integrate direct. Cu alte cuvinte, vom determina
deplasarea folosind o pereche de functii analitice complexe, iar microrotatia si
modificarea fractiei de volum folosind functii reale ce verifica ecuatiile omogene
Helmholtz [4]. Mai intai introducem coordonatele complexe:

z=x1 +1ir2, Z =T — iT9, (2.11)

si deplasarea complexa
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Asadar, obtinem

A

9 U o (2 oy
0z  0z/°

= 490 Uem = 5, T gz SepUpe =1 (2.13)
Luand in considerare (2.13), vom rescrie relatiile sistemului (2.10) in urmatoarea
forma

02U 80U 9U\ 0y . 96
2 ) g 1+ N 5z (G + G2 ) s g =0
o2 . 0U oU
s - m(a _ 5) — %k =0, (2.14)
oo  ,0U OO
sy =65, + 55 ) —ee =0

si folosind notatii pentru comoditate si un set de operatii, obtinem forma core-
spunzatoare functiei ¢:

§
2dm? (A + Kk + 2p)

p =M [C(2) + T (2)], (2.15)
unde M; este o functie reala care satisface

0° M,

2
—m“M; =0 2.16
pzoz T (2.16)
forma corespunzatoare functiei ¢ :
K =
¢p=P— ———[["(2) =T (2)], 2.17
s - T @) (217)
unde functia reala P satisface
52
4 —p*)P=0 2.18
< 0207 ) (2.18)
si
- . 0P oM
U=mI(z) —nl'(z)z —w(z) + 41(11& - 46]287;7 (2.19)

unde w este o functie analitica pe z

Anterior, am putut obtine in relatiile (2.15), (2.17) si (2.19) o reprezentare a
functiilor ¢, ¢ si U in termeni de functii analitice complexe I', w si de functii reale
M si P.
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Folosind calcule simple rezulta urmatoarea forma a tensiunilor:

a(2p + 2X + k) — 2&2 £2p+ k)

t11 + tag = SEpt k)
N Gy Ui+ r+A

(z)+T'(2)] +

) . — . O0?P O*M
t11 + itz — tog + itor = —2(2u + k) [772F”(5)Z +0(2) — diqi 5 +4g 721}’
0z 0z
tor — ti2 = yp*P, (2.20)
. oP L OM; . K Cf "
- =2y +2 - r
. aMl f "
h1 —thy = 2d - T )
Lo 0:  mparm. @)
Exprimam conditiile la limita in urmatoarea forma:
- . 0P oM, .
T(2) — moal (2) — W(2) + diq1 — — 4 =
ml(z) —mez (.Z) W(z) + 4iqy 57 e a(r),
1K —
P(2,%2) — ———[I"(2) =T (2)] = ¢(7), 2.21
(2,%) QWQ(KJFM)[() ()] = o(7) (2.21)
_ 13 =
M — r I'(z)] = L
unde @ = @1 + tuz. Mai mult conditiile la limita pot lua urmatoarea forma:
d — . 0P oM -
2+ #) 2 {lD () + 2T (2)] + @(2) — digy o +dgr—— } = 1(7),
oP oM d
Im{[2y 5+ 2i¢— = z'wlr”(z)];} = n(r), (2.22)
6M1 dz ~
Im{[2 —woI”(2)]—=Y =N L
{245t —ual" () T} = N(r), s € L,

unde £(1) = —tg + ity.

2.1.4 Constructia potentialilor

In aceastd sectiune, ne propunem sa deducem structura potentialilor I', w, P, si M;
si s exploram arbitrarietatea acestora in diferite domenii de interes. Analizam
diferentele dintre configuratiile urmatoarelor seturi de potentiali (I',w, P, M;) si
(I'*,w*, P*, MY), corespunzatori acelorasi functii to3, ma3 si hq.
Conform (2.20), este necesar ca

Re[l"(z)] = Re[l* (2)], M, =M;, P =P

mel (2) +@ (2) = el (2) + @7 (2),
unde Re]] reprezinta partea reald pentru []. Prin urmare, deducem ca

D(2) = T*(2) 1 iXs + 1,
w(z) = w*(z) + p2, (2.23)
M, = M7,

P = P*,
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unde X este o constanta reala, iar pi, ps sunt constante complexe

Putem fixa originea coordonatelor in ¥ astfel incat X, p1, ps sa indeplineasca
conditiile

1(0) = 0, Im{I"(0)} = 0,w(0) = 0, (2.24)

care asigura uniformitatea pentru I" gi w.
Obtinem urmatoarea forma a potentialilor complecsi,

I(z)=T1(2) + Z(sz + Yy) log(z — z),
k=1

(2.25)
w(z) =wi(z) + Z Zylog(z — z1),
k=1

unde z; reprezinta un punct in regiunea simplu conectata X, marginita de L.
I'; si wy sunt functii analitice uniforme pe ¥, Y3 si Z; sunt constante complexe,
iar Ay sunt constante reale.

Din (2.25) deducem:

(5% 4+ i58) log(z — 2x) + T (2),

F(Z) = —%
k=1
(2.26)
1 S ok olk
w(z) = 3=m ;w% )~ is{) log(z - z4) + w1 (),

unde am notat rezultantele vectorului de stres aplicate conturului ca S;k), ng) .

Teorema 5. Fie ¥ un domeniu nemarginit cu contururile Ly, Lo, ..., Ly, ca regiuni
marginite interne. Daca presupunem ca originea z = 0 este exterioard sectiunii
X 80 ca ha,tag, st mag sunt delimitate in vecinatatea punctului la limita si pentru
|z| = x suficient de mare, atunci avem urmdatoarele reprezentari:

1

I'(z) = 27r(R1 +iR2)log z + (a1 +ia2)z + Lo(2),
1
w(z) = %Th(Rl — lRQ) logz + (bl + ibg)z + OJ()(Z), (2.27)
P(z,z) = Z(Pneme + Pre ™K, (1x),
n=0
M(z,z) = Z(Mnemg + Mne_ne)Kn(wX)'
n=0

2.1.5 Tensiunile din jurul unei incluziuni circulare

In aceasta parte a lucrarii, vom folosi rezultatele obtinute in sectiunile anterioare.
Prin utilizarea conditiilor la limita si a potentialilor complecsi, urmatoarea teo-
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rema permite analiza tensiunilor si deformatiilor materialelor cu incluziuni circu-
lare In conditii de incarcare externa.

Teorema 6. Fie Y1 = {(z1,72) € R%, 2 + 22 > x?} un domeniu nemdrginit cu
o gaurd circulard centratd in origine si cu raza x. In ipoteza cd o tensiune aziald
uniformd actioneazd asupra corpului in directia x1, la infinit avem:

n=aQ, tT2 =0, t§1 =0, t§2 =0, ng =0, h:z =0, (2.28)

unde @ este o constantd data. Conditiile de marginire pe frontiera incluziunii
circulare devin:

oP oM,

o ‘
n2[l'(2) + 21" (2)] + w(z) — 4“]15 + 46]2% =0,
or ., dz,
Im{[2y5— — inl"(2)] 7=} = 0, (2.29)
8M1 7 dZ _ B
Im{[2d 5, — wol (z)]$} =0, for |z|=x.

Folosind acestea si (2.29) obtinem componentele potentialilor complecsi dupa cum
urmeaza:

1 1
I'z) = ——— =D
=) 4n2(2u+/i)Qz+ P
W) = B4 LB . (2.30)
B TR '
D eimn (i 7
P(z,z) = ZH1<E Z)KQ(TX),
=) — 2z _ (=\1/2
Mi(2,7) = Ha (2 + 2 ) Ka(wy),  x= ()2
unde
1 1
D = - 27 E = - 2’
' S R F L= T my ¥X
Fs=——— 1 TK 2 HK
3 2(2p+/<)F[n2+ qxTTK3(Tx) 4 2q2xmH K3(mXx),
H=TDy, Hy=HDy, F=mn+ 2(]17‘(12TK1(7‘X) + 2(]2771)([(3(7%}(),(2.31)
4
— o (8dKa(m) + 2mx€l K ) + Karl)
H = o {8vKa(mx) — 27x§[Ki(mx) + K3(mx)]},
16d
Q= X27K2(TX)K2(mX) + 4mT§2[K1 (my) + K3(mx)|[K1(mx) + K3(7x)].
Fie

i0 :
U = uy + iug,
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unde, componentele u, si ug sunt in coordonate polare. Din (2.15), (2.17), (2.19)
si (2.30) rezulta ca

. m — 12 1 .
== 2 — —(Ey—mD 5260 20
Uy + iug 4772(2M+’f)QX X( 1 —mD1) +u cos26 + iv sin 26,
K
= 2[H1 K - ———————D1]sin 26,
¢ () 2972 (p + K)X? !
£Q
= — + 2|Hy Ko(m
T T ddmP (O + K+ 20)(r + 200) [HaHo(mx)
£
20
+2dm2(/\+/<a+2,u)x2]cos ’
unde
1 Qx 1 2
u=—1mD1 + ————— — = FE3+ —qH1Ka(7x
X 22p+rK) X X ()
+2mga Ha[K1(mx) + Ks(mx)],
1 Qx 1
=—nD ———"=—— —F3+ 21 H1|K K
v= D s ey T At 2 1[K1(7x) + K3(7x)]
8
+—HyKa(my).
42

In mod similar, folosind (2.20), (2.29) obtinem tensiunile.

2.1.6 Simulare numerica

Graficele de mai jos corespund unui cristal izotrop de magneziu cu pori si sunt
obtinute folosind sistemul de calcul ”Wolfram Mathematica”. Valorile utilizate
pot fi gasite in [9]. Graficele dobandite reprezinta partile reale si imaginare
ale potentialilor complecsi I'(z) si w(z), obtinuti anterior. Acestea ne permit
sa vizualizam variatia potentialilor in complex. Mai precis, aceste grafice ajuta la
intelegerea campurilor de tensiune si deplasare din material, la identificarea regiu-
nilor critice si la prezicerea comportamentului materialului in diferite conditii.



Figura 2.1: Comportament Re(I'(z)) si
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Figura 2.2: Comportament Re(w(z)) si
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Urmatoarele patru grafice corespund partilor imaginare si reale ale componentei
de deplasare radiald ”«” si componentei de deplasare tangentiala ”v”, obtinute
anterior. Axa corespunzatoare lui y reprezinta distanta radiala de la centru a
incluziunii circulare, iar axa corespunzatoare lui 6 reprezinta coordonatele unghi-

ulare din jurul incluziunii.
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Figura 2.3: Comportament Re(u) si
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Capitol 3

Medii micropolare anizotrope

In aceasti sectiune sunt folosite notatiile prezente in tabelul de mai jos.

Notatii Interpretare fizica

a,b,c,d,h coeficienti constanti specifici caldurii

n entropia specifica pe unitatea de masa

I;; componentele tensorului microinertie

tmn componentele tensorului tensiune

Tmn componentele tensorului cuplu de tensiune

Qm componetele vectorului de conductie termica

U componentele vectorului deplasare

Om componentele vectorului cuplu

m componente ale microrotatiei

fm forta masica

Im cuplul masic

tk fluxul de caldura

Tk tractiunile de suprafata

n=(ng) vectorul normald la frontiera 9D
temperatura conductiva

s temperatura termodinamica

Yo temperatura de referinta constanta

p densitatea masei

€ijk simbolul lui Ricci

Tabel 3.1: Notatii

3.1 Unicitate si instabilitate in termoelasticitatea cu
doua temperaturi

3.1.1 Problema mixta cu valori la limita si valori initiale

Consideram corpul micropolar termoelastic ocupand domeniul tridimensional
Q din spatiul euclidian R®. Inchiderea lui € este notati cu Q si avem Q = QUOSY,
unde 0f) este frontiera domeniului €2 si este considerata suficient de regulata pen-
tru a permite aplicarea teoremei divergentei. Vectorul unitate al normalei exte-
rioare la 0f) are componentele notate cu n;. Campurile vectorial si tensorial sunt
notate cu litere ingrosate. Notatia v; este folosita pentru componentele unui camp

42
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vectorial v, notatia u;; este folosita pentru componentele unui camp tensorial u
de ordinul doi, si asa mai departe. Un sistem fix de axe carteziene Ozx;, i = 1,2,3
va fi folosit pentru a face referire la miscarea corpului termoelastic.

Avand in vedere ecuatiile geometrice si ecuatiile constitutive, care sunt introduse
in ecuatiile de baza suntem condusi la urmatorul sistem de ecuatii diferentiale cu
derivate partiale:

Aijmn (Un,mj + Ekmn®h,j) + Bijmn®nmj — (’197]‘ + aﬁ,j> = pi;,
Bijmn (Vnmj + Ekmn®h,j) + Cijmn®nmi — Bij <197j + azé,j)
ik [ Agtomn @+ Etmn )+ Bitomnrnm — iy (95t 5)| = Idis - (3.1)
wijTij — o (ifj,i + €ijk¢k> — Bijii = hi + dv,

ce sunt verificate pentru orice (z,t) € Q x (0, 00).

.....

ticitatii cu doud temperaturi, a corpurilor micropolare din cilindrul 2 x [0, c0) ne
referim la o multime ordonata (vy,, ¢m, T, ¥) ce verifica sistemul de ecuatii de
mai sus, conditiile la limita si conditiile initiale.

3.1.2 Rezultatul principal

Vom incepe aceasta sectiune specificind o lege de conservare a energiei, avand
in vedere variatia temperaturii conductoare, adica luand in considerare relatia cu
doua temperaturi (??7). Aceasta lege are urmatoarea forma:

El(t) = El(O), t e [0, OO), (32)
unde
Ei(t) = % /Q [p@m(t)@m(t) + Ln & () o ()
+Amnklemn (t)ekl(t) + 2anklemn (t)akl (t + Cmnklamn(t)akl(t)

et Ton () T (£) + d <19(t) + hﬁ(t))Q +h <a - Z) 32 (1)

¥ av

- /0 t/Q {Hmnfm(s)fn(8)+c ((f@mnT,m(s))m)2+(ad—h)192(3)] dVds.

In cazul in care nu ludm in considerare variatia de temperatura a conductibilitatii,
legea conservarii energiei primeste urmatoarea forma:

Eg(t) = EQ(O), t e [0, OO), (33)



Bot) = 5 [ [pm(®im(t) + L0 (®) + Amnsicmn (Dt

+2Bpnkimn (t) ok (t) + ConkiOmn (t) o (t)

+d (19(1&) + Zé(t))g v h (a - Z) 2| av

n /0 t/g[mmnT,m(s)fn(s)+c((nmnT,m(s))’n>2+(ad—h)192(5)] dV ds.

Notam prin P problema ce consta in sistemul de ecuatii (3.1), conditiile la limita
si conditiile initiale.

Teoremi 7. In cazul datelor initiale nule, problema mizta P, admite doar solutia
tdentica nula.

Pentru a obtine al doilea rezultat principal, referitor la instabilitatea exponentiala
pentru rezolvarea problemei mixte P, va trebui sa presupunem ca este indeplinita
o conditie suplimentara. Si anume, trebuie sa presupunem ca energia sistemului,
in starea sa initiald, nu este strict pozitiva, adica E2(0) > 0.

Vom incepe cu cateva consideratii auxiliare utile.

S& ludm in considerare o problemé cu valori la limitd de urméatoarea forma:

(Kmnt,m(x)),, = Ayt + h° — (amnegm + anagnn) , T €,
v(z) =0, z € 09, (3.4)

0
mn

0

mn Sunt

unde u = u(x) este functia necunoscuti, iar constantele 99, ¥, e
date intitiale.

Pe baza proprietatilor uzuale ale problemelor cu valori la limita, definite in contex-
tul ecuatiilor eliptice, putem deduce ca problema cu valori la limita (3.4) admite
o solutie u(x), definitd pe domeniul .

Cu ajutorul functiei

si o

C(J:,t):/o T(z,s)ds,

din (3.4) putem observa ca functia u(x) este o solutie a ecuatiei

d9(x) + hi(x) = [Rmn (um (@) + (i (2))],, =
= amnemn(w) + ﬁmnamn(x)-
Teorema 8. Presupunem coeficientii si tensorii pozitivi.

Daca in problema mizta P walorile la limita sunt zero, atunci oricare dintre
solutiile sale, pentru care are loc conditia E2(0) > 0, este exponential instabild.
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3.2 Unicitate, reciprocitate si principiul variational

3.2.1 Formularea problemei

Vom considera un corp neomogen, anizotrop si Cosserat care, la momentul
initial t = 0, ocup# domeniul regulat D al spatiului tridimensional euclidian R3.
Domeniul D este delimitat de suprafata inchisa neteda 0D. Vom folosi atat functii
scalare, cat si functii vectoriale si tensoriale, iar acestea depind de punctele D,
x = (z,) si de variabila temporald t€[0, 00).

Daca luam in considerare ecuatiile constitutive, atunci din ecuatiile din ecuatiile
de miscare si din ecuatia energiei obtinem urmatorul sistem de ecuatii cu derivate
partiale:

QU = Aklmnekl,n + Bklmngkl,n + amn(ﬁ,n + a'ﬂ,n)a
Inon = anklekl,n + Cklmnakl,n + an(ﬁ,n + aﬂ,n)
+€mjk(cjkln0ln + Bjrin€in + Oéjk(ﬁ + av)), (3.5)
h = —di + amnémn + ﬁmnémn + "imnﬁ,mny
ce are loc pentru orice (¢, x) din [0,00) x D.

Vom nota cu P problema mixta cu valori initiale si la limita in contextul ter-
modinamicii corpurilor Cosserat, formata din ecuatiile (3.5), conditiile initiale si
relatiile la limita.

Rezultatele calitative pe care le vom aborda in continuare se refera la solutiile
problemei P.

3.2.2 Rezultate de reciprocitate

Primul nostru rezultat este unul de reciprocitate. Pentru aceasta avem nevoie
de un produs de convolutie pentru doua functii continue. Deci, daca ¢ si ¢ sunt
doua functii scalare, definite pe [0,00) x D si continue in timp, atunci produsul
lor de convolutie, notat cu ” * 7, este definit prin:

t
(o)) = [ elt=rapiiro)ir
Acum introducem functiile p(t) si 7(¢), utile in cele ce urmeaza, definite prin:
p(t) =1, ’l“(t) = (p *p)(t) =t,Vt e [Ov 00)7 (36)
si vom lua in considerare urmatoarea conventie de scriere:
t
plt.o) = [ olradr = () ta) (3.7

Pentru a obtine o forma mai accesibila a ecuatiei energiei, consideram functia
w definita pe [0,00) x D, prin relatia:

w=25+Y(n — a), (3.8)
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in care S este definit ca in (3.7).
De asemenea, pentru o functie u din clasa C%! pe [0, 00) x D definim functiile
B si « prin:

fu=u+ au, yu =p*u+ au. (3.9)

In Propozitia care urmeaza, formulam ecuatia energiei din intr-o maniera
diferita.

Propozitie 1.
Dacd functiile q,, € C10 sin € C%! satisfac ecuatia energiei si conditia initiald
n(0,2) = n%(z),r € D, atunci ele satisfac ecuatia:

Gm,m +w = Uo(n — a), V(t,z) € [0,00) x D. (3.10)
Afirmatia reciproca este si ea adevarata.

O relatie de reciprocitate se refera la conexiunea dintre doua sisteme de date
externe:

DW= (1), g0 §W) 501 G0 §¥) ) §0) g0 0.w) L)

9

¢7(”)r’L(V) Y ¢71T7L(V) Y 7707(V)7 1907(1/) }7

si solutiile corespunzatoare acestor sisteme de date, mai exact:

s — {vr(g)7¢£n'/)779('/),7—( Y g @) qu}’

mn? mn?n

in ambele sisteme de mai sus avem v = 1, 2.
Pentru a simplifica scrierea relatiilor de reciprocitate, avem nevoie de notatia:

Lyu(s,r) /D[ (s, z)v (r, ZL')—I—TIE )(s,$)¢£,’f)(r, x)— T bq(”)( )19(“)(1",3:)} dA
#8020l ) ol .16 1)
+ / |05 (s, )0l (7, 2) + a3 (5, 2)00) (1, ) (3.11)

D

—hd)W) (s, 2) 9% (r, ) — add™) (s, 2)0") (r, w)] v

ib(,u(”)(s, )9 (r, x)] av
Yo

+; / bg\y) (s, 2)9) (r, 2)dV, v, p = 1,2,
0

unde am folosit urmatoarea conventie:

() — 1), £ 0

w® = ) 4 9, (n ) _ a) L ¢ = ¢ (3.12)
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De asemenea, sunt introduse urmatoarele notatii:
Tu(s,7) = t0 ()00, (r) + T ()840, (r)
b [n< )(s) — a] 9B (1), v =1,2, (3.13)
si
Lu(s, 1) = Jou(s, ) + h0® ()9W (1) 4 add™) (s)0W (), v, = 1, 2. (3.14)

In (3.13) si (3.14) am evitat scrierea dependentei de variabila z.
Acum formulam si dovedim primul rezultat de reciprocitate.

Teorema 9. Daca relatiile de simetrie sunt indeplinite, atunci pentru orice s,r €
[0,00) este valabila urmatoarea egalitate:

Lou(s,r) =Tu(s,r), vyu=1,2. (3.15)

Pentru a obtine un alt rezultat de reciprocitate, vom lua in considerare notatiile:
EW) = r« {fn’j)(s) —|—g7(,1{)(s)] +0 [t@ ) 4y (")} ,
GW = [ggg>(s) + g§g>(s)] +o [w;;@) + vg;@)} : (3.16)
RV = %)y =1,2.

Cu ajutorul teoremei 9 si a notatiilor (3.16) obtinem un nou rezultat de reciproc-
itate.

Teoremi 10. Dacd relatiile de simetrie sunt satisfacute si 8%) este solutia care
corespunde sistemului de date externe $&), v = 1,2, atunci este valabild urmdtoarea
egalitate:

/ r* [t,ﬁ)(s) xvl2 47 (1) <75(2) i (1) & 019(2)] dA
oD o

—1—/ [F(l) w02 4 G ) % gb(2 p 5« 02 5 )} av
D

e p*q(l)*R@)dA—— / WD« Ry
Yo Jop Yo Jp

+ / [(h —ad)RW) + 9®) 4 ap # 9V 5 R2)| dV
D 4

Il
5
*

[A?J(m“w D) — g e e | a4 (3.17)
0

p*ﬂ( ) s cw@| dv

+/ [FMMMG x By

D o ]

B N I Oy / w® 4 ROy
oD Yo Jp

+ / [(h — ad)R® 5 9 + ap 5 iy, 93 5 Rf},}} dv.
D
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Pentru a simplifica relatiile care urmeaza, vom folosi notatia:

Gl5r) == [ | S000) = funl$)0m0) = (5)0m()]

0

1
_/ [ﬁq(s)bﬁ(r) — tm(s)vm(r) — Tk(s)(bm(r)] dA, Vs,r € [0,00). (3.18)
oD 0
Relatia de reciprocitate (3.15) sta la baza rezultatului din urméatoarea teorema.

Teorema 11.

Daca relatiile de simetrie sunt satisfacute si 8, v =1,2, este solutia care core-
spunde sistemului de date externe, atunci este valabila urmdtoarea egalitate:

i {/ [Q’Umvm + Lin®mPn + a"‘imnQ§ 7qu§ n] dV}
a s m?,

t
42 { / / [(ad = B)0? + KD ] dVds} _
dt 0 D ’ ’

= /t[G(t—T,H—T) — G(t+7,t—7)]dr (3.19)
0
] o 0211010 (0) 8 0)00u 0]+ T [ (260010 (0) 61 01 (20))

+ / [(ad — R)D(0)9(2t) + akmnD n(2t)9 1 (0)] dV.
D

Teoremele prezentate anterior sunt esentiale pentru a demonstra ca solutiile ecuatiilor
unui sistem fizic respectda anumite principii de simetrie si conservare, ceea ce fa-
ciliteaza atat analiza teoretica, cat si aplicarea practica a acestor solutii. Acum
putem aborda problema unicitatii solutiei problemei P.

Teorema 12.. Presupunem ca:
- sunt satisfacute relaiile de simetrie;
- 0 st ad — h sunt strict pozitive;

- tensorul Ky, este pozitiv semidefinit; - a > 0.
Atunci problema mizta P admite cel mult o solutie.
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Pentru cel de-al doilea rezultat introducem functionala &, definita pe H, prin:

EF(twA) = / D * [Aklmnekl * €mn + BrnkiOkl * €mn + CrimnOkl * €mn
D

1
+0Um * Uy + Ly @m * @y — —1 % Kvmnﬁ,m * ﬂ,n — Tk gm* 79,m

Jo
- [QUm — T % tmn,n—Fm] * Uy + (Imn¢m _p*Tmn,n_emjktjk_Gm) * Pm
9
—;OT * (S — amnemn — BmnEmn) * (S — agier — Brigkl)

—i—/ r*tm*@mdA+/ r*(tm—fm)*vmd/l
o xe

+/ T*Tk*qgde—l—/ r* (T — Tg) * OpdA
Yo >

3
+/ r*q*@dA—l—/ rx*(qg—q)*x9dA, t € ]0,00),
s g
pentru orice A = (U, ®m, ¥, €mns Tmn, tmns Tmn, Gm, S) € H.

Teorema 13.. Sd presupunem ca relatiile de simetrie sunt satisfacute, o # 0 in
domeniul D si starea termoelastica A este o solutie a problemei mixte P. Atunci
variatia functionalului A este zero, mai exact

§F(t, A) =0, t € [0, 00). (3.21)

Remarca.

Nu este greu de aratat ca afirmatia din teorema 13 este valabila si reciproc (vezi
Gurtin [34]). Cu alte cuvinte, daca identitatea (3.21) este adevarata, atunci starea
A pentru care aceasta identitate este adevarata este solutia unica a problemei
noastre. Ideea demonstratiei, care este sugerata si de Gurtin in [34], se bazeaza pe
o alegere particulars a starii termoelastice A. In cazul nostru, starea termoelastici
propusa de Lebon in [21] poate fi utilizata cu succes.



Capitol 4

Medii dipolare

In aceast capitol vor fi utilizate notatiile prezente in tabelul de mai jos.

Notatii Interpretare fizica

a,b,c,d,h coeficienti constanti specifici caldurii
n entropia specificd pe unitatea de masa
I componentele tensorului microinertie

Tsj componentele tensorului tensiune

Tij componentele tensorului cuplu de tensiune
Oijk componentele momentului de stres

qi componetele vectorului de conductie termica
v; componentele vectorului deplasare

i componente ale microrotatiei

Tk tractiunile de suprafata

Gmn forta dipolara a corpului

fm forta masica

n=(ng) vectorul normala la frontiera 0D

T temperatura conductiva

% modificarea fractiei de volum

0, temperatura termodinamica

Yo temperatura de referinta constanta

K microinertia

l forta extrinseca a corpului

P densitatea masei de referinta

€ijk simbolul lui Ricci

Tabel 4.1: Notatii

4.1 Unicitate si instabilitate

4.1.1 Problema mixta cu date initiale si la limita

Pentru determinarea unicitatii si instabilitatii corpurilor dipolare cu doua tem-
perturi se folosesc aceiasi pasi ca in cazul mediilor micropolare, diferenta fiind
reprezentata de complexitatea calculelor data de trecerea de la vectori la tensori.
Asadar, se considera ca un corp termoelastic cu structura dipolara ocupa dome-
niul tridimensional 2 din spatiul euclidian R3. Inchiderea lui Q este notati cu
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Q si avem Q = QU 99, unde 99 este frontiera domeniului © si este considerata
suficient de regulata pentru a permite aplicarea teoremei divergentei. Raportam
miscarea corpului termoelastic la un sistem fix de axe ortogonale Ox;, i = 1,2, 3.
Cu scopul caracterizarii evolutiei corpului nostru, consideram multimea de vari-
abile (7}2', ¢ij7 T, 29)

Avand in vedere ecuatiile geometrice si ecuatiile constitutive, care sunt introduse
in ecuatiile de baza, suntem condusi la urmatorul sistem de ecuatii cu derivate
partiale:

(Aijmn + Eijmn) Vnmj + (Emnij + Bijmn) (Un,mj — @mn,j)

+ (Fijkim + Dijrim) Gtm ks — (g + Bij) (19,3' + C“?,j) = pij,

Fktmnvn,mj + Dmngkl (Vn,mj — Gmn,j) + Cktjmnr Onrmj — Okt (19,]‘ +a19,j>

+Ekirmn Vm,n + Brimn On,m— @mn)t+ Diimnr Gnr,m— B (19 + Oﬂé‘) =Tty 1y

kijTij — @6jvi; — Bij (?'Jz',j - @;) — Sijkij = b + do), (4.1)
care sunt satisfacute pentru orice (x) € Q x (0, 00).

Printr-o solutie ne referim la o multime ordonata (v;, ¢;j, T, V) care satisface
sistemul de ecuatii (4.1), conditiile la limita si conditiile initiale.

4.1.2 Rezultate principale

Introducem legea de conservare a energiei
Wi (t) = W1(0), t € [0, 00), (4.2)

corespunzatoare cazului in care luam in considerare relatia cu doud temperaturi
(?7) si unde

1 o . .
Wi(t) = 2/Q [Pvz‘(t)%'(t) + Lindij (t) i (t) + Aijrieij(t)en(t)
+2E; k€5 (t)eri(t) + 2Fjrimeij () Yiim (t) + Bijrigij(t)er (t)
+2GjkmEi5 () Veim (t) + CijrimnYijk (£) Vimn (t)

2
Feri i (t) T (t) + d (ﬁ(t) + Zﬁ(t)) +h (a - Z) 92 (t)| dV

v [ [ Jromanste + e (tnmaton,) + wa i) avas

In cazul in care consideram relatia (??), adicad nu luam in considerare variatia de
temperatura a conductibilitatii, legea conservarii energiei primeste forma

Wg(t) = WQ(O), t e [O, OO), (4.3)
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unde
1 o . .
Walt) = 5 [ [o0(08:0) + Ly (06:8(6) + Ay (e
+2E;jmei;(t)eri(t) + 2Fijkimed; (0 Yiim (t) + Bijrigij (t)er (t)
+2G i jkimeij () Veim (t) + CijrimnYijk () Yimn ()

+d <19(t) + Zﬁ‘(t))2 +h <a — Z) D2 (t)| dV

—&-/Ot/Q [Kijri(S)TJ(S)+c<("£ijT’i(s))7j>2—|—(ad_h)ﬁQ(S) AV ds.

Sistemul de ecuatii (4.1), conditiile la limita si conditiile initiale formeaza, impreuna,
problema mixta pe care o vom nota cu P .

In continuare, vom obtine doua rezultate principale, o unicitate si o instabilitate,
pentru rezolvarea problemei mixte P. Pentru unicitate folosim procedeul uzual:
vom arata ca problema P admite doar solutia nula, daca se considera ca datele
initiale sunt nule.

Teorema 14. Problema mixta cu date initiale si la limita P, in cazul datelor
initiale nule, admite doar solutia nula.

In a doilea rezultat principal, dorim s&a demonstram ca solutia problemei mixte P
este exponential instabila, daca sunt indeplinite anumite conditii.

Mai exact, vom presupune ca energia initiala a sistemului nu este strict pozitiva.
In primul rand, introducem un rezultat auxiliar util.

Sa notam cu v(x) functia care satisface urmatoarea problema de marginire.

(/{ijy,i(l')),j = d’t91 + h’l90 — (aije?j + 5@'6% + 5ZJ/€’710]1~3) , T €8,
v(z) =0, z € 0N. (4.4)

Faptul ca problema de marginire (4.4) are o solutie poate fi dedus din proprietatile
obisnuite ale problemelor cu date la limita atasate ecuatiilor eliptice.
Din (4.4) deducem ca functia v satisface ecuatia:

di(x) + hﬁ(:c) — [kij (vi(z) + Ei(x))] ji=

)

= ayjeij(x) + Bijeii(x) + dijryijr(x),

unde functia £(z) este definita anterior.
Acum, consideram problema de mai sus P in situatia in care datele initiale sunt
neomogene si datele la limita omogene.

Teorema 15. Sa presupunem coeficientii si tensorii pozitivi.

Daca problema mizta cu valori initiale st la limita P, in cazul datelor la limitd nule,
admite o solutie pentru care Wa(0) > 0, atunci aceasta solutie este exponential
instabila.
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4.2 Efectul golurilor si al variabilelor de stare interna
in elasticitatea mediilor cu structura dipolara

4.2.1 Ecuatii si conditii de baza

Vom considera € un domeniu deschis al spatiului euclidian R? care este ocupat,
la momentul initial ¢ = 0, de un mediu elastic cu variabile interne de stare si
structura dipolara. Suprafata OS2 este frontiera domeniului D si este o multime
inchisa si marginita care permite aplicarea teoremei divergentei. Un punct din {2
este reprezentat sub forma (z;) sau (x). Pentru variabila de timp ¢ presupunem
cate [0, to).

Pentru a caracteriza evolutia unui mediu dipolar elastic cu goluri se folosesc vari-
abilele cinematice care urmeaza:

Um = /Um(xat)) ¢]k = ijk(xvt)a S = §(l‘,t), (iU,t) €0 x [07t0)7

unde ¢ reprezinta modificarea fractiei de volum.

In urmitoarele consideratii vom folosi ¢ ca functie de distributie a volumului,
unde ¢ = ¢ — ¢y, unde ¢y este valoarea lui ¢ in starea initiala.

Folosind procedeul lui Green si Rivlin, putem considera o altd deformare care
difera de deformatia data doar printr-o suprapunere a unei miscari rigide care
consta intr-o rotatie cu viteza unghiulara constanta. Trebuie sd presupunem ca
pentru aceasta miscare, toate celelalte proprietati ale mediilor raman neafectate
de aceasta suprapunere. In consecinta, obtinem urmatoarele relatii cinematice,
care furnizeaza expresii masurilor deformarii, si anume e;;, €;; si 7%, cu privire
la variabilele de miscare:

1
eij = 5 (wji +uig), € = uji — ij
Yijk = Djk.i- (4.5)
Vom nota variabilele interne de stare cu &,, v =1, 2, ..., n si vom folosi notatia

¢9 pentru valorile variabilelor in starea initiald a corpului. Fiind in contextul unei
teorii liniare este firesc sa folosim ca variabile interne diferenta de mai jos, wy,
adica:

Wy = gu - fg (4'6)

Vom face consideratii numai in cazul particular in care solidele au un punct care
este centrul de simetrie. De asemenea, consideram ca pentru corpul, care in starea
sa initiala este netensionat, densitatea de energie interna este o forma patratica
in raport cu variabilele sale independente constitutive. Deci, folosind principiul
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conservarii energiei, obtinem urmatoarea expresie a densitatii energiei interne:

1
U= §Aijmneijemn + Gijmneijgmn + Ejmnreiijnr + §Bijmn5ij€mn
+Dijmnr5ij7mnr+icijkmnr')/ijk")/mnr+aijkez'j90,k+bijk5ij80,k+cijkm7ijk90,k
1

+5Pmn®mPm + dijueijwy + Biju€ijwy + 0ijkYijkwWy + fivpiwy. (4.7)
Coeficientii de mai sus A;jmn, Bijmn, .-, Gijks -, [iv caracterizeaza proprietatile
elastice ale unui corp cu pori si cu variabila de stare interna si se numesc coeficienti
constitutivi. In general, acesti coeficienti depind de punctul «, iar in cazul partic-
ular cand corpul este omogen, ei au valoare constanta.
Cu ajutorul acestei densitati de energie interna se obtin urmatoarele relatii con-
stitutive, care furnizeaza expresiile pentru masurile tensiunii, ¢;;, 7;;, mjk, hi, ca
functii ce depind de tensorii deformarii:

tij = aa:; = Aijmnemn + Gmnij€mn + FmnrijYmnr + Qij@ g + Qijuwy,

Tij = gjj = Gijmnemn + BijmnEmn + DijmnrYmnr + i@k + Bijuwy,

Oijk = ;yjk = Fijkmnemn+ DmnijkEmn + Cmnrijk Ymnr +Cijkm P m + kW,

hi = 88;1}1 = ajjkejk + bijk€jk + CijsmVism + fiwy. (4.8)

Procedeul folosit de Green si Rivlin in cazul elasticitatii clasice, poate fi folosit si
pentru obtinerea legilor echilibrului in contextul elasticitatii mediilor poroase cu
structura dipolara si anume:

- ecuatiile de miscare

(tmn + Tmn)yn + me = P’Dm,
ijki + Tjk + pgik = DirBjrs (4.9)

- ecuatia fortelor de echilibru:
hii + pl = pk. (4.10)

In contextul unei aproximari liniare putem folosi o sugestie din [72] astfel incat
inegalitatea producerii entropiei sa conduca la urmatoarea ecuatie:

&y = fo, (4.11)

unde

fv = gijueij + hiju€i; + lijkYijr + Qupws. (4.12)
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Notatiile folosite se gasesc in tablelul 2.1.
Deoarece tensorul e;; este simetric, putem deduce urmatoarele relatii de simetrie:

Aijmn = Amnij = Aijnma Bijmn = anijv Gijmn = Gijnmv

C@'jkmnr = Umnrijky, Pmn = Pnm-

Pentru a construi problema mixta in contextul prezent, vom adauga, pe langa
ecuatiile de baza de mai sus, urmatoarele conditii initiale:

U (2,0) = vom (2) , O (2,0) = vy (),
Gik (2,0) = doji (), dji (,0) = i (), (4.13)
0 (x,0) =¢o (), wy (z,0) =wo, (x), x € Q,

si condintiile la limita date de:

Vm = Um, on X1 X [0,t0], tj = (tjk + k) Nk = t}, pe 3§ x [0, to],
qf)ij = gbij, on SQ X [O,to] y Ojk = O4ikNi = 6jka on E; X [O,to] , (4.14)
Y = gb, Onig X [O,to], h= hml = iL, on Eg X [O,to] .

In (4.14) suprafetele ¥y, Y5 si X3 impreund cu complementele lor 3¢, 3§ si 3§
sunt submultimi ale frontierei OS2 si indeplinesc urmatoarele doua conditn.

ilLJE(l::igUEC:igUZg:aQ,
Zlﬂz‘f:ngEC:EgﬂZg:@.

Functiile vom, V1m, @ojk, @1k, L0 Wou, U, tim, Djk» Ojiks h si @, din conditiile de mai
sus (4.13) si (4.14), sunt prescrise si indeplinesc conditii suficiente de regularitate
in domeniul lor de definitie.

Folosim notatia P pentru problema mixta in contextul teoriei elasticitatii mediilor
cu pori si variabile de stare interna si cu o structura dipolara. Aceasta cuprinde
ecuatiile (4.9)-(4.11), conditiile initiale (4.13) si conditiile la limita (4.14).

O stare de deformare (vy,, ¢;k, ¢, w,) se numeste solutie pentru problema mixta
P daca pentru aceasta deformare sunt verificate ecuatiile (4.9)-(4.11) si conditiile
(4.13) si (4.14).

4.2.2 Rezultate de baza

In aceast’ sectiune vom aborda problema influentei pe care golurile si variabilele
interne de stare o pot avea asupra comportamentului mediilor cu structura dipo-
larda. Pentru a obtine aceste rezultate, mai intai vom introduce cateva estimari
utile, cuprinse in teoremele 16, 17 si 18.

Prima estimare auxiliara este demonstrata in teorema 16.
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Teorema 16. Dacd (v, ¢jk, @, wy) este o solutie arbitrard pentru problema Po,
atunci are loc urmatoarea egalitate:

/ (Aijmneijemn + 2Gijmneij5mn + 2anrij€ij7mnr
Q
+Bijmn5ij5mn + CijsmnT’Yijs’Ymnr + 2Dijmnr5ij’7mnr + 2aijueijwu
+2Bz'j1/5'ijwy =+ 26ijr1/’)/ij7“wlz + PO Om + Ikrﬁi)jrd)jk) dv (415)

t
= 2/ / (qijveij + Biju€ij + SijruVijr) WpdVds.
0 JO

In urmatoarea teorema vom demonstra o alta estimare auxiliara.

Teorema 17. Sa consideram (vm, ¢ji, @, wy) o solutie a problemei Py. Atunci
putem gasii constanta pozitiva my astfel incat sa fie satisfacutd urmdtoarea ine-
galitate:

/ (ijveij + Bijueij + SijsuVijs) wpdV <

Q

my / (€ijeij + €ij€ij + YijsVijs T ©m@m + wpwy) dV. (4.16)
0

Ultima estimare auxiliara va fi demonstrata In urmatoarea teorema.

Teorema 18. Sa presupunem ca ipotezele mentionate anterior sunt indeplinite si
luam in considerare o solutie (Vm, ¢jk, @, wy) pentru problema Py. Atunci poate
fi determinata o constantd mo > 0 astfel incdt sa aibd loc urmdtoarea inegalitate:

/ (i)miim + ékj(lgjk + eijeij + €ij€ij + VigkVijk + O + wuwu) av <
Q
t
mg/ / (i}mz}m+¢jk¢jk+eije¢j +ei€i5 + %jk;%jk+<,02+wuwy) dVds, (4.17)
0 Ja

care are loc pentru orice t € [0, ).

Rezultatul nostru principal va fi obtinut ludnd in considerare estimarile date de
teorema 16, de teorema 17 si de teorema 18. Deci, vom demonstra unicitatea
problemei mixte cu date initiale si la limita P.

Teorema 19.. Presupunem cd tensorii consitutivi si densitatea masei sunt pozitiv
definiti. Apoi problema de mai sus P definita de ecuatiile (4.9)-(4.10) cu datele
initiale (4.13) si datele la limita (4.14) nu poate admite mai mult de o solutie.
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Concluzii finale. Diseminarea
rezultatelor de cercetare.
Directii viitoare de cercetare

5.0.1 Concluzii finale

In lucrarea prezenta a fost analizat In profunzime comportamentul mediilor mi-
cropolare izotrope si anizotrope, precum si al mediilor dipolare.

In prima parte au fost studiate principiile variationale, dependenta continua si
ecuatiile fundamentale ale mediilor micropolare izotrope, formand astfel o baza
solida pentru analiza ulterioara. Am continuat cu studiul deformarii plane si al
propagarii undelor cu doi timpi de intarziere, rezultate ce oferda o perspectiva
detaliata asupra influentei surselor de caldura, a porilor si a incluziunilor asupra
comportamentului mecanic.

In a doua parte au fost obtinute solutii bazate pe potentiali complecsi, aplicabile
in analiza tensiunilor si a deformaérilor din jurul incluziunilor circulare, ceea ce
ajuta la modelarea si simularea numerica a acestor fenomene.

In ceea ce priveste studiul mediilor micropolare anizotrope, au fost aduse in
discutie unicitatea si instabilitatea in termoelasticitate, prin formulari variationale
ale problemelor cu conditii la limita si initiale. De asemenea au fost abordate prin-
cipiile de reciprocitate si variationale, evidentiind rolul acestora in determinarea
solutiilor.

In final, in analiza mediilor dipolare au fost obtinute efectele golurilor si ale
variabilelor de stare interna asupra elasticitatii acestora, rezultate ce contribuie
la intelegerea modului in care structura dipolara influenteaza comportamentul
mecanic.

Prin urmare, lucrarea prezenta ofera o perspectiva ampla asupra teoriilor si aplicatiilor
mediilor micropolare si dipolare, utilizand metode analitice si numerice pentru a
investiga fenomene complexe. Rezultatele obtinute au relevanta atat teoretica,
cat si practica, putand fi aplicate in diverse domenii ale mecanicii materialelor si
ingineriei structurale.

o7
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5.0.2 Diseminarea rezultatelor originale
Articole incluse in teza de doctorat

e Marin, M., Vlase, S., Fudulu, I.M., Precup, G.: Effect of Voids and Internal
State Variables in Elasticity of Porous Bodies with Dipolar Structure, Mathemat-
ics, 9(21), Art. No. 2741 (2021).

https://doi.org/10.3390/math9212741

-wos:000719349700001

e Marin, M., Fudulu, I.M., Vlase, S. :On some qualitative results in thermody-
namics of Cosserat bodies, Boundary Value Problem 2022, 69 (2022).
https://doi.org/10.1186/s13661-022-01652-8

-w0s:000860971100001

e Marin, M., Vlase, S., Fudulu, I. M.: On instability in the theory of dipolar
bodies with two-temperatures, Carpathian Journal of Mathematics, 38, 459-468
(2022).

https://doi.org/10.37193/CJM.2022.02.15

-w0s:000761969400001

e Fudulu, I.M.:Plane strain of isotropic micropolar bodies with pores, Bulletin
of theTransilvania University of Brasov, Series III: Mathematics and Computer
Science, Vol. 3(65), No. 1, 81-92 (2023).

https://doi.org/10.31926 /but.mif.2023.3.65.1.7

e Neagu, D.M., Fudulu, I.M. , Marin, M. :Complex potentials solutions for
isotropic Cosserat bodies with voids, Boundary Value Problem 2024, 129 (2024).
https://doi.org/10.1186/s13661-024-01938-z

- wos:001330082400001

e Neagu, D.M., Fudulu, I.M., Marin, M. et al. :Wave propagation with two
delay times in an isotropic porous micropolar thermoelastic material, Continuum
Mech. Thermodyn. 36, 639-655 (2024).
https://doi.org/10.1007/s00161-024-01287-3

-w0s:001330082400001

o- Fudulu, I.M., Marin, M.: On a variational principle and continuous dependece
result for a micropolar izotropic body, Changes and Innovations in Social Systems,
Studies in Systems, Decision and Control, Springer, 505 (2025).
https://doi.org/10.1007/978-3-031-43506-5-6

Alte articole elaborate in timpul studiilor

e Bhatti, M.M., Marin, M., Ellahi, R., Fudulu, I.M. :Insight into the dynamics
of EMHD hybrid nanofluid (ZnO/CuO-SA) flow through a pipe for geothermal en-
ergy applications, Journal of Thermal Analysis ans Calorimetry 48, 1426114273
(2023).

https://doi.org/10.1007/s10973-023-12565-8
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-wos: 001082625700001

Prezentarea rezultatelor cercetarii

e 4" Edition - MACOS 2022, International Conference on Mathematics and Com-
puter Science, September 15-17, 2022, Bragov, Romania.

- Fudulu, I.M., Marin, M.: On a variational principle and continuous de-
pendece result for a micropolar izotropic body, Changes and Innovations in So-
cial Systems. Studies in Systems, Decision and Control, Springer, 505 (2025).
https://doi.org/10.1007/978-3-031-43506-5-6

e 5t International Conference on Mathematics and its Applications in Science
and Engineering, September 16-18, 2024, Coimbra, Portugalia.

- Neagu, D.M., Fudulu, I.M. , Marin, M. :Complex potentials solutions for
isotropic Cosserat bodies with voids, Bound Value Probl 2024, 129 (2024). https://doi.org/10.1186/s13661-
024-01938-z.

Premierea rezultatelor cercetarii
5.0.3 Directii viitoare de cercetare

Lucrarea prezenta oferda o analizd detaliatd asupra comportamentului mediilor
micropolare izotrope si anizotrope, precum si al mediilor dipolare, evidentiind
atat fundamentele teoretice, cat si metode avansate de solutionare. Complexitatea
acestor domenii permite o gama larga de directii viitoare de cercetare, care sa
aprofundeze si sa extinda rezultatele obtinute.

O prima directie posibila ar putea fi extinderea modelelor la medii neomogene
si neliniare. In multe aplicatii practice, materialele reale prezinta variatii ale
proprietatilor mecanice in spatiu sau comportamente neliniare in urma solicitarilor
extreme. Includerea acestor aspecte in modelele teoretice ar putea permite o
descriere mai detaliata a comportamentului structurilor complexe si ar contribui
la dezvoltarea unor metode mai precise de analiza.

O directie promitatoare este, de asemenea, aplicarea rezultatelor teoretice la ma-
teriale avansate. Materialele cu memorie, metamaterialele si nanomaterialele sunt
doar cateva exemple de structuri care prezinta proprietati mecanice neobisnuite,
cum ar fi auto-repararea sau rigiditatea negativa. Investigarea acestor materiale
din perspectiva teoriilor micropolare si dipolare ar putea conduce la noi modele
de proiectare in domenii precum biomedicina, ingineria aeronautica si robotica.
In plus, dezvoltarea metodelor numerice pentru cazuri tridimensionale reprezinta
o provocare tehnica importanta. Utilizarea metodelor numerice avansate, precum
metoda elementelor finite (FEM) sau metode bazate pe inteligenta artificiala, ar
putea permite o simulare mai detaliata a fenomenelor si ar facilita optimizarea
designului structurilor ingineresti.

Un alt aspect esential pentru validarea modelelor este investigatia experimentala.
Desi modelele teoretice si numerice sunt extrem de utile, compararea acestora cu
date experimentale poate confirma sau ajusta ipotezele folosite. Experimentele



60

pe materiale reale ar putea contribui la imbunatatirea predictiilor in domeniul
elasticitatii micropolare si dipolare.

O directie importanta de cercetare o reprezinta si studiul propagarii undelor in
structuri complexe. Acest subiect este relevant pentru aplicatii diverse, de la acus-
tica si seismologie pana la analiza nondistructiva a materialelor. intelegerea mai
profunda a mecanismelor de propagare ar putea duce la Imbunatatirea tehnicilor
de detectare a defectelor si la dezvoltarea unor structuri capabile sa atenueze sau
sa controleze propagarea undelor.

In concluzie, studiul mediilor micropolare si dipolare este un domeniu dinamic,
cu numeroase aplicatii practice si teoretice. Directiile viitoare de cercetare pot
contribui semnificativ la Imbunéatatirea modelelor existente, la dezvoltarea unor
noi tehnologii si la intelegerea mai profunda a comportamentului materialelor
in conditii complexe. Astfel, acest domeniu ramane unul de interes major atat
pentru cercetatori, cat si pentru inginerii care isi propun sa rezolve probleme din
ce In ce mai sofisticate ale mecanicii materialelor.
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