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1.1.4 Dependent,a continuă . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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3.1.2 Rezultatul principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2 Unicitate, reciprocitate s, i principiul variat, ional . . . . . . . . . . . 45

3.2.1 Formularea problemei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.2.2 Rezultate de reciprocitate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1



2

4 Medii dipolare 50
4.1 Unicitate s, i instabilitate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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4.2.1 Ecuat, ii s, i condit, ii de bază . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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Introducere

Medii micropolare

În studiului mecanicii mediilor continue, mediile micropolare sunt reprezentate
de materialele care iau ı̂n considerare efectele microrotat, iilor s, i micromomentelor.
Altfel spus, pe lângă deplasările s, i tensiunile clasice considerate ı̂n mediile elastice
sau vâscoelastice tradit, ionale, mediile micropolare iau ı̂n considerare s, i rotat, iile
mici ale particulelor materiale s, i momentele care act, ionează asupra lor. Conceptul
de medii micropolare a fost dezvoltat de către frat, ii Cosserat s, i extinsă ulterior
de alt, i cercetători, ı̂n special de profesorul de origine turcă, A. Cemal Eringen. În
lucrările sale din anii 1960, Eringen a propus teoria micropolară pentru a descrie
comportamentul materialelor ce nu pot fi explicate ı̂n mod adecvat prin mecanica
clasică a mediilor continue. Eringen a arătat cum teoria micropolară poate fi apli-
cată ı̂n diverse domenii, precum: materiale compozite(fibra de carbon, materiale
laminate), materiale granulare( nisip, soluri, praf s, i pulberi metalice), structuri
poroase( spume metalice s, i polimerice, roci s, i materiale geologice), biomecanică(
osul, cartilajul), cristale lichide s, i polimeri s, i nanotehnologie( nanotuburi de car-
bon, grafen). Fiecare dintre aceste materiale prezintă caracteristici care nu pot fi
captate ı̂n mod adecvat de modelele clasice de medii continue, justificând astfel
necesitatea abordării micropolare.

Medii dipolare

Mediile dipolare ı̂n contextul elasticităt, ii se referă la materiale ı̂n care pro-
prietăt, ile mecanice sunt influent,ate de momente dipolare interne. Aceasta ex-
tinde teoria clasică a elasticităt, ii pentru a lua ı̂n considerare efectele cauzate de
distribut, ia neuniformă a sarcinilor electrice s, i momentele dipolare la nivel micro-
scopic. Primii care au realizat studii referitoare la aceste medii sunt Mindlin,
Rivlin s, i Green, precum ı̂n [46]. Gradele de libertate ale fiecărui moment core-
spunzător acestei teorii sunt ı̂n număr de doisprezece s, i cuprind nouă microdeformat, ii
s, i trei translat, ii.

Structura lucrării: În lucrarea prezentă rezultatele originale sunt cuprinse
ı̂n 4 capitole după cum urmează:
Capitolul I - Aspecte generale ale mediilor micropolare izotrope

Primul capitol al acestei lucrări cuprinde rezultate corespunzătoare mediilor
micropolare izotrope s, i este ı̂mpărt, it ı̂n trei sect, iuni.

În prima sect, iune sunt obt, inute principiul variat, ional s, i dependent,a continuă
pentru un mediu micropolar izotrop s, i omogen. În acest scop pornim de la o
prezentare alternativă a problemei cu date init, iale s, i la limită, caracterizată de
ecuat, iile (1.7), (1.8), (1.11), cu condit, iile (1.13), (1.14), relat, ii analoge cu cele din
[7]-[8], precum s, i ı̂n [10]-[11]. În continuare se obt, ine o teoremă ce oferă o carac-
terizare alternativă a problemei mixte s, i mai mult obt, inem principiul variat, ional
al teoriei poro-termoelastice universale cu un singur parametru de relaxare pentru
un mediu micropolar izotrop s, i omogen. În ultima parte a sect, iunii se urmăres,te
obt, inerea dependent,ei continue a solut, iilor problemei ı̂n raport cu date init, iale s, i
la limită s, i ı̂n raport cu ı̂ncărcările ı̂n contextul prezent.

Scopul sect, iunii a II-a este studiul deformării plane al materialelor izotrope
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micropolare ı̂n teoria echilibrului, unde pe lângă deplasare s, i temperatura ab-
solută, particulele materialelor ment, ionate prezintă pori s, i microrotat, ii. Solut, ia
determinată ajută la studiul efectelor surselor de căldură s, i a porilor asupra de-
formării corpului. As,adar, utilizând ecuat, iile de echilibru (1.56)-(1.59) din [1],
obt, inem solut, iile ecuat, iilor de câmp. Ulterior obt, inem un rezultat ce ajută la
studiul efectelor ment, ionate, iar ı̂n ultima parte a acestei sect, iuni, considerăm o
gaură cilindrică ı̂ntr-un spat, iu elastic, ce cont, ine, de asemenea, domeniul B =
x : x21 + x22 > r21, x3 ∈ R, (r1 > 0). Obt, inerea deformării implică determinarea
funct, iilor θ, φ, uα s, i ϕα, mai precis a solut, iilor sistemului format, ce au fost notate
cu V,W,Q s, i U .

Mai multe considerat, ii pot fi găsite ı̂n [22-24] s, i o prezentare mai extinsă ı̂n
[30].

În sect, iunea a III-a , caracteristicile fizice ale corpurilor termomecanice sunt
investigate ı̂n intervale scurte de timp. Accentul este pus pe transmiterea energiei
termice, evolut, ia de la un singur timp de relaxare la modelul dual cu decalaj de
fază (DPL), fiind ı̂n mod evident necesară. As,adar, τq s, i τθ sunt introdus, i ca
doi timpi de decalare ai modelului analizat, mai exact ele reprezintă caracteristici
care presupun realizarea echilibrului termic, precum s, i existent,a unor ciocniri ı̂ntre
electroni s, i fotoni. În prima parte a acestei sect, iuni se obt, in două unde de forfecare,
neamortizate ı̂n timp s, i neafectate de porozitate s, i/sau temperatură. În pasul
următor, pornind de la ecuat, ia de dispersie, se obt, in cinci unde longitudinale,
iar ı̂n ultima etapă, mai exact partea numerică, se evident, iază efectele cuplării
termoelastice cu microrotat, ii asupra undelor longitudinale.

Este necesar să t, inem cont de faptul că, ı̂n studiul nostru, relat, ia (1.110) a
fost obt, inută din relat, ia constitutivă pentru un mediu termoelastic micropolar,
izotrop s, i omogen, folosind expansiunea seriei Taylor ı̂n raport cu timpul, până la
gradul 2. Descrierea efectului porozităt, ii asupra elasticităt, ii este făcută de Cowin-
Nunziano ı̂n [13]-[14], iar ı̂n [8], [16], [18] este descris răspunsul termic, legat de
formularea diferent, ială de timp a modelului Tzou. Forma solut, iei (1.114) este ı̂n
conformitate cu [13].

Studiul popagării undelor cu doi timpi de decalare ı̂ntr-un material termoe-
lastic micropolar poros s, i izotrop reprezintă atât o evolut, ie, cât s, i o sinteză a
studiilor anterioare. Câteva rezultate ı̂n acest sens pot fi găsite ı̂n [35]-[44] s, i [69].
Capitolul II- Solut, ii avansate ı̂n mediile micropolare izotrope

Acest capitol este dedicat studiului solut, iilor ı̂n termeni de potent, iali complecs, i
pentru medii Cosserat cu pori. Astfel, primul pas implică determinarea deformării
plane ı̂n cadrul teoriei echilibrului a corpurilor micropolare, omogene, izotrope
cu pori. Folosind ecuat, iile consitutive (2.1)-(2.3), ecuat, iile geometrice (2.4) s, i
ecuat, iile de echilibru, fără fort,e masice (2.5)-(2.7) din [1], ne concentrăm pe abor-
darea problemelor fundamentale cu date la limită ale teoriei deformării plane, vezi
s, i [45]-[47]. Ulterior, obt, inem o descriere a deplasării, a microrotat, iilor s, i a porilor
folosind funct, ii analitice complexe s, i două funct, ii reale, bazate pe ecuat, iile omo-
gene Helmholtz, descrise ı̂n [4]. În continuare este studiată structura funct, iilor
potent, iale pentru mai multe domenii de interes s, i aplicăm metoda variabilelor
complexe, fără a introduce funct, iile de stres, pentru rezolvarea problemei Kirsch
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[6]. Ultima parte a acestei sect, iuni este dedicată studiului numeric, unde sunt
obt, inute graficele corespunzătoare potent, ialilor complecs, i s, i distribut, iile tensiunii
s, i deplasării ı̂ntr-un mediu micropolar izotrop.

Capitolul III - Medii micropolare anizotrope

În prima sect, iune a acestui capitol sunt studiate unicitatea s, i instabilitatea ı̂n
termoelasticitatea cu două temperaturi. Multe studii dedicate termoelasticităt, ii
clasice au folosit o ecuat, ie de propagare a căldurii care se bazează pe legea Fourier
clasică. În consecint, ă, vectorul fluxului de căldură depinde de gradientul tempera-
turilor s, i, prin urmare, semnalele termice se vor propaga cu o viteză infinită. Acest
lucru contrazice principiul cauzalităt, ii, iar pentru a evita această contradict, ie au
apărut o serie de noi teorii ale termoelasticităt, ii care propun diferite alterna-
tive la ecuat, ia clasică de conducere a căldurii. As,a au apărut diversele modele,
dintre care cele mai cunoscute ı̂n literatură sunt Green s, i Lindsay[31], Lord s, i
Shulman[48], Green s, i Naghdi[49]-[51], More-Gibson-Thompson[52] sau [53]. În
toate aceste modele, undele termice se propagă cu viteze finite s, i toate rezultatele
acestor teorii generalizate sunt mai generale s, i mai realiste din punctul de vedere
al fizicii, decât ı̂n teoria clasică. În studiul nostru propunem o nouă variat, ie a
temperaturii, care depinde de două temperaturi, prin modificarea relat, iei dintre
cele două temperaturi s, i anume termperatura termodinamică s, i temperatura con-
ductivă. Există multe studii care t, in cont de cele două temperaturi, dintre care
amintim [54-57]. Alte generalizări ale ecuat, iei conduct, iei căldurii pot fi găsite ı̂n
multe articole, dintre care ment, ionăm [58- 60] s, i [64-68].

Rezultatul nostru de unicitate este obt, inut presupunând că energia init, ială nu
este strict pozitivă ( energia strict pozitivă contrazice presupunerea că solut, iile
coincid). Alte rezultate de unicitate se bazează pe presupunerea că tensorul elastic
este unul definit pozitiv. Există ı̂nsă situat, ii termoelastice concrete ı̂n care nu
poate fi garantată definirea pozitivă a tensorului elastic.

Rezultatul nostru privind instabilitatea exponent, ială se obt, ine s, i din ipoteza
că energia init, ială nu este stric pozitivă. Trebuie să subliniem că problema noastră
mixtă este considerată atât ı̂n teoria ı̂n care este presupusă dependentă de variat, ia
ambelor temperaturi, cât s, i ı̂n teoria ı̂n care nu există dependent, ă de variat, ia tem-
peraturii conductoare, ci de variat, ia temperaturii termodinamice. Calculele sunt,
ı̂nsă, destul de asemănătoare ı̂n ambele situat, ii, motiv pentru care demonstrat, iile
se fac ı̂n detaliu doar ı̂n cazul dependent,ei de variat, ia temperaturii termodinamice.

În cea de-a II-a sect, iune, scopul studiului este reprezentat de formularea prob-
lemei mixte cu date init, iale s, i la limită, ı̂n cadrul teoriei termodinamicii mediilor
Cosserat s, i obt, inerea unor rezultate calitative pentru solut, iile problemei formu-
late. Unul dintre motivele pentru care teoria mediilor termoelastice Cosserat a
captat interesul multor specialis,ti, a fost că acestă teorie prezice viteza finită a
semnalelor de căldură, as,a cum au făcut majoritatea teoriilor neclasice ale ter-
moelasticităt, ii. Această teorie, init, iată de frat, ii Cosserat, a introdus o mecanică
a solidelor continue bazată pe principiul că fiecare punct al mediului are cele s,ase
grade de libertate, la fel ca un corp rigid. De la aparit, ia acestei teorii, dar mai ales
ı̂n ultima perioadă, au fost publicate o mult, ime de lucrări care scot ı̂n evident, ă
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avantajul fat, ă de teoria clasică a termoelasticităt, ii, dar s, i important,a sa practică
precum ı̂n [19-20] sau ı̂n [101-113]. Specialis,tii apreciază că un compozit fibros
natural, cum ar fi osul uman sau osul animal, are un comportament de tensiune
s, i ı̂nconvoiere care este mai fidel descris de elasticitatea Cosserat decât de elastic-
itatea clasică. Rezultatele similare cu cele din această sect, iune au fost obt, inute
pentru mediile termoelastice clasice, dintre care ment, ionăm [28], [29] s, i [114] . În
unele situat, ii s-au bazat pe transformata Laplace. În alte lucrări, aceste rezultate
au fost posibile datorită reformulării problemei mixte init, iale, respectiv ecuat, ia
energiei. Niciuna dintre cele două proceduri nu este utilizată ı̂n studiul nostru.
Planul acestei sect, iuni este următorul: Sintetizăm principalele ecuat, ii s, i condit, ii
care caracterizează problema mixtă din teoria termodinamicii Cosserat, s, i anume
ecuat, iile de mis,care, ecuat, ia energiei, datele init, iale s, i condit, iile la limită. De
asemenea, precizăm care sunt condit, ii de regularitate impuse funct, iilor cu care
lucrăm, care permit obt, inerea rezultatelor propuse, Ulterior formulăm s, i dovedim
principalele rezultate ale studiului nostru. As,adar prezentăm două rezultate ale
reciprocităt, ii, un rezultat de unicitate s, i principiul variat, ional, care extinde prin-
cipii similare din termoelasticitatea clasică.

Multe studii au fost dedicate mediilor micropolare, dintre acestea ment, ionăm
[78-85] s, i [91].

Capitolul IV - Medii dipolare

În prima sect, iune a capitolului III, se obt, in rezultate de unicitate s, i instabil-
itate, urmând acelas, i curs precum ı̂n cazul mediilor micropolare. În plus trebuie
ment, ionată motivat, ia considerării efectului datorat structurii dipolare. În opinia
multor cercetători, se s,tie că acest efect aduce o contribut, ie importantă la defor-
marea mediilor. Este suficient să ne referim la medii care au o structură granulară,
de exemplu polimeri, oase umane sau grafit.

Sect, iunea a II-a este dedicată efectului golurilor s, i al variabilelor de stare
internă. Motivul pentru care am luat ı̂n considerare golurile din material este da-
torat cres,terii semnificative, din ultimii ani, a numărului de studii dedicate teoriei
mediilor poroase. Se consideră că lucrarea init, iatoare a acestei teorii este [5].
După cum s,tim, ı̂n această teorie apare un nou grad de libertate, asociat rotat, iei
independente a particulelor materiale ı̂n jurul centrului lor de masă, pentru o de-
scriere mai complexă a comportării materialelor ı̂n ceea ce prives,te proprietăt, ile
mecanice (vezi, spre exemplu [70]-[74]). Important,a mediilor poroase se vede ı̂n
context geofizic(materiale geologice, de exemplu, roci sau soluri) s, i ı̂n cazul ma-
terialelor granulare( obt, inute artificial). Desigur, primele studii au fost elaborate
ı̂n cazul liniar, fără a lua ı̂n considerare efectul termic(vezi, de exemplu, [73]).
Apoi studiile au abordat termoelasticitatea corpurilor cu goluri [75]. Alte lucări
ı̂n acest subiect sunt [76-77]. De asemenea ı̂n lucrarea noastră luăm ı̂n considerare
o structură dipolară, cu un caz particular al microrotat, iilor care a fost introdusă
de Eringen. Ulterior au apărut multe lucrări raportate la medii cu microstructură
care au sporit important,a acestei teorii.

Structura dipolară, ca s, i caz particular al microstructurii, are scopul de a elim-
ina, cel put, in part, ial, unele contradict, ii din teoria elasticităt, ii clasice( una, foarte
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cunoscută, undele de căldură se propagă cu o viteză infinită). Unii cercetători
remarcabili au abordat acest tip de structură s, i au obt, inut rezultate concludente,
dintre care evident, iem [61-63]. Diferite trăsături ale teoriei generalizate sunt abor-
date ı̂n [53], [59-60] s, i [84-90].

Motivul studiului efectului variabilelor de stare internă este reprezentat de
faptului că ı̂n ultimul timp a crescut semnificativ numărul de studii dedicate
teoriei mediilor cu variabile interne de stare. Variabilele interne de stare pot fi
considerate un mijloc de evaluare al proprietăt, ilor mecanice, ale unui corp, dar
s, i multe alte efecte, cum ar fi electrice, magnetice, chimice. Pentru prima dată
au fost luate ı̂n considerare variabilele interne de stare pentru a descrie evolut, ia
corpurilor vâscoelastice ı̂n teoria termoelasticităt, ii ( Chirit, ă [23]). Apoi s-a con-
statat că aceste variabile sunt utile pentru studierea comportamentului s, i a altor
tipuri de materiale. As,adar, ı̂n studiul Nachlinger s, i Nunziato [93], variabilele de
stare internă sunt utilizate pentru evolut, ia deformat, iilor finite fără conduct, ie de
căldură, pentru un corp unidimensional. Sherburn, Horstemeyer, Bammann s, i
Baumgardner [94] descriu implicat, iile as,a-numitului material geologic, cum ar fi
rocile silicate s, i altele. În [95] se arată că histerezisul corpurilor, fenomenul prin
care un material sau un sistem fizic nu ı̂s, i revine instantaneu la starea init, ială
după ce a fost supus unei act, iuni externe( de exemplu fort,e, câmpuri magnetice
sau electrice), poate fi descris cu ajutorul unui set de variabile de tip stare internă.
În lucrarea [96] găsim un model pentru un termoplastic amorf utilizând un set
de variabile de tip stare internă care motivează această abordare termodinamică.
În [97], autorii dezvoltă o teorie elastic-vâscoplastică pentru deformarea sticlei
polimerice s, i metalice. O teorie a gradientului bazată pe variabile de stare este
prezentată ı̂n [98], s, i această teorie oferă un cadru consistent s, i o cuplare puternică
pentru a prescrie disiparea, procesul prin care energia se pierde sau se degradează,
s, i stocarea energiei. Pentru unele rezultate privind stările antiplane ı̂ntr-un corp
elastic anizotrop s, i pentru plăci ortotrope sau izotrope, vezi [99-100].

Notat, ii
- Derivata temporală este introdusă printr-un punct situat deasupra unei litere;
- Prin convent, ie, indicii sunt ı̂nt,eles, i ca având valorile ı̂ntregi 1, 2 sau 3;
- Regula de ı̂nsumare cu privire la indicii ce se repetă este dată de convent, ia de
ı̂nsumare a lui Einstein;
- Pentru derivarea part, ială a unei funct, ii f ı̂n ceea ce prives,te variabilele spat, iale
xj , vom folosi notat, ia f,j ;
- Pentru un domeniu mărginit Ω din spat, iul euclidian tridimensional R3, notăm
cu ∂Ω frontiera acestuia s, i Ω ı̂nchiderea sa;
- Oxi, i = 1, 2, 3, reprezintă sistemul de axe ortogonale fixat la care se raportează
mis,carea corpului;
- Funct, iile ce apart, in clasei de regularitate Cα,β sunt funct, ii derivabile de ordin
cel mult α ı̂n raport cu variabilele de timp s, i de ordin cel mult β ı̂n raport cu
variabila spat, iale.

Mult,umiri
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Capitol 1

Aspecte generale ale mediilor
micropolare izotrope

1.1 Principiul variat, ional s, i dependent,a continuă

1.1.1 Ecuat, ii de bază

Considerăm un material micropolar izotrop s, i omogen care ocupă o regiune
regulată B ı̂n spat, iul euclidian tridimensional. Închiderea s, i frontiera lui B sunt
notate prin B s, i ∂B, iar ∂Bi, (i = 1, 2, 3, 4) sunt submult, imi ale frontierei. Con-
form [2]-[3] s, i [7], ecuat, iile de bază ce descriu evolut, ia unui mediu termoelastic
micropolar izotrop poros definite pe domeniul B × [0,∞) sunt:

- ecuat, iile constitutive:

tij = λuk,kδij + µ(ui,j + uj,i) + k(ui,j + ϵijkϕk)

+ξφδij − (2λ+ 2µ+ k)νθδi,j , (1.1)

mij = αϕk,kδij + γϕj,i + ϵϕi,j + ξφδij , (1.2)

g = −ξuk,k − ψϕk,k − aφ− bθ, (1.3)

hi = dφ,i, (1.4)

ρη = (3λ+ 2µ+ k)νuk,k − bφ+ cθ; (1.5)

- ecuat, iile de mis,care:

tji,j + ρFi = ρüi, (1.6)

mji,j − eijktjk + ρGi = ρIijϕ̈i; (1.7)

- ecuat, ia pentru evolut, ia golurilor

hi,i + g + ρL = ρχφ̈; (1.8)

9
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- ecuat, ii ale căldurii:

rϱ̇,i = kθi − ϱi, (1.9)

kφ,kk + a0
(
1 + r

∂

∂t

)[
− (3λ+ 2µ+ k)νu̇k,k + bφ̇− cθ̇ +

ρr

θ0

]
= 0; (1.10)

- ecuat, ia energiei:

ρθ0η̇ = ϱi,i + ρr; (1.11)

s, i ecuat, iile geometrice:

eij = ui,j + ϵijkϕk, χij = ϕi,j . (1.12)

În ecuat, iile anterioare am folosit notat, iile prezente ı̂n tabelul de mai jos.

Notat, ii Interpretare fizică
λ, µ constante Lamé
ν dilatarea termică liniară
η entropia pe unitatea de masă
k conductivitatea termică
α, γ, ϵ, ξ, ζ, a, b, c, d, I moduli constitutivi
fi fort,a masică
Gi cuplul masic
L fort,a extrinsecă a corpului
r sursa internă de căldură
χ coeficientul de inert, ie
Iij componentele tensorului microinert, ie
tij componentele tensorului tensiune
mij componentele tensorului micromoment
ϱi componetele vectorului de conduct, ie termică
ui componentele vectorului deplasare
ϕi componentele vectorului microrotat, ie
φ modificarea fract, iei de volum
ρ densitatea masei
ϵijk tensorul lui Ricci
δij simbolul lui Kronecker

Tabel 1.1: Notat, ii

Pentru a defini problema mixtă, ı̂n contextul nostru, avem nevoie de de condit, iile
init, iale ı̂n următoarea formă:

ui(0, x) = u0i (x), u̇i(0, x) = u1i (x); ϕi(0, x) = ϕ0i (x), ϕ̇i(0, x) = ϕ1i (x);

φ(0, x) = φ0(x), θ(0, x) = θ0(x), ϱi(0, x) = ϱ0i (x); (1.13)

s, i de condit, iile la limită ı̂n forma generală:

ui = ũi, pe ∂B1 × [0,∞); tijnj = t̃i pe ∂B
c
1 × [0,∞); (1.14)
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ϕi = ϕ̃i pe ∂B2 × [0,∞); mijnj = m̃i pe ∂B
c
2 × [0,∞);

φ = φ̃ pe ∂B3 × [0,∞); hini = h̃ pe ∂Bc
3 × [0,∞);

θ = θ̃ pe ∂B4 × [0,∞), ϱini = ϱ̃ pe ∂Bc
4 × [o,∞),

unde ∂B1, ∂B2, ∂B3 s, i ∂B4 cu complementele lor ∂Bc
1, ∂B

c
2, ∂B

c
3 s, i ∂Bc

4, sunt
submult, imi ale lui ∂B ce satisfac condit, iile:{

∂B1 ∪ ∂Bc
1 = ∂B2 ∪ ∂Bc

2 = ∂B3 ∪ ∂Bc
4 = ∂B4 ∪ ∂Bc

4 = ∂B,

∂B1 ∩ ∂Bc
1 = ∂B2 ∩ ∂Bc

2 = ∂B3 ∩ ∂Bc
3 = ∂B4 ∩ ∂Bc

4 = ∅,

iar ni sunt componente ale normalei exterioare la ∂B.
Numim stare admisibilă, o colect, ie ordonată de funct, ii S = {ui, ϕi, φ, eij , χij , tij ,mij , hi, g, θ},

funct, ii ce satisfac următoarele condit, ii:

a) ui, ϕi, φ ∈ C1,2; tij ,mij , hi,i, g ∈ C1,0; θ ∈ C1,0;

b) tij = tji,mij = mji, eij = eji;χij = χji pe B × [0,∞).

Considerăm problema P , cu date init, iale s, i la limită, ce constă din sistemul
de ecuat, ii (1.1)- (1.12), cu condit, iile (1.13), (1.14).

1.1.2 Formulare alternativă. Teoremă variat, ională

În această sect, iune prezentăm o alternativă a problemei P cu date init, iale s, i la
limită. Începem prin a defini convolut, ia corespunzătoare a două funct, ii de spat, iu
s, i timp, după cum urmează:

(u ∗ v)(x, t) =
∫ t

0
u(x, t− τ)v(x, τ)dτ ; (x, t) ∈ B̄ × [0,∞), (1.15)

care are loc pentru orice x ∈ B s, i unde u s, i v sunt definite pe B̄×[0,∞) s, i continue
ı̂n raport cu t ∈ [0,∞). Amintim proprietăt, ile convolut, iei:

u1 ∗ u2 = u2 ∗ u1, (1.16)

u1 ∗ (u2 + u3) = (u1 ∗ u2) + (u1 ∗ u3), (1.17)

u1 ∗ (u2 ∗ u3) = (u1 ∗ u2) ∗ u3, (1.18)

u1 ∗ u2 = 0 => u1 = 0 sau u2 = 0. (1.19)

Vom considera, ı̂n continuare, funct, iile m(t) s, i n(t) astfel ı̂ncât

m(t) = t s,i p(t) = 1, t ∈ [0,∞). (1.20)

Mai mult, fixăm următoarele funct, ii: fi, gi, l s,i ω definite pe B̄× [0,∞) după
cum urmează:

fi = ρm ∗ Fi + ρ[tu1i (x) + u0i (x)], (1.21)

gi = ρm ∗Gi + Iij [tϕ
1
i (x) + ϕ0i (x)], (1.22)

l = ρm ∗ L+ ρχ[tφ1(x) + φ0(x)], (1.23)

ω = ρp ∗ r + ρθ0η. (1.24)
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Pentru a obt, ine rezultatele dorite, vom folosi următoarele proprietăt, i:

m ∗ ẅ(x, t) = w(x, t)− [tẇ(x, 0) + w(x, 0)], (1.25)

p ∗ ẇ(x, t) = w(x, t)− w(x, 0), (1.26)

m ∗ ẇ(x, t) = p ∗ (p ∗ ẇ(x, t)) = p ∗ [w(x, t)− w(x, 0)]

= p ∗ w(x, t)− tw(x, 0), (1.27)

unde w(x, t) s,i ẇ(x, t) sunt definite pe B̄ × [0,∞) s, i sunt continuu diferent, iabile
pe [0,∞), precum ı̂n [11].

T, inând cont de toate acestea, putem formula următoarea teoremă, ce oferă
condit, iile necesare s, i suficiente pentru existent,a s, i unicitatea solut, iei problemei
discutate.

Teoremă 1. Funct,iile ui, ϕi, φ, tij ,mij , η, ϱi verifică relat,iile (1.6) - (1.9), (1.11)
s, i condit,iile init,iale (1.13) ⇔ satisfac următorul sistem de ecuat,ii,


m ∗ tji,j + fi = ρui,

m ∗ (mji,j − eijktjk) + gi = Iijϕi,

m ∗ (hi,i + g) + l = ρχφ,

p ∗ ϱi,i + ω = ρθ0η.

(1.28)

În baza teoremei 1, putem reformula problema mixtă după cum urmează:

Fie S = {ui, ϕi, φ, θ, eij , ψij , tij ,mij , hi, g, } o stare admisibilă. Spunem că S
este o solut, ie a problemei mixte dacă s, i numai dacă satisface sistemul (1.28),
ecuat, iile constitutive, ecuat, iile geometrice s, i condit, iile init, iale s, i la limită.

1.1.3 Principiul variat, ional

În această sect, iune, formulăm principiul variat, ional ı̂n contextul teoriei poro-
termoelastice generalizate cu un singur parametru de relaxare pentru un mediu
micropolar izotrop s, i omogen. Pentru a obt, ine formularea variat, ională, vom lua ı̂n
considerare teorema 1 s, i noua formulare a problemei mixte, prezentate ı̂n sect, iunea
anterioară.
Această teoremă introduce funct, ionala energetică Ωt(s), al cărei minim reprezintă
condit, ia de echilibru s, i stabilitate pentru sistemul fizic considerat.

Teoremă 2. Fie
∑

mult,imea stărilor admisibile. Dacă pentru ∀S ∈
∑

s, i pentru
∀t ∈ [0,∞), definim funct,ionala Ωt{S} pe S prin
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Ωt{S} =

∫
B

m ∗ [λuk,kδij ∗ eij + µ(ui,j + uj,i) ∗ eij + k(ui,j + ϵijkϕk) ∗ eij

+
ξδij
b

[ρη − (3λ+ 2u+ k)νuk,k − cθ] ∗ (eij + ψij + ρη
b

ξδij
)]dB

−
∫
B

m ∗ [(3λ+ 2µ+ k)νθ] ∗ (δijeij −
θ,i
θ
ui)dB −

∫
B

m ∗ tij ∗ eijdB

−
∫
B

m ∗mij ∗ ψijdB −
∫
B

m ∗ bφ ∗ ρη dB +

∫
B

m ∗ (αϕk,kδij + γϕj,i + ϵϕi,j) ∗ ψijdB

−
∫
B

{m ∗ [(λ+ µ)uk,ki + (µ+ v)uik,k]− ρui} ∗ uidB

−
∫
B
{m ∗ [(α+ v)θk,ki + ϵϕi,kk − 2kϕi]− ρIijϕi} ∗ ϕjdB

−
∫
B
m ∗ (kϵijkϕk,j ∗ ui − kϵijuj,k ∗ ϕj)dB −

∫
B
m ∗ ξφ,i(ui + ϕj)dB

−
∫
B
m ∗ ρ(φi ∗ ui +Gi ∗ ϕj)dB +

∫
B
(eij − ui,j − ϵijkϕk) ∗ tijdB

+

∫
B
m ∗ (ψij − ϕi,j) ∗mijdB +

∫
B
m ∗ (ω − ρθ0η) ∗ θdB

+

∫
B
m ∗ r ∗ (ϱi,j ∗ hi,i + g ∗ ϱi)dB +

∫
B
r ∗ (L− ρχφ) ∗ ϱidB

−
∫
∂B1

m ∗ ti ∗ ũidA+

∫
∂Bc

1

m ∗ (ti − t̃i) ∗ uidA−
∫
∂B2

m ∗mi ∗ ϕ̃idA

+

∫
∂Bc

2

m ∗ (mi − m̃i) ∗ ϕidA−
∫
∂B3

m ∗ hi ∗ φ̃dA+

∫
∂Bc

3

m ∗ (hi − h̃i) ∗ φdA

−
∫
∂B4

m ∗ ϱi ∗ θ̃dA+

∫
∂Bc

4

m ∗ (ϱ− ϱ̃) ∗ θdA, (1.29)

atunci
δΩt{S} = 0, t ∈ [0,∞), (1.30)

dacă s, i numai dacă S satisface problema mixtă considerată.

1.1.4 Dependent,a continuă

Pentru obt, inerea unei forme mai simple a ecuat, iilor, s-au folosit parametri
adimensionali s, i, ı̂n plus, am folosit câteva notat, ii pentru comoditate. Vom de-
termina ı̂n continuare dependet,a continuă a solut, iilor ı̂n raport cu datele init, iale
s, i sarcinile externe.

Fie Zα = {uαi ;ϕαi ;φαθα}, α = 1, 2, două solut, ii corespunzătoare următoarelor
date externe, cu aceleas, i condit, ii la limită

Ξα = {Fi, Gi, L, r, ũi = 0, ϕ̃i = 0, φ̃ = 0, φ̃ = 0, t̃i = 0, m̃i = 0, h̃i = 0,
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ϱ̃i = 0, u1i , u
0
i , ϕ

1
i , ϕ

0
i , φ

0, θ0, ϱ0i }.

(1.31)

Dacă notăm ui = u2i − u1i , ϕi = ϕ2i − ϕ1i , φ = φ2 − φ1, θ = θ2 − θ1, atunci
Z = {ui, ϕi, φ, θ} este o solut, ie a problemei mixte cu date externe:

Ξ = {Fi, Gi, L, r, ũi = 0, ϕ̃i = 0, φ̃ = 0, φ̃ = 0, t̃i = 0, m̃i = 0, h̃i = 0,

ϱ̃i = 0, u1i , u
0
i , ϕ

1
i , ϕ

0
i , φ

0, θ0, ϱ0i },

unde

fi = f2i − f1i , Gi = G2
i −G1

i , r = r2 − r1, u0i = u
0(2)
i − u

0(1)
i , ϕ0i = ϕ

0(2)
i − ϕ

0(1)
i ,

θ0 = θ0(2) − θ0(1), ϱ0i = ϱ
0(2)
i − ϱ

0(1)
i , u1i = u

1(2)
i − u

1(1)
i , ϕ1i = ϕ

1(2)
i − ϕ

1(1)
i .

(1.32)

Notăm această problemă cu Γ s, i introducem funct, ia τ pe [0, t1], astfel ı̂ncât

τ =
1

2

∫
B
[a14u̇iu̇i + a14ϕ̇iϕ̇j + 2Y ]dB, (1.33)

unde

2Y = a14λ1µk,keijδij + 2a14µ1eij(ui,j + uj,i) + a14a11χijχij

+a14a9φ
2 + a10a14φ,jφ,j + a12a14ϕijϕij +

a4
a13

cθ2 +
a24
a13

θ,jθ,j . (1.34)

Fie Y o formă pătratică ı̂n variabilele eij , ϕi,j , φ s,i θ, astfel ı̂ncât

y1(eijeij + ϕi,jϕi,j + φ2 + θ2) ≤ Y ≤ y2(eijeij + ϕi,jϕi,j + φ2 + θ2), (1.35)

pentru orice t s, i orice variabile, unde y1 s, i y2 sunt considerate două constante
pozitive.

Deducem

Ẏ = a14tij ėij + a14mijχ̇ij + a14φφ̇+ a5θη̇. (1.36)

Prin urmare, din ecuat, iile (1.33) s, i (1.36), deducem:

τ̇ =

∫
B
a14üiu̇i + a14ϕ̈iϕ̇i + a14tij ėij + a14mijχ̇ij + a14φφ̇+ a5θη̇dB. (1.37)

În continuare lema prezentă este o bază pentru demonstrarea următoarei teo-
reme, asigurând că variat, ia energia corespunzătoare solut, iei problemei nu cres,te
necontrolat, fiind frânată de fort,e externe.
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Lemă 1. Fie {ui, ϕi, φ, θ} o solut,ie a problemei Γ. Atunci

τ̇ ≤
∫
B
(a1a14Fiu̇i + a2a14Giϕ̇i + a14a3Lφ+ a5rθ)dB. (1.38)

Definim acum funct, iile P s, i Q pe [0, t1] după cum urmează:

P =
(∫

B
[u̇iu̇i + u̇iϕ̇i + ϕ̇iϕ̇i + φ2 + θ2 + eijeij + χijχij ]dB

) 1
2
; (1.39)

Q =
(∫

B
[(a1a14Fi)

2 + (a2a14Gi)
2 + (a5L)

2 + (a5r)
2]dB

) 1
2
. (1.40)

Dependent,a continuă a solut, iilor ı̂n raport cu datele init, iale s, i ı̂n raport cu ı̂ncărcările
este implicată de următoarea teoremă.

Teoremă 3. Fie două constante strict pozitive, H1, H2 s, i considerăm {ui, ϕi, θ}
ca solut,ie a problemei Γ. Atunci, există constantele σ1, σ2, astfel ı̂ncât,

P (t) ≤ σ1P (0) + σ2

∫ t

0
Q(s)ds, t ∈ [0, t1]. (1.41)
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1.2 Deformarea plană

Considerăm un corp, care la un moment dat ocupă regiunea B a spat, iului tridi-
mensional euclidian s, i este mărginit de suprafat,a netedă ∂B. Fie Oxk , (k = 1, 2, 3)
un sistem de axe ortogonale la care este raportată mis,carea. Pe lângă ecuat, iile ce
descriu mediul micropolar izotrop ı̂n teoria termoelasticităt, ii, prezentate anterior,
introducem ecuat, iile echilibrului ı̂n forme locale:

tji,j + ρFi = 0, (1.42)

mji,j − ϵijktjk + ρGi = 0, (1.43)

hi,i + g + ρL = 0, (1.44)

qi,i + ρr = 0. (1.45)

Vectorul fort, ă de suprafat, ă ti, cuplul fort, ă de suprafat, ă mi, fluxul de căldură
q s, i componenta normală vectorului evolut, iei golurilor N ı̂ntr-un punct regulat pe
∂B, sunt definite de:

ti = tjinj , mi = mjinj , q = qjnj , N = hjnj . (1.46)

S, tiind că potent, ialul elastic este o formă pătratică pozitivă, vom considera că
modulii elasticităt, ii satisfac relat, iile impuse de acesta:

3λ+ 2µ > 0, µ > 0, ε > 0, 3λ+ 2µ > 3k. (1.47)

În continuare, vom considera regiunea B ca interiorul unui cilindru drept, unde
Σ este sect, iunea transversală deschisă, Π este suprafat, ă laterală s, i L este frontiera
lui Σ. Alegem sistemului cartezian, astfel ı̂ncât generatoarele lui B sunt paralele
cu axa x3.

Să introducem variabilele care descriu deformarea plană a lui B, ı̂ntr-un plan
paralel cu planul Ox1x2.

uα = uα(x1, x2), u3 = 0, ϕα = ϕα(x1, x2), φ = φ(x1, x2),

θ = θ(x1, x2), ∀(x1, x2) ∈ Σ. (1.48)

Din formele locale ale legilor echilibrului, din (1.12) s, i din (1.2) rezultă că
eij , χij , tij ,mij , g, hi, ρη s,i rq̇,i sunt independente de x3.

Tensorii de deformare eij s,i χij , definit, i prin ecuat, iile geometrice, capătă
forma:

eα,β = uα,β + ϵαβρϕρ, χαβ = ϕα,β. (1.49)
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Variabilele constitutive nenule sunt tαβ, t33,mαβ, hα, r ˙q,α. Mai mult:

tαβ = λuρ,ρδαβ + µ(uα,β + uβ,α) + kuα,βϕρ + ξφδαβ

−(2λ+ 2µ+ k)νθδαβ (1.50)

mαβ = −αϕρ,ρδαβ − γϕβ,α + ϵα,β + ξφδαβ, (1.51)

g = −ξuα,α − ψϕα,α − aφ− bθ, (1.52)

hα = dφ,α, (1.53)

ρη = (3λ+ 2µ+ k)σuα,α − bφ+ cθ, (1.54)

˙q,α = kθα − qα. (1.55)

Prin urmare, vom considera că ı̂ncărcările corpului sunt independente de x3, s, i
f3 = 0. As,adar, ecuat, iile echilibrului se reduc la:

tαβ,β + ρfα = 0, (1.56)

mαβ,β + ρGα = 0, (1.57)

hα,α + g + ρL = 0, (1.58)

qα,α + ρS = 0. (1.59)

Relat, iile (1.46), ı̂ntr-un punct regulat a lui Π, devin:

tα = tβαnβ, mα = mβαnα, t3 = 0, q = qαnα, Ni = hβinβ, pe L, (1.60)

unde, nα = cos(nx, xα) s, i unde am notat cu nx vectorul unitate al normalei
exterioare la L.

Conform ecuat, iilor geometrice, a ecuat, iilor constitutive s, i a ecuat, iilor de echili-
bru, este necesară verificarea condit, iilor la limită. În cazul primei probleme,
condit, iile la limită sunt:

uα = ũα, ϕα = ϕ̃α, θ = θ̃, φ = φ̃ pe L, (1.61)

unde ũα, ϕ̃, θ̃ s, i φ̃ sunt funct, ii prescrise. În cazul celei de-a doua problemă,
condit, iile la limită sunt:

tβαnβ = t̃α, mβαnβ = m̃α, q̃ = qβnβ, hαinα = Ñi, pe L, (1.62)

unde funct, iile date t̃α, m̃α, q̃ s,i Ñj sunt independente de x3.
Din (1.49)-(1.59), se poate deduce că uα, ϕα, θ, s,i φ satisfac ecuat, iile:

(λ+ µ)uρ,ρα + (µ+ k)uα,ρρ + ξφ,α − (3λ+ 2µ+ k)σθ,α = −ρfα, (1.63)

(α+ γ)ϕρ,ρα + εϕα,ρρ + ζφ,α − 2kϕα = −ρGα, (1.64)

k∆θ = −ρS, (1.65)

dφ,ρρ − ξuρ,ρ − ζϕρ,ρ − aφ− bθ = −ρL, pe Σ. (1.66)

Prima problemă la limită, implică găsirea funct, iilor uα, ϕα, θ, s, i φ ce satisfac
ecuat, iile de mai sus, pe Σ s, i condit, iile la limită (1.61). Evident, din ecuat, iile con-
stitutive s, i din (1.47), putem exprima condit, iile la limită ı̂n funct, ie de uα, ϕα, θ, φ.



18

În cazul echilibrului, ı̂mpărt, im această problemă ı̂n două, prima implicând
găsirea funct, iilor θ s, i ϕα s, i a doua a funct, iilor uα s, i φ. Presupunem, ı̂n această
sect, iune, că:

k > 0, d2 > 0, d6 > 0, kd2 − d1d3 > 0, d4 + d5 + d6 > 0. (1.67)

Este important de notat că restrict, iile impuse de inegalitatea lui Clausius-
Duhem asupra coeficient, ilor constitutivi, ( Grof, 1969), au fost luate ı̂n considerare
ı̂n obt, inerea condit, iilor de mai sus.

1.2.1 Solut, ie pentru ecuat, iile de câmp

Începem prin a introduce câteva notat, ii, precum:

c1 = λ+ 2µ+ k, (1.68)

c2 = d+
−a+ d2

∆
, (1.69)

m1 =
(2k
h

) 1
2
, unde h = α+ γ + ε, (1.70)

m2 =
(
d2/c2

) 1
2
, (1.71)

m3 =
( a
d6

+∆
) 1

2
, (1.72)

κ1 = −c2(3λ+ 2µ+ k)σ − c1bζ, (1.73)

κ2 = −c2(3λ+ 2µ+ k), (1.74)

κ3 = 0. (1.75)

Luând ı̂n considerare aceste notat, ii rezultă din (1.47) s, i din (1.67) că m2
1,m

2
2,

s, i m2
3 > 0. Introducem operatorii:

C1 = c1h∆(∆−m2
1), (1.76)

C2 = kc2∆(∆−m2
2), (1.77)

C3 = d6(∆−m2
3), (1.78)

B1 = hc1(λ+ µ)(∆−m2
1), (1.79)

B2 = hσc1(3λ+ 2µ+ k)(∆−m2
1)(c2∆− d2), (1.80)

B3 = 0. (1.81)

Următoarea teoremă ne dă o solut, ie a sistemului de ecuat, ii corespunzător medi-
ului.

Teoremă 4. Considerăm funct,iile

uα = −c1C1Γα +B1Γρ,ρα −B2f,α − C3B3gρ,ρα, (1.82)

ϕα = c21µ∆ψα + c1(κ1∆− κ2)∆lα + kζc1C1∆∆C3gρ,ρα, (1.83)

θ = −c1(c2∆− d2)C1l, (1.84)

φ = c1C1C2g − c1[k(d4 − d5)∆C1gρ,ρ − c1d3C1l. (1.85)
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Dacă Γα, ψα ∈ C6(Σ), l ∈ C8(Σ), s, i g ∈ C10(Σ), satisfac ecuat,iile:

(µ+ k)∆c1C1Γα = ρFα; (1.86)

µc1C1ψα = ρGα; (1.87)

c1C1C2l = ρS; (1.88)

c1C1C2C3g = −ρL, (1.89)

atunci uα, ϕα, θ s, i φ satisfac (1.63)-(1.66).

1.2.2 Efectul surselor de căldură s, i al porilor

În scopul studierii influent,elor surselor de căldură s, i ale porilor asupra de-
formării, vom folosi solut, ia obt, inută ı̂n teorema prezentată ı̂n sect, iunea anterioară.

Presupunem că

ρFα = 0, ρGα = 0, ρS = δ(x− y), ρL = 0.

unde y(yα) este un punct fixat, iar δ este distribut, ia lui Dirac.

În acest caz, relat, iile (1.86)-(1.89) sunt satisfăcute, dacă considerăm

Γα = 0, ψα = 0, l = ω s,i g = 0.

Funct, ia ω este o solut, ie a ecuat, iei:

∆∆(∆−m2
1)(∆−m2

2)ω = γδ(x− y), (1.90)

unde am folosit notat, ia γ pentru (εkc21c2)
−1.

Înlocuind Γα = 0, ψα = 0, l = ω s,i g = 0 ı̂n relaţiile (1.86)-(1.89) obţinem

funcţiile u
(1)
α (x, y), ϕ

(1)
α (x, y), θ(1)(x, y) s, i φ(1)(x, y). Prin urmare,

u(1)α (x, y) = −B2ω,α; (1.91)

ϕ(1)α (x, y) = c1(κ1∆− κ2)∆ωα; (1.92)

θ(1)(x, y) = −c1(c2∆− d2)C1ω; (1.93)

φ(1)(x, y) = −c1bC1ω. (1.94)

În continuare, vom avea următoarele ipoteze:

∗ m1,m2,m3 sunt distincte,

∗ ωs, (s = 1, 2, 3, 4), funcţii ce satisac urmǎtoarele ecuaţii :

∆ω1 =M, ∆∆ω2 =M, (∆−m2
1)ω3 =M, (∆−m2

2)ω4 =M, unde M este o funcţie datǎ.

Prin urmare, putem formula solut, ia ecuat, iei

∆∆(∆−m2
1)(∆−m2

2)ω =M,
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după cum urmează:

ω =

4∑
s=1

zsωs,

unde, constantele zs, (s = 1, 2, 3, 4), sunt date de:

z1 =
m2

1 +m2
2

m4
1m

4
2

, z2 =
1

m2
1m

2
2

, z3 =
1

m4
1(m

2
1 −m2

2)
, z4 = − 1

m4
2(m

2
1 −m2

2)
. (1.95)

Pentru M = δ(x− y), funct, iile ωs, (s = 1, 2, 3, 4) sunt date de:

ω1 =
1

2π
ln r, ω2 =

1

8π
r2 ln r, ω3 = − 1

2π
K0(m1r), ω4 = − 1

2π
K0(m2r),

r = [(x1 − y1)
2 + (x2 − y22)]

1
2 , (1.96)

unde am folosit notat, ia K0 pentru funct, ia modificată Bessel de ordin 0. Astfel,
pentru ecuat, ia (1.90), avem următoarea solut, ie:

ω =
γ

2π
[z1 ln r +

1

4
z2r

2 ln r − z3K0(m1r)− z4K0(m2r)]. (1.97)

Funct, iile u
(1)
α s, i ϕ

(1)
α reprezintă deplasarea s, i microrotat, ia. În ceea ce urmează,

vom studia efectul porilor. Astfel, presupunem că

ρFα = 0, ρGα = 0, ρS = 0, ρL = δαβδ(x− y),

unde β este fixat. As,adar, vom avea Γα = 0, ψα = 0, l = 0 s, i g = δαβΩ. În acest
caz, din (1.86)-(1.89), rezultă că Ω este solut, ie a următoarei ecuat, ii:

∆∆(∆−m2
1)(∆−m2

2)(∆−m2
3)Ω = γ1δ(x− y), (1.98)

unde γ1 = (kεd6c
2
1c2)

−1. Prin urmare, obt, inem din relat, iile (1.86)-(1.89), funct, iile:

u(1+β)α (x, y), ϕ(1+β)α (x, y), θ(1+β)(x, y), φ(1+β)(x, y).

1.2.3 Deformarea plană a unui spat, iu elastic cu o gaură cilindrică

Considerăm un spat, iu elastic cu o gaură cilindrică. Presupunem că domeniul
B = {x : x21 + x22 > r21, x3 ∈ R}, (r1 > 0), este ocupat de un material elastic
cu microstructură. Acest material va suferi o deformare plană paralelă cu planul
Ox1x2. Cunoscând acestea, domeniul

∑
este definit de

∑
= {x : x21 + x22 >

r21, x3 = 0}. Mai mult, vom presupune că ı̂ncărcările corpului sunt absente s, i
suprafat,a incluziunii circulare este lipsită de fort,e de suprafat, ă.

Problema pe care o vom studia implică determinarea funct, iilor θ,φ, uα s, i ϕα,
care trebuie să satisfacă următoarele ecuat, ii:

(λ+ µ)uρ,ρα + (µ+ k)uα,ρρ + ξφ,α − (3λ+ 2µ+ k)σθ,α = 0, (1.99)

(α+ γ)ϕρ,ρα + εϕα,ρρ + ζφ,α − 2kϕα = 0, (1.100)

k∆θ = 0, (1.101)

dφ,ρρ − ξuρ,ρ − ζϕρ,ρ − aφ− bθ = 0, pe Σ. (1.102)
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Considerăm că solut, ia are forma

θ = V (r), φ =W (r), uα = xαU(r) s, i ϕα = xαQ(r),

unde r = (x21 + x22)
1
2 . Prin urmare, ele trebuie să satisfacă ecuat, iile:

(λ+ µ)xαr
2U + (µ+ k)xαr

2U + ξrW

−(3λ+ 2µ+ k)σrV = 0, (1.103)

(α+ γ − 2κ)xαr
2Q+ εxαr

2Q+ ζrW = 0, (1.104)

k∆V = 0, (1.105)

dr2W − ξxαrU − ζxαrQ− aW − bV = 0, pe Σ. (1.106)

Prin rezolvarea sistemului precedent obt, inem următoarele forme pentru V,W
s, i Q:

V = C1 +B1 ln r, (1.107)

τ3xαrQ =
τ4
m2

1

W − τ4C2 − τ4B2 ln r, (1.108)

W = τ1

(C1 +B1 ln r

m2
1

−B1∆ ln r
)
+ τ4

(C2 +B2 ln r

m2
1

−B2∆ ln r
)

(1.109)

− τ2
m2

1

N1 +N3k0(m, r).

Funct, ia U , este determinată imediat prin ı̂nlocuirea funct, iilor V,W s, i Q ı̂n
relat, ia corespunzătoare.
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1.3 Propagarea undelor cu doi timpi de ı̂ntârziere

1.3.1 Preliminarii

Un continuum termoelastic micropolar liniar, izotrop s, i omogen cu
pori ocupă o regiune destul de regulată B a spat, iului euclidian tridimensional, iar
evolut, ia sa termodinamică este guvernată de existent,a a doi timpi de ı̂ntârziere
(τq s, i τθ).

În următoarea ecuat, ie am folosit dezvoltarea ı̂n serie Taylor până la
ordinul doi pentru modelul termic cu dublă ı̂ntârziere de fază.

qr + τq q̇r + (τ2q )q̈r = kθ,r + τθkθ̇,r ı̂n B̄ × [0,∞). (1.110)

În ceea ce prives,te timpii de ı̂ntârziere, folosind (1.110) s, i adăugând a doua lege
a termodinamicii obt, inem (ca ı̂n [12]):

0 < τq ≤ 2τθ. (1.111)

Vom presupune că ı̂n ecuat, iile de mis,care cuplul masic s, i respectiv fort,a masică
sunt nule. Este important de ret, inut faptul că modulii constitutivi:

λ, µ, a, b, d, ξ, α, ϵ, γ,

verifică următoarele condit, ii:

ρ > 0, µ > 0, (κ+ 2µ)a > ξ2, d > 0, a > 0, b > 0. (1.112)

Prin ı̂nlocuirea ecuat, iilor constitutive s, i a ecuat, iilor geometrice ı̂n (1.7)-(1.9)
obt, inem ecuat, iile prezente ı̂n sistemul următor, ı̂n variabilele: u(x, t), ϕ(x, t),
φ(x, t), θ(x, t),
(µ+ κ)uj,kj + λuk,kj + µuk,jj + ξφ,k − (3λ+ 2µ+ κ)σθ,k + gFk = ρük,

αϕj,jk + γϕk,jj + cϕj,kj + ψφ,k + ρGk = ρIkjϕ̈k,

dφ,kk − ξuk,k − ψϕk,k − aφ− bθ + ρL = ρτφ̈,(
1 + τq

∂
∂t +

τ2q
2
∂2

∂t2

)[
(3λ+ 2µ+ κ)σu̇k,kθ0 − bφ̇θ0 + cθ0θ̇ − ρr

]
= kθ,kk + τθθ̇,kk.

.

(1.113)
Din analiza ecuat, iilor (1.113) se vede că deformarea mecanică este influent,ată de
efectul termic s, i de structura poroasă.

1.3.2 O analiză a undelor plane

Ment, ionăm că pentru a avea procesele termoelastice ireversibile trebuie luată ı̂n
considerare s, i disiparea temperaturii.
Pentru ı̂nceput vom presupune că ı̂ncărcările: Fk, Gk, L s, i r sunt nule. Căutăm
solut, ii pentru sistemul (1.113) sub forma următoare:
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
ur(x, t) = Re{ iχAre

iχ sin(xsns−νt)},
Φr(x, t) = Re{ iχBre

iχ sin(xsns−νt)},
φ(x, t) = Re{Ceiχ sin(xsns−νt)},
θ(x, t) = Re{Dθ0eiχ sin(xsns−νt)},

(1.114)

unde |A|+ |B|+ |C|+ |D| ≠ 0, iar Ar, Br reprezintă componentele a doi vectori
complecs, i constant, i A, respectiv B, ı̂n timp ce C s, i D sunt constante complexe,
iar i2 = −1 este unitatea imaginară.

Unda se propagă ı̂n direct, ia vectorului normală n, iar numărul de undă este χ.
Presupunem ν ∈ C, as,adar:

ν = Re(ν) + iIm(ν), (1.115)

unde partea reală indică viteza de propagare a undei, ı̂n timp ce partea imaginară
indică amortizarea ı̂n timp.

Ulterior vom folosi notat, iile:

ψ(ν) = 1− irνχ, (1.116)

ν = ic2w,

c1 =

√
κ+ 2µ

ρ
, c2 =

√
µ

ρ
, c3 =

√
λ

ρ
.

Având ı̂n vedere (1.115) s, i notat, ia de mai sus, impunem următoarele restrict, ii
Re(w) ≤ 0, Im(w) ≤ 0, s, i obt, inem:

(1 + w2)Ak +

[(
c21
c22

− 1

)
Ajnj +

c23
c22
Aknj −

ξ

ρc22
C +

3c23 + c21
c22

σDθ0

]
nk = 0,

(1.117)
iar

(
w2 +

c21
c22

+
c23
c22

)
Aknk − ξ

ρc22
C + θ0

3c23+c
2
1

c22
σD = 0,

(γ + α+ ϵ+ ρIkjc
2
2w

2)Bknk − ξC = 0,

− ξ
χ2Aknk − ψ

χ2Bknk +
(
d+ a

χ2 + ρτc22w
2
)
C + b

χ2 θ0D = 0,

− c2wσρ(3c23+c
2
1)

χ ψ(w)Aknk − bc2w
χ ψ(w)C +

[
k(1 + τθχc2w) +

cc2wθ0
χ ψ(w)

]
D = 0,

.

(1.118)
unde

ψ(w) = 1 + τqχc2w +
τ2q
2
χ2c22w

2. (1.119)
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1.3.3 Studiul undelor de forfecare

Pentru studiul solut, iilor undelor de forfecare(unde transversale, ce apar ı̂n urma
forfecării periodice a unui mediu elastic), este necesar să considerăm că Aknk =
0, Bknk = 0, cu (A1, A2, A3) ̸= 0 s, i (B1, B2, B3) ̸= 0, de unde deducem că (1.117)
s, i (1.118) devin:

(1 + w2)Ak +

[
− ξ

ρc22
C +

3c23 + c21
c22

σDθ0

]
nk = 0, (1.120)

− ξ
ρc22
C + θ0

3c23+c
2
1

c22
σD = 0,

−ξC = 0,(
d+ a

χ2 + ρτc22w
2
)
C + b

χ2 θ0D = 0,

− bc2w
χ ψ(w)C +

[
k(1 + τθχc2w) +

cc2wθ0
χ ψ(w)

]
D = 0.

. (1.121)

Observăm ı̂n continuare că de aici se deduce următoarea egalitate.

(1 + w2)Ak = 0. (1.122)

Din relat, ia (1.122), folosind Re(w) ≤ 0, Im(w) ≤ 0 deducem că

w = w5 ≡ −i, adică ν = ν5 ≡ c2 =

√
µ

ρ
. (1.123)

Prin urmare c2, viteza de propagare a undelor, este ca ı̂n teoria clasică. Mai mult,
sistemul de mai sus admite doar solut, ia banală C = 0 s, i D = 0, deoarece

rang


−ξ
ρc22

3c22+c
2
1

c22
σθ0

−ξ 0

d+ a
χ2 + ρτc22

b
χ2 θ0

ibc2
χ ψ(−i) k(1 + τθχc2(−i)) + cc2θ0

χ ψ(−i).

 = 2. (1.124)

În continuare vom considera un minor de ordin doi corespunzători matricei de
mai sus s, i vom presupune că acesta este zero. As,adar avem:

D1 ≡

∣∣∣∣∣ −ξ
ρc22

3c22+c
2
1

c22
σθ0

−ξ 0

∣∣∣∣∣ = 0, de unde obt, inem : ξσθ0
3c22+c

2
1

c22
= 0, ceea ce implică

ξ = 0 or 3c22 + c21 = 0.
În ambele cazuri, una dintre relat, iile sistemului (1.113) va fi decuplată de celelalte,
ceea ce contrazice presupunerea făcută anterior.
Fără a influent,a generalitatea, vom lua ı̂n considerare axa x1, care coincide cu
direct, ia de propagare, deoarece n1 = 1, n2 = n3 = 0. Evident, Aini = 0 s, i Bini =
0 implică A1 = 0 s, i B1 = 0, din care deducem că undele de forfecare nu sunt
amortizate ı̂n timp s, i nu există niciun efect asupra lor din cauza porilor sau a tem-

peraturii. Acest tip de unde poate fi recunoscut prin: U (1) = {u(1)r , ϕ
(1)
r , φ(1), θ(1)}

s, i U (2) = {u(2)r , ϕ
(2)
r , φ(2), θ(2)}, unde
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u
(1)
1 (x1, t) = 0, u

(1)
2 (x1, t) = − 1

χ
sinχ(x1 − c2t) , u

(1)
3 (x1, t) = 0,

ϕ
(1)
1 (x1, t) = 0, ϕ

(1)
2 (x1, t) = − 1

χ
sinχ(x1 − c2t) , ϕ

(1)
3 (x1, t) = 0, (1.125)

φ(1)(x1, t) = 0, θ(1)(x1, t) = 0,

s, i

u
(2)
1 (x1, t) = 0, u

(2)
2 (x1, t) = − 1

χ
sinχ(x1 − c2t) , u

(2)
3 (x1, t) = 0,

ϕ
(2)
1 (x1, t) = 0, ϕ

(2)
2 (x1, t) = − 1

χ
sinχ(x1 − c2t) , ϕ

(2)
3 (x1, t) = 0, (1.126)

φ(2)(x1, t) = 0, θ(2)(x1, t) = 0.

Luând ı̂n considerare cele de mai sus, concluzionăm că undele transversale nu sunt
dispersive, nu sunt amortizate ı̂n timp s, i nu sunt influent,ate de efecte termice
s, i/sau pori.

1.3.4 Studiul undelor longitudinale

Revenind la sistemul (1.118), s, i folosind Aknk ̸= 0, Bknk ̸= 0, deducem că sistemul
algebric admite solut, ii netriviale, ı̂n consecint, ă discriminantul sistemului trebuie
să fie 0.

D(w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
w2 +

c21
c22

+
c23
c22

0 − ξ
ρc22

3c23+c
2
1

c22
0 M(w) −ξ 0

− ξ
χ2 − ψ

χ2 d+ a
χ2 + ρτc22w

2 b
χ2 θ0

−σρc2(3c23+c
2
1)

kχ wψ(w) 0 − bc2
kχwψ(w) N(w)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

unde

M(w) = γ + α+ ϵ+ ρIkjc
2
2w

2,

N(w) = 1 + τθχc2w +
θ0c2c

kχ
wψ(w).

Ne propunem acum să determinăm solut, iile pentru unde. Pentru a face acest lu-
cru, trebuie să rezolvăm ecuat, ia dispersiei luând ı̂n considerareRe(w) ≤ 0, Im(w) ≤
0, situat, ie discutată anterior. În primul rând, studiem cazul ı̂n care efectele
cuplării sunt egale cu 0. În consecint, ă, presupunem

C = {ξ, 3c23 + c21, b, ψ} = {0, 0, 0, 0}.

În acest contex, ecuat, ia de mai sus D(w) = 0, se reduce la:(
w2 +

c21
c22

+
c23
c22

)
M(w)

(
d+

a

χ2
+ ρτc22w

2

)
N(w) = 0, (1.127)
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ale cărei rădăcini, verifică condit, ia Re(w) ≤ 0, Im(w) ≤ 0:

w
(0)
1 = −

√
c21 + c23
c2

i, astfel ı̂ncât ν
(0)
1 =

√
c21 + c23, (1.128)

w
(0)
2 = −

√
γ + α+ ϵ√
ρIkjc2

i astfel ı̂ncât ν
(0)
2 =

√
γ + α+ ϵ

ρIkj
, (1.129)

w
(0)
3 = −

√
dχ2 + a

ρτ

1

c2χ
i astfel ı̂ncât ν

(0)
3 =

√
dχ2 + a

χ
√
ρτ

, (1.130)

iar restul rădăcinilor sunt determinate din polinomul

L(w) = Γ3w
3 + Γ2w

2 + Γ1w + Γ0, (1.131)

unde

Γ3 =
θ0c

3
2τ

2
q χc

2k
,Γ2 =

θ0c
2
2cτq
k

,Γ1 = τθχc2 +
θ0c2c

kχ
,Γ0 = 1. (1.132)

Cum constantele fizice implicate sunt strict pozitive, deducem că Γ0,Γ1,Γ2,Γ3 >
0, ceea ce implică L(w) > 0 pentru orice w > 0, deci nu există solut, ii reale pozitive.
În plus, discriminantul ecuat, iei de gradul trei este pozitiv, ceea ce implică existent,a
unei rădăcini reale s, i două răcădini complexe conjugate.

L(0) = Γ0 > 0, L

(
− 1

τθχc2

)
= − θ0c

kχ2τθ
ψ

(
− 1

τθχc2

)
< 0.

Neglijând termenii τq s, i τ2q , ecuat, ia (1.131) devine Γ1w+Γ0 = 0. As,asat, rădăcina
reală negativă este dată de:

w
(0)
4 ∈

(
− 1

τθχc2
, 0

)
. (1.133)

În ceea ce prives,te rădăcinile complexe conjugatea, vom folosi formula lui Cardano
pentru a putea determina partea lor reală. Mai mult, rădăcinile complexe sunt:

w
(0)
5 = −γ − iδ = −

(
2

3c2τqχ
+
u∗ + v∗

2

)
− i

√
3

2
(u∗ − v∗), (1.134)

w
(0)
6 = −γ + iδ = −

(
2

3c2τqχ
+
u∗ + v∗

2

)
+ i

√
3

2
(u∗ − v∗), (1.135)

cu ν
(0)
5 = ic2w

(0)
5 , ν

(0)
6 = ic2w

(0)
6 .

Fără a afecta generalitatea analizei, alegem axa x1, corespunzătoare direct, iei de
propagare, cu n1 = 1, n2 = 0 s, i n3 = 0.
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În ceea ce prives,te rădăcina ν = ν1, există următoarea undă pentru deplasare:
u
(1)
1 (x1, t) = − 1

χIm{A(1)
1 eiχ(x1−c2b1t)}e−χc2a1t,

ϕ
(1)
1 (x1, t) = − 1

χIm{B(1)
1 eiχ(x1−c2b1t)}e−χc2a1t,

φ(1)(x1, t) = Re{C(1)eiχ(x1−c2b1t)}e−χc2a1t,
θ(1)(x1, t) = θ0Re{D(1)eiχ(x1−c2b1t)}e−χc2a1t,

(1.136)

unde:

A
(1)
1 =

∣∣∣∣∣∣∣
M(w1) −ξ 0

− ψ
χ2 d+ a

χ2 + ρτc22w
2
1

b
χ2 θ0

0 − bc2w1
χ ψ(w1) N(w1)

∣∣∣∣∣∣∣ =
=M(w1){(d+

a

χ2
+ ρτc22w

2
1)N(w1) +

b2c2θ0
χ3

ψ(w1)},

B
(1)
1 =

∣∣∣∣∣∣∣
0 −ξ 0

− ξ
χ2 d+ a

χ2 + ρτc22w
2
1

b
χ2 θ0

−σρc2(3c23+c
2
1)

kχ w1ψ(w1) − bc2
kχw1ψ(w1) N(w1)

∣∣∣∣∣∣∣ =
=
σξbθ0
kχ3

ρc2(3c
2
3 + c21)w1ψ(w1) +

ξ2

χ2
N(w1),

C(1) =

∣∣∣∣∣∣∣
0 M(w1) 0

− ξ
χ2 − ψ

χ2
b
χ2 θ0

−σρc2(3c23+c
2
1)

kχ w1ψ(w1) 0 N(w1)

∣∣∣∣∣∣∣ =
=M(w1)

[
ξ

χ2
N(w1)−

σbθ0
kχ3

ρc2(3c
2
3 + c21)w1ψ(w1)

]
,

D(1) =

∣∣∣∣∣∣∣
0 M(w1) −ξ

− ξ
χ2 − ψ

χ2 d+ a
χ2 + ρτc22w

2
1

−σρc2(3c23+c
2
1)

kχ w1ψ(w1) 0 − bc2
kχw1ψ(w1)

∣∣∣∣∣∣∣ =
=

c2
kχ
w1ψ(w1){

σξψ

χ2
ρ(3c23+c

2
1)−M(w1)

[(
d+

a

χ2
+ ρτc22w

2
1

)
σρ(3c23 + c21) +

ξb

χ2

]
}.

În ceea ce prives,te rădăcina ν = ν2, există următoarea undă microrotat, ională:
u
(2)
1 (x1, t) = − 1

χIm{A(2)
1 eiχ(x1−c2b2t)}e−χc2a2t,

ϕ
(2)
1 (x1, t) = − 1

χIm{B(2)
1 eiχ(x1−c2b2t)}e−χc2a2t,

φ(2)(x1, t) = Re{C(2)eiχ(x1−c2b2t)}e−χc2a2t,
θ(2)(x1, t) = θ0Re{D(2)eiχ(x1−c2b2t)}e−χc2a2t,

(1.137)
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Pentru rădăcina ν = ν3, există următoarea undă longitudinală poroasă:
u
(3)
1 (x1, t) = − 1

χIm{A(3)
1 eiχ(x1−c2b3t)}e−χc2a3t,

ϕ
(3)
1 (x1, t) = − 1

χIm{B(3)
1 eiχ(x1−c2b3t)}e−χc2a3t,

φ(3)(x1, t) = Re{C(3)eiχ(x1−c2b3t)}e−χc2a3t,
θ(3)(x1, t) = θ0Re{D(3)eiχ(x1−c2b3t)}e−χc2a3t,

(1.138)

Pentru rădăcina ν = ν4, există următoarea undă longitudinală termică:



u
(4)
1 = {− 1

χM(w4)
[(
d+ a

χ2 + ρτc22a
2
4

)
3c23+c

2
1

c22
+ ξb

ρc22χ
2 θ0

]
+
ξψ(3c23+c

2
1)

c22χ
3 } sin(χx1)e−χc2a4t,

ϕ
(4)
1 = − ξ2

χ2

[(
w2
4 +

c21
c22

+
c23
c22

)
bθ0 +

ξ(3c23+c
2
1)

c22

]
sin(χx1)e

−χc2a4t,

φ(4) = 1
χ2M(w4)

[(
w2
4 +

c21
c22

+
c23
c22

)
bθ0 +

ξ(3c23+c
2
1)

c22

]
cos(χx1)e

−χc2a4t,

θ(4) = {M(w4)
[(
w2
4 +

c21
c22

+
c23
c22

)(
d+ a

χ2 + ρτc22a
2
4

)
− ξ2

χ2ρc22

]
− ξψ
χ2

(
w2
4 +

c21
c22

+
c23
c22

)
} cos(χx1)e−χc2a4t.

(1.139)

Iar, ı̂n ceea ce prives,te rădăcina ν = ν5, există următoarea undă longitudinală
corespunzătoare celor doi timpi de ı̂ntârziere:

u
(5)
1 (x1, t) = − 1

χIm{A(5)
1 eiχ(x1−c2b5t)}e−χc2a5t,

ϕ
(5)
1 (x1, t) = − 1

χIm{B(5)
1 eiχ(x1−c2b5t)}e−χc2a5t,

φ(5)(x1, t) = Re{C(5)eiχ(x1−c2b5t)}e−χc2a5t,
θ(5)(x1, t) = θ0Re{D(5)eiχ(x1−c2b5t)}e−χc2a5t,

(1.140)

Mai sus am folosit notat, iile

M(ws) = γ + α+ ϵ+ ρIkjc
2
2w

2
s ,

N(ws) = 1 + τθχc2ws +
cc2θ0
kχ

wsψ(ws), cu s ∈ {1, 2, 3, 4, 5}

În determinantul corespunzător ecuat, iei de disipare D(w) = 0, se poate observa
dependent,a vitezelor de propagare ale celor patru unde longitudinale. Această
dependent, ă se realizează cu ajutorul τθ s, i ψ(w)( evident ı̂n parametrii decalării
de fază).
Putem concluziona, prin urmare, că propagarea undelor longitudinale este afec-
tată de cuplarea deformărilor elastice s, i a microrotat, iilor cu efectele poroase s, i
termice. În acelas, i timp, cuplarea cu efectele poroase face să apară o undă longitu-
dinală poroasă, iar luarea ı̂n considerare a efectelor termice cu timpi DPL, implică
aparit, ia unei unde longitudinale corespunzătoare celor doi timpi de ı̂ntârziere. De
asemenea, se remarcă faptul că, cuplarea cu efectele termice are consecint,e asupra
tuturor undelor longitudinale ı̂n timp (amortizarea amplitudinii).
Pentru o mai bună ı̂nt,elegere s, i evident, iere a efectelor cuplajului ment, ionat asupra
vitezelor de propagare, este necesar un studiu numeric pe un model ales.
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1.3.5 Simulare numerică

În această sect, iune ne dorim o mai bună ı̂nt,elegere a comportamentului vitezelor
de fază s, i a modului de descompunere a solut, iilor de undă longitudinală deduse ı̂n
sect, iunea anterioară. Ment, ionăm că am folosit software-ul Wolfram Mathematica
ı̂n acest sens.

Simbol Parametrul mate-
rialului

Valoare Unitatea
de măsură

σ Coeficientul de di-
latare termică liniară

2.33× 10−4 K−1

λ Primul modul Lame 9.4× 1010 Nm−2

µ Al doilea modul
Lame

4× 1010 Nm−2

κ Conductivitatea ter-
mică

1× 1010 W m−1K−1

ξ Parametru al porilor 1.13849× 1010 Nm−2

α Constantă micropo-
lară

0.020× 1010 Nm−2

γ Constantă micropo-
lară

0.779× 10−9 N

ϵ Constantă micropo-
lară

0.002× 1010 Nm−2

a Parametru al porilor 1.475
b Coeficientul cuplaju-

lui porotermic
−2× 106 Nm−2K−1

c Coeficient de difuzie
a porilor

2.9× 104 m2sec−2K−1

I Inert, ia echilibrată 0.2× 10−19 m2

τ Constanta de inert, ie
echilibrată

1.753× 10−15 m−2

ρ Densitate 1.74× 103 Kg m−3

Tabel 1.2: Valorile parametrilor materialului

În ceea ce prives,te simulările numerice, coeficient, ii din Tabelul 1.2 , au fost ales, i
pentru magneziul din [17] s, i [18]. Se consideră, de asemenea, χ = 1 × (−b)−1,
τq = 5 × 10−4s s, i τθ = 1 × 10−3s. Aceste valori au fost alese raportându-ne la
lucrări precum [15] s, i [16] s, i t, inând cont de condit, ia (1.115). Astfel, sunt luate ı̂n
considerare următoarele cazuri, pentru a compara vitezele.

C1: Cazul necuplat: ξ = ψ = σ(3c23 + c21) = b = 0;

C2: Cazul poroelastic cu microrotat, ii : σ(3c23 + c21) = b = 0;

C3: Cazul termoelastic cu microrotat, ii: ξ = ψ = b = 0;

C4: Cazul cuplat cu microrotat, ii.
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Model de
referint, ă

Necuplat Termoelastic cu
microrotat, ii

ν1 10196.9 −4.815.82i
ν2 −3.61747× 1019 2.51433× 1012

ν3 −7.951× 1012 1.39079× 1012

ν4 −0.0000189777i −0.0000280988i
ν5 5.65685 × 109 +

9.48887× 10−6i
1.58605 × 108 +
1.57416× 106i

Table 1.3: Comparat, ie numerică a ν1, ν2, ν3, ν4 s, i ν5

În urma simulărilor, se pot distinge valorile prezentate ı̂n Tabelul 1.3: cazul necu-
plat s, i cazul termoelastic cu microrotat, ii.

Figurile 1-8 prezintă grafica pentru cazurile ı̂n care nu avem unde stat, ionare:

Figura 1.1: Cazul necuplat pen-
tru Im(ν4). Comportamentul pentru
Im(ν4) variind ı̂n funct, ie de
τq ∈ [2× 10−4s, 2× 10−3s]
τθ ∈ [1× 10−3s, 1× 10−2s].

Figura 1.2: Cazul termoelastic pen-
tru Im(ν4). Comportamenul pentru
Im(ν4) variind ı̂n funct, ie de
τq ∈ [2× 10−4 s, 2× 10−3s]
τθ ∈ [1× 10−3s, 1× 10−2s].
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Figura 1.3: Cazul necuplat pen-
tru Im(ν5). Comportamentul pentru
Im(ν5) variind ı̂n funct, ie de
τq ∈ [2× 10−4s, 2× 10−3s]
τθ ∈ [1× 10−3s, 1× 10−2s].

Figura 1.4: Cazul termoelastic pen-
tru Im(ν5). Comportamentul pentru
Im(ν5) variind ı̂n funct, ie de
τq ∈ [2× 10−4 s, 2× 10−3s]
τθ ∈ [1× 10−3s, 1× 10−2s].

Figura 1.5: Cazul necuplat pen-
tru Re(ν4). Comportamentul pentru
Re(ν4) variind ı̂n funct, ie de
τq ∈ [2× 10−4s, 2× 10−3s]
τθ ∈ [1× 10−3s, 1× 10−2s].

Figura 1.6: Cazul termoelastic pen-
tru Re(ν4). Comportamentul pentru
Re(ν4) variind ı̂n funct, ie de
τq ∈ [2× 10−4s, 2× 10−3s]
τθ ∈ [1× 10−3s, 1× 10−2s].
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Figura 1.7: Cazul necuplat pen-
tru Re(ν5). Comportamentul pentru
Re(ν5) variind ı̂n funct, ie de
τq ∈ [2× 10−4s, 2× 10−3s]
τθ ∈ [1× 10−3s, 1× 10−2s].

Figura 1.8: Cazul termoelastic Re(ν5).
Comportamentul pentru Re(ν5) variind
ı̂n funct, ie de
τq ∈ [2× 10−4s, 2× 10−3s]
τθ ∈ [1× 10−3s, 1× 10−2s].

Cele 8 grafice analizate ( Figurile 1.1-1.8) oferă o perspectivă detaliată asupra
comportamentului undelor longitudinale ı̂n cazul unui model DPL, comparând
scenariile necuplat s, i cuplat. Analiza grafurilor arată că cuplajul termoelastic
joacă un rol crucial ı̂n stabilizarea s, i controlul undelor longitudinale. În timp
ce scenariul necuplat evident, iază sensibilitatea ridicată a sistemului la variat, iile
parametrilor, cuplajul termoelastic minimizează aceste efecte, favorizând o propa-
gare mai eficientă s, i mai stabilă.



Capitol 2

Solut, ii avansate ı̂n mediile
micropolare izotrope

2.1 Solut, ii ı̂n termeni de potent, iali complecs, i

În această parte a lucrării vom investiga deformarea plană, ı̂n cadrul teoriei
echilibrului, pentru corpurile poroase micropolare, omogene s, i izotrope, folosind
ecuat, iile constitutive, ecuat, iile geometrice s, i ecuat, iile de echilibru fără fort,e ma-
sice. Accentul nostru este pus pe tratarea problemelor fundamentale cu valori la
limită ale teoriei deformării plane. Ulterior, obt, inem o descriere a deplasării, a
microrotat, iilor s, i a porilor folosind funct, ii analitice complexe s, i două funct, ii reale.
În acest sens, ne folosim de ecuat, iile omogene Helmholtz [4].

2.1.1 Ecuat, iile de câmp

Considerăm B un domeniu mărginit din spat, iul euclidian tridimensional, cu ∂B
frontiera sa s, i n normala exterioară la suprafat,a ∂B. În ipoteza că avem un mediu
elastic micropolar poros care ocupă domeniul B, raportăm mis,carea corpului la
un sistem de axe ortogonale Oxi(i = 1, 2, 3).

Ecuat, iile de bază care descriu evolut, ia unui mediu Cosserat izotrop cu goluri sunt
următoarele:

-ecuat, iile constitutive:

tij = λuk,kδij + µ(ui,j + uj,i) + k(ui,j + εijkϕk) + ξφδij , (2.1)

mij = αϕk,kδij + γϕj,i + ψϕi,j + ζεsjiφ,s, (2.2)

hi = dφ,i, (2.3)

-ecuat, iile geometrice

eij = ui,j + εijkϕk, χij = ϕi,j , (2.4)

33
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-ecuat, iile de echilibru (̂ıncărcările corpului sunt absente)

tji,j = 0, (2.5)

mji,j + εirstrs = 0, (2.6)

hi,i + g = 0. (2.7)

Considerăm
ti = tjinj , mi = mjinj , Ni = hjinj , (2.8)

unde Ni este fort,a de suprafat, ă generalizată ı̂ntr-un punct regulat pe ∂B, ti este
vectorul fort, ă de suprafat, ă s, i mi este cuplul fort, ă de suprafat, ă.
Vom presupune ı̂n continuare că densitatea de energie internă este o formă pătratică
pozitivă, de unde avem:

γ + β > 0, γ − β > 0, γ + β + 3α > 0, d > 0,

κ > 0, κ+ 2µ > 0, κ+ 2µ+ 3λ > 0. (2.9)

Notat, iile utilizate sunt ı̂n conformitate cu Tabelul 1.1.

2.1.2 Problema deformării plane

În această parte a lucrării, vom considera că B este interiorul unui cilindru drept
a cărui sect, iune transversală este Σ s, i a cărui limită laterală este Π. Această
configurat, ie este reprezentată ı̂ntr-un sistem de coordonate ortogonal, astfel ı̂ncât
generatoarele sale să fie paralele cu axa x3. Notăm cu L conturul corespunzător
sect, iunii transversale. Deformarea plană este considerată a fi paralelă cu planul
(Ox1x2). Precum ı̂n sect, iunea anterioară, dedicată deformării plane, obt, inem
următorul sistem, corespunzător deplasării, microrotat, iei s, i porilor. ( ∆ este
Laplacianul)

(λ+ µ)uρ,ρα + (µ+ κ)∆uα + ξφ,α + κε3αβϕ,β = 0,

ψ∆φ+ κε3αβuβ,α − 2kϕ = 0, (2.10)

d∆φ− ξuρ,ρ − aφ = 0.

Pas, ii urmat, i pentru obt, inerea sistemului se găsesc ı̂n sect, iunea {1.1.5}

2.1.3 Potent, iali complecs, i

În această sect, iune vom lucra ı̂n sistemul (2.10), ale cărui relat, ii vor fi rescrise
ı̂n coordonate complexe s, i integrate direct. Cu alte cuvinte, vom determina
deplasarea folosind o pereche de funct, ii analitice complexe, iar microrotat, ia s, i
modificarea fract, iei de volum folosind funct, ii reale ce verifică ecuat, iile omogene
Helmholtz [4]. Mai ı̂ntâi introducem coordonatele complexe:

z = x1 + ix2, z = x1 − ix2, (2.11)

s, i deplasarea complexă
U = u1 + iu2. (2.12)
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As,adar, obt, inem

∆ = 4
∂2

∂z∂z
, uα,α =

∂U

∂z
+
∂U

∂z
, ε3αβuβ,α = i

(∂U
∂z

− ∂U

∂z

)
. (2.13)

Luând ı̂n considerare (2.13), vom rescrie relat, iile sistemului (2.10) ı̂n următoarea
formă

2(κ+ µ)
∂2U

∂z∂z
+ (µ+ λ)

∂

∂z

(∂U
∂z

+
∂U

∂z

)
+ ξ

∂φ

∂z
− iκ

∂ϕ

∂z
= 0,

4ψ
∂2ϕ

∂z∂z
− iκ

(∂U
∂z

− ∂U

∂z

)
− 2κϕ = 0, (2.14)

4d
∂2φ

∂z∂z
− ξ

(∂U
∂z

+
∂U

∂z

)
− aφ = 0,

s, i folosind notat, ii pentru comoditate s, i un set de operat, ii, obt, inem forma core-
spunzătoare funct, iei φ:

φ =M1 −
ξ

2dm2(λ+ κ+ 2µ)
[Γ(z) + Γ

′
(z)], (2.15)

unde M1 este o funct, ie reală care satisface

4
∂2M1

∂z∂z
−m2M1 = 0, (2.16)

forma corespunzătoare funct, iei ϕ :

ϕ = P − iκ

2γp2(µ+ κ)
[Γ′(z)− Γ

′
(z)], (2.17)

unde funct, ia reală P satisface

(
4
∂2

∂z∂z
− p2

)
P = 0 (2.18)

s, i

U = η1Γ(z)− η2Γ(z)z − ω(z) + 4iq1
∂P

∂z
− 4q2

∂M1

∂z
, (2.19)

unde ω este o funct, ie analitică pe z

Anterior, am putut obt, ine ı̂n relat, iile (2.15), (2.17) s, i (2.19) o reprezentare a
funct, iilor φ, ϕ s, i U ı̂n termeni de funct, ii analitice complexe Γ, ω s, i de funct, ii reale
M s, i P .
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Folosind calcule simple rezultă următoarea formă a tensiunilor:

t11 + t22 =
a(2µ+ 2λ+ κ)− 2ξ2

2dm2(2µ+ κ+ λ)
[Γ′(x) + Γ

′
(z)] +

ξ(2µ+ κ)

2µ+ κ+ λ
M1,

t11 + it12 − t22 + it21 = −2(2µ+ k)
[
η2Γ

′′
(z)z + ω(z)− 4iq1

∂2P

∂z2
+ 4q2

∂2M1

∂z2

]
,

t21 − t12 = γp2P, (2.20)

m13 − im23 = 2γ
∂P

∂z
+ 2iζ

∂M1

∂z
− i

[ κ

p2(µ+ κ)
+

ζξ

dm2(2µ+ λ+ κ)

]
Γ′′(z),

h1 − ih2 = 2d
∂M1

∂z
− ξ

m2(2µ+ λ+ κ)
Γ′′(z).

Exprimăm condit, iile la limită ı̂n următoarea formă:

η1Γ(z)− η2xΓ
′
(z)− ω(z) + 4iq1

∂P

∂z
− 4q2

∂M1

∂z
= ũ(τ),

P (z, z)− iκ

2γp2(κ+ µ)
[Γ′(z)− Γ

′
(z)] = ϕ(τ), (2.21)

M1(z, z)−
ξ

2dm2(λ+ κ+ 2µ)
[Γ(z) + Γ

′
(z)] = φ(τ), z ∈ L,

unde ũ = ũ1 + iũ2. Mai mult condit, iile la limită pot lua următoarea formă:

(2µ+ κ)
d

ds
{η2[Γ(z) + zΓ

′
(z)] + ω(z)− 4iq1

∂P

∂z
+ 4q2

∂M1

∂z
} = t̃(τ),

Im{[2γ ∂P
∂z

+ 2iζ
∂M1

∂z
− iw1Γ

′′(z)]
dz

τ
} = m̃(τ), (2.22)

Im{[2d∂M1

∂z
− w2Γ

′′(z)]
dz

dτ
} = Ñ(τ), z ∈ L,

unde t̃(τ) = −t̃2 + it̃1.

2.1.4 Construct, ia potent, ialilor

În această sect, iune, ne propunem să deducem structura potent, ialilor Γ, ω, P, s, iM1

s, i să explorăm arbitrarietatea acestora ı̂n diferite domenii de interes. Analizăm
diferent,ele dintre configurat, iile următoarelor seturi de potent, iali (Γ, ω, P,M1) s, i
(Γ∗, ω∗, P ∗,M∗

1 ), corespunzători aceloras, i funct, ii tαβ,mα3 s, i hα.
Conform (2.20), este necesar ca

Re[Γ′(z)] = Re[Γ∗′(z)], M1 =M∗
1 , P = P ∗,

η2zΓ
′′
(z) + ω

′
(z) = η2zΓ

∗′′
(z) + ω∗′(z),

unde Re[] reprezintă partea reală pentru []. Prin urmare, deducem că

Γ(z) = Γ∗(z) + iXz + ρ1,

ω(z) = ω∗(z) + ρ2, (2.23)

M1 =M∗
1 ,

P = P ∗,
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unde X este o constantă reală, iar ρ1, ρ2 sunt constante complexe
Putem fixa originea coordonatelor ı̂n Σ astfel ı̂ncât X, ρ1, ρ2 să ı̂ndeplinească
condit, iile

Γ(0) = 0, Im{Γ′(0)} = 0, ω(0) = 0, (2.24)

care asigură uniformitatea pentru Γ şi ω.
Obt, inem următoarea formă a potent, ialilor complecs, i,

Γ(z) = Γ1(z) +
m∑
k=1

(zXk + Yk) log(z − zk),

(2.25)

ω(z) = ω1(z) +
m∑
k=1

Zk log(z − zk),

unde zk reprezintă un punct ı̂n regiunea simplu conectată Σk, mărginită de Lk.
Γ1 s, i ω1 sunt funct, ii analitice uniforme pe Σ, Yk s, i Zk sunt constante complexe,
iar Ak sunt constante reale.
Din (2.25) deducem:

Γ(z) = − 1

2π

n∑
k=1

(S
(k)
1 + iS

(k)
2 ) log(z − zk) + Γ1(z),

(2.26)

ω(z) =
1

2π
η1

m∑
k=1

(S
(k)
1 − iS

(k)
2 ) log(z − zk) + ω1(z),

unde am notat rezultantele vectorului de stres aplicate conturului ca S
(k)
1 , S

(k)
2 .

Teoremă 5. Fie Σ un domeniu nemărginit cu contururile L1, L2, ..., Lm ca regiuni
mărginite interne. Dacă presupunem că originea z = 0 este exterioară sect,iunii
Σ s, i că hα, tαβ, s, i mαβ sunt delimitate ı̂n vecinătatea punctului la limită s, i pentru
|z| = χ suficient de mare, atunci avem următoarele reprezentări:

Γ(z) = − 1

2π
(R1 + iR2) log z + (a1 + ia2)z + Γ0(z),

ω(z) =
1

2π
η1(R1 − iR2) log z + (b1 + ib2)z + ω0(z), (2.27)

P (z, z) =

∞∑
n=0

(Pne
inθ + Pne

−inθ)Kn(τχ),

M(z, z) =
∞∑
n=0

(Mne
inθ +Mne

−nθ)Kn(wχ).

2.1.5 Tensiunile din jurul unei incluziuni circulare

În această parte a lucrării, vom folosi rezultatele obt, inute ı̂n sect, iunile anterioare.
Prin utilizarea condit, iilor la limită s, i a potent, ialilor complecs, i, următoarea teo-



38

remă permite analiza tensiunilor s, i deformat, iilor materialelor cu incluziuni circu-
lare ı̂n condit, ii de ı̂ncărcare externă.

Teoremă 6. Fie Σ1 = {(x1, x2) ∈ R2, x21 + x22 > χ2} un domeniu nemărginit cu
o gaură circulară centrată ı̂n origine s, i cu raza χ. În ipoteza că o tensiune axială
uniformă act,ionează asupra corpului ı̂n direct,ia x1, la infinit avem:

t∗11 = Q, t∗12 = 0, t∗21 = 0, t∗22 = 0, m∗
α3 = 0, h∗α = 0, (2.28)

unde Q este o constantă dată. Condit,iile de mărginire pe frontiera incluziunii
circulare devin:

η2[Γ(z) + zΓ
′
(z)] + ω(z)− 4iq1

∂P

∂z
+ 4q2

∂M1

∂z
= 0,

Im{[2γ ∂P
∂z

− iw1Γ
′′(z)]

dz

ds
} = 0, (2.29)

Im{[2d∂M1

∂z
− w2Γ

′′(z)]
dz

ds
} = 0, for |z| = χ.

Folosind acestea s, i (2.29) obt,inem componentele potent,ialilor complecs, i după cum
urmează:

Γ(z) =
1

4η2(2µ+ κ)
Qz +

1

z
D1,

ω(z) =
1

z
E1 +

1

z3
E3 −

1

2(2µ+ κ)
Qz, (2.30)

P (z, z) = iH1

(z
z
− z

z

)
K2(τχ),

M1(z, z) = H2

(z
z
+
z

z

)
K2(wχ), χ = (zz)1/2,

unde

D1 =
1

2(2µ+ κ)F
Qξ2, E1 = − 1

2(2µ+ κ)
Qχ2,

E3 =
1

2(2µ+ κ)F
[η2 + 1q1χτTK3(τχ) + 2q2χmHK3(mχ),

H1 = TD1, H2 = HD1, F = η2 + 2q1τa2TK1(τχ) + 2q2mχK3(mχ),(2.31)

T =
4

2χ4ω
{8dK2(mχ) + 2mχξ[K1(mχ) +K3(τχ)]},

H =
4

3χ4ω
{8γK2(τχ)− 2τχξ[K1(τχ) +K3(τχ)]},

Ω =
16dγ

χ2
K2(τχ)K2(mχ) + 4mτξ2[K1(mχ) +K3(mχ)][K1(τχ) +K3(τχ)].

Fie

eiθU = uχ + iuθ,
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unde, componentele uχ s, i uθ sunt ı̂n coordonate polare. Din (2.15), (2.17), (2.19)
s, i (2.30) rezultă că

uχ + iuθ =
η1 − η2

4η2(2µ+ κ)
Qχ− 1

χ
(E1 − η1D1) + u cos 2θ + iv sin 2θ,

ϕ = −2[H1K2(τχ)−
κ

2γτ2(µ+ κ)χ2
D1] sin 2θ,

φ = − ξQ

4dm2η2(λ+ κ+ 2µ)(κ+ 2µ)
+ 2[H2K2(mχ)

+
ξ

2dm2(λ+ κ+ 2µ)χ2
] cos 2θ,

unde

u =
1

χ
η2D1 +

Qχ

2(2µ+ κ)
− 1

χ3
E3 +

2

χ
q1H1K2(τχ)

+2mq2H2[K1(mχ) +K3(mχ)],

v =
1

χ
η2D1 −

Qχ

2(κ+ 2µ)
− 1

r3
E3 + 2q1H1[K1(τχ) +K3(τχ)]

+
8

rq2
H2K2(mχ).

În mod similar, folosind (2.20), (2.29) obt, inem tensiunile.

2.1.6 Simulare numerică

Graficele de mai jos corespund unui cristal izotrop de magneziu cu pori s, i sunt
obt, inute folosind sistemul de calcul ”Wolfram Mathematica”. Valorile utilizate
pot fi găsite ı̂n [9]. Graficele dobândite reprezintă părt, ile reale s, i imaginare
ale potent, ialilor complecs, i Γ(z) s, i ω(z), obt, inut, i anterior. Acestea ne permit
să vizualizăm variat, ia potent, ialilor ı̂n complex. Mai precis, aceste grafice ajută la
ı̂nt,elegerea câmpurilor de tensiune s, i deplasare din material, la identificarea regiu-
nilor critice s, i la prezicerea comportamentului materialului ı̂n diferite condit, ii.
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Figura 2.1: Comportament Re(Γ(z)) s, i
Im(Γ(z))

Figura 2.2: Comportament Re(ω(z)) s, i
Im(ω(z))

Următoarele patru grafice corespund părt, ilor imaginare s, i reale ale componentei
de deplasare radială ”u” s, i componentei de deplasare tangent, ială ”v”, obt, inute
anterior. Axa corespunzătoare lui χ reprezintă distant,a radială de la centru a
incluziunii circulare, iar axa corespunzătoare lui θ reprezintă coordonatele unghi-
ulare din jurul incluziunii.
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Figura 2.3: Comportament Re(u) s, i
Im(u)

Figura 2.4: Comportament Re(v) s, i
Im(v)



Capitol 3

Medii micropolare anizotrope

În această sect, iune sunt folosite notat, iile prezente ı̂n tabelul de mai jos.

Notat, ii Interpretare fizică
a, b, c, d, h coeficient, i constant, i specifici căldurii
η entropia specifică pe unitatea de masă
Iij componentele tensorului microinert, ie
tmn componentele tensorului tensiune
τmn componentele tensorului cuplu de tensiune
qm componetele vectorului de conduct, ie termică
vm componentele vectorului deplasare
φm componentele vectorului cuplu
ϕm componente ale microrotat, iei
fm fort,a masică
gm cuplul masic
tk fluxul de căldură
τk tract, iunile de suprafat, ă
n = (nl) vectorul normală la frontiera ∂D
T temperatura conductivă
ϑ temperatura termodinamică
ϑ0 temperatura de referint, ă constantă
ρ densitatea masei
ϵijk simbolul lui Ricci

Tabel 3.1: Notat, ii

3.1 Unicitate s, i instabilitate ı̂n termoelasticitatea cu
două temperaturi

3.1.1 Problema mixtă cu valori la limită s, i valori init, iale

Considerăm corpul micropolar termoelastic ocupând domeniul tridimensional
Ω din spat, iul euclidian R3. Închiderea lui Ω este notată cu Ω̄ s, i avem Ω̄ = Ω∪∂Ω,
unde ∂Ω este frontiera domeniului Ω s, i este considerată suficient de regulată pen-
tru a permite aplicarea teoremei divergent,ei. Vectorul unitate al normalei exte-
rioare la ∂Ω are componentele notate cu ni. Câmpurile vectorial s, i tensorial sunt
notate cu litere ı̂ngros,ate. Notat, ia vi este folosită pentru componentele unui câmp

42



43

vectorial v, notat, ia uij este folosită pentru componentele unui câmp tensorial u
de ordinul doi, s, i as,a mai departe. Un sistem fix de axe carteziene Oxi, i = 1, 2, 3
va fi folosit pentru a face referire la mis,carea corpului termoelastic.

Având ı̂n vedere ecuat, iile geometrice s, i ecuat, iile constitutive, care sunt introduse
ı̂n ecuat, iile de bază suntem condus, i la următorul sistem de ecuat, ii diferent, iale cu
derivate part, iale:

Aijmn (vn,mj + εkmnϕk,j) +Bijmnϕn,mj − αij

(
ϑ,j + aϑ̇,j

)
= ρv̈i,

Bijmn (vn,mj + εkmnϕk,j) + Cijmnϕn,mj − βij

(
ϑ,j + aϑ̇,j

)
+εijk

[
Ajkmn (vn,m+εlmnϕl)+Bjkmnϕn,m−αij

(
ϑ,j+aϑ̇,j

)]
=Iijϕ̈i, (3.1)

κijT,ij − αij

(
v̇j,i + εijkϕ̇k

)
− βijφ̇j,i = hϑ̈+ dϑ̇,

ce sunt verificate pentru orice (x, t) ∈ Ω× (0,∞).
Prin rezolvarea problemei mixte cu valorii la limită init, iale, ı̂n teoria termoelas-
ticităt, ii cu două temperaturi, a corpurilor micropolare din cilindrul Ω× [0,∞) ne
referim la o mult, ime ordonată (vm, ϕm, T, ϑ) ce verifică sistemul de ecuat, ii de
mai sus, condit, iile la limită s, i condit, iile init, iale.

3.1.2 Rezultatul principal

Vom ı̂ncepe această sect, iune specificând o lege de conservare a energiei, având
ı̂n vedere variat, ia temperaturii conductoare, adică luând ı̂n considerare relat, ia cu
două temperaturi (??). Această lege are următoarea formă:

E1(t) = E1(0), t ∈ [0,∞), (3.2)

unde

E1(t) =
1

2

∫
Ω

[
ρv̇m(t)v̇m(t) + Imnϕ̇m(t)ϕ̇n(t)

+Amnklemn(t)ekl(t) + 2Bmnklemn(t)σkl(t) + Cmnklσmn(t)σkl(t)

+cκmnT,m (t)T,n (t) + d

(
ϑ(t) +

h

d
ϑ̇(t)

)2

+ h

(
a− h

d

)
ϑ̇2 (t)

]
dV

+

∫ t

0

∫
Ω

[
κmnT,m(s)T,n(s)+c

(
(κmnT,m(s)),n

)2
+(ad−h)ϑ̇2(s)

]
dV ds.

În cazul ı̂n care nu luăm ı̂n considerare variat, ia de temperatură a conductibilităt, ii,
legea conservării energiei primes,te următoarea formă:

E2(t) = E2(0), t ∈ [0,∞), (3.3)
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unde

E2(t) =
1

2

∫
Ω

[
ρv̇m(t)v̇m(t) + Imnϕ̇m(t)ϕ̇n(t) +Amnklemn(t)ekl(t)

+2Bmnklemn(t)σkl(t) + Cmnklσmn(t)σkl(t)

+d

(
ϑ(t) +

h

d
ϑ̇(t)

)2

+ h

(
a− h

d

)
ϑ̇2(t)

]
dV

+

∫ t

0

∫
Ω

[
κmnT,m(s)T,n(s)+c

(
(κmnT,m(s)),n

)2
+(ad−h)ϑ̇2(s)

]
dV ds.

Notăm prin P problema ce constă ı̂n sistemul de ecuat, ii (3.1), condit, iile la limită
s, i condit, iile init, iale.

Teoremă 7. În cazul datelor init,iale nule, problema mixtă P, admite doar solut,ia
identică nulă.

Pentru a obt, ine al doilea rezultat principal, referitor la instabilitatea exponent, ială
pentru rezolvarea problemei mixte P, va trebui să presupunem că este ı̂ndeplinită
o condit, ie suplimentară. S, i anume, trebuie să presupunem că energia sistemului,
ı̂n starea sa init, ială, nu este strict pozitivă, adică E2(0) ≥ 0.
Vom ı̂ncepe cu câteva considerat, ii auxiliare utile.
Să luăm ı̂n considerare o problemă cu valori la limită de următoarea formă:

(κmnu,m(x)),n = dϑ1 + hϑ0 −
(
αmne

0
mn + βmnσ

0
mn

)
, x ∈ Ω,

ν(x) = 0, x ∈ ∂Ω, (3.4)

unde u = u(x) este funct, ia necunoscută, iar constantele ϑ0, ϑ1, e0mn s, i σ0mn sunt
date intit, iale.
Pe baza proprietăt, ilor uzuale ale problemelor cu valori la limită, definite ı̂n contex-
tul ecuat, iilor eliptice, putem deduce că problema cu valori la limită (3.4) admite
o solut, ie u(x), definită pe domeniul Ω.
Cu ajutorul funct, iei

ζ(x, t) =

∫ t

0
T (x, s)ds,

din (3.4) putem observa că funct, ia u(x) este o solut, ie a ecuat, iei

dϑ(x) + hϑ̇(x)− [κmn (u,m(x) + ζ,m(x))],n =

= αmnemn(x) + βmnσmn(x).

Teoremă 8. Presupunem coeficient,ii s, i tensorii pozitivi.
Dacă ı̂n problema mixtă P valorile la limită sunt zero, atunci oricare dintre
solut,iile sale, pentru care are loc condit,ia E2(0) ≥ 0, este exponent,ial instabilă.



45

3.2 Unicitate, reciprocitate s, i principiul variat, ional

3.2.1 Formularea problemei

Vom considera un corp neomogen, anizotrop s, i Cosserat care, la momentul
init, ial t = 0, ocupă domeniul regulat D al spat, iului tridimensional euclidian R3.
DomeniulD este delimitat de suprafat,a ı̂nchisă netedă ∂D. Vom folosi atât funct, ii
scalare, cât s, i funct, ii vectoriale s, i tensoriale, iar acestea depind de punctele D,
x = (xm) s, i de variabila temporală t∈[0,∞).

Dacă luăm ı̂n considerare ecuat, iile constitutive, atunci din ecuat, iile din ecuat, iile
de mis,care s, i din ecuat, ia energiei obt, inem următorul sistem de ecuat, ii cu derivate
part, iale:

ϱv̈m = Aklmnekl,n +Bklmnσkl,n + αmn(ϑ,n + aϑ̇,n),

Imnϕ̈n = Bmnklekl,n + Cklmnσkl,n + βmn(ϑ,n + aϑ̇,n)

+ϵmjk(Cjklnσln +Bjklnεln + αjk(ϑ+ aϑ̇)), (3.5)

hϑ̈ = −dϑ̇+ αmnėmn + βmnε̇mn + κmnϑ,mn,

ce are loc pentru orice (t, x) din [0,∞)×D.
Vom nota cu P problema mixtă cu valori init, iale s, i la limită ı̂n contextul ter-

modinamicii corpurilor Cosserat, formată din ecuat, iile (3.5), condit, iile init, iale s, i
relat, iile la limită.

Rezultatele calitative pe care le vom aborda ı̂n continuare se referă la solut, iile
problemei P.

3.2.2 Rezultate de reciprocitate

Primul nostru rezultat este unul de reciprocitate. Pentru aceasta avem nevoie
de un produs de convolut, ie pentru două funct, ii continue. Deci, dacă φ s, i ψ sunt
două funct, ii scalare, definite pe [0,∞) × D s, i continue ı̂n timp, atunci produsul
lor de convolut, ie, notat cu ” ∗ ”, este definit prin:

(φ ∗ ψ)(t, x) =
∫ t

0
φ(t−τ, x)ψ(τ, x)dτ.

Acum introducem funct, iile p(t) s, i r(t), utile ı̂n cele ce urmează, definite prin:

p(t) = 1, r(t) = (p ∗ p)(t) = t,∀t ∈ [0,∞), (3.6)

s, i vom lua ı̂n considerare următoarea convent, ie de scriere:

φ̂(t, x) =

∫ t

0
φ(τ, x)dτ = (p ∗ φ)(t, x). (3.7)

Pentru a obt, ine o formă mai accesibilă a ecuat, iei energiei, considerăm funct, ia
ω definită pe [0,∞)×D, prin relat, ia:

ω = Ŝ + ϑ0(η0 − α), (3.8)
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ı̂n care Ŝ este definit ca ı̂n (3.7).
De asemenea, pentru o funct, ie u din clasa C0,1 pe [0,∞)×D definim funct, iile

β s, i α prin:

βu = u+ αu, γu = p ∗ u+ αu. (3.9)

În Propozit, ia care urmează, formulăm ecuat, ia energiei din ı̂ntr-o manieră
diferită.

Propozit, ie 1.
Dacă funct,iile qm ∈ C1,0 s, i η ∈ C0,1 satisfac ecuat,ia energiei s, i condit,ia init,ială
η(0, x) = η0(x), x ∈ D, atunci ele satisfac ecuat,ia:

q̂m,m + ω = ϑ0(η − α), ∀(t, x) ∈ [0,∞)×D. (3.10)

Afirmat,ia reciprocă este s, i ea adevărată.

O relat, ie de reciprocitate se referă la conexiunea dintre două sisteme de date
externe:

D(ν) = {f (ν)m , g(ν)m , S(ν), v̄(ν)m , ϕ̄(ν)m , t̄(ν)m , τ̄
(ν)
k , ϑ̄(ν), q̄(ν), v0,(ν)m , v1,(ν)m ,

ϕ0,(ν)m , ϕ1,(ν)m , η0,(ν), ϑ0,(ν)},

s, i solut, iile corespunzătoare acestor sisteme de date, mai exact:

S(ν) =
{
v(ν)m , ϕ(ν)m , ϑ(ν), τ (ν)mn, σ

(ν)
mn, η

(ν), q(ν)m

}
,

ı̂n ambele sisteme de mai sus avem ν = 1, 2.
Pentru a simplifica scrierea relat, iilor de reciprocitate, avem nevoie de notat, ia:

Γνµ(s, r)=

∫
∂D

[
t(ν)m (s, x)v(µ)m (r, x)+τ

(ν)
k (s, x)ϕ(µ)m (r, x)− 1

ϑ0
bq̄(ν)m (s, x)ϑ(µ)(r, x)

]
dA

+

∫
D

[
f (ν)m (s, x)v(µ)m (r, x)+g(ν)m (s, x)ϕ(µ)m (r, x)− 1

ϑ0
bω(ν)(s, x)ϑ(µ)(r, x)

]
dV

+

∫
D

[
ϱv̈(ν)m (s, x)v(µ)m (r, x) + Imnϕ̈

(ν)
m (s, x)ϕ(µ)n (r, x) (3.11)

−hϑ̇(ν)(s, x)ϑ(µ)(r, x)− adϑ(ν)(s, x)ϑ̇(µ)(r, x)
]
dV

+
1

ϑ0

∫
D
bq̄(ν)m (s, x)ϑ(µ),m (r, x)dV, ν, µ = 1, 2,

unde am folosit următoarea convent, ie:

t(ν)m = t
(ν)
mknk, τ

(ν)
k = τ

(ν)
kl nl,

ω(ν) = S̄(ν) + ϑ0

(
η0,(ν) − a

)
, q(ν) = q

(ν)
k nk. (3.12)
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De asemenea, sunt introduse următoarele notat, ii:

Jνµ(s, r) = t(ν)mn(s)v
(µ)
m,n(r) + τ (ν)mn(s)ϕ

(µ)
m,n(r)

−b
[
η(ν)(s)− α

]
ϑ(µ)(r), ν, µ = 1, 2, (3.13)

s, i

Iνµ(s, r) = Jνµ(s, r) + hϑ̇(ν)(s)ϑ(µ)(r) + adϑ(ν)(s)ϑ̇(µ)(r), ν, µ = 1, 2. (3.14)

În (3.13) s, i (3.14) am evitat scrierea dependent,ei de variabila x.
Acum formulăm s, i dovedim primul rezultat de reciprocitate.

Teoremă 9. Dacă relat,iile de simetrie sunt ı̂ndeplinite, atunci pentru orice s, r ∈
[0,∞) este valabilă următoarea egalitate:

Γνµ(s, r) = Γµν(s, r), ν, µ = 1, 2. (3.15)

Pentru a obt, ine un alt rezultat de reciprocitate, vom lua ı̂n considerare notat, iile:

F (ν)
m = r ∗

[
f (ν)m (s) + g(ν)m (s)

]
+ ϱ

[
tv̇1,(ν)m + v0,(ν)m

]
,

G(ν)
m = r ∗

[
g(ν)m (s) + g(ν)m (s)

]
+ ϱ

[
tv̇1,(ν)m + v0,(ν)m

]
, (3.16)

R(ν) = −tϑ0,(ν), ν = 1, 2.

Cu ajutorul teoremei 9 s, i a notat, iilor (3.16) obt, inem un nou rezultat de reciproc-
itate.

Teoremă 10. Dacă relaţiile de simetrie sunt satisfăcute s, i S(ν) este solut,ia care
corespunde sistemului de date externe S(ν), ν = 1, 2, atunci este valabilă următoarea
egalitate: ∫

∂D
r ∗

[
t(1)m (s) ∗ v(2)m + τ

(1)
k ∗ ϕ(2)k − 1

ϑ0
q(1) ∗ cϑ(2)

]
dA

+

∫
D

[
F (1)
m ∗ v(2)m +G(1)

m ∗ ϕ(2)m − 1

ϑ0
p ∗ ϑ(2) ∗ cω(1)

]
dV

− a

ϑ0

∫
∂D

p ∗ q(1) ∗R(2)dA− a

ϑ0

∫
D
ω(1) ∗R(2)dV

+

∫
D

[
(h− ad)R(1) ∗ ϑ(2) + ap ∗ κmnϑ(1),n ∗R(2)

,m

]
dV

=

∫
∂D

r ∗
[
t(2)m (s) ∗ v(1)m + τ

(2)
k ∗ ϕ(1)k − 1

ϑ0
q(2) ∗ cϑ(1)

]
dA (3.17)

+

∫
D

[
F (2)
m ∗ v(1)m +G(2)

m ∗ ϕ(1)m − 1

ϑ0
p ∗ ϑ(1) ∗ cω(2)

]
dV

− a

ϑ0

∫
∂D

p ∗ q(2) ∗R(1)dA− a

ϑ0

∫
D
ω(2) ∗R(1)dV

+

∫
D

[
(h− ad)R(2) ∗ ϑ(1) + ap ∗ κmnϑ(2),n ∗R(1)

,m

]
dV.
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Pentru a simplifica relat, iile care urmează, vom folosi notat, ia:

G(s, r) = −
∫
D

[
1

ϑ0
ω(s)bϑ(r)− fm(s)vm(r)− gm(s)ϕm(r)

]
dV

−
∫
∂D

[
1

ϑ0
q̄(s)bϑ(r)− tm(s)vm(r)− τk(s)ϕm(r)

]
dA, ∀s, r ∈ [0,∞). (3.18)

Relat, ia de reciprocitate (3.15) stă la baza rezultatului din următoarea teoremă.

Teoremă 11.

Dacă relaţiile de simetrie sunt satisfăcute s, i S(ν), ν = 1, 2, este solut,ia care core-
spunde sistemului de date externe, atunci este valabilă următoarea egalitate:

d

dt

{∫
D

[
ϱvmvm + Imnϕmϕn + aκmnϑ̄,mϑ̄,n

]
dV

}
+
d

dt

{∫ t

0

∫
D

[
(ad− h)ϑ2 + κmnϑ̄,nϑ̄,m

]
dV ds

}
=

=

∫ t

0
[G(t−τ, t+τ)−G(t+τ, t−τ)]dτ (3.19)

+

∫
D

[
ϱ (v̇m(2t)vm(0)+v̇m(0)vm(2t)]+Imn

[
ϕ̇m(2t)ϕm(0)+ϕ̇m(0)ϕm(2t)

)]
dV

+

∫
D

[
(ad− h)ϑ(0)ϑ(2t) + aκmnϑ̄,n(2t)ϑ,m(0)

]
dV.

Teoremele prezentate anterior sunt esent, iale pentru a demonstra că solut, iile ecuat, iilor
unui sistem fizic respectă anumite principii de simetrie s, i conservare, ceea ce fa-
cilitează atât analiza teoretică, cât s, i aplicarea practică a acestor solut, ii. Acum
putem aborda problema unicităt, ii solut, iei problemei P.

Teoremă 12.. Presupunem că:

- sunt satisfăcute relaţiile de simetrie;

- ϱ s, i ad− h sunt strict pozitive;

- tensorul κmn este pozitiv semidefinit; - a ≥ 0.
Atunci problema mixtă P admite cel mult o solut,ie.
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Pentru cel de-al doilea rezultat introducem funct, ionala F, definită pe H, prin:

F(t,A) =

∫
D
p ∗ [Aklmnekl ∗ emn +Bmnklσkl ∗ emn + Cklmnσkl ∗ emn

+ϱvm ∗ vm + Imnϕm ∗ ϕn −
1

ϑ0
r ∗ κmnϑ,m ∗ ϑ,n − r ∗ qm ∗ ϑ,m

− [ϱvm − r ∗ tmn,n−Fm] ∗ vm + (Imnϕm−p∗τmn,n−ϵmjktjk−Gm) ∗ ϕm

−ϑ0
α
r ∗ (S − αmnemn − βmnεmn) ∗ (S − αklekl − βklεkl)

−r ∗ (tmn ∗ emn + τmn ∗ εmn)− (p ∗ S + r ∗ qm,m −R) ∗ ϑ] dV (3.20)

+

∫
Σ1

r ∗ tm ∗ ṽmdA+

∫
Σc

1

r ∗
(
tm − t̃m

)
∗ vmdA

+

∫
Σ2

r ∗ τk ∗ ϕ̃kdA+

∫
Σc

2

r ∗ (τk − τ̃k) ∗ ϕkdA

+

∫
Σ3

r ∗ q ∗ ϑ̃dA+

∫
Σc

3

r ∗ (q − q̃) ∗ ϑdA, t ∈ [0,∞),

pentru orice A = (vm, ϕm, ϑ, emn, σmn, tmn, τmn, qm, S) ∈ H.

Teoremă 13.. Să presupunem că relat,iile de simetrie sunt satisfăcute, α ̸= 0 ı̂n
domeniul D s, i starea termoelastică A este o solut,ie a problemei mixte P. Atunci
variat,ia funct,ionalului A este zero, mai exact

δF(t,A) = 0, t ∈ [0,∞). (3.21)

Remarcă.
Nu este greu de arătat că afirmat, ia din teorema 13 este valabilă s, i reciproc (vezi

Gurtin [34]). Cu alte cuvinte, dacă identitatea (3.21) este adevărată, atunci starea
A pentru care această identitate este adevărată este solut, ia unică a problemei
noastre. Ideea demonstrat, iei, care este sugerată s, i de Gurtin ı̂n [34], se bazează pe
o alegere particulară a stării termoelastice Ā. În cazul nostru, starea termoelastică
propusă de Lebon ı̂n [21] poate fi utilizată cu succes.



Capitol 4

Medii dipolare

În aceast capitol vor fi utilizate notat, iile prezente ı̂n tabelul de mai jos.

Notat, ii Interpretare fizică
a, b, c, d, h coeficient, i constant, i specifici căldurii
η entropia specifică pe unitatea de masă
Iij componentele tensorului microinert, ie
tij componentele tensorului tensiune
τij componentele tensorului cuplu de tensiune
σijk componentele momentului de stres
qi componetele vectorului de conduct, ie termică
vi componentele vectorului deplasare
ϕi componente ale microrotat, iei
τk tract, iunile de suprafat, ă
gmn fort,a dipolară a corpului
fm fort,a masică
n = (nl) vectorul normală la frontiera ∂D
T temperatura conductivă
φ modificarea fract, iei de volum
ϑ temperatura termodinamică
ϑ0 temperatura de referint, ă constantă
κ microinert, ia
l fort,a extrinsecă a corpului
ρ densitatea masei de referint, ă
ϵijk simbolul lui Ricci

Tabel 4.1: Notat, ii

4.1 Unicitate s, i instabilitate

4.1.1 Problema mixtă cu date init, iale s, i la limită

Pentru determinarea unicităt, ii s, i instabilităt, ii corpurilor dipolare cu două tem-
perturi se folosesc aceias, i pas, i ca ı̂n cazul mediilor micropolare, diferent,a fiind
reprezentată de complexitatea calculelor dată de trecerea de la vectori la tensori.
As,adar, se consideră că un corp termoelastic cu structură dipolară ocupă dome-
niul tridimensional Ω din spat, iul euclidian R3. Închiderea lui Ω este notată cu
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Ω̄ s, i avem Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω, unde ∂Ω este frontiera domeniului Ω s, i este considerată
suficient de regulată pentru a permite aplicarea teoremei divergent,ei. Raportăm
mis,carea corpului termoelastic la un sistem fix de axe ortogonale Oxi, i = 1, 2, 3.
Cu scopul caracterizării evolut, iei corpului nostru, considerăm mult, imea de vari-
abile (vi, ϕij , T, ϑ).

Având ı̂n vedere ecuat, iile geometrice s, i ecuat, iile constitutive, care sunt introduse
ı̂n ecuat, iile de bază, suntem condus, i la următorul sistem de ecuat, ii cu derivate
part, iale:

(Aijmn + Eijmn) vn,mj + (Emnij +Bijmn) (vn,mj − ϕmn,j)

+ (Fijklm +Dijklm)ϕlm,kj − (αij + βij)
(
ϑ,j + aϑ̇,j

)
= ρv̈i,

Fjklmnvn,mj+Dmnjkl (vn,mj−ϕmn,j)+Ckljmnrϕnr,mj−δklj
(
ϑ,j+aϑ̇,j

)
+Eklmnvm,n+Bklmn(vn,m−ϕmn)+Dklmnrϕnr,m− βkl

(
ϑ+ aϑ̇

)
=Ikrϕ̈lr,

κijT,ij − αij v̇i,j − βij

(
v̇i,j − ϕ̇ij

)
− δijkϕ̇ij,k = hϑ̈+ dϑ̇, (4.1)

care sunt satisfăcute pentru orice (x) ∈ Ω× (0,∞).
Printr-o solut, ie ne referim la o mult, ime ordonată (vi, ϕij , T, ϑ) care satisface
sistemul de ecuat, ii (4.1), condiţiile la limită şi condit, iile init, iale.

4.1.2 Rezultate principale

Introducem legea de conservare a energiei

W1(t) =W1(0), t ∈ [0,∞), (4.2)

corespunzătoare cazului ı̂n care luăm ı̂n considerare relat, ia cu două temperaturi
(??) s, i unde

W1(t) =
1

2

∫
Ω

[
ρv̇i(t)v̇i(t) + Ijkϕ̇ij(t)ϕ̇ik(t) +Aijkleij(t)ekl(t)

+2Eijkleij(t)εkl(t) + 2Fijklmeij(t)γklm(t) +Bijklεij(t)εkl(t)

+2Gijklmεij(t)γklm(t) + Cijklmnγijk(t)γlmn(t)

+cκijT,i (t)T,j (t) + d

(
ϑ(t) +

h

d
ϑ̇(t)

)2

+ h

(
a− h

d

)
ϑ̇2 (t)

]
dV

+

∫ t

0

∫
Ω

[
κijT,i(s)T,j(s) + c

(
(κijT,i(s)),j

)2
+ (ad− h)ϑ̇2(s)

]
dV ds.

În cazul ı̂n care considerăm relat, ia (??), adică nu luăm ı̂n considerare variat, ia de
temperatură a conductibilităt, ii, legea conservării energiei primes,te forma

W2(t) =W2(0), t ∈ [0,∞), (4.3)
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unde

W2(t) =
1

2

∫
Ω

[
ρv̇i(t)v̇i(t) + Ijkϕ̇ij(t)ϕ̇ik(t) +Aijkleij(t)ekl(t)

+2Eijkleij(t)εkl(t) + 2Fijklmeij(t)γklm(t) +Bijklεij(t)εkl(t)

+2Gijklmεij(t)γklm(t) + Cijklmnγijk(t)γlmn(t)

+d

(
ϑ(t) +

h

d
ϑ̇(t)

)2

+ h

(
a− h

d

)
ϑ̇2(t)

]
dV

+

∫ t

0

∫
Ω

[
κijT,i(s)T,j(s) + c

(
(κijT,i(s)),j

)2
+ (ad− h)ϑ̇2(s)

]
dV ds.

Sistemul de ecuat, ii (4.1), condit, iile la limită s, i condit, iile init, iale formează, ı̂mpreună,
problema mixtă pe care o vom nota cu P .
În continuare, vom obt, ine două rezultate principale, o unicitate s, i o instabilitate,
pentru rezolvarea problemei mixte P. Pentru unicitate folosim procedeul uzual:
vom arăta că problema P admite doar solut, ia nulă, dacă se consideră că datele
init, iale sunt nule.

Teoremă 14. Problema mixtă cu date init,iale s, i la limită P, ı̂n cazul datelor
init,iale nule, admite doar solut,ia nulă.

În a doilea rezultat principal, dorim să demonstrăm că solut, ia problemei mixte P

este exponent, ial instabilă, dacă sunt ı̂ndeplinite anumite condit, ii.
Mai exact, vom presupune că energia init, ială a sistemului nu este strict pozitivă.
În primul rând, introducem un rezultat auxiliar util.
Să notăm cu ν(x) funct, ia care satisface următoarea problemă de mărginire.

(κijν,i(x)),j = dϑ1 + hϑ0 −
(
αije

0
ij + βijϵ

0
ij + δijkγ

0
ijk

)
, x ∈ Ω,

ν(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (4.4)

Faptul că problema de mărginire (4.4) are o solut, ie poate fi dedus din proprietăt, ile
obis,nuite ale problemelor cu date la limită atas,ate ecuat, iilor eliptice.
Din (4.4) deducem că funct, ia ν satisface ecuat, ia:

dϑ(x) + hϑ̇(x)− [κij (ν,i(x) + ξ,i(x))],j =

= αijeij(x) + βijϵij(x) + δijkγijk(x),

unde funcţia ξ(x) este definită anterior.
Acum, considerăm problema de mai sus P ı̂n situat, ia ı̂n care datele init, iale sunt
neomogene s, i datele la limită omogene.

Teoremă 15. Să presupunem coeficient,ii s, i tensorii pozitivi.
Dacă problema mixtă cu valori init,iale s, i la limită P, ı̂n cazul datelor la limită nule,
admite o solut,ie pentru care W2(0) ≥ 0, atunci această solut,ie este exponent,ial
instabilă.
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4.2 Efectul golurilor s, i al variabilelor de stare internă
ı̂n elasticitatea mediilor cu structură dipolară

4.2.1 Ecuat, ii s, i condit, ii de bază

Vom considera Ω un domeniu deschis al spatiului euclidian R3 care este ocupat,
la momentul init, ial t = 0, de un mediu elastic cu variabile interne de stare s, i
structură dipolară. Suprafat,a ∂Ω este frontiera domeniului D s, i este o mult, ime
ı̂nchisă s, i mărginită care permite aplicarea teoremei divergenţei. Un punct din Ω
este reprezentat sub forma (xi) sau (x). Pentru variabila de timp t presupunem
că t ∈ [0, t0).

Pentru a caracteriza evolut, ia unui mediu dipolar elastic cu goluri se folosesc vari-
abilele cinematice care urmează:

vm = vm(x, t), ϕjk = ϕjk(x, t), ς = ς(x, t), (x, t) ∈ Ω× [0, t0),

unde ς reprezintă modificarea fract, iei de volum.
În următoarele considerat, ii vom folosi φ ca funct, ie de distribut, ie a volumului,
unde φ = ς − ς0, unde ς0 este valoarea lui ς ı̂n starea init, ială.
Folosind procedeul lui Green s, i Rivlin, putem considera o altă deformare care
diferă de deformat, ia dată doar printr-o suprapunere a unei mis,cări rigide care
constă ı̂ntr-o rotat, ie cu viteză unghiulară constantă. Trebuie să presupunem că
pentru această mis,care, toate celelalte proprietăt, i ale mediilor rămân neafectate
de această suprapunere. În consecint, ă, obt, inem următoarele relat, ii cinematice,
care furnizează expresii măsurilor deformării, s, i anume eij , εij s, i γijk, cu privire
la variabilele de mişcare:

eij =
1

2
(uj,i + ui,j) , εij = uj,i − ϕij ,

γijk = ϕjk,i. (4.5)

Vom nota variabilele interne de stare cu ξν , ν = 1, 2, ..., n s, i vom folosi notat, ia
ξ0ν pentru valorile variabilelor ı̂n starea init, ială a corpului. Fiind ı̂n contextul unei
teorii liniare este firesc să folosim ca variabile interne diferent,a de mai jos, ων ,
adică:

ων = ξν − ξ0ν . (4.6)

Vom face considerat, ii numai ı̂n cazul particular ı̂n care solidele au un punct care
este centrul de simetrie. De asemenea, considerăm că pentru corpul, care ı̂n starea
sa init, ială este netensionat, densitatea de energie internă este o formă pătratică
ı̂n raport cu variabilele sale independente constitutive. Deci, folosind principiul
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conservării energiei, obt, inem următoarea expresie a densităt, ii energiei interne:

Ψ =
1

2
Aijmneijemn +Gijmneijεmn + Fijmnreijγmnr +

1

2
Bijmnεijεmn

+Dijmnrεijγmnr+
1

2
Cijkmnrγijkγmnr+aijkeijφ,k+bijkεijφ,k+cijkmγijkφ,k

+
1

2
pmnφ,mφ,n + αijνeijων + βijνεijων + δijkνγijkων + fiνφ,iων . (4.7)

Coeficient, ii de mai sus Aijmn, Bijmn, ..., aijk, ..., fiν caracterizează proprietăt, ile
elastice ale unui corp cu pori s, i cu variabilă de stare internă s, i se numesc coeficient, i
constitutivi. În general, aces,ti coeficient, i depind de punctul x, iar ı̂n cazul partic-
ular când corpul este omogen, ei au valoare constantă.
Cu ajutorul acestei densităt, i de energie internă se obt, in următoarele relat, ii con-
stitutive, care furnizează expresiile pentru măsurile tensiunii, tij , τij , mijk, hi, ca
funct, ii ce depind de tensorii deformării:

tij =
∂Ψ

∂eij
= Aijmnemn +Gmnijεmn + Fmnrijγmnr + aijkφ,k + αijνων ,

τij =
∂Ψ

∂εij
= Gijmnemn +Bijmnεmn +Dijmnrγmnr + bijkφ,k + βijνων ,

σijk=
∂Ψ

∂γijk
=Fijkmnemn+Dmnijkεmn+Cmnrijkγmnr+cijkmφ,m+δijkνων ,

hi =
∂Ψ

∂φ,i
= aijkejk + bijkεjk + cijsmγjsm + fiνων . (4.8)

Procedeul folosit de Green s, i Rivlin ı̂n cazul elasticităt, ii clasice, poate fi folosit s, i
pentru obt, inerea legilor echilibrului ı̂n contextul elasticităt, ii mediilor poroase cu
structură dipolară s, i anume:
- ecuat, iile de mis,care

(tmn + τmn),n + ρfm = ρv̈m,

σijk,i + τjk + ρgjk = Ikrϕ̈jr; (4.9)

- ecuat, ia fort,elor de echilibru:

hi,i + ρl = ρkφ̈. (4.10)

În contextul unei aproximări liniare putem folosi o sugestie din [72] astfel ı̂ncât
inegalitatea producerii entropiei să conducă la următoarea ecuat, ie:

ω̇ν = fν , (4.11)

unde

fν = gijνeij + hijνεij + lijkνγijk + qνβωβ. (4.12)
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Notat, iile folosite se găsesc ı̂n tablelul 2.1.
Deoarece tensorul eij este simetric, putem deduce următoarele relat, ii de simetrie:

Aijmn = Amnij = Aijnm, Bijmn = Bmnij , Gijmn = Gijnm,

Cijkmnr = Cmnrijk, pmn = pnm.

Pentru a construi problema mixtă ı̂n contextul prezent, vom adăuga, pe lângă
ecuat, iile de bază de mai sus, următoarele condit, ii init, iale:

vm (x, 0) = v0m (x) , v̇m (x, 0) = v1m (x) ,

ϕjk (x, 0) = ϕ0jk (x) , ϕ̇jk (x, 0) = ϕ1jk (x) , (4.13)

φ (x, 0) = φ0 (x) , ων (x, 0) = ω0ν (x) , x ∈ Ω,

s, i condint, iile la limită date de:

vm = ṽm, on Σ1 × [0, t0] , tj ≡ (tjk + τjk)nk = t̃j , pe Σ
c
1 × [0, t0] ,

ϕij = ϕ̃ij , on Σ2 × [0, t0] , σjk ≡ σijkni = σ̃jk, on Σc2 × [0, t0] , (4.14)

φ = φ̃, on Σ3 × [0, t0] , h ≡ hini = h̃, on Σc3 × [0, t0] .

În (4.14) suprafet,ele Σ1, Σ2 s, i Σ3 ı̂mpreună cu complementele lor Σc1, Σ
c
2 s, i Σc3

sunt submult, imi ale frontierei ∂Ω s, i ı̂ndeplinesc următoarele două condit, ii:

Σ1 ∪ Σc1 = Σ2 ∪ Σc2 = Σ3 ∪ Σc3 = ∂Ω,

Σ1 ∩ Σc1 = Σ2 ∩ Σc2 = Σ3 ∩ Σc3 = ∅.

Funct, iile v0m, v1m, ϕ0jk, ϕ1jk, φ0 ω0ν , ṽm, t̃m, φ̃jk, σ̃jk, h̃ s, i φ̃, din conditiile de mai
sus (4.13) s, i (4.14), sunt prescrise s, i ı̂ndeplinesc condit, ii suficiente de regularitate
ı̂n domeniul lor de definit, ie.
Folosim notat, ia P pentru problema mixtă ı̂n contextul teoriei elasticităt, ii mediilor
cu pori s, i variabile de stare internă s, i cu o structură dipolară. Aceasta cuprinde
ecuat, iile (4.9)-(4.11), condit, iile init, iale (4.13) s, i condit, iile la limită (4.14).
O stare de deformare (vm, ϕjk, φ, ων) se numes,te solut, ie pentru problema mixtă
P dacă pentru această deformare sunt verificate ecuat, iile (4.9)-(4.11) s, i condit, iile
(4.13) s, i (4.14).

4.2.2 Rezultate de bază

În această sect, iune vom aborda problema influent,ei pe care golurile s, i variabilele
interne de stare o pot avea asupra comportamentului mediilor cu structură dipo-
lară. Pentru a obt, ine aceste rezultate, mai ı̂ntâi vom introduce câteva estimări
utile, cuprinse ı̂n teoremele 16, 17 s, i 18.
Prima estimare auxiliară este demonstrată ı̂n teorema 16.
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Teoremă 16.Dacă (vm, ϕjk, φ, ων) este o solut,ie arbitrară pentru problema P0,
atunci are loc următoarea egalitate:∫

Ω
(Aijmneijemn + 2Gijmneijεmn + 2Fmnrijeijγmnr

+Bijmnεijεmn + Cijsmnrγijsγmnr + 2Dijmnrεijγmnr + 2αijνeijων

+2βijνεijων + 2δijrνγijrων + ρv̇mv̇m + Ikrϕ̇jrϕ̇jk

)
dV (4.15)

= 2

∫ t

0

∫
Ω
(αijνeij + βijνεij + δijrνγijr) ω̇νdV ds.

În următoarea teoremă vom demonstra o altă estimare auxiliară.

Teoremă 17. Să considerăm (vm, ϕjk, φ, ων) o solut,ie a problemei P0. Atunci
putem găsii constanta pozitivă m1 astfel ı̂ncât să fie satisfăcută următoarea ine-
galitate: ∫

Ω
(αijνeij + βijνεij + δijsνγijs) ω̇νdV ≤

m1

∫
Ω
(eijeij + εijεij + γijsγijs + φ,mφ,m + ωνων) dV. (4.16)

Ultima estimare auxiliară va fi demonstrată ı̂n următoarea teoremă.

Teoremă 18. Să presupunem că ipotezele ment,ionate anterior sunt ı̂ndeplinite s, i
luăm ı̂n considerare o solut,ie (vm, ϕjk, φ, ων) pentru problema P0. Atunci poate
fi determinată o constantă m2 > 0 astfel ı̂ncât să aibă loc următoarea inegalitate:∫

Ω

(
v̇mv̇m + ϕ̇kjϕ̇jk + eijeij + εijεij + γijkγijk + φ2 + ωνων

)
dV ≤

m2

∫ t

0

∫
Ω

(
v̇mv̇m+ϕ̇jkϕ̇jk+eijeij+εijεij + γijkγijk+φ

2+ωνων

)
dV ds, (4.17)

care are loc pentru orice t ∈ [0, t0].

Rezultatul nostru principal va fi obt, inut luând ı̂n considerare estimările date de
teorema 16, de teorema 17 s, i de teorema 18. Deci, vom demonstra unicitatea
problemei mixte cu date init, iale s, i la limită P.

Teoremă 19.. Presupunem că tensorii consitutivi s, i densitatea masei sunt pozitiv
definit,i. Apoi problema de mai sus P definită de ecuat,iile (4.9)-(4.10) cu datele
init,iale (4.13) s, i datele la limită (4.14) nu poate admite mai mult de o solut,ie.



Capitol 5

Concluzii finale. Diseminarea
rezultatelor de cercetare.
Direct, ii viitoare de cercetare

5.0.1 Concluzii finale

În lucrarea prezentă a fost analizat ı̂n profunzime comportamentul mediilor mi-
cropolare izotrope s, i anizotrope, precum s, i al mediilor dipolare.

În prima parte au fost studiate principiile variat, ionale, dependent,a continuă s, i
ecuat, iile fundamentale ale mediilor micropolare izotrope, formând astfel o bază
solidă pentru analiza ulterioară. Am continuat cu studiul deformării plane s, i al
propagării undelor cu doi timpi de ı̂ntârziere, rezultate ce oferă o perspectivă
detaliată asupra influent,ei surselor de căldură, a porilor s, i a incluziunilor asupra
comportamentului mecanic.

În a doua parte au fost obt, inute solut, ii bazate pe potent, iali complecs, i, aplicabile
ı̂n analiza tensiunilor s, i a deformărilor din jurul incluziunilor circulare, ceea ce
ajută la modelarea s, i simularea numerică a acestor fenomene.

În ceea ce prives,te studiul mediilor micropolare anizotrope, au fost aduse ı̂n
discut, ie unicitatea s, i instabilitatea ı̂n termoelasticitate, prin formulări variat, ionale
ale problemelor cu condit, ii la limită s, i init, iale. De asemenea au fost abordate prin-
cipiile de reciprocitate s, i variat, ionale, evident, iind rolul acestora ı̂n determinarea
solut, iilor.

În final, ı̂n analiza mediilor dipolare au fost obt, inute efectele golurilor s, i ale
variabilelor de stare internă asupra elasticităt, ii acestora, rezultate ce contribuie
la ı̂nt,elegerea modului ı̂n care structura dipolară influent,ează comportamentul
mecanic.

Prin urmare, lucrarea prezentă oferă o perspectivă amplă asupra teoriilor s, i aplicat, iilor
mediilor micropolare s, i dipolare, utilizând metode analitice s, i numerice pentru a
investiga fenomene complexe. Rezultatele obt, inute au relevant, ă atât teoretică,
cât s, i practică, putând fi aplicate ı̂n diverse domenii ale mecanicii materialelor s, i
ingineriei structurale.
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5.0.2 Diseminarea rezultatelor originale

Articole incluse ı̂n teza de doctorat

• Marin, M., Vlase, S., Fudulu, I.M., Precup, G.: Effect of Voids and Internal
State Variables in Elasticity of Porous Bodies with Dipolar Structure, Mathemat-
ics, 9(21), Art. No. 2741 (2021).
https://doi.org/10.3390/math9212741
-wos:000719349700001

• Marin, M., Fudulu, I.M., Vlase, S. :On some qualitative results in thermody-
namics of Cosserat bodies, Boundary Value Problem 2022, 69 (2022).
https://doi.org/10.1186/s13661-022-01652-8
-wos:000860971100001

• Marin, M., Vlase, S., Fudulu, I. M.: On instability in the theory of dipolar
bodies with two-temperatures, Carpathian Journal of Mathematics, 38, 459-468
(2022).
https://doi.org/10.37193/CJM.2022.02.15
-wos:000761969400001

• Fudulu, I.M.:Plane strain of isotropic micropolar bodies with pores, Bulletin
of theTransilvania University of Bras,ov, Series III: Mathematics and Computer
Science, Vol. 3(65), No. 1, 81-92 (2023).
https://doi.org/10.31926/but.mif.2023.3.65.1.7

• Neagu, D.M., Fudulu, I.M. , Marin, M. :Complex potentials solutions for
isotropic Cosserat bodies with voids, Boundary Value Problem 2024, 129 (2024).
https://doi.org/10.1186/s13661-024-01938-z
- wos:001330082400001

• Neagu, D.M., Fudulu, I.M., Marin, M. et al. :Wave propagation with two
delay times in an isotropic porous micropolar thermoelastic material, Continuum
Mech. Thermodyn. 36, 639–655 (2024).
https://doi.org/10.1007/s00161-024-01287-3
-wos:001330082400001
•- Fudulu, I.M., Marin, M.: On a variational principle and continuous dependece
result for a micropolar izotropic body, Changes and Innovations in Social Systems,
Studies in Systems, Decision and Control, Springer, 505 (2025).
https://doi.org/10.1007/978-3-031-43506-5-6

Alte articole elaborate ı̂n timpul studiilor

• Bhatti, M.M., Marin, M., Ellahi, R., Fudulu, I.M. :Insight into the dynamics
of EMHD hybrid nanofluid (ZnO/CuO-SA) flow through a pipe for geothermal en-
ergy applications, Journal of Thermal Analysis ans Calorimetry 48, 14261–14273
(2023).
https://doi.org/10.1007/s10973-023-12565-8
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-wos: 001082625700001

Prezentarea rezultatelor cercetării

• 4th Edition - MACOS 2022, International Conference on Mathematics and Com-
puter Science, September 15-17, 2022, Braşov, Romania.
- Fudulu, I.M., Marin, M.: On a variational principle and continuous de-
pendece result for a micropolar izotropic body, Changes and Innovations in So-
cial Systems. Studies in Systems, Decision and Control, Springer, 505 (2025).
https://doi.org/10.1007/978-3-031-43506-5-6
• 5th International Conference on Mathematics and its Applications in Science
and Engineering, September 16-18, 2024, Coimbra, Portugalia.
- Neagu, D.M., Fudulu, I.M. , Marin, M. :Complex potentials solutions for
isotropic Cosserat bodies with voids, Bound Value Probl 2024, 129 (2024). https://doi.org/10.1186/s13661-
024-01938-z.

Premierea rezultatelor cercetării

5.0.3 Direct, ii viitoare de cercetare

Lucrarea prezentă oferă o analiză detaliată asupra comportamentului mediilor
micropolare izotrope s, i anizotrope, precum s, i al mediilor dipolare, evident, iind
atât fundamentele teoretice, cât s, i metode avansate de solut, ionare. Complexitatea
acestor domenii permite o gamă largă de direct, ii viitoare de cercetare, care să
aprofundeze s, i să extindă rezultatele obt, inute.

O primă direct, ie posibilă ar putea fi extinderea modelelor la medii neomogene
s, i neliniare. În multe aplicat, ii practice, materialele reale prezintă variat, ii ale
proprietăt, ilor mecanice ı̂n spat, iu sau comportamente neliniare ı̂n urma solicitărilor
extreme. Includerea acestor aspecte ı̂n modelele teoretice ar putea permite o
descriere mai detaliată a comportamentului structurilor complexe s, i ar contribui
la dezvoltarea unor metode mai precise de analiză.

O direct, ie promit, ătoare este, de asemenea, aplicarea rezultatelor teoretice la ma-
teriale avansate. Materialele cu memorie, metamaterialele s, i nanomaterialele sunt
doar câteva exemple de structuri care prezintă proprietăt, i mecanice neobis,nuite,
cum ar fi auto-repararea sau rigiditatea negativă. Investigarea acestor materiale
din perspectiva teoriilor micropolare s, i dipolare ar putea conduce la noi modele
de proiectare ı̂n domenii precum biomedicina, ingineria aeronautică s, i robotica.

În plus, dezvoltarea metodelor numerice pentru cazuri tridimensionale reprezintă
o provocare tehnică importantă. Utilizarea metodelor numerice avansate, precum
metoda elementelor finite (FEM) sau metode bazate pe inteligent, ă artificială, ar
putea permite o simulare mai detaliată a fenomenelor s, i ar facilita optimizarea
designului structurilor ingineres,ti.

Un alt aspect esent, ial pentru validarea modelelor este investigat, ia experimentală.
Des, i modelele teoretice s, i numerice sunt extrem de utile, compararea acestora cu
date experimentale poate confirma sau ajusta ipotezele folosite. Experimentele
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pe materiale reale ar putea contribui la ı̂mbunătăt, irea predict, iilor ı̂n domeniul
elasticităt, ii micropolare s, i dipolare.
O direct, ie importantă de cercetare o reprezintă s, i studiul propagării undelor ı̂n
structuri complexe. Acest subiect este relevant pentru aplicat, ii diverse, de la acus-
tică s, i seismologie până la analiza nondistructivă a materialelor. Înt,elegerea mai
profundă a mecanismelor de propagare ar putea duce la ı̂mbunătăt, irea tehnicilor
de detectare a defectelor s, i la dezvoltarea unor structuri capabile să atenueze sau
să controleze propagarea undelor.
În concluzie, studiul mediilor micropolare s, i dipolare este un domeniu dinamic,
cu numeroase aplicat, ii practice s, i teoretice. Direct, iile viitoare de cercetare pot
contribui semnificativ la ı̂mbunătăt, irea modelelor existente, la dezvoltarea unor
noi tehnologii s, i la ı̂nt,elegerea mai profundă a comportamentului materialelor
ı̂n condit, ii complexe. Astfel, acest domeniu rămâne unul de interes major atât
pentru cercetători, cât s, i pentru inginerii care ı̂s, i propun să rezolve probleme din
ce ı̂n ce mai sofisticate ale mecanicii materialelor.
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