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Introducere

Teoria clasica a comportarilor asimptotice de tip exponential, polinomial sau cu
rate de cregtere, precum stabilitate, instabilitate, dichotomie, trichotomie, splitting,
a ecuatiilor diferentiale deterministe a cunoscut o dezvoltare impresionanta de-a
lungul timpului si a fost tratata din diferite perspective. Au fost obtinute solutii ale
ecuatiilor diferentiale modelate cu ajutorul proceselor evolutive sau al cociclilor peste
fluxuri sau semifluxuri in spatii Hilbert sau Banach. De asemenea, proprietatile
asimptotice amintite mai sus au fost studiate atat in cazul uniform cat si in cazul
neuniform.

In contextul dezvoltarii teoriei ecuatiilor diferentiale stochastice in spatii infinite,
o serie de lucrari fundamentale ofera perspective esentiale pentru analiza comporta-
mentului asimptotic si a stabilitatii acestor sisteme. Astfel, Bensoussan si Flandoli
[8] au demonstrat existenta varietatilor inerte stochastice pentru ecuatii parabolice
degenerative, folosind metoda Lyapunov—Perron, ceea ce a deschis calea unor studii
privind structura geometrica a solutiilor stochastice. Pe de alta parte, S. Bonaccorsi
[11] in 1999 a extins formula variatiei constante pentru ecuatii stochastice neliniare
in spatii infinit dimensionale.

Lucrarea lui C. Chicone si Y. Latushkin [28] (1999) ofera o abordare unificata in
studiul operatorilor de evolutie si al semigrupurilor, cu aplicatii in stabilitatea spec-
trala, teoria controlului si analiza transferului de energie in sisteme dinamice nelini-
are. In paralel, W. Coppel [29] (1978) a oferit o tratare fundamentali a dichotomiei
in teoria stabilitatii, dezvoltand criterii solide pentru caracterizarea stabilitatii si
instabilitatii sistemelor diferentiale.

Teoria sistemelor liniare infinite-dimensionale a fost detaliata in lucrarile clasice
ale lui R. Curtain si Pritchard [31] (1978), iar recent R. Curtain si H. Zwart [30]
(2020) au aprofundat aceasta directie printr-o abordare in spatii de stare, adecvata
si pentru controlul sistemelor neliniare.

In studiile lui G. Da Prato si Ichikawa [32] (1987) apar contributii remarcabile
legate de ecuatiile Lyapunov pentru sisteme variabile in timp, iar I. Gikhman si
A. Skorokhod [49] (1972) au pus bazele teoretice ale calculului It6 in spatii infinit
dimensionale. In acelasi spirit, lucririle lui H. Kunita [58] privind generatoarele
infinitezimale ale semigrupurilor pozitive aleatorii si tratatele lui P. Protter [94]si
J. Zabcezyk [137] dedicate calculului stochastic si al teoriei controlului, completeaza



cadrul conceptual necesar pentru abordarile moderne din domeniu.

Fundamentele teoretice utilizate in aceasta lucrare se bazeaza pe concepte din
topologia generala si teoria masurii, pentru care referinte clasice sunt lucrarile lui P.
Halmos [57] si J. Munkres [86].

Un cadru general pentru analiza comportamentelor asimptotice ale sistemelor
dinamice neliniare, atat in context determinist cat si stochastic, 1l constituie notiunea
de cociclu de evolutie, introdusa pentru prima data in literatura de specialitate
in lucrarea autorilor M. Megan gi C. Stoica [76]. Aceastda notiune generalizeaza
conceptele clasice de operatori de evolutie, semigrupuri de operatori si cociclilor peste
semifluxuri, oferind un instrument flexibil si eficient pentru modelarea sistemelor
dinamice in spatii Banach.

Extinderea acestui cadru catre forme mai generale, care sa includa comporta-
mente asimptotice diverse, a fost realizata in numeroase contribut ii recente. De
exemplu, in [77] si [80], autorii au investigat notiuni variate de stabilitate si di-
chotomie pentru cocicli de evolutie, atat pentru cazul uniform cat si pentru cazul
neuniform. De asemenea, abordari integrale si caracterizari bazate pe familii de
proiectori invariante au fost dezvoltate in [82], [83], [100], [107], [108], [109].

In paralel, in [46], A. Gaina a analizat notiunea de h-dichotomie uniforma pen-
tru cocicli de evolutie in spatii Banach, furnizand conditii necesare si suficiente.
Lucrarea [47] extinde aceste rezultate la cazul neuniform, introducénd clase gene-
rale de rate de crestere si oferind caracterizari relevante pentru cocicli de evolutie. O
contributie aparte o aduce studiul asupra dichotomiei cu rate de crestere diferentiabile
in [67].

Alte contributii importante pot fi gasite in lucrarile [70], [66] si [78], unde autorii
utilizeaza atat metode clasice cat si instrumente moderne de analiza functionala
pentru a obtine criterii aplicabile in spatii Banach.

Comportamentul trichotomic precum si caracterizarile asociate acestora sunt de
asemenea bine reprezentate in literatura recenta, prin lucrari precum [99], [101] si
monografia [103], in care se ofera un cadru unificat pentru studiul comportamentelor
asimptotice uniforme si neuniforme ale cociclilor de evolutie.

Ulterior, atentia s-a concentrat tot mai mult asupra ecuatiilor diferentiale sto-
chastice (SDE) in spatii Banach sau Hilbert infinit dimensionale. Acestea ofera un
cadru natural pentru modelarea fenomenelor afectate de zgomot aleator, cu aplicatii
in fizica, biologie sau economie. Problemele existentei cociclilor generati de ecuatii
diferentiale stochastice a fost studiata intensiv de autori precum A. M. Ateiwi [4],
T. Caraballo in [26], [24] si [25], A. Carvenhill [27], G. Da Prato si J. Zabczyk [33],
F. Flandoli [45], B. Schmalfu$ [98], S.-E. Mohammed [84], respectiv Mohammed si
colaboratorii sai [85]. In acest cadru, s-a conturat si conceptul de cociclu stochastic,
introdus in mod sistematic de L. Arnold [1], si extins ulterior in contexte variate [2],
[3].

Tema principala a acestei teze este studiul comportamentelor asimptotice in me-



die de tip stabilitate si dichotomie pentru cocicli stochastici de evolutie. Analiza este
realizata in timp continuu, in cadru uniform, in spatii Banach. Lucrarea isi propune
sa generalizeze rezultatele deja cunoscute in cazul determinist, adaptand conceptele
si intrumentele clasice la contextul stochastic si punand accentul pe comportamen-
tele asimptotice cu rate de cretere. Acestea permit o tratare unificata a cazurilor
exponential gi polinomial, oferind un cadru mai flexibil pentru studiul asimptotic.

Deoarece comportarile asimptotice exponentiale sau polinomiale sunt mai res-
trictive, a fost nevoie de introducerea unui concept mai general, cel cu rate de
crestere.

R. Naulin si M. Pinto in [87], [89] au introdus conceptul de comportari asimpto-
tice cu rate de cregtere fiind dezvoltat ulterior in lucrari precum [89], [65]. Aceasta
abordare a permis generalizarea rezultatelor existente in cazul exponential gi poli-
nomial, deschizand perspective noi asupra caracterizarilor de tip Datko, Lyapunov
sau Barbashin. Comportamentele asimptoptice de tip h-stabilitate sau h-dichotomie
s-au dovedit utile in tratarea uniforma a unei clase largi de sisteme, atat in context
determinist cat si stochastic.

In ultimii ani, o serie de lucriri stiintifice semnate de T. M. Személy Filop au
adus contributii importante in teoria comportamentelor asimptotice in medie ale
cociclilor stochastici de evolutie in spatii Banach. Astfel, in lucrarea [130] realizat
in colaborare cu M. Megan si D. I. Borlea este introdus si studiat conceptul de sta-
bilitate uniforma in medie cu rate de crestere, fiind formulate conditii suficiente si
exemple relevante care ilustreaza generalizari ale stabilitatii exponentiale si polino-
miale in medie. Continuand aceasta directtie, lucrarea [124] propune o formalizare
riguroasa a dichotomiei uniforme in medie, utilizand familii de proiectori invariante
pentru cocicli stochastici de evolutie in timp continuu. In [128] se stabilesc legaturi
intre conceptele de h-dichotomie uniforma in medie gi dichotomie exponentiala uni-
forma in medie, respectiv intre conceptele de h-dichotomie uniforma in medie si
dichotomie polinomiald uniforma in medie. De asemenea, in lucrarea [123] realizata
impreuna cu D. I. Borlea sunt oferite caracterizari integrale pentru h-dichotomia uni-
form# in medie, folosind familii de proiectori invariante, respectiv tare invariante. In
[129] se analizeaza stabilitatea uniforma in medie de tip exponentjial gi polinomial iar
lucrarea [125] vizeaza cazul reversibil al cociclilor stochastici de evolutie, obtinandu-
se caracterizari de tip Datko pentru h-dichotomia uniforma in medie. Tot in directia
cociclilor stochastici de evolutie, C. Stoica a introdus o perspectiva unificata in [105]
discutand formulari si interpretari stochastice ale acestor structuri dinamice. In lu-
crarea recenta [106] sunt analizate unele probleme fundamentale legate de studiul
ecuatiilor de evolutie in context stochastic, oferind repere utile pentru extinderea
metodelor clasice. In completare, cercetatorul T. Yue a abordat teme conexe referi-
toare la instabilitatea in medie si caracteriziri ale acesteia. In lucrarile [135], [136]
si [134] sunt formulate teoreme de tip Datko si Barbashin.

Aceste lucrari au fost dezvoltate in spiritul lucrarilor anterioare ale autorilor P.
V. Hai in [55], R. Boruga in [13], D. Dragic¢evi¢ in [38], D. Stoica in [111], [112],



[113], [114], [115], [116], D. Stoica si M. Megan in [118], [119], [120], [121], D. Stoica
si L. Lemle in [117], D. Stoica , M. Megan si L. Lemle in [122], C. Tudor in [131] si
V. M. Ungureanu in [132].

In cadrul teoriei stabilitatii ecuatiilor diferentiale, cateva teoreme au stat la
baza dezvoltarii acestui domeniu, printre cele mai importante numarandu-se carac-
terizarea cunoscuta sub numele de Datko-Pazy, conform careia o familie de evolutie
U = {U(t, s) }1>s>0 definita intr-un spatiu Banach X este exponential stabila daca
i numai daca exista un exponent p € [1,00) astfel incat

oo
sup/ |U(t, s)x||Pdt < oo, pentru orice z € X.
s>0

S

Mai tarziu, R. Datko demonstreaza pentru cazul particular p = 2 acest rezultat
pentru semigrupuri in spatii Hilbert in [36] iar pentru operatori de evolutie in [37].

Teorema lui Datko a constituit fundamentul unor studii importante privind sta-
bilitatea exponentiala uniforma a ecuatiilor de evolutie. Ulterior, numeroase lucrari
au fost dedicate acestui subiect mentionand doar cateva dintre ele [53], [61], [134], [9]
si [7]. Totodata, in analiza comportamentelor asimptotice ale sistemelor dinamice,
un punct de referinta il constituie monografia lui A. M. Lyapunov [63] care a stat la
baza dezvoltarii unor metode fundamentale, in special prin utilizarea functiilor de
tip Lyapunov, o tehnica frecvent intalnita in literatura de specialitate. Mentionam
aici alte lucrari semnificative [40], [60]. Rezultatul clasic al lui E. A. Barbashin [5]
reprezinta unul dintre cele mai importante puncte de plecare in teoria stabilitatii
intrucat a oferit caracterizari integrale, in care parametrul de integrare este al doilea,
pentru stabilitatea exponentiala uniforma. Acesta directie a fost continuata si de
alti autori amintind lucrarile [39], [52], [134], [133].

Conceptul de stabilitate uniforma, de tip exponential, polinomial sau cu rate de
crestere, ocupa un loc central in teoria comportamentelor asimptotice ale sistemelor
dinamice neautonome. Lucrarea fundamentala a lui L. Barreira si C. Valls [6] ofera
o perspectiva aprofundata asupra stabilitatii sistemelor diferentiale neautonome,
constituind un reper teoretic important in definirea si studierea acestor concepte.

In spatii Banach, criteriile de stabilitate au fost extinse prin metode de tip
Datko—Pazy si prin abordari operatoriale moderne. In acest sens, R. Boruga si
colaboratorii sai au adus contributii semnificative: in [19] sunt oferite caracterizari
integrale pentru stabilitatea uniforma cu rate de cregtere, iar in [22] este detaliata
analiza stabilitatii uniforme folosind conditii functionale aplicabile intr-un cadru
generalizat. Instabilitatea corespunzatoare este discutata in [21], In timp ce in [12]
se introduc criterii de majorare.

Un rezultat notabil este formularea unui criteriu logaritmic pentru stabilitatea
polinomiala [16], oferind o nou caracterizare a stabilittii polinomiale uniforme pentru
operatorii de evolutie in spatii Banach. De asemenea, C. Buse si colaboratorii [23]
dezvolta o versiune intarita a teoremei lui Barbashin, utila in caracterizari integrale



ale stabilitatii in context neautonom.

Stabilitatea uniforma a fost tratata in contexte discrete sau generale de catre H.
Damak [35], C.-L. Mihit, [81], P. V. Hai [54], [56], M. Megan, C. Stoica, L. Buliga
[79], C. Stoica [102], dar si de catre Megan, Sasu si Sasu in articolele [69], [71], [73]
sau de autorii C. Stoica i M. Megan [110] unde se abordeaza atat stabilitatea, cat
si instabilitatea exponentiala pentru cocicli peste semifluxuri.

O contributie recenta remarcabila apartine acelorasi autori (Megan, A. L. Sasu
si B. Sasu), care in [72] propun un criteriu de tip Zabczyk—Rolewicz pentru stabi-
litatea sistemelor neliniare neautonome, aducand o viziune noua asupra analizelor
functionale implicate. In plus, articolul [41] leaga stabilitatea de proprietatile de
admisibilitate ale sistemelor discrete, in timp ce analiza lui C.-L. Mihit, in [81] apro-
fundeaza conditiile de h-stabilitate uniforma pentru operatorii de evolutie.

Toate aceste directii de cercetare consolideaza importanta stabilitatii uniforme
cu rate de crestere, oferind fundamente teoretice esentiale pentru extinderea acestui
concept in contextul cociclilor stochastici de evolutie, ceea ce constituie unul dintre
obiectivele principale ale tezei de fata.

Generalizarea conceptului de stabilitate se realizeaza prin introducerea notiunii
de dischotomie, care implica existenta unei familii de proiectori ce permite descom-
punerea spatiului de stari intr-o suma directa a doua subspatii inchise: unul asociat
comportamentului stabil, iar celalalt comportamentului instabil. Importanta dicho-
tomiei exponentiale pentru ecuatii diferentiale liniare a fost consacrata prin doua
lucrari fundamentale precum monografia clasica apartinand lui J. L. Massera si J. J.
Schéffer, publicata in 1966 [64] si tratatul elaborat de J. L. Daleckii si M. G. Krein
aparuta in 1974 [34].

Conceptul de dichotomie exponentiala uniforma a fost extins in mod semnificativ
in ultimele decenii, fiind tratat in numeroase lucrari importante [59], [62], [74], [92],
[96], [97], care au oferit caracterizari integrale, conditii necesare si suficiente sau
conexiuni cu teoria semigrupurilor de evolutie.

In plus, au fost analizate si forme mai generale ale acestui comportament, cum
ar fi dichotomia exponentiala neuniforma [93], [95], precum si formele intermediare
sau mixte de tip trichotomie, dezvoltate in special in lucrarile lui C. Stoica [101],
[99] si ale lui S. Elaydi si O. Hajek [43].

O directie de cercetare recenta este reprezentata de dichotomia cu rate de
crestere, sau h-dichotomia, care generalizeaza cazurile exponential si polinomial. In
aceasta directie, mentionam contributiile semnificative ale lui R. Boruga si M. Me-
gan, care in lucrarile [14], [17], [18], [20] au oferit caracterizari ale conceptului de
dichotomie precum si criterii de tip Datko pentru acest tip de comportament, in-
clusiv in varianta neuniforma. De asemenea, in lucrarile [9] si [10], autorii au extins
teoria varietatilor stabile in prezenta unor dichotomii polinomiale neuniforme, de-
monstrand aplicabilitatea acestora la ecuatii neliniare neautonome.

In modelarea fenomenelor reale, provenite din domenii precum biologia, eco-



nomia sau stiintele mediului, se constata adesea ca evenimentele nu se desfagoara
continuu, ci apar la momente discrete de timp. Acest aspect justifica interesul tot
mai ridicat acordat studiului sistemelor dinamice in timp discret. Astfel, cadrul
teoretic al cociclilor stochastici de evolutie in timp discret s-a dovedit a fi extrem de
valoros pentru descrierea si analiza comportamentului asimptotic al acestor sisteme.

In lucrarea autoarei [126] au fost evidentiate caracterizari ale proprietatii de
h-dichotomie uniforma in medie pentru cocicli stochastici de evolutie in timp dis-
cret. Mai exact, sunt furnizate conditii necesare si suficiente folosind atat familii de
proiectori invariante, cat si familii de proiectori tare invariante, pentru cocicli sto-
chastici de evolutie in timp discret. Ca o consecinta, se obtin caracterizari integrale
pentru conceptul de dichotomie exponentiala uniforma in medie. Pentru contributii
recente in acest domeniu mentionam lucrarile [15], [42], [44], [48], [50], [51], [68],
[75], [90], [91] si [104].

Lucrarea este structurata in trei capitole precedate de prezenta Introducere si
urmate de Bibliografie. Obiectivul principal consta in aprofundarea si generalizarea
rezultatelor deterministe in cadrul stochastic.

Primul capitol, intitulat Cocicli stochastici de evolutie si familii de proiec-
tori stochastici cuprinde cinci paragrafe Cocicli stochastici de evolutie, Concepte de
crestere pentru cocicli stochastici de evolutie, Familit de proiectori stochastici inva-
riante la cocicli stochastici de evolutie, Concepte de crestere pentru perechi de forma
(C, P), Comentarii bibliografice. Primul paragraf prezinta notiunile introductive in
analiza stochastica, notiunile de semiflux stochastic de evolutie, aplicatie cociclica
stochastica de evolutie, cociclu stochastic de evolutie si au fost date cateva exemple
semnificative in acest sens. In al doilea paragraf se regasesc notiunile de h-cregtere
uniforma pentru cocicli stochastici de evolutie si sunt stabilite legaturile intre con-
ceptele de crestere in medie. Al treilea paragraf trateaza conceptele de familie de
proiectori invarianta, respectiv tare invarianta dar si legatura intre ele. In urmétorul
paragraf se generalizeaza conceptele de h-crestere pentru cazul general al perechilor
de forma (C,P) in cazul uniform. De asemenea, sunt prezentate legaturile intre
concepte dar sunt date si caracterizari cu familii de proiectori invariante, respectiv
tare invariante pentru conceptul de h-crestere in cazul uniform.

Capitolul al doilea, Concepte de stabilitate pentru cocicli stochastici de
evolutie trateaza conceptul de stabilitate in medie cu rate de crestere si este compus
din patru paragrafe: Preliminarii, Legaturi intre conceptele de stabilitate uniforma
in medie, Caracterizari ale conceptului de stabilitate uniforma in medie, Comentarii
bibliografice.

In primul paragraf al acestui capitol au fost introduse notiunile de h-stabilitate
in medie precum gi h-stabilitate uniforma in medie mentionand si de cazurile par-
ticulare ale conceptului de stabilitate uniforma si anume conceptul de stabilitate
exponentiala uniforma in medie, respectiv conceptul de stabilitate polinomiala uni-
forma in medie. De asemenea, au fost date cateva exemple semnificative.

Al doilea paragraf al acestui capitol trateaza legaturile intre conceptele de sta-



bilitate uniforma in medie. Cel de-al treilea paragraf este dedicat caracterizarii con-
ceptului de stabilitate uniforma in medie. Rezultatele principale ale acestei sectiuni
sunt Teoremele 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3 si Corolariile 2.3.1, 2.3.2, , 2.3.3, 2.3.4, , 2.3.5,
2.3.6 care stau la baza rezultatelor ce urmeaza a fi demonstrate pe parcursul acestui
capitol. Astfel, se obtin caracterizari integrale de tip Barbashin, Datko, si Lyapunov
pentru conceptul de h-stabilitate uniforméa in medie.

Capitolul al treilea, intitulat Concepte de dichotomie pentru cocicli sto-
chastici de evolutie contine cele mai generale rezultate ale tezei si cuprinde trei
paragrafe: Preliminarii, Legatura intre conceptele de dichotomie uniforma in medie,
Caracterizarea conceptului de dichotomie uniforma in medie, Comentarit bibliogra-

fice.

In primul paragraf al acestui capitiol se introduc notiunile de h-dichotomie uni-
forma in medie amintind totodata de cazurile particulare si anume conceptul de
dichotomie exponentiala uniforma in mediesi conceptul de dichotomie polinomiala
uniformé in medie. In paragraful 3.2 se pune accentul pe stabilirea legaturilor intre
conceptele de dichotomie uniforma iar Teoremele 3.2.1, 3.2.2, respectiv Corolariile
3.2.1, 3.2.2 reprezinta unele din cele mai importante rezultate ale acestui paragraf
si au fost publicate in lucrarea [128]. Proprietatea de h-dichotomie uniforma in me-
die este tratata in paragraful 3.3 cu familii de proiectori invariante, respectiv tare
invariante. In Teoremele 3.3.9, 3.3.10 este studiata conexiunea dintre h-dichotomia
uniforma in medie in cazul discret si h-dichotomia uniforma in medie in cazul con-
tinuu. In acest sens, se obtine faptul ca h-dichotomia uniforma in medie in timp
continuu este echivalenta cu h-dichotomia uniforma in medie in timp discret, in
conditii de h-crestere uniforma. Un alt rezultat important al acestei sectiuni este
Teorema 3.3.2 care a fost publicata in lucrarea [124]. Alte rezultate importante au
fost obtinute ulterior si publicate in lucrarile [123] si [125].

Rezultatele originale prezentate in aceasta teza si evidentiate in cadrul Comen-
tariilor bibliografice de la finalul fiecarui capitol au fost publicate sau acceptate spre
publicare cu exceptia Teoremelor 3.3.9 si 3.3.10 care au fost trimise spre publicare
in [127]. Toate aceste rezultate apartin in parte autorului tezei ca unic autor sau au
fost obtinute in colaborare cu profesorul universitar doctor Emerit Mihail Megan,
coordonatorul gtiintific al lucrarii, respectiv cu doamna D. I. Borlea. Publicarea s-a
realizat in reviste cotate ISI [125], in reviste de specialitate din tara si din strainatate,
cu comitet stiintific de referenti [124], [130] precum si in volume ale unor conferinte
internationale [129], [128], [123]. De asemenea, o serie de alte rezultate originale,
care nu sunt incluse in continutul direct al tezei, dar care se inscriu in tematica
acesteia gi in planul de pregatire individuala au fost publicate in revista cotata ISI
[126] si au fost comunicate in cadrul conferintei nationale ”Sixth Romanian Itine-
rant Seminar on Mathematical Analysis and its Applications”, May 30-31, 2024,
Cluj-Napoca, Romania.

De asemenea, rezultatele cuprinse in aceasta lucrare au fost prezentate si dis-
cutate in cadrul ”Seminarului de Analiza Matematica si Teoria Controlului” de la



Universitatea de Vest din Timigoara, un seminar fondat si indelung coordonat de
regretatul profesor universitar doctor Emerit Mihail Megan, personalitate marcanta
a gcolii matematice romanesti. Contributiile sale stiintifice, sprijinul acordat tine-
rilor cercetatori si indrumarea generoasa oferite autorului tezei au avut un impact
esential in desfSurarea cercetarilor prezentate in aceasta lucrare.

Bibliografia reuneste articolele publicate de autor pe tema tezei in reviste de
specialitate, lucrarile prezentate in cadrul conferintelor nationale si internationale,
precum si o selectie de lucrari consultate si citate de autoare in elaborarea cercetarii.

Aceasta teza este dedicata memoriei profesorului universitar doctor Emerit Mi-
hail Megan, mentorul meu stiintific si un reper fundamental in formarea mea profe-
sionala. Gandirea sa riguroasa, ajutorul sau constant si increderea acordata pe tot
parcursul pregatirii au fost decisive pentru dezvoltarea acestei lucrari.

Adresez sincere multumiri domnului Profesor Universitar Doctor Habilitat Toan
Lucian Popa pentru sustinerea, indrumarea si incurajarile oferite in perioada difi-
cila care a urmat pierderii coordonatorului meu stiintific. De asemenea, doresc sa
adresez multumiri §i membrilor Comisiei de Indrumare: Profesor Universitar Doctor
Habilitat Adina Luminita Sasu, Lector Doctor Aurelian Craciunescu, Lector Doc-
tor Larisa Elena Biris, Profesor Universitar Doctor Habilitat Marin Marin, pentru
sfaturile si indrumarile valoroase primite in redactarea acestei teze.

Multumiri speciale adresez domnului Conferentiar Universitar Doctor Traian
Ceausu pentru observatiile valoroase si sprijinul acordat in etapele de redactare a
lucrarii.

De asemenea, exprim recunostinta colegilor din cadrul colectivului de cercetare
de la Universitatea de Vest din Timigoara, ale caror sugestii, indrumari i incurajari
au contribuit semnificativ la finalizarea acestei lucrari.

Le multumesc din inima prietenilor mei dragi, care mi-au fost alaturi de-a lungul
acestui drum si mi-au oferit sprijin, incurajare gi ganduri calde, pline de afectiune
i recunostinta.

intregii mele familii le sunt profund recunoscatore pentru iubirea, sprijinul,
rabdarea si increderea pe care mi le-au oferit neconditionat. Le multumesc pentru
rugaciuni, pentru incurajare, pentru linigtea oferita acasa si pentru toate sacrificiile
facute in tacere. Fara prezenta lor constanta si generozitatea cu care m-au sustinut,
acest drum nu ar fi fost posibil.



1. Cocicli stochastici de evolutie
si familii de proiectori stochas-
tici

1.1 Cocicli stochastici de evolutie

Definitia 1.1.1. [57] Fie ©Q o multime nevida. O familie de submultimi B C P(12)
se numeste o-algebra pe () daca sunt satisfacute urmatoarele conditii:

1. Multimea vida apartine lui B:

0 e B.
2. Daca A € B, atunci si complementara sa fata de € apartine lui B:

A =Q\ AeB.

3. Daca (A,)nen C B, atunci reuniunea lor numarabila apartine lui B:

G A, €B.
n=1

Familia B se mai numeste si o-algebra de submultimi ale lui €.

Definitia 1.1.2. [86, p. 76] Fie K o multime nevida. O familie de submultimi
D C P(K) se numeste topologie pe K daca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

1. Multimea vida si multimea totala apartin familiei:

0l eD, KebD.

2. Reuniunea arbitrara (eventual infinita) a multimilor din D apartine lui D,
adica pentru orice familie (U;);e; C D avem

UUzGD
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3. Intersectia finita a multimilor din D apartine lui D, adica pentru orice Uy, ..., U, €
D avem
n
m U, eD.
k=1

Perechea (K, D) se numeste spatiu topologic, iar elementele lui D se numesc mulfimi
deschise.

Definitia 1.1.3. [57] Fie 2 o multime nevida si fie B o o-algebra de submultimi
ale lui 2. Atunci (2, B) se numeste spativ masurabil iar elementele lui B se numesc
multimi masurabile.

Definitia 1.1.4. [86] Fie (K, D) un spatiu topologic. o-algebra generata de familia
D se numeste o-algebra boreliand pe K si se noteaza B(K) = o(D). Elementele sale
se numesc multimi boreliene.

Definitia 1.1.5. [57] Fie (€2, B) un spatiu masurabil si (K, D) un spatiu topologic.
O functie f : Q — K se zice masurabild dacd pentru orice D € D, f~Y(D) € B
(imaginea inversa a oricarei multimi deschise prin functia f este o multime bore-
liana).

Definitia 1.1.6. [57] O functie f : 2 — K, masurabila in raport cu spatiile
masurabile (2, B) si (K, D) se numeste variabila aleatoare. Spunem ca o variabila
aleatoare este simpla daca ia un numar finit de valori.

Definitia 1.1.7. [57] Fie (©,B) un spatiu masurabil. O functie p : B — [0, 1]
o-aditiva cu p(2) = 1 se numeste mdasura de probabilitate. Tripletul (Q, 5, u) se
numeste spatiu de probabilitate.

Pentru a defini integrala in cazul general al variabilelor aleatoare oarecare uti-
lizam urmatoarea lema:

Lema 1.1.1. Daca X este un spatiu Banach separabil si f o variabila aleatoare
definita pe (2, B) cu valori in (X, || - ||) atunci functia cu valori reale ||f(-)|| este
masurabila.

Pentru demonstratie a se vedea [33, p. 19].

Fie f: (Q,B) = (X, ]| - ])).

Definitia 1.1.8. [33] Variabila aleatoare f: (2, B) — (X, || - ||) se numeste Bochner
integrabila sau simplu integrabilda (in raport cu masura de probabilitate u) daca

/Q (@)l dpw) < oo.
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Daca f este o variabila aleatoare integrabila atunci definim

[ s@ue) = tim [ )it

unde f;, este un gir de variabile aleatoare simple astfel incat girul || f(w) — f.(w)]| este
monoton descrescator la zero. Aceasta integrala este bine definita deoarece limita de
mai sus exista [33] si este independenta de sirul de variabile aleatoare simple (f,,)nen
ales pentru aproximare. Mai precizam ca aceasta integrala se numeste media sau
integrala Bochner a variabilei aleatoare f. O notam cu E(f), adica

B(P) = [ f)dn(e)
Q
Conditiile in care un operator liniar comuta cu integrala Bochner sunt date de

urmatoarea propozitie.

Propozitia 1.1.1. Presupunem ca X siY sunt doud spalii Banach i A : D(A) C
X =Y este un operator inchis cu domeniul D(A) care este o submulfime Boreliand
a lui X unde D(A) este inzestrata cu norma graficului lui A. Daca f: Q) — X este
o variabila aleatoare astfel incat f(w) € D(A) cu probabilitatea 1 atunci A(f) este
o variabila aleatoare cu valori in'Y .

Daca, mai mult

| 1As@) o) < o
atunct
A [ F)nte) = [ (Ap@idn(e) (11)
Demonstratie. Pentru demonstratie a se vedea [33, p. 21]. O

Consideram (€2, B, 1) un spatiu de probabilitate. Notam cu X un spatiu Banach
real sau complex.
Fie B(X) algebra Banach a tuturor operatorilor liniari i marginiti pe X, iar normele
pe X, respectiv B(X) vor fi notate cu || - ||. De asemenea, definim multimile

A={(t;s)eR :t>s}
T ={(t,s,tg) ER 1t > s> tg,ty € [0,00)}

Definitia 1.1.9. [76] O aplicatie masurabila ¢ : A x Q — 2 se numeste semifluzx
stochastic de evolutie pe €2 daca au loc urmatoarele relatii:

(es1) @(t,t,w) = w, pentru orice (t,w) € R, x §;

(es9) @(t,s,¢(s,ty,w)) = @(t,to,w), pentru orice (t,s,tg,w) € T x 2.
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Exemplul 1.1.1. [76] Fie ¢ : A x Q — Q, ¢(t, s,w) = w. Se verifica usor ca ¢ este
un semiflux de evolutie pe €.

Exemplul 1.1.2. [76] Fie f : R, — R, o functie descrescatoare pe [0,00) astfel

incat tlim f(t) = 1. Fie Q inchiderea in C(R,,R) in raport cu topologia convergentei
—00

uniforme a multimii {f;,# € R} unde fi(7) = f(t + 7), pentru orice 7 € R,.

Aplicatia p : A x Q — Q, p(t,s,w) = wi—s unde wy_4(7) = w(t — s + 7) este un

semiflux stochastic de evolutie pe €.

Intr-adevar,

o(t, s, 0(s,to,w)) = o(t, s,w(s —to+ 7)) = Wity (T) = (t, to, w).

Exemplul 1.1.3. [2] Fie X un spatiu Banach i fie 2 spatiul tuturor drumurilor
w: Ry — X astfel incat w(0) = 0 cu topologia compacta deschisa. Fie Fy, t > 0, o-
algebra generata de multimea {w(u) —w(v) € X cu wu,v <t} i fie B—o-algebra
Boreliana asociata lui . Atunci, aplicatia definita prin ¢o(¢,w)(s) = w(t+s) —w(t)
este un semiflux stochastic pe €2, pentru orice (t,s,w) € A x Q.

Definitia 1.1.10. [76] O aplicatie ® : A x Q — B(X) se numeste aplicatie cociclica
stochastica de evolutie asociata semifluxului stochastic de evolutie p : A x Q — Q)
daca sunt verificate urmatoarele conditii:

(cer) D(s,s,w) = I (operatorul identitate pe X), pentru orice (s,w) € Ry x Q;
(cex) D(t, s, p(s,tg,w))P(s,ty,w) = D(t, ty,w), pentru orice (¢, s,ty,w) € T x
(ce3) (s,tog,w) — D(s,ty,w) este continua pentru fiecare w € 2.

Daca ¢ : AxQ — Q un semiflux stochastic de evolutie pe Q gi @ : AxQ — B(X)
este o aplicatie cociclica stochastica de evolutie peste ¢, atunci perechea C' = (P, )
se numeste cociclu stochastic de evolutie pe A x €.

Mai mult, un operator de evolutie poate fi vazut ca si o aplicatie cociclica de
evolutie. Pentru aceasta amintim ca o aplicatie U : A — B(X) se numeste operator
de evolutie daca sunt satisfacute urmatoarele conditii:

(up) U(t,t) =1 (operatorul identitate), oricare ar fi t € Ry;
(ug) Ul(t,s)U(s,to) = U(t,to), oricare ar fi (t,s,tg) € T.

Definitia 1.1.11. [125] Aplicatia cociclica stochastica de evolutie ® : AxQ — B(X)
se numeste reversibild daca pentru orice (t,s,w) € A x Q, aplicatia ®(¢,s,w) este
bijectiva.
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Exemplul 1.1.4. [55] Fie U : A — B(X) un operator de evolutie. Atunci pentru
orice semiflux stochastic de evolutie ¢ : A x Q — Q aplicatia &y : A x Q — B(X),
definita prin

Oy (t,s,w) =U(t,s), pentruorice (t,s,w) € A X )

este o aplicatie cociclica stochastica de evolutie. Asgadar, pentru orice semiflux
stochastic de evolutie ¢, perechea C' = (®y, ¢) este un cociclu stochastic de evolutie.

Exemplul 1.1.5. [2] Consideram semifluxul stochastic g definit in Exemplul 1.1.3.
Pentru orice (¢, s,w) € A x € vom nota cu

o(t, s,w) = ot — s,w)

si
O(t, s,w) = ot — s,w)

Atunci C(®, ¢) este un cociclu stochastic de evolutie pe A x €.

Se observa ca
o(s,8,w) =w

si

o(t+ s, tg,w) — p(t, to,w) =

gp(t,s,gp(s,to,w)) (
(t+s+ty) —w(t+s)—w(t+ty)+w(t)=
(
(

t—i-to,S,(.U) - gO(t,S,W) =

w
2
o(t, to,w).

In consecinta, cociclul stochastic de evolutie generalizeaza conceptul de cociclu sto-
chastic clasic introdus de L. Arnold in [2].

Definitia 1.1.12. [89] O functie crescatoare h : R, — [1,00) cu lim A(t) = oo se

t—o0
numeste rata de crestere.

Exemplul 1.1.6. [130] Fie C' = (®, ) un cociclu stochastic de evolutie pe A x €.
Pentru o rata de cregtere h : Ry — [1,00) inversabila, consideram

he : Ry — Ry, h(t)=h"1(e)

Ve : AX Q= Q0 e(t,s,w) = @(he(t), he(s),w)
un semiflux stochastic de evolutie pe €2,
O AXQ—=Q, Pt s,w) = DP(he(t), he(s),w)

o aplicatie cociclica stochastica de evolutie asociata lui ..
Atunci C' = (®, ¢.) este un cociclu stochastic de evolutie pe A x .
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Exemplul 1.1.7. [130] Fie C' = (®, ) un cociclu stochastic de evolutie pe A x €.
Pentru o rata de cregtere h : R, — [1, 00) inversabila, consideram

hp . R+ — R+, hp(t) = h_l(t + ].)

Opt AX Q= Q0 @t s,w) = p(hy(t), hy(s),w)
un semiflux stochastic de evolutie pe 2,
D, AxQ—=Q, Oyt s,w) = P(hy(t), hy(s),w)

o aplicatie cociclicd stochastica de evolutie asociata lui ¢,,.
Atunci C = (®,, p,) este un cociclu stochastic de evolutie pe A x €.

Exemplul urmator reprezinta cazul particular al Exemplului 1.1.6 pentru h(t) =

et.

Exemplul 1.1.8. [130] Fie C' = (P, ¢) un cociclu stochastic de evolutie pe A x €.
Notam cu
gpzl) A X Q—Q, gazl)(t,s,w) = (e —1,¢* - 1,w)

un semiflux stochastic de evolutie pe (2,
1. 1 _ t s
D, AXQ =, Pt s,w) =P -1, —1,w)

o aplicatie cociclica stochastica de evolutie asociata lui goll).

Atunci C' = (@11), cpzl,) este un cociclu stochastic de evolutie pe A x .

Exemplul care urmeaza reprezinta cazul particular al Exemplului 1.1.7 atunci
cand rata de cregtere este h(t) =t + 1.

Exemplul 1.1.9. [130] Fie C' = (®, ) un cociclu stochastic de evolutie pe A x €.
Notam cu

Pl AXQ—Q, it s,w) =p(n(t+1),In(s +1),w)
un semiflux stochastic de evolutie pe 2,
PLAXQ—=Q, dlt,s,w)=S(In(t+1),In(s+1),w)

o aplicatie cociclica stochastica de evolutie asociata lui ¢!
Atunci C' = (!, ¢!) este un cociclu stochastic de evolutie pe A x €.
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Notam cu L(£2, X, ) spatiul Banach al tuturor functiilor masurabile Bochner

f:Q—= X cu
4Wﬂwwww><m

In continuare sunt definite clase particulare de cocicli stochastici de evolutie.
Aceste clase sunt utilizate la caracterizarea integrala a stabilitatii exponentiale, sta-
bilitatii polinomiale si a h-stabilitatii respectiv a dichotomiei exponentiale, dichoto-
miei polinomiale si a h-dichotomiei in medie.

Definitia 1.1.13. [66] Cociclul stochastic de evolutie C' = (P, ¢) se numeste tare
masurabil daca, pentru orice (to, x) € Ry x L(Q, X, ), aplicatia data de

s~+/w¢sm, ()l dp(w)

este masurabila pe [ty, 00).

Definitia 1.1.14. [66] Cociclul stochastic de evolutie C' = (P, ¢) se numeste *-tare
masurabil daca, pentru orice (¢,tg, x*) € T x L(Q, X*, 1), aplicatia data de

SH+AHMt&ﬂ&%MD%W®WMM

este masurabila pe [to, t].
1.2 Concepte de crestere uniforma pentru cocicli stochastici de
evolutie

Definitia 1.2.1. Spunem ca perechea C' = (®, ) are h-crestere in medie (c.h.m.)
daca exista trei constante M > 1, € > 0 si a > 0 astfel incat:

/H@tsw @)l dp(w) < Mh(s) /Hx e

pentru orice (t,s,w) € A X Qgix € L(Q, X, p).

Definitia 1.2.2. [130] Spunem ca perechea C' = (P, ¢) are crestere h-uniforma in
medie (c.h.u.m.) daca exista M > 1gi a >0 cu

" [ 100 swa(e)ldute) < Mh@)" | flotw)lduo)

pentru orice (t,s,w) € A x Qgix e L(Q, X, p).
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Remarca 1.2.1. [130] Spunem ca perechea C' = (®, ¢) are crestere h-uniforma in
medie daca si numai daca exista M > 1si o > 0 cu

()" [ 190t o, w)a0()diw) < Mb(o)" [ 100 to, o) |d(w)
Q Q
pentru orice (t, s,ty,w) € T x Q gi xg € L(Q, X, p).
In caz particular, avem:

(i) pentru h(t) = €' se obtine conceptul de cregtere exponentiald uniforma in
medie;

(ii) pentru h(t) = t + 1 se obtine conceptul de cregtere polinomiald uniforma in
medie.

In continuare sunt prezentate doua criterii de majorare pentru conceptul de
cregtere exponentiala uniforma:

Propozitia 1.2.1. Fie cociclul stochastic de evolutie C' = (P, ). Urmadtoarele
afirmatit sunt echivalente:

(i) C = (P,¢) are crestere exponentiald uniforma in medie;

(i7) emista g : Ry — Ry crescatoare, cu tlim g(t) = 0 si
—00

/Q 10(t, 5, w)e(w) | dulw) < gt — s) / () dp(w),
pentru orice (t,s,w) € A x Q si x € L(Q, X, p)

(131) exista g : Ry — Ry crescatoare, cu tlim g(t) = oo si
—00

/ 12, o, )0 (w) [ dia(w) < gt — s) / (s, to, )0 (w) | dpu(w).
Q Q

pentru orice (t,s,to,w) € T x Q si xg € L(Q, X, p)

Propozitia 1.2.2. Cociclul stochastic de evolutie C = (®,p) are crestere polino-
maala uniforma in medie daca st numai daca cociclul stochastic de evolutie C’; =
(CI>11), cp}]) definit in Exemplul 1.1.8 are crestere exponentiala uniforma in medie.

Propozitia 1.2.3. Cociclul stochastic de evolutie C = (@, @) are crestere exponentiala
uniformd in medie dacd si numai dacd cociclul stochastic de evolutie C} = (@}, pl)
definit in Exemplul 1.1.9 are crestere polinomiald uniforma in medie.

Propozitia 1.2.4. Cociclul stochastic de evolutie C' = (P, ) are crestere h-uniforma
in medie daca $i numai daca cociclul stochastic de evolutie C, = (P, p.) definit in
Exemplul 1.1.6 are crestere exponentiala uniforma in medie.
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Propozitia 1.2.5. Cociclul stochastic de evolutie C = (®, @) are crestere h-uniforma
in medie daca $i numai dacd cociclul stochastic de evolutie C, = (P, p.) definit in
Exemplul 1.1.7 are crestere polinomiala uniforma in medie.

In remarca urmatoare este evidentiata legatura intre notiunile de crestere pre-
zentate In aceasta sectiune.

Remarca 1.2.2. Legatura intre conceptele de cresgtere definite mai sus este data de
urmatoarea diagrama:
c.p.u.m. = C.p.m.

4 4

c.eu.m. = C.em.

chum. = c.hm.

1.3 Familii de proiectori stochastici invariante respectiv tare
invariante la cocicli stochastici de evolutie

Definitia 1.3.1. [124] Spunem ca o aplicatie continua P : Ry x Q — B(X) este
familie [124]de proiectori pe X daca

P%(s,w) = P(s,w),
pentru orice (s,w) € Ry x €.

Remarca 1.3.1. [124] Daca P : R, x Q — B(X) este o familie de proiectori
pentru un cociclu de evolutie C' = (P, ¢), atunci @ : Ry x Q — B(X) definita prin
Q(s,w) = I — P(s,w) este de asemenea o familie de proiectori pentru C, numita
familia de proiectori complementara lui P.

Definitia 1.3.2. [124] Spunem ca familia de proiectori P : R, x Q@ — B(X) este
invariantd pentru cociclul stochastic de evolutie C' = (®, ¢) daca are loc relatia:

O(t,s,w)P(s,w) = P(t,p(t,s,w))P(t, s,w),
pentru orice (¢, s,w) € A x Q.

Remarca 1.3.2. [124] Daca familia de proiectori P : R, xQ — B(X) este invarianta
pentru cociclul stochastic de evolutie C' = (®, ) atunci si familia de proiectori
complementara @ : R, x Q@ — B(X) este de asemenea invarianta pentru cociclul
stochastic de evolutie C' = (®, ¢).

Exemplul 1.3.1. [124] Daca P : R, x Q — B(X) este o familie de proiectori pe X,
atunci B, : Ry x Q — B(X), Py(s,w) = P(h™!(e*),w) este o familie de proiectori
pe X.

Se observa usor ca

Pi(s,w) - Pu(s,w) = P(h™1(e),w) - P(h™1(e),w) = P(h ™ (e%),w) = Ppu(s,w).
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Exemplul 1.3.2. [124] Daca P : R, x Q — B(X) este o familie de proiectori pe
X, atunci P, : Ry x Q — B(X), P,(t) = P(h™'(t + 1)) este o familie de proiectori
pe X.

intr—adevér,

Pu(s,w) - Py(s,w) = P(h" (s +1),w)- P(h (s +1),w) = P(h (s +1),w) = Pu(s,w).
In cele ce urmeaza, daca P este o familie de proiectori invarianta pentru cociclul
stochastic de evolutie C' = (@, ¢) atunci notam cu ®p : A x Q — B(X) aplicatia

definita prin
Op(t,s,w) = P(t, s,w)P(s,w) (1.2)

Propozitia 1.3.1. [123] Aplicatia ®p are urmdatoarele proprietdti:

(i) ®p(t,s,w) = P(t,p(t,s,w))Pp(t,s,w), pentru orice (t,s,w) € A x Q;

(it) ®p(t,t,w) = P(t,w), pentru orice (s,w) € Ry x Q;

(iii) ®p(t,tg,w) = Pp(t,s, v(s,to,w))Pp(s,to,w), pentru orice (t, s, ty,w) € T x L.

Remarca 1.3.3. [125] Daca aplicatia cociclica stochastica de evolutie ® : A x 2 —
B(X) este reversibila si familia de proiectori P : Ry x Q — B(X) este invarianta
pentru cociclul stochastic de evolutie C' = (¥, ¢) atunci

P(s,w)® 1(t,5,w) = (¢, s,w)P(t, o(t, s,w)),
pentru orice (¢, s,w) € A x Q.

Propozitia 1.3.2. [125] Daci ®p(t,s,w) : A x Q — B(X) si ®5'(t,s,w) este
NVErsa sa, atunci:

(i) ®(t,s,w)P(t,s,w)P(t,p(t,s,w)) = P(t,p(t,s,w)), pentru orice (t,s,w) €
A x Q;

(ii) @7 (t,s,w)P(t,s,w)P(s,w) = P(s,w) , pentru orice (t,s,w) € A x Q;

(i) B(1,5,0)P(t, p(t, 5,)) = P(s,0)® (1, 5,0) Pt (1, 5,)),
pentru orice (t,s,w) € A x Q;

Daca (@) este o familie de proiectori invarianta pentru cociclul stochastic de
evolutie C' = (P, ¢) atunci notam cu @ : A x  — B(X) aplicatia definita prin

Do (t,s,w) = Q(t, p(t, s,w))P(t, s,w).

Propozitia 1.3.3. Aplicatia ¢ are urmatoarele proprietati:

(i) Po(t,s,w) = Q(t, o(t,s,w))Pq(t, s,w), pentru orice (t,s,w) € A x §);
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(ii) Pg(t,t,w) = Q(t,w), pentru orice (s,w) € Ry x Q;
(iti) Qo(t,to,w) = Po(t, s, (s, to,w))Po(s,to,w), pentru orice (t,s,ty,w) € T x L.

Definitia 1.3.3. [123] Spunem ca familia de proiectori P : R, x Q@ — B(X) este
tare invariantd pentru cociclul stochastic de evolutie C' = (®, ¢) daca este invarianta
pentru C' = (@, ) astfel incat pentru orice (¢, s,w) € A x 2, aplicatia $(t, s,w) este
izomorfism de la Range Q(s,w) la Range Q(t, p(t, s,w)).

Remarca 1.3.4. [123] Daca P : Ry x Q@ — B(X) este o familie de proiectori
tare invarianta pentru C' = (®,¢), atunci exista ¥ : A x Q — B(X) astfel incat
pentru orice (¢, s,w) € A x , ¥ este un izomorfism de la Range Q(t, ¢(t, s,w)) la
Range Q(s,w).

Se utilizeaza notatia

Uo(t,s,w) =Y(t,s,w)Q(t, p(t,s,w)).
Propozitia 1.3.4. [83] Aplicatia V¢ are urmatoarele proprietati:
(i) Do(t,s,w)Vq(t,s,w) = Q(t,p(t,s,w)), pentru orice (t,s,w) € A x Q;
(it) Wg(t,s,w)Po(t,s,w) = Q(s,w), pentru orice (t,s,w) € A x Q;
(iii) Wo(t,s,w) = Q(s,w)Vq(t,s,w), pentru orice (t,s,w) € A x Q.
(iv) Yot t,w) = Q(t,w), pentru orice (t,w) € Ry x §;
(v) Vg(t, to,w) = Vo(s, to,w)Wql(t, s, p(s,to,w)), pentru orice (t,s,ty,w) € T x (L
Definitia 1.3.4. Perechea (C, P) se numeste pereche dichotomica daca:

(i) familia de proiectori P este invarianta la cociclul stochastic de evolutie C' =

(@, 9);

(i1) pentru orice (t, s,w) € A xQ aplicatia cociclica stochastica de evolutie ®(¢, s, w)
este izomorfism de la Range P(s,w) la Range P(t, p(t, s,w));

(iii) pentru orice (¢, s,w) € Ax aplicatia cociclica stochastica de evolutie ®(¢, s, w)
este izomorfism de la Range Q(s,w) la Range Q(t, p(t, s,w)),

pentru orice (t,s,w) € A x Q.

Remarca 1.3.5. Perechea (C, P) este pereche dichotomica daca si numai daca sunt
indeplinite urmatoarele conditji:
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(i) pentru orice (¢,s,w) € A x Q exista ¥ : A x Q — B(X) astfel incat Up(t, s,w)
este izomorfism de la Range P(t, p(t, s,w)) la Range P(s,w) cu

O(t,s,w)Up(t,s,w)P(t,o(t,s,w)) = P(t, p(t, s,w))

si
Up(t,s,w)P(t,s,w)P(s,w) = P(s,w);

(ii) pentru orice (t,s,w) € A x Q exista ¥ : A x Q — B(X) astfel incat Vg (¢, s,w)
este izomorfism de la Range Q(t, o(t, s,w)) la Range Q(s,w) cu

(I)(tv S, w)\I]Q(tv S, W)Q(tv @(tv S, w)) = Q(tv (,O(Zf, S, w))
si
Uo(t,s,w)P(t, s,w)Q(s,w) = Q(s,w).

1.4 Concepte de cregtere uniforma pentru perechi de forma (C, P)

Definitia 1.4.1. [124] Spunem ca perechea (C, P) are h-crestere uniforma in medie
(c.h.u.m.) daca exista constantele M > 1,a > 0 astfel incat:

(chuym) h(s)® / 1@ (L, s,w)a(w)lldp(w) < Mh()" / | P(s, w)(w)l|dp(w):;

(chuym) h(s / 1Q (s, w)z(w) | duw) < Mht) / 12a(t, 5, w)a(w)||du(w).

pentru orice (t,s,w) € A X Qgix € L(Q, X, p).

Definitia 1.4.2. [124] Spunem ca perechea (C, P) are h-crestere in medie (c.h.m.)
daca exista constantele M > 1, > 0 si o > 0 astfel incat:

(chum) b [ 005,00 dpt) < MUEBO" [ [P(s.w)e)due);

(eham) h(s)" [ Qs )e(@)dn(w) < Mh(e) /H@Qts )o@ (o),

pentru orice (¢,s,w) € A X Qgix € L(Q, X, p).
Cazurile particulare sunt:

(i) pentru h(t) = €' se obtine conceptul de crestere exponentiald uniforma in
medie pentru perechi de forma (C, P);

(ii) pentru h(t) = t + 1 se obtine conceptul de crestere polinomiala uniforma in
medie pentru perechi de forma (C, P);
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Propozitia 1.4.1. [123] Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) Perechea (C, P) are c.h.u.m;

(ii) Ezxista M > 1,a > 0 astfel incat:
(chudym) h(s)° / 1©(t, fo, w)zo(w) | duw) < Mh(t)® / 1@ (s, o, )0 ()| dpu(w);
Q Q

(chiiym) h(s)° / 1®a(s. to, w)o(w) [da(w) < M(£)° / |®q(t, to, w)0(w) [dpu(w),

pentru orice (t,s,tg,w) € T x Q si xg € L(Q, X, 1),

(iii) Ewista M > 1,a > 0 astfel incat:
fel;m) (s)" [ p(t,5,0a(w) |dn(e) < MHO [ [P(ssw)a(e)|dule);
Q Q

(chuym) h(S)‘“/Q Wo(t, s, w)z(w)z(w)lldu(w) < Mh(t)“/QIIQ(t,so(t, s,w))z(w)|ldp(w),

pentru orice (t,s,w) € A x Q gi v € L(Q, X, p);

(iv) Ezista M > 1, > 0 astfel incdt:

() b [ [0t )au(e) d(e) < MA()" [ [@p(s.t )00 )

"

(chuym) h(to)” / 1Dt o, )0 (w) | dpw) <
Mh(s)® / Wt 5. (5, o, w))ro(w) | du(w),

pentru orice (t, s, to,w) € T x Q gi xg € L(Q, X, p).

Remarca 1.4.1. [123] Considerand h(t) = e respectiv h(t) = ¢t + 1 in Propozitia
1.4.1 vom obtine o caracterizare a cresterii uniforme in medie pentru perechi de
forma (C| P) pentru cazul exponential, respectiv pentru cazul polinomial.

Teorema urmatoare prezinta o caracterizare pentru conceptul de h- crestere
uniforma in medie in cazul in care ® este o aplicatie cociclica stochastica reversibila.

Teorema 1.4.1. [125] Perechea (C, P) are crestere h-uniforma in medie cu ® o
aplicatie cociclica stochastica de evolutie reversibila daca st numai daca exista M > 1
sta >0 cu:

(c.h.uf.m.) h(s)"‘/ﬂ”@1(s,t0,w)P(s,gp(s,to,w))xo(w)ﬂdu(w) <

< Mh()® / 1071, to, ) P, ol to, ) o) (),
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(c.h.ub.m.) h(s)“/ﬁ||<I>_1(t,t0,w)Q(t,go(t,to,w))xo(w)ﬂdu(w) <

< Mh(t)“/ 127 (5, t0, w)Q(s, (s, to, w) w0 (W) || dp(w),
Q
pentru orice (t,s,tg,w) € T x Q st g € L(Q, X, p);
In cele ce urmeazi vom prezenta criterii de majorare pentru conceptele de

crestere uniforma in medie, folosind cocicli stochastici de evolutie definiti in Exem-
plele 1.1.6 i 1.1.7, precum si familiile de proiectori asociate acestora.

Fie C' = (®, ¢) un cociclu stochastic de evolutie pe Ax Qsi P: R, xQ — B(X)
o familie de proiectori invarianta la C'. Pentru o rata de cregtere h : R, — [1,00)
inversabila, consideram

he : Ry — Ry, h(t)=h"1(e)
si
Ve : AX Q= Q, we(t,s,w) = p(he(t), he(s),w)
un semiflux stochastic de evolutie pe 2,
O AXQ—=Q, Pt s,w) = DP(he(t), he(s),w)
o aplicatie cociclica stochastica de evolutie asociata lui .,
P.:R, xQ— B(X), P.s,w)=P(hes),w)

o familie de proiectori invarianta la cociclul stochastic de evolutie C.,
pentru orice (t,s,w) € A x Q.

Propozitia 1.4.2. Perechea (C, P) are h-crestere uniforma in medie daca $i numai
daca perechea (Ce, P,) are crestere exponentiald uniforma in medie.

Fie C' = (®, ¢) un cociclu stochastic de evolutie pe Ax Qgi P: R, xQ — B(X)
o familie de proiectori invarianta la C. Pentru o rata de cregtere h : Ry — [1, 00)
inversabila, consideram

hy Ry =Ry, hy(t)=h"'(t+1)

ot AX Q3 py(t5,w) = ol (t), hy(s), )
un semiflux stochastic de evolutie pe (2,
D, AxQ—Q, Pyt s,w) = P(hy(t), hy(s),w)
o aplicatie cociclica stochastica de evolutie asociata lui ¢,
P,:Ry x Q= B(X), Py(s,w)=P(hy(s),w)

o familie de proiectori invarianta la cociclul stochastic de evolutie (),
pentru orice (t,s,w) € A x Q.
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Propozitia 1.4.3. Perechea (C, P) are h-crestere uniforma in medie daca si numai
daca perechea dichotomica (C,, P,) are crestere polinomiala uniforma in medie.

Fie C' = (®, ¢) un cociclu stochastic de evolutie pe Ax Qg P: Ry xQ — B(X)
o familie de proiectori invarianta la C'. Vom nota cu

<p;, A XQ—Q, (p;(t,s,w) = -1, —1,w)
un semiflux stochastic de evolutie pe €2,
@117 A X Q—Q, @;(t,s,w) =dle' —1,e° — 1,w)
o aplicatie cociclica stochastica de evolutie asociata lui @110,
PRy xQ— B(X), P)(s,w)=P( —1w)

o familie de proiectori invarianta la C’;,
pentru orice (t,s,w) € A X Q.

Propozitia 1.4.4. Perechea (C, P) are crestere polinomiald uniforma in medie daca
st numai daca perechea (C’;, Ppl) are crestere exponentiala uniforma in medie.

Fie C' = (®, ¢) un cociclu stochastic de evolutie pe Ax Qg P: R, xQ — B(X)
o familie de proiectori invarianta la C'. Notam cu

Pl AXQ—Q, it s,w) = p(n(t+1),In(s + 1),w)
un semiflux stochastic de evolutie pe €2,
PLAXQ—Q, Dt s,w) =D(In(t+1),In(s + 1),w)
o aplicatie cociclicd stochasticd de evolutie asociata lui ¢!,
P! R, x Q= B(X), Pls,w)=P(n(s+1),w)

o familie de proiectori invarianta la C,
pentru orice (¢, s,w) € A x Q.

Propozitia 1.4.5. Perechea (C,P) are crestere exponentiald uniformd in medie
dacd $i numai dacd perechea dichotomicd (CL, PL) are crestere polinomiald uni-
forma in medie.
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1.5 Comentarii bibliografice

In ultimele decenii, activitatea de cercetare privind comportamentul asimpto-
tic al ecuatiilor de evolutie stochastice in spatii infinit dimensionale a cunoscut o
intensificare semnificativa. Multe rezultate pot fi obtinute nu doar pentru ecuatii
diferentiale si operatori de evolutie sau cocicli de evolutie ci si pentru cocicli sto-
chastici de evolutie.

In acest capitol sunt prezentate conceptele de h- crestere pentru cocicli stochas-
tici de evolutie C' = (P, p), respectiv conceptele de crestere pentru perechile de
forma (C, P) in cazul uniform. Aceste notiuni se regasesc pe parcursul lucrarii in
enunturile teoremelor ce caracterizeaza comportamentul uniform stabil sau dichoto-
mic al cociclilor stochastici de evolutie in spatii Banach.

In primul paragraf al acestui capitol (Cocicli stochastici de evolufie) au fost pre-
zentate notiunile de semiflux stochastic de evolutie si cociclu stochastic de evolutie
care reprezinta generalizari ale conceptelor clasice definite de L. Arnold in [2], res-
pectiv G. Da Prato si J. Zabcezyk in [33]. In cazul determinist, notiunea de cociclu
de evolutie a fost introdus de M. Megan si C. Stoica in [76]. Exemplele prezentate
subliniaza caracterul generalizat al notiunii de cociclu stochastic de evolutie fata
de conceptele de cociclu de evolutie in sens clasic, respectiv a celul de operator de
evolutie.

Rezultatele originale ale acestui paragraf sunt reprezentate de Exemplele 1.1.6,
1.1.7, 1.1.8, 1.1.9 fiind publicate in [130].

Paragraful 1.2. (Concepte de crestere uniforma pentru cocicli stochastici de
evolufie) cuprinde conceptele de h-cregtere pentru cocicli stochastici de evolutie
C = (®, ) in cazul uniform. In cazurile particulare h(t) = e!, respectiv h(t) = t + 1
se obtin conceptele de cregtere exponentiala, respectiv polinomiala pentru cocicli
stochastici de evolutie. Ca si rezultate originale regasim Definitia 1.2.2, Remarca
1.2.1 publicate in [130]si Propozitiile 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3, 1.2.4, 1.2.5 comunicate in
cadrul Conferintei Le XVe Collogue Franco-Roumain de Mathmatiques Appliques,
29 aout — 2 septembre 2022, Toulouse, France si fac obiectul unei lucrari stiintifice
aflate in curs de elaborare.

In urmétorul paragraf (Familii de proiectori stochastici invariante, respectiv tare
invariante) se regasesc conceptele care se refera la familii de proiectori (invarianta,
tare invariantd) si cateva rezultate care vor fi folosite in continuare in lucrare.
Definitia 1.3.4 se refera la definirea conceptului de pereche dichotomica (C, P) unde
C este un cociclu stochastic de evolutie iar P este o familie de proiectori invarianta la
cociclul stochastic de evolutie C'. Definitia 1.3.4 i Remarca 1.3.5 sunt originale si re-
prezinta rezultate ale unei cercetari aflate in curs de elaborare. Rezultatele originale
ale acestui paragraf sunt Definitiile 1.3.1, 1.3.2, Remarcile 1.3.1, 1.3.2, Exemplele
1.3.1, 1.3.2 publicate in [124] dar i Remarca 1.3.3 si Propozitia 1.3.2 care au fost
publicate in lucrarea [125]. In lucrarea [123] au fost publicate Definitia 1.3.3, Re-
marca 1.3.4, Propozitiile 1.3.3, 1.3.4 si reprezinta generalizari ale unor rezultate din
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lucrarea [83].

Paragraful 1.4. (Concepte de crestere uniforma pentru perechi de forma (C, P))
cuprinde conceptele de crestere exponentiala, polinomiala si cu rate de crestere pen-
tru perechi de forma (C, P). Rezultatele originale sunt reprezentate de Definitiile
1.4.1, 1.4.2 care au fost publicate in lucrarea [124].

Propozitia 1.4.1, respectiv Remarca 1.4.1 se refera la caracterizari ale conceptului
de h-crestere uniforma in medie respectiv caracterizarile de cregtere exponentiala
uniforma in medie si crestere polinomiala uniforma in medie si au fost publicate in
[123].

Propozitiile 1.4.2, 1.4.3, 1.4.4 si 1.4.5 reprezinta criterii de majorare in cazul
cresterilor exponentiale si polinomiale folosind legatura dintre cresterea h-uniforma
in medie si cresterea exponentiala uniforma in medie, respectiv cresterea h-uniforma
in medie si cregterea polinomiala uniforma in medie. Aceste propozitii sunt originale
si fac parte dintr-un studiu aflat in curs de elaborare. Tot un rezultat original este
si Teorema 1.4.1 publicat in [125].



2. Concepte de stabilitate pentru
cocicli stochastici de evolutie

Fie (€2, B, ;1) un spatiu de probabilitate si X un spatiu Banach real sau complex.
Notam cu B(X) algebra Banach a operatorilor liniari si marginiti pe X.

Fie ¢ : A x Q@ —  un semiflux de evolutie pe 2 si C = (P, ) un cociclu
stochastic de evolutie pe A x €.

Fie h : Ry — [1,00) o rata de crestere, adica o functie bijectiva si crescatoare,
iar L(€, X, u) spatiul Banach al functiilor Bochner masurabile.

2.1 Preliminarii

Definitia 2.1.1. [113] Spunem ca perechea C' = (®, ) este uniform stabild in medie
(u.s.m.) daca exista N > 1 cu

/Q 1Bt o, w)zo(@)l|du(w) < N / 10(s, fo, w)ow) | dp(w)

pentru orice (t,s,tg,w) € T x Q gi xg € L(Q, X, p).

Definitia 2.1.2. [130] Cociclul stochastic de evolutie C' = (P, ¢) se numeste uniform
h-stabil in medie (u.h.s.m.) daca exista N > 1gi v >0 cu

)" [ 19(t,5,w)a()dn(e) < NH(s)” [ Jlo)du(e)

pentru orice (t,s,w) € A x Qsix € L(Q, X, 1)

Remarca 2.1.1. [130] Cociclul stochastic de evolutie C' = (P, ¢) este uniform h-
stabil in medie daca si numai daca exista N > 1gi v > 0 cu

)" [ 190t to,wa(w)[dn(e) < NH(s)” [ 1905, tow)ole)dule)

pentru orice (t, s,tp,w) € T x Qsi x € L(Q, X, p)
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Se pot mentiona urmatoarele cazuri particulare:

(i) pentru h(t) = €' se obtine conceptul de stabilitate exponentiala uniforma in
medie (u.e.s.m.).

(ii) pentru h(t) =t + 1 se obtine conceptul de stabilitate polinomiala uniforma in
medie (u.p.s.m.).

Remarca 2.1.2. [129] Daca cociclul stochastic de evolutie C' = (@, ¢) este uniform
h-stabil in medie, atunci C' = (@, ) este uniform stabil in medie.

Implicatia reciproca nu are loc, dupa cum este evidentiat in exemplul urmator.

Exemplul 2.1.1. [129] Fie U : A — B(X) un operator de evolutie definit prin
Ut,s)x = e

Aplicatia @y : A x Q — B(X), definita prin

Oy (t,s,w) =Ult, s)
este o aplicatie cociclica stochastica de evolutie asociata semifluxului stochastic de
evolutie ¢ : A x Q — € definit prin

o(t,s,w) = —==.
Atunci perechea C' = (®y, ¢) este un cociclu stochastic de evolutie uniform stabil
in medie, dar nu este h-uniform stabil in medie.

Remarca 2.1.3. [129] Daca cociclul stochastic de evolutie C' = (@, ¢) este uniform
stabil in medie, atunci el are crestere h-uniforma in medie.

Intr-adevir, din faptul ¢& C' = (®, ) este uniform stabil in medie rezulta ca
exista M > 1 cu:

19t s.peelaue) < 01 [ fatldut < e (5 i) [l ldute

pentru orice (¢,s,w) € A x Qsi z € L(Q, X, P).

Asadar, C = (®, ¢) are crestere h-uniforma in medie.

Implicatia reciproca nu are loc iar acest lucru este evidentiat in exemplul care
urmeaza:
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Exemplul 2.1.2. [129] Fie U : A — B(X) un operator de evolutie definit prin

U(t,s)r = %x

Atunci aplicatia &y : A x A x Q — B(X), definita prin
CDU(ta S, CU) = U(tv S)

este o aplicatie cociclica stochastica de evolutie asociat semifluxului stochastic de
evolutie ¢ : A x 0 — ) definit prin

o(t, s,w) = —=

iar perechea C' = (®Py, ) este un cociclu stochastic de evolutie care are uniform
h-crestere , dar nu este uniform stabil in medie.

Propozitia 2.1.1. Cociclul stochastic de evolutie C = (P, ¢) este

(i) uniform stabil in medie dacda i numai daca exista N > 1 astfel incat
[t tow)ma()ldnte) < N [ 190 to,w)eo(w) ldu(w)
Q Q

pentru orice (t, s, to,w) € T x Q si xg € L(Q, X, u).

(ii) uniform exponential stabil in medie daca $i numai daca exista constantele N > 1
si v > 0 astfel incat

/ 192, t0, w)zo(w)ldpu(w) < Nt / (s, to, )0 (w)dja(w)
Q Q
pentru orice (t, s, to,w) € T x Q si xg € L(Q, X, p).

Remarca 2.1.4. [129] Daca cociclul stochastic de evolutie C' = (®, ) este uniform
exponential stabil in medie atunci el este uniform stabil in medie.

Din faptul ca C' = (@, ) este uniform exponential stabil (u.e.s.m.) rezulta ca
exista N > 1, v > 0 astfel incat

s, w)z(w w e V(=9 z(w w z(w w
/QH‘P(?% sw)z(w)|ldu(w) < N /QH (w)lldp( )SN/QH (w)lldp(w)

pentru orice (t,s,w) € A x Qsix € L(Q, X, pn).
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In exemplul care urmeaza se poate observa ca implicatia reciproca nu este
adevarata.

Exemplul 2.1.3. [100] Fie f : Ry — R," o functie crescatoare si marginita.
Aplicatia ¢ : A x Q — €, definita prin

o(t,s,w)=t—s+w

este un semiflux stochastic de evolutie pe Ry pentru orice (¢,s,w) € A x § iar
aplicatia ® : A x Q@ — B(R), definita prin

fw)

q)(t, S,CL)) = m

este o aplicatie cociclica stochastica de evolutie pe R pentru orice (¢, s,w) € A x Q.
Se verifica ugor ca C' = (@, ) este un cociclu de evolutie uniform stabil cu N = 1.
Pe de alta parte, presupunem prin reducere la absurd ca exista constantele N > 1
si v > 0 astfel incat
f(w) < Ne—u(t—s)
FE—s+w) ~
pentru orice (¢, s,w) € A x Q.
Alegem s = 0 si obtinem
et N
<
ft+w) ™ flw)
ceea ce este absurd dacd t — oo si prin urmare C = (®,¢) nu este uniform
exponential stabil in medie.

2.2 Legaturi intre conceptele de stabilitate uniforma in medie

In urmétoarea teoremi este prezentata legatura intre conceptul de h-stabilitate
uniforma in medie si conceptul de stabilitate exponentiala uniforma in medie.

Fie C' = (®, ) un cociclu stochastic de evolutie pe A x Q si fie C, = (D, ©e)
cociclul stochastic de evolutie definit in Exemplul 1.1.6.

Teorema 2.2.1. [130] Cociclul stochastic de evolutie C = (®, ) este uniform h-
stabil in medie dacd $i numai daca cociclul stochastic de evolutie C, = (P, p.) este
uniform exponential stabil in medie.

Legatura intre stabilitatea polinomiala uniforma in medie si stabilitatea exponentiala

uniforma in medie este dat de corolarul urmator:

Fie C' = (®,¢) un cociclu stochastic de evolutie pe A x Q si fie C) = (), ;)
cociclul stochastic de evolutie definit in Exemplul 1.1.8.
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Corolarul 2.2.1. [130] Cociclul stochastic de evolufie C = (®,p) este uniform
polinomial stabil in medie daca si numat daca cociclul stochastic de evolutie C’; =
((ID}J, gollj) este uniform exponential stabil in medie.

Teorema urmatoare prezinta legatura intre conceptul de h-stabilitate uniforma
in medie si conceptul de stabilitate polinomiala uniforma in medie.

Fie C' = (®, ¢) un cociclu stochastic de evolutie pe A x Q si fie C, = (®,, )
cociclul stochastic de evolutie definit in Exemplul 1.1.7.

Teorema 2.2.2. [130] Cociclul stochastic de evolutie C = (P, ) este uniform h-
stabil in medie daca i numai daca cociclul stochastic de evolutie C, = (0, p,) este
uniform polinomaial stabil in medie.

Un caz particular al teoremei precedente este legatura intre conceptele de stabi-
litate exponentiala uniforma in medie si stabilitate polinomiala uniforma in medie.

Fie C' = (®, ) un cociclu stochastic de evolutie pe A x Q si fie C! = (9], )
cociclul stochastic de evolutie definit in Exemplul 1.1.9.

Corolarul 2.2.2. [130] Cociclul stochastic de evolutie C = (®,p) este uniform
exponential stabil in medie dacd $i numai dacd cociclul stochastic de evolutie C! =
(@1, pl) este uniform polinomial stabil in medie.

Remarca 2.2.1. Conexiunea intre conceptele de stabilitate si conceptele de cresteri
este data in urmatoarea diagrama:

w.h.s.m. = chum
i

u.e.s.Mm. = U.p.S.M.

4 4

ceu.m. < c.p.um.

2.3 Caracterizari ale conceptului de stabilitate uniforma in medie

O prima caracterizare a conceptului de stabilitate uniforma in medie pentru
cocicli stochastici de evolutie este data de

Teorema 2.3.1. [130] Daca cociclul stochastic de evolutie C' = (®, ) are crestere
exponentiald uniformd in medie atunci C' = (P, ) este uniform exponential stabil
in medie dacd $i numai dacd exista r > 1 gi c € (0,1) astfel incat

/Q 180 + 5, 5,0)2(w) [dpu(w) < o / (@)l dp(w)

pentru orice (s,x) € Ry x Q gi x € L(Q, X, 1).



2. Concepte de stabilitate pentru cocicli stochastici de evolutie 31

Corolarul 2.3.1. [130] Daca cociclul stochastic de evolufie C' = (P, @) are crestere
polinomiala uniforma in medie atunci C' = (®, ) este uniform polinomial stabil in
medie dacd si numai dacd exista constantele r > e —1 gi c € (0,1) cu

/Q 10 (rs + 7+ 5, 5, w)r(w)[du(w) < c / ()l dp(w)

pentru orice (s,w) € Ry x Q gi x € L(Q, X, p).

Corolarul 2.3.2. [130] Daca cociclul stochastic de evolutie C' = (P, @) are crestere
h-uniforma in medie atunci C = (9, @) este uniform h-stabil in medie dacd gi numai
daca exista constantele v > e si c € (0,1) astfel incdt

/ﬂ 10 (rs), 1 (5), w)(w) [ da( / () dpe

pentru orice (s,w) € Ry x Q gi x € L(Q, X, ).
O alta caracterizare a stabilitatii uniforme in medie este data de

Teorema 2.3.2. [130] Daca cociclul stochastic de evolutie C = (®, ) are crestere
polinomiald uniforma in medie atunci C' = (®, ) este uniform polinomial stabil in
medie daca st numat daca exista L > 1 cu

JAESIT®

Corolarul 2.3.3. [130] Daca cociclul stochastic de evolufie C' = (P, @) are crestere
h-uniforma in medie atunci C = (®, ¢) este uniform h-stabil in medie daca si numai
daca exista L > 1 cu

| 1ot s, dn)

pentru orice (t,s,w) € A X Q six € L(Q, X, u).

h(t)
12t wa@lan g5 < 2 [ fo@ldu)
pentru orice (t,s,w) € A x Q gix € L(Q, X, ).

Corolarul 2.3.4. [130] Daca cociclul stochastic de evolufie C' = (P, @) are crestere
exponentiald in medie atunci C = (O, ) este uniform exponential stabil in medie
daca i numai daca exista L > 1 astfel incat

(t—s) /um,s,w )|y <L/||:c Jduw)

pentru orice (t,s,w) € Ax Q gix € L(Q, X, ).
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Teorema 2.3.3. [130] Daca cociclul stochastic de evolutie C' = (®,p) are crestere
exponentiald in medie atunci C = (P, ) este uniform exponential stabil in medie
dacda gi numai daca exista M > 1 si o functie crescatoare g : [1,00) — Ry cu
Jim g(t) = oo si

olt =) [ 19(t,50)a()dn(e) < M [ o) ldn(e)
pentru orice (t,s,w) € Ax Q gsix € L(Q, X, ).

Corolarul 2.3.5. [130] Daca cociclul stochastic de evolutie C' = (P, @) are crestere
polinomiald in medie atunci C = (P, p) este uniform polinomial stabil in medie
daca $i numai daca exista M > 1 gi o functie crescatoare g : [1,00) — Ry cu
lim g(t) = oo gi

CiD/W“sw mw<<M/m )dp()

pentru orice (t,s,w) € Ax Q si x € L(Q, X, p).

Corolarul 2.3.6. [130] Daca cociclul stochastic de evolutie C' = (P, @) are crestere

h-uniforma in medie atunci C = (9, @) este uniform h-stabil in medie dacd si numai

daca ezista M > 1 si o functie crescatoare g : [1,00) — Ry cu tlim g(t) = o0 si
—00

1(35) [ 10 srs@ildne) < o1 [ fa)ldnce)

pentru orice (t,s,w) € Ax Q six € L(Q, X, ).

Pentru caracterizarile de tip Datko vom utiliza urmatoarea clasa de functii intro-
dusa in [123].

Fie H multimea ratelor de cregtere h : R, — [1,00) care satisfac urmatoarele
conditii:
(hy) exista H > 1 cu h(t +1) < Hh(t), Vt > 0;
(hy) pentru orice f < 0 exista Hy > 1 cu /h(t)ﬁdt < Hy h(s)?, V¥ s> 0;
¢
(hs) pentru orice § > 0 exista Hy > 1 cu /h(s)ﬁds < Hy h(t)?, ¥Vt >0.

0

Remarca 2.3.1. [123] Daca h(t) = €', atunci h € H.
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Urmatoarele teoreme reprezinta teoreme de tip Datko pentru conceptul de h-
stabilitate uniforma in medie pentru cocicli stochastici de evolutie.

Teorema 2.3.4. Fie h € H gi C = (®,¢) cociclu stochastic de evolutie tare
masurabil cu h- cregtere uniforma. Atunci , C = (®,p) este uniform h -stabil
in medie dacd i numai dacd exista constantele D > 1 gi d € (0,1) astfel incat

/ (/ 122, 5, )z (w) [ dp(w )) dt < Dh(S)d/QHx(w)Hdu(w), (2.1)

oricare ar fi (s,x) € Ry x Q si v € L(Q, X, P).

Teorema 2.3.5. Fie h € H si C = (®,¢) cociclu stochastic de evolutie tare
masurabil cu h-crestere uniformad in medie. Atunci C' = (®, ) este uniform h-stabil
in medie dacd $i numai daca exista D > 1 si d € (0,1) astlfel incat

/ (/ 12(t, 5, w)2(w)||dp(w )) dt < D.h(s)d/ﬂ lz(@)lldu(w),  (2:2)

pentru orice (s,w) € Ry x Q gi x € L(Q, X, ).

Teorema 2.3.6. Fie h € H gi C = (®,p) cociclu stochastic de evolutie tare
masurabil cu crestere h-uniforma. Atunci C' = (®, ) este uniform h—stabil daca i
numai dacd exista D > 1 gi d € (0,1) astfel incat

/ U ([ 1o mean >)1d8<D 7 ([ ot to ) e >)1,

oricare ar fi (t,s,tg,w) € T x Q si v € L(Q, X, )
Introducem notiunea de h - functie Lyapunov de speta intai prin:

Definitia 2.3.1. O functie Ly : A x Q x L(Q, X, u) — Ry se zice h-functie Lya-
punov de spefa intdi pentru cociclul stochastic de evolutie C' = (@, ¢) daca exista o
constanta D > 1 astfel incat sunt indeplinite urmatoarele conditii:

(hLy) Lqi(s,to,w,z(w)) < D/ |D(s, tg,w)z(w)||du(w)
Q
oricare ar fi (s,tp,w) € A x Qgix € L(Q, X, P);

(W12 Lalt,to,w, 2(w)) / (/ (7t )a()ld) ) dr = La(st (6.

oricare ar fi (t,s,to,w) €T xQgixe LQX,up.
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Urmatorul rezultat este obtinut utilizand h—functia Lyapunov de speta intai
pentru a obtine o caracterizare pentru h—stabilitatea uniforma in medie:

Teorema 2.3.7. Un cociclu stochastic de evolutie C = (P, ¢) tare masurabil cu h-
crestere uniforma este uniform h—stabil in medie daca si numai daca exista o h—
functie Lyapunov de speta intdi pentru C' = (P, p).

Definitia 2.3.2. O functie Ly : AxQx L(Q, X, P) — R, se zice h-functie Lyapunov
de speta a doua pentru cociclul de evolutie C' = (P, ) daca exista o constanta D > 1
astfel incat sunt indeplinite conditiile:

-1

(hLy)  La(t, to,w, 2(w)) < D / H‘D(t,to,W)w(W)Hdu(w)) 7
Q
oricare ar fi (s,tp,w) € A X Qi x € L(Q, X, p);

(hLY)  La(s, oy, 2(w)) + / (%)( / H‘D(Tatoaw)x(w)||d/~b(w))1dT=L2(tatan=I(w))7

S

oricare ar fi (¢,s,tg,w) € T x Qsi v € L(Q, X, ).

Urmatorul rezultat prezinta conceptul de h-stabilitate uniforma in medie prin
intermediul h-functiei Lyapunov de speta a doua .

Teorema 2.3.8. Un cociclu de evolutie C = (®,¢) tare masurabil cu h-crestere
uniforma in medie este uniform h-stabil in medie daca st numai daca exista o h-
functie Lyapunov de speta a doua pentru C = (P, p).

Pentru caracterizarile de tip Barbashin vom utiliza urmatoarele clase de functii
introduse in [19]:

(i) H multimea tuturor functiilor h : Ry — [1,00) cu proprietatea ca exista H > 1
astfel incat h(t 4+ 1) < Hh(t), oricare ar fi ¢ > 0.

(ii) H; multimea tuturor functiilor A : R, — [1,00) cu proprietatea ca exista
H, > 1 astfel incat h(h(t)) < Hih(t), oricare ar fi t > 0.

iii multimea tuturor functiilor A : — [1,00) cu proprietatea ca pentru
i) HL multi tut functiilor h : R, 1 ietatea ca pent
t
orice a € (0, 1), exista Hy > 1 astfel incat /h(s)o‘_lds < Hih(t)®, oricare ar
0
fit>0.
iv multimea tuturor functiilor A : — [1,00) cu proprietatea ca pentru
iv) H% multi tut functiilor h : R, 1 ietatea c t
t
orice a € (0, 1), exista Hy > 1 astfel incat /h(s)ads < Hh(t)*, oricare ar fi
0

t>0.
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Remarca 2.3.2. Clasele de functii H, Hi, Hy, H% anterior introduse reprezinta
o generalizare a cresterilor exponentiale si polinomiale. Mai mult decat atat, ele
permit gi o caracterizare a *-cociclilor tare masurabili cu rate de cregtere h € HiNHL
pe care o prezentam in teorema urmatoare.

Remarca 2.3.3. [19] Daca e este o functie exponentiala, atunci
e € HNHELE CHNHE.
Remarca 2.3.4. [19] Daca p este o functie polinomiala, atunci

peHNH) U (Hy \ Hy) .

Pentru o discutie detaliata privind problema existentei acestor integrale si pro-
prietatile claselor de functii considerate, a se vedea Sectiunea 3 din [19].

Teorema 2.3.9. [129] Fie h € HiNHy si C = (9, ) cociclu de evolutie - tare
masurabil cu h- crestere uniforma. Atunci C = (®,p) este uniform h—stabil daca
st numai dacd exista B > 1 si b € (0,1) astfel incat

t

/maﬂm(AMWammewmwwwﬁwsMNBmewwwx
' (2.4)

pentru orice (t,s,to,x*) € T x Q si x* € L(Q, X, )

Remarca 2.3.5. Precizarea din Remarca 2.3.2 este valabila i pentru rate de crestere
heHNHE.

Teorema 2.3.10. [129] Fie h € HNH3 i C = (P, p) cociclu stochastic de evoluie
x— tare masurabil cu h-cregtere uniforma. Atunci C = (®, @) este uniform h—stabil
daca gi numai daca exista B > 1 gi b € (0,1) astfel incat

t

[ ([ 19085005, t0. )" @)l ) ) s < o8 [ o (@)t
' (2.5)

pentru orice (t,s,tg,2*) € T x Q i x € L(Q, X, n)

2.4 Comentarii bibliografice

Studiul ecuatiilor diferentiale, atat in spatii finite, cat si in spatii infinit di-
mensionale, a generat de-a lungul timpului o literatura bogata in ceea ce priveste
conceptul de stabilitate exponentiala uniforma. Acest concept a fost introdus n anul
1930 de catre O. Perron [88], in contextul studiului stabilitatii sistemului

#(t) = A(t)x(t) + f(t, )
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intr-un cadru infinit-dimensional. Ulterior, in 1972, R. Datko [37] a oferit o ca-
racterizare de tip integral a stabilitatii exponentiale uniforme pentru operatorii de
evolutie, sub ipoteza unei cresteri exponentiale uniforme. Aceasta contributie s-a
dovedit a fi un punct de plecare esential pentru o serie intreaga de cercetari ulterioare
in domeniu.

In primul paragraf al acestui capitol (Preliminarii) se pune accentul pe definirea
h-stabilitatii uniforme in medie, fiind prezentate cateva exemple semnificative in
acest sens. O parte dintre aceste rezultate au fost publicate in [130] si reprezinta
contributiile originale ale acestui paragraf: Definitia 2.1.2 gi Remarcile 2.1.1.

Alte rezultate originale sunt Remarcile 2.1.2, 2.1.3, 2.1.4, Propozitia 2.1.1 si
Exemplele 2.1.1, 2.1.2, care au fost comunicate in cadrul conferintei The 20th Inter-
national Conference on Numerical Analysis and Applied Mathematics, September
19-25, 2022, Heraklion, Crete, Greece si publicate in [129] pentru conceptul de
stabilitate exponentiala in medie.

In paragraful urmator (Legaturi intre conceptele de stabilitate uniforma in me-
die) sunt stabilite legaturile intre conceptele de h-stabilitate uniforma in medie si
stabilitatea exponentiala uniforma in medie Teorema 2.2.1, h-stabilitate uniforma
in medie si stabilitatea polinomiala uniforma in medie Teorema 2.2.2. Corolariile
2.2.1 i 2.2.2 reprezinta cazurile particulare ale teoremelor amintite. Aceste teoreme
si corolarii reprezinta rezultatele originale ale acestui paragraf i au fost publicate
in [130].

In ultimul paragraf (Caracterizari ale conceptului de stabilitate uniforma in me-
die) este dedicat caracterizarii stabilitatii uniforme in medie. Studiul stabilitatii
uniforme in medie se face cu rate de crestere si reprezinta o generalizare a concepte-
lor de stabilitate exponentiala uniforma in medie si stabilitate polinomiala uniforma
in medie. Functia h : Ry — [1,00) se numeste rata de crestere (h este o functie
bijectiva si crescatoare). Acest concept este mentionat pentru prima data in lucra-
rea lui M.Pinto [89]. Caracterizarea conceptului de h-stabilitate uniforma se face cu
teoreme de tip Logaritmic, Majorare, Hai, Datko, Lyapunov si Barbashin. Acestea
sunt generalizari ale teoremelor de tip Datko, Lyapunov si Barbashin publicate in
lucrarile autorilor R. Boruga, M. Megan si D.M.M. Toth in [19] si C.L. Mihit in [81].

Rezultatele originale ale acestui paragraf sunt reprezentate de Teoremele 2.3.1,
2.3.2, 2.3.3 i Corolariile 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4, 2.3.5, 2.3.6, publicate in [130].

Teoremele 2.3.4, 2.3.5 si 2.3.6 au fost prezentate in cadrul conferintei Le X Ve Co-
lloqgue Franco-Roumain de Mathématiques Appliquées, 29 aout — 2 septembre 2022,
Toulouse, France si vor face obiectul unei lucrari stiintifice aflate in curs de elaborare.
De asemenea, Definitiile 2.3.1, 2.3.2 si Teoremele 2.3.7, 2.3.8 constituie rezultate ori-
ginale, acestea fiind prezentate in contextul studiului stabilitatii cociclilor de evolutie
in cadrul conferintei The 28th International Conference in Operator Theory, June
27 — July 1, 2022, Timisoara, Romania. Cazurile particulare ale Teoremelor 2.3.9,
respectiv 2.3.10, au fost publicate in [129].



3. Concepte de dichotomie pentru
cocicli stochastici de evolutie

Fie (€2, B, ;1) un spatiu de probabilitate si X un spatiu Banach real sau complex.
Notam cu B(X) algebra Banach a operatorilor liniari si marginiti pe X.

Fie ¢ : A x Q@ —  un semiflux de evolutie pe 2 si C = (P, ) un cociclu
stochastic de evolutie pe A x €.

Fie h : Ry — [1,00) o rata de crestere, adica o functie bijectiva si crescatoare,
iar L(€, X, u) spatiul Banach al functiilor Bochner masurabile.

Consideram perechea (C, P), unde C' = (®,¢) este un cociclu stochastic de
evolutie, iar P : R, x Q — B(X) este o familie de proiectori invarianta pentru C'.

3.1 Preliminarii

Definitia 3.1.1. [125] Spunem ca perechea (C, P) este uniform dichotomicd in
medie (u.d.m.) daca exista N > 1 cu

(udym) / [®p(t, 5,0)2(w) [du(w) < N / 1P (s, w0)z(w) | dplw):

(udym) / 1Q(s, w)r(w) dpu(w) < / 1®a(t, 5, w)(w)||du(w),
pentru orice (t s,w) €A X Qsixe L(Q, X, u).

Definitia 3.1.2. [124] Spunem ca perechea (C, P) este uniform h-dichotomica (u.h.d.m.)
daca exista N > 1gi v >0 cu

(uhdym) h(t)" / 1®p(t, 5,0)2(w) | du(w) < Nh(s)" / 1P (s, w)er(w) [dpu(w):

(uhdym) bt / 1Q (5, w)e(w)[dpu(w) < Nh(s)” / |@q(t, 5, 0)2(w) |du(w),
pentru orice (t,s,w) € A x Qsix e L(Q, X, u).

In caz particular,
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(i) pentru h(t) = €' se obtine conceptul de dichotomie exponentiala uniforma in
medie (u.e.d.m.).

(ii) pentru h(t) =t + 1 se obtine conceptul de dichotomie polinomiala uniforma
in medie (u.p.d.m.).

Remarca 3.1.1. [125] Perechea (C, P) este uniform h-dichotomica in medie daca
si numai daca exista N > 1siv >0 cu

(uhd;m) h(t)” / 1®.p(t, to, )0 (@) [dpa(w) < Nh(s)” / @5, to, w)rolw) | dp(w):

(uhdim) h(t / (s, thau(w) |d(w) < NA(s)” [ [t to0)o(e)du(e),
pentru orice (t, s,tp,w) € A x Q gi xg € L(Q, X, p).

3.2 Legaturi intre conceptele de dichotomie uniforma in medie

Legatura intre h- dichotomia uniforma in medie si dichotomia exponentiala uni-
forma in medie este stabilita in cele ce urmeaza:

Fie C' = (®, ¢) un cociclu stochastic de evolutie pe Ax Qg P: Ry xQ — B(X)
o familie de proiectori invarianta la C'. Pentru o rata de cregtere h : R, — [1, 00)
inversabila, consideram

he 1Ry =Ry,  he(t) =h"(e)

Ve : AXQ—=Q, we(t,s,w) = p(he(t), he(s),w)
un semiflux stochastic de evolutie pe 2,
D, AXQ—=Q @lt,s,w) = P(he(t), he(s),w)
o aplicatie cociclica stochastica de evolutie asociata lui ¢,
P.:R, xQ— B(X), P.s,w)=P(hes),w)

o familie de proiectori invarianta la C.,
pentru orice (t,s,w) € A x Q.

Teorema 3.2.1. [128] Perechea (C, P) este uniform h- dichotomica in medie daca
st numai dacd perechea (Ce, P.) este uniform exponential dichotomica in medie.

Legatura intre h-dichotomia uniforma in medie si dichotomia polinomiala uni-
forma in medie este prezentata in cele ce urmeaza:
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Fie C = (¥, ¢) un cociclu stochastic de evolutie pe Ax Qg P: R, xQ — B(X)
o familie de proiectori invarianta la C'. Pentru o rata de crestere h : Ry — [1,00)
inversabila, consideram

hy R, = Ry, hy(t)=h""({t+1)

si
©pt AxQ—=Q, @p(ta 5,w) = gp(hp(t), hp<3)>w)

un semiflux stochastic de evolutie pe €2,
O, AXQ—=Q @t s,w) =D(hy(t), hy(s),w)
o aplicatie cociclica stochastica de evolutie asociata lui ¢,
P,:Ry xQ — B(X), Py(s,w)=P(hy(s),w)

o familie de proiectori invarianta la C,
pentru orice (¢, s,w) € A x Q.

Teorema 3.2.2. [128] Perechea (C, P) este uniform h-dichotomica in medie dacd
si numai dacd perechea (C,, P,) este uniform polinomial dichotomicd in medie.

Legatura intre dichotomia polinomiala uniforma in medie si dichotomia exponentiala
uniforma in medie este stabilita in cele ce urmeaza.

Fie C' = (®, ¢) un cociclu stochastic de evolutie pe Ax Qg P: R, xQ — B(X)
o familie de proiectori invarianta la C. Vom nota cu

gp}, A XQ—Q, gpé(t,s,w) =g -1, —1,w)
un semiflux stochastic de evolutie pe €2,
(ID; A X Q—Q, @Il,(t,s,w) =dle' —1,e° — 1,w)
o aplicatie cociclica stochastica de evolutie asociata lui <pzl,,
PR, xQ— B(X), P)(s,w) =Pl —1w)

o familie de proiectori invarianta la C;,
pentru orice (¢,s,w) € A x Q.

Corolarul 3.2.1. Perechea (C, P) este uniform polinomial dichotomica in medie
daca 1 numai daca perechea (C;, Ppl) este uniform exponential dichotomica in me-
die.
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Legatura intre dichotomia exponentiala uniforma in medie si dichotomia poli-
nomiala in medie este prezentata in cele ce urmeaza:

Fie C' = (®, ¢) un cociclu stochastic de evolutie pe AxQ g P: R, xQ — B(X)
o familie de proiectori invarianta la C'. Notam cu

Pl AXQ—Q, it s,w) =p(n(t+1),In(s +1),w)
un semiflux stochastic de evolutie pe €2,
Pl AXQ—=Q, Ot s,w)=&(n(t+1),In(s+1),w)
o aplicatie cociclica stochastica de evolutie asociata lui ¢!,
P! R, x Q= B(X), Pls,w)=P(n(s+1),w)

o familie de proiectori invarianta la C,
pentru orice (¢,s,w) € A x Q.

Corolarul 3.2.2. Perechea (C, P) este uniform exponential dichotomica in medie

dacd si numai dacd perechea (C}, PY) este uniform polinomial dichotomicd in medie.

3.3 Caracterizari ale conceptului de dichotomie uniforma in medie

Propozitia care urmeaza prezinta caracterizari pentru conceptul de dichotomie
uniforma in medie cu proiectori invarianti si cu proiectori tare invarianti.

Propozitia 3.3.1. [123] Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) Perechea (C, P) este u.h.d.m;

(ii) Exista N > 1, v > 0 astfel incat:
(uhd,m) h(t)" / 1© (8, fo, )0 (w) | dp(w) < Nh(s)” / 1@p(s. o, )0 ()| dpu(w);
[9] Q

(uhdym) h(t)" / 1@ (s, to, w)o(w) [du(w) < Nh(s)” / |@a(t, o, )0(w) [dje(w),

pentru orice (t,s,to,w) € T X Q gi xg € L(Q, X, p);

(iii) Exista N > 1, v > 0 astfel incat:
(uhdym) h(t)”/ |@p(L, 5, w)z(w)|[duw) < Nh(S)”/ 1P(s, w)z(w)ldp(w);
Q Q

(uhdim) h(t)” / 190t 5, w)e(w)e(w)|du(w) < Nh(s)” / 1Q(t o, 5,0))(w) | dulw),
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pentru orice (t,s,w) € A x Q gix € L(Q, X, u);
(iv) Ezista N > 1, v > 0 astfel incat:

/11

(uhd'm) ht)" / 1@ (. to, w)zo(w)|dp(w) < Nh(s)” / 1® (5, fo, ) 0(@) | dp(w);

/11

(uhdy m) h(S)”/QII‘I’Q(t,t07W)$o(W)IIdM(W) < Nh(to)”/ﬂIIWQ(t,8,¢(8,to7W))xo(W)lldu(W)

pentru orice (t,s,to,w) € T x Q g1 xg € L(Q, X, ).

Remarca 3.3.1. [123] Cazurile particulare rezultd, luand h(t) = e’ respectiv h(t) =
t + 1 in Propozitia 3.3.1. Vom obtine o caracterizare a dichotomiei uniforme in
medie pentru perechi de forma (C, P) pentru cazul exponential, respectiv pentru
cazul polinomial.

Teorema urmatoare prezinta o caracterizare pentru conceptul de A- dichotomie
uniforma in medie in cazul in care ® este o aplicatie cociclica stochastica reversibila.

Teorema 3.3.1. [125] Perechea (C, P) este h-uniform dichotomica in medie cu ®
o aplicatie cociclica stochastica reversibila daca si numai daca exista N > 1 siv > 0
cu:

(uhdim) h(t)”/QH‘I)1(5,toaw)P(87@(Siovw))xo(W)Hdu(W =<

< Nh(s)”/QH(I)l(t,tO,w)P(t, o(t, to, w))xo(w)||du(w),

(uhdgm) h(t)" / 107t o, ) QUL o (t, o, )0 (w) [ dia(w) <
< Nh(s)" / 10 (5, to, ) Q5. (5. fo, )0 (w) [ dja(w),

Q
pentru orice (t, s, to,w) € T x Q sixg € L(Q, X, p1);

Urmatoarea teorema prezinta o caracterizare pentru conceptul de h-dichotomie
uniforma in medie cu un criteriu logaritmic, un criteriu de majorare i un criteriu
de tip Hai.

Teorema 3.3.2. [12/] Daca perechea (C, P) are h-crestere uniforma in medie atunci
urmatoarele afirmatiic sunt echivalente:

(1) (C, P) este uniform h-dichotomicd in medie;
(2) exista o constanta L > 1 astfel incat

(uhlym) / ||<1>p<t,w)x(w)ndmw)ln% < / 1P (s, w)er(w) | dpw)
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ht)
(uhtzm) [ 1Q(s, el ldn(e) 0 505 < I [ [0g(t.5,)ew)dule)
pentru orice (t,s,w) € A X Q gix € L(Q, X, u).

(3) exista o functie crescatoare si bijectiva g : [1,00) — Ry cu tlirglog(t) = 00,

g(e) =1 si exista o constanta L > 1 astfel incait:

(uhMim) g (#3) / |@p(t, 5 w)z(@)lldu(w) < L / |P(s,w)(w) | du(w)
(uhdtam) g (35) [ 1)) ldn(e) < L [ ot s,0)a(w) ldue).

pentru orice (t,s,w) € A x Q gi x € L(Q, X, ).

(4) exista r > e si exista c € (0,1) astfel incat
(uhHym) / 1@ (s, s, w)a(@)lldu(w) < ¢ / | P(s, w)(w)l|dpu(w)
QO

(uhtm) [ Qs @)a(w)ldn(w) < ¢ [ [@ors,s,w)olw)due),
pentru orice (s,w) € Ry x Q six € L(, X, p).

Remarca 3.3.2. [124] Pentru h(t) = €' se obtine varianta acestei teoreme pentru
conceptul de dichotomie exponentiala uniforma care reprezinta generalizari ale unor
rezultate prezentate de catre C. Stoica in [100].

Remarca 3.3.3. [124] Pentru h(t) = t + 1, se obtine varianta acestei teoreme
pentru conceptul de dichotomie polinomiala uniforma si a fost demonstrata de catre
R. Boruga and M. Megan in [17], si R. Boruga in [12] pentru operatori de evolutie
in spatii Banach.

Remarca 3.3.4. Conexiunea intre conceptele de dichotomie i cresteri este data in
urmatoarea diagrama:
u.h.dm. = chum.

u.e.d.m = u.p.dm

4 4

ceu.m. <= c.pum.

In continuare, fie h € H, unde multimea H este definita in 2.3.

Urmatoarele teoreme prezinta caracterizari integrale utilizand familii de proiec-
tori invariante, respectiv familii de proiectori tare invariante.

Teorema 3.3.3. [123] Presupunem ca C = (®,¢) este un cociclu stochastic de
evolutie tare masurabil, (C, P) are crestere h-uniforma in medie iar h € H. Perechea
(C, P) este uniform h-dichotomica in medie dacd $i numai dacd exista constantele
D>1gide(0,1) astfel incat
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o)

(anDlme) [ ey ([ 1. o)) dut)) e <

s

< D h(s (/ [P p(s,to, w)zo(w)|dp(w ))

pentru orice (t,s,to,w) € T x Q gi xg € L(Q, X, ).

oy " D his)'

(uhDm) / T 1%t o, @) zo@)[dn@) ™ = T, 1%, fow)zo@)]|diw@)’

pentru orice (t,s,to,w) € T X Q gi xg € L(Q, X, p)
u/ | P (s, to, w)zo(w) # 0.
Q

Remarca 3.3.5. [123] In Teorema 3.3.3, daci rata de crestere este e, deducem
versiunea acestei teoreme pentru conceptul de dichotomie exponentiala uniforma in
medie.

Teorema 3.3.4. [123] Presupunem ca C = (®,¢) este un cociclu stochastic de
evolutie tare masurabil, (C, P) are crestere h-uniforma in medie iar h € H. Perechea

(C, P) este uniform h-dichotomica in medie daca $i numai dacd exista constantele
D>1gide (0,1) astfel incat

uhD2%m hs) s D he) ;
) Zfﬂ ||(I>P(S,to,w)il'O(W)Hdﬂ(w)d : fQHq)P(t’tO’w)xO(w)”d“W)7

pentru orice (t, s, to,w) € T x Q si xg € L(Q, X, 1), cu
[ (e to,w)aa(w)ldu(w) £0,
Q

2 [ Sl 2a(s, to, w)ao(w)lldu(w) D [ [1@(t, to, w)ao(w)||dp(w)
(uhD3m..) / (o) ds < h(5)? )

to
pentru orice (t, s, to,w) € T x Q si xg € L(Q, X, u).

Remarca 3.3.6. [123] Luand h(t) = €', obtinem versiunea Teoremei 3.3.4 pentru
conceptul de dichotomie exponentiala uniforma in medie.

Teorema 3.3.5. [123] Presupunem ca C' = (®,¢) este un cociclu stochastic de
evolufie tare masurabil, (C, P) are crestere tare h-uniforma in medie iar h € H.
Perechea (C, P) este uniform h-dichotomica in medie dacd si numai dacd exista
constantele D > 1 si d € (0,1) astfel incat
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(uhDym,) fh(ﬂd (/ﬂ | p(7, toM)SEo(W)IIW(CU)) dr <

< 2w ([ 18t o )au(eldute) )

pentru orice (t,tg,w) € A x Q si xg € L(Q, X, ).

(uhD3m.) /th(T)_d (/Q oL, 7, (T, to,W))fCo(w)lldu(w)> dr <
< tht)‘d (/ﬂ HQ(t,w(t;to,W))xo(w)Hdu(wO,

pentru orice (t,to,w) € A X Q gi xg € L(Q, X, p).

Remarca 3.3.7. [123] Teorema 3.3.5 ofera o versiune a teoremei pentru dichotomia
exponential uniforma in medie, in cazul in care h(t) = e’

Teorema 3.3.6. [123] Presupunem ca C = (®,¢) este un cociclu stochastic de
evolufie tare masurabil, (C, P) are crestere tare h-uniforma in medie iar h € H.
Perechea (C, P) este uniform h-dichotomica in medie daca si numai dacd erxista
constantele D > 1 si d € (0,1) astfel incat

t
h(s)~® D h(t)™4
uhDim, / ds < ;
R A R P TN 5 700 Rl W [ EX T
0
pentru orice (t,s,to,w) € T x Q si xg € L(Q, X, )
cu [ 1@p(t, to,w)u(e) d(e) £ 0.
Q

t
h(s)? D h(t)e
uhDim, / ds < )
S A 7 AP P05 708 Ry A F o
pentru orice (t,s,to,w) € T x Q si xg € L(Q, X, p)
cu [ IWolt,to,w)mu(w) dn(w) £0.
Q

Remarca 3.3.8. [123] Ca o consecinta imediatd a Teoremei 3.3.6, dacd h(t) = €',
obtinem o versiune a sa pentru conceptul de dichotomie exponentiala uniforma.

Urmatoarele doua teoreme prezinta caracterizari integrale pentru conceptul de h-
dichotomie uniforma in medie in cazul in care ® este o aplicatie cociclica stochastica
de evolutie reversibila.
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Teorema 3.3.7. [125] Presupunem ca C = (®,¢) este un cociclu stochastic de
evolutie tare masurabil, (C, P) are crestere h-uniforma in medie iar h € H. Perechea
(C, P) este uniform h-dichotomica in medie cu ® o aplicatie cociclica stochastica de
evolutie reversibila dacd si numai dacd existd constantele D > 1 si d € (0,1) astfel
incat

. h(t)"
o / Jo T o ) Pt 0 o ) )
D h(s)?

<
= Jo 1971 (s, to, w) P(s, (s, to, w))zo(w) | dp(w)

pentru orice (t,s,tg,w) € T x Q si xg € L(Q, X, 1)
cu P(S7 80(87 to,&}))%o(&)) 7é 0;

(wnDim) [ hiey! ( / ||‘I’_1(t,to,w)Q(t»90(t7to,w))$o(w)||dﬂ(w)> it <

S

< D h(s)? / 107 (5, to, ) Q5. 9(5. fo, )0 w) | da(w),

pentru orice (t, s, to,w) € T x Q gi xg € L(Q, X, p).

Corolarul 3.3.1. [125] Presupunem ca C = (®,p) este un cociclu stochastic de
evolufie tare masurabil, (C, P) are crestere exponentiald uniforma in medie. Pere-
chea (C, P) este uniform exponential dichotomica in medie cu ® o aplicatie cociclica
stochastica de evolutie reversibila daca si numai daca exista constantele D > 1 si
de (0,1) cu

edt

e / o T8t 0, ) P ot ) ) =
D eds
< .
N fQ ||(I)_1(57t07w)P<57@(S?t()vw))xo(w)HdN(w),

pentru orice (t,s,tg,w) € T X Q si g € L(, X, p) cu P(s, (s, to,w))ro(w) #
0;

o0

weDpm) [[e ([ 10720 tu) Qe o, 10, Do) ) ) <

<D et / 107(5, to, )Q(5, 9(5: o, )0 w) | da(w),

pentru orice (t, s, to,w) € T x Q si xg € L(Q, X, p).
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Teorema 3.3.8. [125] Presupunem ca C = (®,¢) este un cociclu stochastic de
evolutie tare masurabil, (C, P) are crestere h-uniforma in medie iar h € H. Perechea
(C, P) este uniform h-dichotomica in medie cu ® o aplicatie cociclica stochastica de
evolutie reversibila dacd si numai dacd existd constantele D > 1 si d € (0,1) astfel
incat

(uhD¥m) / Jo II¢—1<s,t0,w>P<s];é<)sd, to, ) ) (@) [ dja ()

_ D o |97 0 )Pt ol 0, )0 () ()
- h(t)? ’

ds <

pentru orice (t,s,tg,w) € T X Q gi xg € L(Q, X, 1),

uhD?*m | h(S)_d
(uh D3 )to/fQ||c1>—1(s,t0,w)Q(s,ga(s,to,w))xo(w>lldu(w)
D h(t)~¢

< Y
T S 127t o, w)Q(E, @2, to, w))wo(w) || dp(w)
pentru orice (t, s,to,w) € TxQ sizg € L(Q, X, 1) cu Q(t, p(t, to,w))xo(w) # 0.

ds <

Corolarul 3.3.2. [125] Presupunem ca C = (®,p) este un cociclu stochastic de
evolutie tare masurabil, (C, P) are crestere exponentiald uniforma in medie. Pere-
chea (C, P) este uniform exponential dichotomica in medie cu ® o aplicatie cociclica
stochastica de evolutie reversibila daca si numai daca exista constantele D > 1 si
d € (0,1) astfel incat

(ueD2m) / Jo 197 (5,0, 0) P (s, (5, to, )0 (w) | dpu(w)

eds ds S

to
< D fQ ||(I)_1(t7t07w)P(ta 90<t7t07w>)x0(w)|’dﬂ(w),
— edt Y

pentru orice (t,s,to,w) € T x Q si xg € L(Q, X, ),

efds

D) [ T e P T S
0 D e
<
= Jo 1272t Lo, w)Q(E, @, to, w))wo(w) [|dp(w)’

pentru orice (t, s,tg,w) € T'xQ sixg € L(Q, X, 1) cu Q(t, p(t, to,w))zo(w) # 0.
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In cele ce urmeaza este prezentata o teorema de echivalenta intre conceptul de h-
dichotomie uniforma in medie in timp discret si conceptul de hA-dichotomie uniforma
in medie in timp continuu cu familii de proiectori invariante.

Notam cu H multimea ratelor de crestere h : R, — [1,00) cu proprietatea ca
exista H > 1 astfel incat h(t + 1) < Hh(t) pentru orice t > 0. De asemenea, notam
cu

Ag = {(m,n) € N*:m >n}.

Teorema 3.3.9. [128] Fie h € H. Atunci perechea (C, P) este uniform h-dichotomica
in medie daca si numai daca perechea (C, P) are crestere h-uniforma in medie i
exista doua constante Ny > 1 st v > 0 cu

(uhdsm) h(m / 1®p(m, ) (@) dja(w) < N R / 1P (1, w)er ()| dpw)

(uhdgm) h(m / Q0. w)a(e)di(e) < Ny b [ [am,mw)ole)due)
pentru orice (m,n,w) € A x Q siz € L(Q, X, ).
Remarca 3.3.9. [127] Pentru h(t) = €', respectiv h(t) = ¢t + 1 se obtine teorema

de echivalenta intre u.e.d.m. in timp discret si u.e.d.m. in timp continuu, respectiv
teorema de echivalenta intre u.p.d.m. in timp discret i u.p.d.m. in timp continuu.

Teorema urmatoare prezinta echivalenta intre h-dichotomia uniforma in medie
in timp discret gi h-dichotomia uniforma in medie in timp continuu cu familii de
proiectori tare invariante.

Teorema 3.3.10. [127] Fie h € H. Atunci perechea (C, P) este uniform h-dichotomica
in medie daca si numai daca perechea (C, P) are crestere h-uniforma in medie si
exista doua constante Ny > 1 st v > 0 cu

(uhdim) h(m /||<1>pm ) (@) [dp(w) < Ny h /||in )|l dp(w);

(uhdgm) m)” | [[¥g(m.n,w)ole)dule) <

< Ny [ 1QUm, ol n.0))a(w) di(e),
pentru orice (m,n,w) € Ag x Q gi v € L(2, X, ).

Remarca 3.3.10. [127] Pentru h(t) = €, respectiv h(t) =t + 1 se obtine teorema
de echivalenta intre u.e.d.m. in timp discret si u.e.d.m. in timp continuu, respectiv
teorema de echivalenta intre u.p.d.m. in timp discret si u.p.d.m. in timp continuu
cu familii de proiectori tare invariante.
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3.4 Comentarii bibliografice

Un interes semnificativ In teoria sistemelor dinamice a fost acordat fenomenului
cunoscut sub denumirea de dichotomie exponentiala uniforma.

Proprietatea de dichotomie exponentiala pentru ecuatii diferentiale liniare a
inceput sa capete o importanta deosebita cu aparitia a doua monografii importante
apartinand autorilor J. L. Massera & J. J. Schéffer in [64] gi J. L. Daleckii & M.G.
Krein in [34].

In sens stochastic, conceptul de dichotomie exponentiala a fost studiat de multi
autori precum A. M. Ateiwi in [4] sau T. Caraballo et al. in [24].

In acest capitol este abordat conceptul general al dichotomiei in medie cu rate
de cregtere sau h-dichotomia in medie, unde h : R, — [1, 00) este o rata de cregtere
(mai precis, h este o functie bijectiva si crescatoare cu tllglo h(t) = oo ) pentru
cocicli stochastici de evolutie in spatii Banach. Astfel, se obtin diverse caracterizari
pentru cocicli stochastici de evolutie in spatii Banach pentru acest concept, precum
si conditii necesare si suficiente pentru cazurile particulare ale dichotomiei in medie
de tip exponential si polinomial.

In primul paragraf al acestui capitol( Preliminarii) sunt enuntate definitiile pen-
tru dichotomia uniforma in medie care generalizeaza notiunea de h-stabilitate uni-
forma in medie descrisa in al doilea capitol. Definitia 3.1.2 si Remarca 3.1.1 repre-
zinta rezultatele originale ale prezentului paragraf.

In cel de-al doilea paragraf (Legaturi intre conceptele de dichotomie uniforma in
medie) sunt prezentate conexiunile intre conceptele de dichotomie uniforma in me-
die. Rezultatele originale ale acestui paragraf sunt Teoremele 3.2.1, 3.2.2, Corolariile
3.2.1, 3.2.2 publicate in lucrarea [128] si diseminate in cadrul conferintei 21st In-
ternational Conference on Numerical Analysis and Applied Mathematics, September
11-17, 2023, Heraklion, Crete, Greece.

In paragraful urmator (Caracterizari ale conceptului de dichotomie uniforma in
medie) se obtin caracterizari pentru conceptul de dichotomie uniforma in medie uti-
lizand familii de proiectori invariante, respectiv tare invariante n Propozitia 3.3.1
si Remarca 3.3.1 publicate in [123]. De asemenea, se obtine un criteriu de tip lo-
garitmic, un criteriu de tip majorare si un criteriu de tip Hai publicate de catre
T. M. Személy Fiilop in lucrarea [124]. Caracterizarile integrale sunt obtinute in
Teoremele 3.3.3, 3.3.4, 3.3.5, 3.3.6 si Remarcile 3.3.5, 3.3.6, 3.3.7, 3.3.8 si reprezinta
rezultate originale publicate in [123] si prezentate in cadrul conferintei 2024 IEEE
18th International Symposium on Applied Computational Intelligence and Informa-
tics (SACI), May 21-25, 2024, Timisoara, Romania.

In lucrarea [125] se prezinti caracteriziri integrale pentru conceptul de h-dichotomie
uniforma in medie in cazul in care aplicatia cociclica stochastica de evolutie @ este
reversibila. Aceste rezultate sunt originale si se regasesc in enunturile Teoreme-
lor 3.3.1, 3.3.7, 3.3.8, respectiv al Corolariilor 3.3.1, 3.3.2 fiind publicate in [125]
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si diseminate in cadrul conferintei XGEN International Conference on Science Co-
mmunications, May 20-24, 2024, Technical University of Cluj-Napoca, Baia Mare,
Romanza.

Teorema 3.3.9 reprezinta o teorema de echivalenta intre conceptul de h-dichotomie
uniforma in medie in timp discret si conceptul de h-dichotomie uniforma in medie in
timp continuu, folosind familii de proiectori invariante. Acest rezultat este original
si a fost publicat in [128].

In schimb, Teorema 3.3.10 prezinta echivalenta intre conceptul de h-dichotomie
uniforma in medie in timp discret si conceptul de h-dichotomie uniforma in medie
in timp continuu, utilizand familii de proiectori tare invariante. Acest rezultat este
original gi a fost trimis spre publicare in [127].

Ambele rezultate au fost prezentate in cadrul conferintei Sizth Romanian Iti-
nerant Seminar on Mathematical Analysis and its Applications, May 30-31, 2024,
Cluj-Napoca, Romania.



4. Concluzii si perspective

Teza extinde rezultatele clasice deterministe la context stochastic, oferind un
cadru unificat pentru studiul stabilitatii si dichotomiei cu rate de crestere.

Directiile viitoare includ:

e Investigarea h—dichotomiei in medie pentru cocicli stochastici de evolutie in
timp discret.

e Aplicatii la ecuatii diferentiale stochastice in fizica si economie.

e Dezvoltarea de criterii constructive pentru controlul sistemelor stochastice.
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